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Modelo Proposto — Holt-Winters com Multiplos Ciclos

4.1

Introducio

Existem uma variedade de séries temporais que ndo se ajustam facilmente a
modelagem via amortecimento exponencial tradicional. As séries com variacdo ciclica ou
sazonal se enquadram dentro desse perfil de série. O modelo de amortecimento
exponencial de Holt-Winters € um procedimento bastante popular para a previsao de séries
temporais que possuem ciclos sazonais. Um fator importante para a sua popularidade ¢ a
sua simplicidade e facilidade de implementacdo computacional. Além de ser um
procedimento heuristico, sendo as suas equagdes de atualizacdo obtidas de forma intuitiva.

(Souza, 1983[24]).

A robustez e a acuracidade dos métodos de amortecimento exponencial, tem levado
a um grande aumento das formas de aplicacdo e utilizagdo do método, principalmente, nos
casos onde um grande numero de séries temporais precisam ser atualizadas através de um
procedimento automatico, tal como ocorre, por exemplo, no caso do controle de estoques.
Isso deixa claro que o modelo Holt-Winters pode ser um razoavel candidato para uma
aplicacdao de procedimentos de atualizagdo de forma automatizada para o caso da previsao
online de demanda por carga de energia elétrica. No entanto, ¢ preciso ser mencionado, que
esse modelo, tal como foi formulado por Winters, somente ¢ capaz de acomodar um ciclo
(um padrao sazonal). E sabemos que as séries de demanda por carga de energia elétrica
horéarias e de 2 em Y5 hora possuem ciclos diferentes dos correspondentes a mudanca das
estagdes do ano (sazonalidade). Os dados horarios e de 2 em "2 hora dessa variavel
apresenta também, em sua grande maioria, ciclos semanais e diarios. Ou seja, sabemos que
o comportamento de uma determinada série de demanda por carga de energia elétrica numa
segunda-feira de uma semana, terd grandes chances de ser semelhante ao comportamento

da demanda da segunda-feira da semana anterior. Tal como, a demanda por carga de
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energia elétrica ao meio dia de hoje, sera, bastante parecida com a demanda ocorrida ao

meio dia de ontem.

Por essa razdo, faz-se necessario encontrar uma forma alternativa de utilizar o
modelo Holt-Winter para séries que possuam multiplos ciclos. Em estudo realizado por
Taylor (2002[27], o autor utiliza uma extensdo do mesmo para série de carga de 2 em 2
hora da National Grid, a empresa responsavel pela transmissdo das cargas de energia
elétrica nos paises da Inglaterra e Pais de Gales. O modelo proposto na dissertagdo ird
introduzir um indice de ciclo adicional e uma equagdo de amortecimento extra para esse
novo indice criado (Taylor, 2002[27]). Vale mencionar, que o termo multiplos ciclos, ¢
utilizado porque, apesar de na dissertacdo s6 utilizarmos 2 ciclos, o0 mesmo pode ser,

facilmente, estendido para trés, quatro, ou n ciclos.

4.2
Holt-Winters Padrao

O modelo Holt-Winters padrao foi introduzido por Winters para a previsao de séries
temporais que apresentam variagao ciclica e se adequa a séries que possuem somente um
padrao ciclico incorporado a mesma. O modelo proposto por Winters incorpora tanto a
tendéncia quanto o efeito sazonal. Ele pode ser formulado de duas formas: de forma aditiva,
ou de forma multiplicativa. A forma aditiva do modelo ¢ mais adequada para séries em que
a variancia da mesma ¢ constante ao longo do tempo. Ja a forma multiplicativa se adequa a
séries em que essa variancia cresce junto com o nivel da série. Nas secdes que seguem
iremos fazer uma introducdo a formulacdo do modelo de Holt-Winters nas suas duas

formas.
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4.2.1
Holt-Winters Aditivo

Supondo que a série, X, , possui somente um padrdo sazonal, e que esse padrdo nao

aumenta juntamente com o nivel da série. Podemos escrever localmente, essas suposi¢des

de seguinte maneira :
X, =b, +b,t+c, +¢, (4.1)

onde, b, ¢ a componente de nivel, b, a componente de tendéncia linear, c, o fator sazonal,
e e, o componente aleatdrio. O tamanho do fator sazonal ¢ L, e os fatores sazonais somam

o0 seguinte tamanho.

ic (t)=0 (4.2)

j=1

Esse modelo ¢ ideal para séries que possuem tanto um efeito tendéncia aditivo e um
efeito sazonal aditivo superposto. Caso a componente de tendéncia seja desnecessaria,
pode-se ser retirada da modelagem. Vale mencionar, que, normalmente, as séries de
demanda por carga de energia elétrica, sdo um bom exemplo de série onde a componente de

tendéncia faz-se desnecessaria.

Suponhamos, entdo, que as estimativas da componente de tendéncia e dos fatores

sazonais do modelo aditivo, apresentado pela equagdo 4.1, no final do periodo T sejam
denotados por b,(T) e éj(T), respectivamente. Se : b,(T-1), b,(T-1) e éj(T-l);
j=1,...,L, sdo os estimadores do nivel, crescimento e fatores sazonais em T-1, os

estimadores em T, ao observar x; serdo :

Nivel :  b,(T) = oxy - &, (T- D]+ (1= )b, (T=1)+ b, (T-1) (4.3)
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>

(T=1)}+(1-B)os (T -1) (4.4)

Sazonalidade : ém(T)(T) =7 (XT - f)l (T))+ (1 - Y)am(T)(T - 1) (4.5)

o

Tendéncia : b,(T)= [3[61 (T)-

onde a, B e y sdo constantes de amortecimento. A subtragdo da componente de
sazonalidade de x., na equacdo 4.3, ¢ feita para que a varidvel seja desazonalizada. O

proposito dessa desazonalizagao ¢ permitir que o processo de atualizagdo da componente de
nivel seja somente baseado na estimativa prévia dela mesma e da tendéncia. Com relacdo a
componente de tendéncia, vale ser mencionado, que a sua forma de calculo ¢ a mesma que
no caso da modelagem pelo método multiplicativo. Podemos entdo, formular a equagdo de
previsdo para valores futuros, para qualquer periodo, T +1, feita na origem genérica T,

denotada por X, (t) :

ﬁT(T): Bl(T)+62(T)r+ém(T+r)(T) (4.6)

Na equagdo de previsdo ¢ usado o fator sazonal estimado no ultimo instante
disponiveis, ou seja, no instante T. Caso se deseje fazer previsdes para periodos mais
distantes que 1 passo a frente, podem ser feitas usando o fator sazonal apropriado. Ou seja,

o fator sazonal correspondente ao periodo que se deseja prever.

O processo de atualizagdo, no caso do modelo aditivo, ¢ heuristico. Ou seja, ¢
realizado através de procedimentos logicos e de carater intuitivo, ndo sendo baseados em

critérios de ruidos, tal como os minimos quadrados sao.

O desenvolvimento de um sistema de previsdo que faca uso do modelo aditivo,
requer que sejam estimados os pardmetros iniciais de BI(O), 62(0) e C j(0), j=1,...,L,

sejam determinados. A estimativa de minimos quadrados dos valores dos parametros
iniciais pode ser obtida através da andlise dos dados historicos. Para detalhes deste
procedimento, ver Montgomery (1976[17]), onde os passos necessarios para a obten¢do

destes valores iniciais sdo descritos detalhadamente.
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4.2.2
Holt-Winters Multiplicativo

A versdo do modelo de Holt-Winters para o caso da sazonalidade multiplicativa sera
apresentado nas equacdes que seguem abaixo. Essa versdo do modelo, tem como premissa
basica a suposi¢ao de que da amplitude da sazonalidade ¢ variante no tempo, e, também
que, provavelmente, essa variacdo ocorre de forma crescente. No que diz respeito a
componente de tendéncia, ela continua possuindo uma formulagdo aditiva. Portanto, esse

modelo ¢é capaz de incorporar tanto a tendéncia linear quanto o efeito sazonal.

A sazonalidade ¢ multiplicativa no sentido de que o nivel implicito da série
temporal ¢ multiplicado pelo indice sazonal. O modelo Holt-Winters com sazonalidade
aditiva ¢ uma formulag¢do alternativa, a qual envolve a adi¢do de fatores sazonais a
tendéncia implicita. A versdo multiplicativa ¢ apropriada se a magnitude da variacdo
sazonal aumenta com o aumento no nivel médio da série temporal, enquanto a versao
aditiva deve ser usada se o efeito sazonal ndo depende do atual nivel médio. A versdo
multiplicativa ¢ muito mais amplamente usada, entdo, por, conven¢do, na dissertacao
somente irei apresentar a versdo multiplicativa no estudo das séries com multiplas

sazonalidades. E preciso ser enfatizado que, diferente do modelo Holt-Winters aditivo, a

versao multiplicativa ndo ¢ um subgrupo dos modelos ARIMA.

Entdo, assumindo que uma dada série temporal possa ser adequadamente

representada pela equagao
x, = (b, +b,tk, +e, (4.7)

onde , b, ¢ a componente de nivel, b, a componente de tendéncia linear, c, o fator sazonal,
e g, o componente aleatorio. O tamanho da sazonalidade ¢ L, e os fatores sazonais sdo

definidos de forma que a soma dos mesmos seja igual ao tamanho da sazonalidade, ou seja:
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ic (t)=L (4.8)

J=1

Entdo, denotando a estimativa do “passo” (tendéncia) e a componente sazonal , no
final de qualquer periodo, digamos T, como sendo bz(T) e éj(T);j:I,...,L. Ja a
componente de nivel ¢ denotada por Bl(T). O procedimento de atualiza¢do da estimativa
dos parametros e da previsdo do modelo ¢ feita de forma relativamente simples. No final do

periodo T, depois de ja observada a realiza¢do para o periodo, X, podemos efetuar os

seguintes calculos, admitindo o conhecimento de todos estes parametros em T-1, ou seja,

b,(T-1), b,(T-1) e &(T-1); j=1,...,L:

Nivel : b,(T)= ({—T)J +(1- a)(A (T-1)+b,(T- 1)) (4.9)

Cm(T)(T -1
Tendéncia : b, (T) = (b, (T)-b, (T —1))+ (1-p)b, (T 1) (4.10)
Sazonalidade : &,(T)= y( BT(TF)J +(1- V)& (T -1) (4.11)

Para os demais fatores :
¢&,(T)=¢,(T-1) j=12,...L; j=m(T) (4.12)

onde o, B e y sdo constantes de amortecimento. Note que, o modelo assume que uma
tendéncia aditiva ¢ estimada pelo somatorio do passo local amortecido, e pelas sucessivas
diferencas amortecidas, BI(T)— Bl (T-1), do nivel local, b,. O indice sazonal local,
cm(T)(T), ¢ estimado pela razdo amortecida do valor observado, x;, e o nivel local, Bl (T)

(Taylor, 2002[27]). Também pode ser constatado na equacdo (4.11) que a medida que

revisamos as estimativas dos fatores sazonais, eles podem vir ndo somar o tamanho da
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sazonalidade, L. Dai, a normalizagdo dos fatores sazonais, ou seja, faz com que a soma dos

novos fatores em T seja igual a L. Ver Souza (1983[24]) para maiores detalhes.

. L (4.13)

>e)

]

onde ¢; (T) sdo os fatores ndo normalizados estimados conforme a equacao (4.11).

A equagdo de previsdao do modelo, no tempo T +1 , pode ser escrita como
%1(0) = (B,(T)+ 5, (T)e)e . (T) (4.14)

Cabe, mencionar que as quantidades entre parénteses de cada um dos 3 pardmetros, b, (-),

b,()e¢ j(-), indica o periodo em que a estimativa estd sendo computada, ou seja, instante

T.

O desenvolvimento do sistema de previsao no método de Winters requer que os
valores iniciais dos parametros, BI(O), BZ(O) e EJ(O), sejam dados ao modelo. As

informagdes historicas, quando disponiveis, podem ser usadas com o propdsito de fornecer
algumas ou todas as estimativas iniciais necessarias. O procedimento formal de obtengao

destes valores iniciais pode ser visto em detalhes em Montgomery, (1976[17]).

4.3
Holt-Winters com Multiplos Ciclos

Apesar do modelo Holt-Winters padrao ser amplamente utilizado para a previsdo
de séries temporais com comportamentos sazonais, 0 método somente comporta um padrao
sazonal correspondente a mudanca de comportamento de uma dada série decorrente da

mudanca das estagdes do ano. O modelo, tal como formulado por Winters, ndo ¢ capaz de
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incorporar ciclos existentes, por exemplo, na demanda horaria de carga de energia elétrica.
E sabemos que, mais de um padrao ciclo ndo pode ser considerado na literatura de
amortecimento exponencial. No entanto, ¢ sabido que existem séries (principalmente
quando os periodos analisados sdo de meia em meia hora, horarios, diarios ou semanais),

que apresentam ciclos diferentes do proveniente da mudanga das estagdes do ano.

Para solucionar esse problema, Taylor (2002[27]) propds uma extensdo do modelo
Holt-Winters, extensdo esta onde existiria a possibilidade da incorporacao de multiplos
ciclos a modelagem. Esse método ¢ adequado quando existem dois ou mais ciclos
diferentes na série em estudo. O modelo Holt-Winters com multiplos ciclos estd expresso
matematicamente nas 4 equagdes dispostas do item (4.15) ao (4.18) . O modelo serd
expresso somente para dois ciclos sazonais, visto que, no momento da aplicagdo somente
dois ciclos irdo ser necessarios para modelar a série utilizada, um ciclo semanal e um ciclo
diario. No entanto a formulacdo pode, facilmente ser extendida para 3 ou mais ciclos. Para
1ss0, somente faz-se necessario a incorporagao ao modelo de uma quantidade de indices dos
ciclos e equagdes de amortecimento equivalente a quantidade de ciclos que se deseja

modelar.

A formulagdo ¢ composta por indices de ciclos distintos, c¢,, e ¢, com periodos ,
L, e L,, respectivamente. No caso desta dissertagdo em que estamos considerando dados
horarios de carga, temos que L, =24 e L, =168 (ciclos diarios e semanais). Com relacdo

as equacoes de atualizagdo dos parametros de um instante genérico T-1 para o instante

seguinte T, o procedimento iterativo ¢ como mostrado abaixo :

Seja o instante T-1, onde conhecemos : o nivel, Bl (T - 1), a tendéncia, Bz(T - 1), oS
fatores do ciclo 1, élj(T—l) para j=1,...,L,, e os fatores do ciclo 2, ézj(T—l) para
j=1,...,L,. Observando x, no instante T, as equagdes de atualizagdo dos parametros para

o instante Ts serdo :

A

Nivel :  ,(T) = alxy /&y, (T =1) &5, (T = D)+ (1= )b, (T=1)+b,(T-1))  (4.15)
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Tendéncia : b, (T)=p(B, (T)-b, (T~ 1))+ (1-p)b,(T-1) (4.16)
Ciclo 1 : élhl(T)(T) = V(XT/ E)1 (T)ézhz(T)(T - 1))"' (1- ’Y)élhl(T)(T ~1) (4.17)
Ciclo 2 1 &, 1)(T) = 8(x/ B, (T) &y (o) (T =1))+ (1=8) &5, ) (T ~1) (4.18)

onde h (T) ¢ a “hora” correspondente ao instante T (assumindo valores de 1 a L,)
enquanto hz(T) ¢ a “hora” correspondente ao instante T (assumindo valores de 1 a L,).

Assim, como no caso do Holt-Winters convencional, temos que somente os fatores dos

ciclos 1 e 2 correspondentes ao instante T, i.e., élhl(T)(T) e EZhZ(T)(T), sdo atualizadas em

T, de acordo com as equagdes (4.17) e (4.18). Para demais fatores temos :

¢,;(T)=¢,(T-1) j=12,...L;  j=h(T) (4.19)

¢, (T)=8,(T-1) j=12,...L;;  j=h,(T) (4.20)

Evidentemente os fatores devem ser normalizados a cada atualizacdo para garantir

que suas respectivas somas sejam L, e L, respectivamente, i.e. :

2eol)=L e Yey()=L, (4.21)

Xp (T) = (A 1 (T) + 1E’2 (T)T) élhl(T-ﬂ)(T)’ éth(T+‘r)(T) (4.22)

Nesta formulacdo estendida as quantidade o, y, Pe O, que necessitam ser

estimadas a partir dos dados historicos (ou definidas subjetivamente pelo usuario), também
denominadas hiperpardmetros do modelo. Seus valores (definidos no intervalo 0-1, devem
ser conhecidos para a atualizagdo das equagdes de atualizagdo dos parametros (4.15) a

(4.20).
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O procedimento de determinacdo dos parametros iniciais do método de Holt-
Winters multiplicativo com um tnico padrao sazonal, descrito anteriormente, ¢ facilmente

adaptavel, para o método Holt-Winters com multiplos ciclos. A descricdo dos
procedimentos utilizados para a determinagdo dos parametros iniciais, BI(O) , BZ(O), Cyj (0)
e Cy (0), estd disposta no paragrafo seguinte. Os procedimentos para a determinagdo dos

parametros serdo explicitados para o caso de um modelo com 2 ciclos, um ciclo semanal e

um diario, aplicados para dados horarios.

Assuma que a série temporal, X, possa ser escrita em uma forma matricial, onde as
linhas representam o ciclo menor (dia, na aplicagao desta dissertagdo, L, = 24) e as colunas

as horas seqiienciais, como abaixo :

) SRS ST L
Xyp Xpp  eeeens Xoy,
X3y X3y eeeens X3y,
X Xpp  eeeens Xip, (4.23)

ou seja, estamos admitindo que existam I dias completos de dados historicos. De posse

destas informacodes, calculamos

Passo 1 : Médias “Diéarias”

L]
Z X ]
i1

X, = para i=1,...,1 (4.24)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116367/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0116367/CA

Passo 2 : Fatores dos Ciclos Diarios Grosseiros

Cl 1 €1 emnee Ciit,
¥ * kS
Cl g 1Clogeemnes Ciat,
* * *
Clp1Crpg renns Cirit,
onde :
. X .
— \) —
L= & para j=1,...,L,

Passo 3 : Fatores dos Ciclos Diarios

él’j(O);cLj para j=1,...

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
(4.32)

76
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c?zA(O)Ecz’j para j=1,...,L, (4.32)

-]

E preciso ser dito que para os valores iniciais dos fatores do ciclo semanal, ¢, j(O)

para j=1,...,L,, o procedimento ¢ idéntico (segue-se os passos 1 a 4) para se obterem os

valores ¢,;, para j=1,...,L,. Nesse caso, os dados passam a ser organizados em uma

matriz cujas as linhas sdo as horas da semana (dimensao L, ).

Em seu artigo Taylor, estabeleceu comparacao entre o0 modelo ARIMA estendido,
mencionado no segundo capitulo, onde foi feita uma breve descricdo dos modelos de
previsdo disponiveis na literatura, os modelos de Holt-Winters padrdo e o de multiplos
ciclos, ambos na versdo multiplicativa. E importante ser dito, que no caso do método
padrao de Hol-Winters, foram feitas duas modelagens. Em uma das modelagens, somente ¢
levada em consideracdo o ciclo semanal, e na outra somente o ciclo diério. Isso ¢ feito para
que possa ser observada e comparada a eficiéncia do método convencional, com o
estendido. Os resultados obtidos por Taylor (2002[27]), mostram que o método estendido
apresenta resultados com mais precisao do que as modelagens feitas seguindo o método

convencional e 0 modelo ARIMA estendido.

As aplica¢des do método e os resultados obtidos serdo apresentados no capitulo 5,

juntamente com os resultados do modelo de amortecimento direto.
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