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Metodologia de solucao

No presente capitulo é demonstrada a metodologia utilizada na solucéo
numeérica das equacbes de fluxo de umidade e calor em meios porosos néo-
saturados. Inicialmente é feita uma breve introducdo a0 método de solucdo
numérica utilizado pelo programa, o Método dos Elementos Finitos (MEF) e
como foi sua aplicacdo no programa. Sdo demonstrados também os pontos
essenciais do programa de andlise de fluxo acoplado de umidade e calor
bidimensional utilizado, UNSATCHEM-2D (Smunek e Suarez, 1993), com
destagque para como sdo realizadas as iteragcbes numéricas do fluxo de umidade e
calor e as aplicacdes das condigbes de contorno de umidade e temperatura. Ainda
neste capitulo, sdo explanadas as equacdes governantes do modelo adotado,
seguido das implementacdes realizadas e quais eventuais modificagbes foram
realizadas no cédigo do programa.

3.1

Método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos € uma ferramenta de andlise numeérica,
onde é possivel estabelecer e resolver as equagdes governantes de problemas
mateméticos que envolvem sistemas complexos de uma maneira bastante eficaz.
O método € baseado na discretizacdo de um dominio em elementos e nds, e na
construcao de funcdes de interpolagdo (ou funcdes base) que interpolam uma

solugdo ou uma aproximagcado no interior do dominio.
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A Figura 2 mostra um objeto continuo de contorno irregular discretizado
em uma tipica malha de elementos finitos formada por elementos triangulares

especificados por seus nos.
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Figura 2 - (a) objeto continuo, (b) malha tipica de elementos finitos com elementos

triangulares.

3.1.1
Método dos Residuos Ponderados

Tratase de um método variacional que permite obter solugdes
aproximadas da solugdo de um certo problema de valor de contorno. Para se
aplicar o método dos residuos ponderados necessita-se primeiramente saber a
equacdo diferencial que rege o problema fisico em questéo.

Sgja a equacdo diferencial abaixo, que governa um determinado problema

fisico, com condicdes especificadas no contorno (problema de valor no contorno):

Du- f =0 no dominio W

Bu- g=0 no contorno G (3.1

onde u é avariavel dependente, x é avariavel independente, f e g sdo fungdes de
X, constantes ou zero, dependendo do problema e, D e B sdo operadores
diferencias.

Considerando o caso unidimensional, em gera desconhece-se a solugdo
u(x) do problema em questéo, e procura-se uma solucdo aproximada U(X).

Tipicamente 0(x) € um polindmio que satisfaz as condi¢cbes de contorno
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essenciais, e contém coeficientes a,,a,, a,,...,a,. Assim, para se obter a solucéo
aproximada U(x) deve-se determinar os coeficientes a tal que u(x) e G(x) sgam
suficientemente proximas, segundo um determinado critério estabelecido. Ou sgja,
U=a,+ax+axX +..., sendo os coeficientes a determinados segundo critérios

gue serdo Vvistos.
Substituindo U no lugar de u nas equagtes diferenciais (3.1), tem-se dois

tipos de erros, ou residuos

R, =R,(a,x)=Da- f (residuo no dominio)

R.=R.(a,x)=B0- g (residuo no contorno) (3.2)

Os residuos podem se anular para alguns valores de x, mas sO serdo nulos para
todos os valores de x se a solucdo aproximada G for a solucdo exata, isto €, se
a(x) © u(x). Presume-se que G é uma boa aproximacdo de u e os residuos sgjam
peguenos. Residuos pequenos podem ser alcancados de vérias maneiras, cada uma
delas resultando num sistema de equacdes algébricas de ordem n a ser resolvido,

onde as incognitas s&o os coeficientes a .

3.1.2
Método de Galerkin

O método de Galerkin é um caso particular do método dos residuos
ponderados. Neste método selecionam-se fungdes peso W =W/ (x) eimpde-se que
amédia ponderada do residuo R, com relagdo as fungdes peso éigual a zero. Em
termos matematicos, R, é feito ortogona as funcdes peso (o produto interno

entre W eR, énulo—ver Figura 3):

R =QWMR:(&,x)dW=0 parai=123,..,n (3.3
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espago gerado pelas
Jungédes peso

Figura 3 - O residuo R, é ortogonal ao espago gerado pelas funcdes peso W (Luersen,

2000).

No método de Bubnov-Galerkin, ou comumente chamado simplesmente
de Galerkin, as funcbes peso sdo os coeficientes das coordenadas generalizadas

a .Assim,

W=-— (34)

ou sgja, a base de fungdes para aproximar U e para aproximar W sdo as mesmas.

~

No método chamado de Petrov-Galerkin outras formas de W sdo

utilizadas, ou sgja, o conjunto de fungdes peso € diferente do conjunto de funcdes
utilizadas para a aproximacéo.

No método de Galerkin, o residuo no contorno R, é usado em
combinagdo com integracdo por partes, para a imposicdo das condicOes de
contorno naturais. Se existir um principio variacional associado a equacdo
diferencial, Galerkin e Rayleigh-Ritz dar&o solucdes idénticas quando utiliza-se a
mesma funcéo aproximada G .

Para um melhor entendimento do método de Galerkin ser4 demonstrado o
desenvolvimento da equacdo de fluxo em meios néo-saturados que o programa
UNSATCHEM-2D (Smunek e Suarez, 1993) adota em seu codigo. A equagdo

diferencial parcial que descreve o fenbmeno é aeqg. (3.5):
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T g kAT di+s=0 (35)

Tt g &0

onde g € o teor de umidade volumétrico, y éacargade pressdo, X (i =1,2) sdo
as coordenadas espaciais, t é o tempo, K”A s80 componentes do vetor de

anisotropia K”, e K € a condutividade hidraulica ndo-saturada. A varivel

dependente, funcdo carga de pressdo y (x,z,t), € aproximada pela funcéo

Y (X,z,t):

Yy (W) =3y w,(W (36)

n=1

onde N € o nimero de nés e w, sdo fungdes de ponderacdo que podem ser

substituidas por fungdes de interpolacéo f,, como visto a seguir:

Y (xz) =8y ,tf(x2) (37)

Fazendo a substituicéo da varidvel y por uma fungéo de aproximagdo y~ , obtém-

se a solucao aproximada:

é
Ta . T & KAﬂy +KA—+g+S R, 10 (3.9)

ToTxe €%

De acordo com o postulado de Galerkin, o residuo é minimizado de acordo com a
eg. (3.3):

é
!_q nggKAﬂy +K, _u+syf dw=0 (3.9)
‘IT %@ Tx; @ p
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Aplicando o teorema de Green a eg. (3.9), afim de reduzir os termos de derivada

de segunda ordem para termos de primeira ordem, temos:

\ 3F%1q ATy T ® Ay
—f + KK’ n—'dW K K +K -nf dG-
ng ﬂt ij ﬂX 1‘[ Q ﬂx] ﬂ (3 10)
T
KKA -, _dW 0
Q& %

Reduzindo-se a integral ao nivel dos elementos e substituindo a solucéo trivial
pela aproximada, obtemos a seguinte equagao:

] N\ ﬂq ] N\ Aﬂf ﬂf
—f dwW KK —t—% dW
AQ g +ae‘Q’e P x X"
(3.11)

mmo

\ y | a© ANF 0
K KA +K2snf dG+ KK - & dW
Qe g ‘ﬂxj q a Q/ 9 ‘ﬂxI a

onde W, representa o dominio ocupado pelo elemento e e G, € o segmento de

contorno do elemento e.

Para montar as matrizes que representam um sistema de equacOes
algébricas na eg. (3.11) pode-se fazer a integracdo de forma analitica ou pela
integracdo numérica através da quadratura de Gauss. Integrando-se a eqg. (3.11)
obtém-se, naformamatricial, a seguinte equacao:

d
F149Y sy ) =(0)- (8- (D) 12
onde
Ahm:é.KlKi]A\ .j{”.l%;mdw
° T (3.13)
=8 g5 KEib #KA(Gh, +0,6)+ Ko
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L o K
B.=a KK 0 f,—dW=8g =K (K b +KAc, (3.14)
& KKQf1 g IW=a 5K )
_ o N _ o k =
D, = ae §Q,ff W= ae EA}e(ess+sn) (3.15)
F =d Qo f.dw=d éEAE (3.16)
nm nm A Q/e n nm A 3 :
Q. =-a&s,Qff.dG=-as,], (3.17)

As varidveis K e S representam os valores médios de condutividade

hidraulica e do termo de armazenamento de &gua pelas plantas em um elemento

e, ossubscritos i e j sdo os indices das diregdes no espaco (i,j 212),e

=12,..,N m=12..,N n=12..N

=2-2 G =X X (3.18)
b=z-z ¢=x-X
Ab:Ckb] Cjbk K:K|+K]+Kk §:S+Sj+3<
2 3 3

As equagdes (3.13) a (3.17) sdo vdlidas para fluxo em um dominio bidimensional
(x,2), assim como para fluxo em um sistema axisimétrico (x,z) no qua x é

usado como coordenada radial. No caso de fluxo plano tem-se:

n

L
k=1 | =— 3.19
> (3.19)

enguanto que para casos de fluxo axisimétrico:
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+ X+ -
k=2p AN TN =L X+ 2%, (3.20)

3 3
Os indices i,] e k nas equacdes (3.18) e (3.20) representam 0S nOS

presentes nos Vvértices de um elemento triangular e. A, é a area do elemento e,
L, é o comprimento do segmento de contorno conectado ao N6 n, e x', é a
coordenada em x do no de contorno adjacente ao nd n. O simbolo s | na equagdo

(3.16) representa o fluxo através da fronteira na vizinhanga do né do contorno n.

O fluxo no contorno é considerado uniforme em cada segmento deste contorno.

3.2
Programa UNSATCHEM-2D

O programa de computacdo UNSATCHEM-2D foi desenvolvido por
Smunek e Suarez (1993), com o objetivo de simular numericamente o fluxo
bidimensional de &gua, o transporte de calor, producéo e transporte de didxido de
carbono e transporte de solutos multicompostos com equilibrios iénicos e
cinéticas quimicas considerados mais importantes em meios porosos hao-
saturados, parcialmente ou totalmente saturados.

O programa permite a simulagdo de regides delineadas por contornos
irregulares, compostas por solos ndo uniformes que possuem um grau arbitrario de
anisotropia local. O fluxo e o transporte podem ocorrer em um plano vertical,
plano horizontal, ou em uma regi&o tridimensional exibindo uma simetria radial
sobre o eixo vertical. As condic¢des de contorno utilizadas no fluxo podem ser de
carga prescrita, fluxo prescrito ou gradiente especifico, asssm como, condicdes de
contorno atmosféricas.

A malha de elementos finitos que o programa utiliza pode ser formada por
elementos triangulares e quadrilaterais cujas formas sdo definidas pelas
coordenadas dos n6s que formam os elementos. No caso de elementos
guadrilaterais, o programa subdivide automaticamente os quadrildteros em

tridngul os, tratando-os como sub-elementos.
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3.2.1
Fluxo de umidade

No programa, o fluxo de &gua, como foi dito, € considerado isotérmico, em
um meio poroso rigido de saturacdo variavel e a fase gasosa possui uma
importancia insignificante no processo de fluxo. A eg. (3.5), uma forma
modificada da equacdo de Richards com a incorporacdo de um termo que
reproduz o armazenamento de agua pelas raizes das plantas S, é adotada pelo

programa para representar o fluxo.

o _

Ta o T &
T

CCD> ('D>('D

oK e S (3.5)
g IZ_- .

onde g € o teor de umidade volumétrico, y éacargade pressdo, X (i =1,2) sdo
as coordenadas espaciais, t € o tempo, K”A sd0 componentes do vetor de

anisotropia K*, e K é a condutividade hidréulica ndo-saturada, dada pela eq.
(3.2):

Kl ,x 2) =KX, 2K,y ,X 2) (3.20)

onde K, representa a condutividade hidraulica relativa e K, a condutividade

hidraulica saturada. O termo S na eg. (3.1) representa 0 volume de &gua removido
por unidade de tempo de uma unidade de solo devido ao armazenamento de agua
das plantas.

As propriedades hidraulicas do solo no programa UNSATCHEM-2D
(Smunek e Suarez, 1993) sdo descritas por uma série de equacdes de forma
aproximada, semelhantes as de van Genuchten (1980), que utilizam o modelo de
Mualem (1976) para permitir uma flexibilidade extra a descricéo de propriedades
hidraulicas préximas a saturagao.

A solucéo da eq. (3.5) requer o conhecimento da distribuicdo inicial de
carga de pressao no dominio de fluxo, W:
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y (%,z,t) =y o(x,2) parat=0 (322)
ondey , €umafungo prescritadex e z.

S8o implementados no programa trés tipos de condigdes de contorno que

podem ser condicéo de contorno de carga de presséo prescrita (Dirichlet):
y (X,z,t) =y (x,z,t) para (x,2)1 G, (3.23)

condicao de contorno de fluxo prescrito (Neumann):

e & ATy Ad:I A
- K Ky =+ K in =s,(X,z,t) para (X,z)1 G, (3.29)
Tx; s

™»

e condicao de contorno de gradiente prescrito:

K,A Tly +KA N =s,(X,2zt) para (x,2)1 G, (3.25)
g IR 2

onde G,,G, e G; indicam os segmentos de contorno de Dirichlet, de Neumann e
gradiente prescrito, respectivamente; y, s, e s, sao fungdes prescritas de x,ze

t; n sdo componentes do vetor normal aos contornos G, e G; .

3.2.2

Transporte de calor

No transporte de calor, 0 programa negligencia os efeitos da difusdo de
vapor d’ agua, sendo descrito por (Sophocleous, 1979 apud Smunek e Suarez,
1993):

_ 1 ae T
C@)—=— —T- RS
(q) t ﬂ g ij ) J B wa ﬂ)ﬂ (326)
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onde T € atemperatura, |;(q) € a condutividade térmica aparente do solo e,

C(@) e C, (g no modelo de Philip e de Vries) so capacidades volumétricas de

calor do meio poroso e da fase liquida, respectivamente. Na eq. (3.26), o primeiro
termo do lado direito representa o fluxo de calor por condugdo e o segundo termo
representa o transporte de calor pelo fluxo de massa (transporte de calor sensivel).

A condutividade termica aparente, |;(q), combina a condutividade

térmica | ,(q) do meio poroso (sdlido mais &gua) na auséncia do fluxo e a

macrodispersividade, que € uma fungdo linear da velocidade (de Marsily, 1986
apud Smunek e Suarez, 1993). Por analogia com a dispersdo no transporte de

soluto, a condutividade térmica aparente é dada por:

q;9
I ij (Q) =1 TCW|q|dij +(| L~ l T)CW|]T|+| O(q)dij (3-27)

onde |q| € o vaor absoluto do fluxo , d; € afuncdo delta de Kronecker (d; =1 se
i=j,ed;=Osei?! j), el el, sioasdispersividades termicas longitudina e
transversal, respectivamente.

A solucédo da eg. (3.26) requer o conhecimento da temperatura inicia na

regido de fluxo, W:
T(x,2,1t)=T.(x,2) parat=0 (3.28)

onde T. éumafuncéo prescritadex e z.

Dois tipos de condi¢cbes de contorno (Dirichlet e Cauchy) pode ser
especificados ao longo do contorno W. Condicdo de contorno de temperatura

prescrita (Dirichlet) ao longo do contorno G, :

T(x,2,t) =T,(X,zt) para (x,2)1 G, (3.29)
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condicdo de contorno de fluxo de calor prescrito (Cauchy) ao longo do contorno

G.:

-Iu%nﬁTCWcm =TC.an  paa(x2l G (3.30)

I

onde gn representa o fluxo normal ao contorno, n € o vetor normal ao contorno
e T, a temperatura do fluido de entrada. Em casos onde, por exemplo, existe
contorno impermeavel (gn =0) ou quando o fluxo de &gua é direcionado para

fora daregido, a eg. (3.30) reduz-se para uma condic¢do de contorno de Neumann

naforma:

T

| .. —
ij ﬂXj

n=0 para (x,2)1 G, (3.31)

A condicdo de contorno atmosférica para a temperatura do solo é determinada
pela funcdo seno seguinte (Kirkhan e Powers, 1972 apud Smunek e Suarez,
1993):

T,=T+Asingnt. 22 (3:32)
én 124

onde p, é o periodo de tempo necessario para a onda seno completar um ciclo

(aceito igual aum dia), T € atemperatura média na superficie do solo durante o

periodo p,, e A é aamplitude da onda seno. A segunda parte do termo seno é

incluida para estabel ecer a maxima temperatura no horério de maior insolacéo.
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3.2.3

Solugdo numérica das equacdes de fluxo e de calor

A solucéo numérica da equacdo de fluxo foi descrita no item 3.2.2, onde a
eq. (3.5), desenvolvida através do método dos elementos finitos, é descrita na
formamatricia pelaeg. (3.12):

P14 Aty ) =(9)- (8- () 812

O procedimento numeérico incorpora duas importantes hipoteses, além das
aproximagoes relacionadas ao método de Galerkin. A primeira diz respeito as
derivadas no tempo dos valores nodais de teor de umidade volumétrico na eqg.

(3.12). Estas derivadas no tempo séo ponderadas de acordo com:

o < dq
dg. a Q@Ef dW

L= (3.33)
dt a Q/f dw

n
e

Esta hipotese implementa a formulacdo de “masslumping” ou
diagonalizagdo de massa, formulacéo esta que, segundo Neuman (1973), melhora
ataxade convergéncia do processo iterativo de solucéo.

Uma segunda hipétese esté relacionada ao tensor de anisotropia K*, que €
considerado constante em cada elemento, enquanto que o teor de umidade
volumétrico q , a condutividade hidraulica K , a capacidade de retencdo especifica
C e a taxa de extracdo de agua pelas plantas S, sdo considerados variando
linearmente em cada elemento e em um dado ponto no tempo. Por exemplo, 0

teor de umidade volumétrico é expandido em cada elemento como:

q(xy) = a(x,, ) (x2) para (x, y)T W, (3.34)

n=1
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onde n representa os vertices do elemento e. A vantagem da interpolagdo linear
ocorre por ndo ser necesséria aintegracdo numérica no calculo dos coeficientes da
eg. (3.12).

A integracdo da eqg. (3.12) no tempo € readlizada através da discretizacdo do
dominio do tempo em uma sequiéncia de intervalos finitos e da substituicdo das
derivadas no tempo por diferencas finitas. Um esguema de diferencas finitas
implicito € utilizado tanto em condi¢cBes saturadas como em condi¢fes néo-
saturadas:

[F]{q}ﬁa {a}

j +[A]j+l{Y},-+1:{Q}j+1' {B}j+1' {D}j+1 (3.:35)

j

onde j+1 esta relacionado ao nivel de tempo atual onde a solucdo esta sendo
considerada, j se refere ao nivel de tempo anterior, e Dt; =t;,, - t;. A equagdo

(3.12) representa o conjunto final de equactes al gébricas a serem resolvidas. Uma
vez que, os coeficientes g, A, B,D e Q sdo funcdes da varidvel dependentey
este conjunto de equacdes € altamente ndo-linear.

Devido a esta ndo-linearidade, um processo iterativo deve ser empregado
para se obter a solugcdo da equacdo matricial global a cada novo nivel de tempo. O
processo de iteracdo é baseado no método de Picard. Para cada iteracdo, um
sistema de equacdes algébricas linearizadas € primeiramente derivado da eq.
(3.35) e, apos a incorporacdo das condigdes de contorno, é resolvido atraves da
eliminacéo de Gauss. Em seguida, os coeficientes na eg. (3.35) sdo recalculados
utilizando a primeira solugdo, e as novas equagdes sdo resolvidas novamente. O
processo iterativo continua até que sgja alcancado um grau de convergéncia
satisfatorio (toleréncia). A primeira estimativa (antes da primeira iteracdo) dos
valores desconhecidos de carga de pressdoy sdo obtidos pela extrapolacdo de

valoresde cargade pressdoy em dois niveis de tempo anteriores.

Para resolver o processo de iteragcdo do termo que representa a variacdo do
teor de umidade volumétrico no tempo, o programa utiliza um método de
conservacdo de massa proposto por Celia et al. (1990), onde o termo em questéo é

separado em duas partes:
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(0, el (o o0

J i

FI—%5—

(3.36)

onde k+1 e Kk representam os niveis de iteragdo atua e anterior,
respectivamente; j+1 e | representam os niveis de tempo atua e anterior,
respectivamente. Como o segundo termo do lado direito da eq. (3.36) é conhecido
previamente a iteracdo atual e o primeiro termo do lado direito da eqg. (3.36) pode
Ser expresso em termos de carga de presséo, podendo-se escrever a eg. (3.36) da

forma:

{q},+1 {a}, [Flicl.. 4[]

J i j

k+1 k k
[F] { }J+1 {y } j {q} j+1 {q}J (337)
Dt
onde C,, =d C, e C, representam os valores nodais de capacidade de retencéo

especifica. O primeiro termo do lado direito da eq. (3.37) deve desaparecer ao
final daiteracdo se a solucdo numeérica convergir.
No fluxo de calor em meios porosos parcialmente saturados também é

utilizado o método de Galerkin para desenvolver numericamente a eg. (3.26):

T _ T
Cq)—=— | _T |~ —
@) T ﬂ)ﬁ g ;@ ) X 5 C.a x (3.26)

onde avariavel dependente, funcdo carga de presséo T(Xx,z,t), € aproximada pela

funcédo 'f(x,z,t) :
~ &
TW=a Tw,(W (3.39)
n=1

onde N é o nimero de nés ew, sdo funcbes de ponderacdo que podem ser

substituidas por fungdes de interpolacéo f ,, como visto a seguir:
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T(x,zt) = ;‘;Nl T, (tf (%, 2) (3.39)

n=1

Fazendo a substituicso davariavel T por uma funcdo de aproximacio T , obtém-

se a solugéo aproximada:

‘ITT 1& qro T
-C(@)—+—¢l . ~—+-C,g—=R,10 3.40
(Q) ™ g.,ﬂ]g WOI.M Ry (3.40)

Aplicando o método de Galerkin, o residuo € minimizado de acordo com a eq.
(3.3):

m, 12

¢ q 0
& C)—+—dl
Qg @) it

i o
—=+-C,q—1f d 341
Tix g B o ﬂ)ﬁ s G40

Aplicando o teorema de Green a eqg. (3.41), afim de reduzir os termos de derivada

de segunda ordem para termos de primeira ordem, temos.

A

qTo

S TIPS LE R
Q’g q ﬂt wa ﬂxl ; n
. o 1t (3.42)
Al —nf -0l ——"dW=
Qi .”Xjﬂ dG Qi ™ X 0

Reduzindo-se a integral ao nivel dos elementos e substituindo a solucéo trivial
pela aproximada, obtemos a seguinte equacao:

o . it
C ff _dw- C,q —nf T dw+
aeq (q) aQ Evakl
o 1 (3.43)
20! ——nf — 0T dW=
aeQe n ,dG- aQ/ i x dw=0

onde W, representa o dominio ocupado pelo elemento e e G, 6 segmento de

contorno do elemento e. Na forma matricial a equagdo pode ser expressa da

seguinte forma:
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‘({j +6G"§(T} =-{Q} (3.44)

onde

Fl, =08 -C@) G f 1 dW=-& 0@ +CO, (349

fif T, 9f

oe
C,a f qf, —=dW- (I de
aé( a)Qf [ ar-y ™ %
=éi-ﬁ(sca +Cya,) - i (30,4, +C,0,) - (3.46)
el 24 W TIX wIxXn 24 w1z wHizn

k . — — U
_gjmbnI XX + (men + Cmbn)l + Canl z
A !

onde as variaveis C(q) e | representam os valores médios de condutividade

hidréulica e condutividade térmica no elemento e.

3.3
Formulacdo numérica do problema de transporte de umidade e calor

no solo

A formulacéo do fluxo de umidade em meios porosos é redlizada através
do método de elementos finitos como descrito no item 3.1, onde a eq (2.32) €

desenvolvida como a seguir.

191 —RgK +D, )Ry +(Dy, + Dy, )RT g+ RK (2.32)

Tt r,

Rearranjando a eg. (3.5) para incluir os parémetros de difusividade massica e

térmica presentes na eg. (2.32), temos:
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91 _9¢,.. 4 Ty Ll AU
——=—4dKK*+D,d. | =—+(D,, +D,. )d. —+KK”>g- S (3.47
ﬂt r| ﬂ)q g ij y U)ﬂxj ( Tv Ta) ij ﬂxj |za ( )
ou de forma simplificada:
Tgl_T2 %y 9T, L0
——=——cnm = —+m’=-S 3.48
ﬂt r| ﬂxlg J ﬂxj ml ﬂxj 5 ( )

onde:
m =(KK+D,) m =(D,+D,) M’ =KK, (349

Na eq. (3.48) assumi-se que as difusividades méssica e térmica sdo tensores
isotropi cos atuando No meio poroso.
Aplicando-se 0 método de Galerkin juntamente ao teorema de Green,

onde as variaveis dependentes, funcdo carga de pressdo y (X, z,t), € aproximada
pela funcdo y (x, z,t) e funcdo temperatura T(X,z,t), € aproximada pela funcdo

T(x,z,t), representadas por:

V(2= Ay .(0F.(x2)
" (3.50)
T(xzt)=a T,f (% 2)

n=1

onde N éonumerodenose f . sdo funcles de interpolacdo. Assim, aeg. (3.48)

pode ser expressa da seguinte forma:

o N ﬂq o N ﬂf ﬂf o \ T ﬂf ﬂf
——f dW My dwW L ——T dW
aQ g AdWraQm % T, AWra QM % 1, .
- R (3.51)

—_8 ﬂy+ T AO o & gﬂfn 0
= 2 +m —<nf dG+ -m - &, dW
A QEM g Mg 3dGTA g m gt T
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Integrando-se numericamente a eg. (3.51) obtém-se, na forma matricial, a

seguinte equacao:

P14 s Ay (el =10} (8} - (D) @52
onde:
A it I
An=8 (KK +D, ) f ™
_a—Kg<x’;bmbn+K (c.b, +b,c.) + (3.53)

KAcc +D (bb+cc)‘
z~n~m K H

0 T, qf
G, . = D, +D —2dwW
hm ae.( vt Ta)Q/ % T
. (3.54)
:%K(DTVJrDT )g(b.b, +¢.c. )8

onde os vetores {Q}, {B} e {D} permanecem inalterados conforme programa

original.
O fluxo de calor em meios porosos parcialmente saturados, descrito pela
eg. (2.34), utiliza uma formulagdo em elementos finitos, semelhante a descritas no

fluxo de umidade.

‘ﬂ% NgNT+r (LD, +b” 'gTD;, )Ny - ¢ (T - T)qu (2.34)

Rearranjando a eq. (3.26) parainserir os efeitos dos gradientes de pressdo no fluxo
de calor, temos:
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m_1§ I 1 fly Y
Cq)—=—4.()—+r,(LD, +b *gTD. C.0— (355
(q) ﬂt ﬂ)ﬁ g ij (q)ﬂxl I( y g Ta )ﬂX E qu ﬂ)ﬂ ( )

Aplicando-se 0 método de Galerkin juntamente ao teorema de Green com
fungdes de aproximagdo semelhantes as apresentadas no fluxo de umidade,

obtemos;

o if

C —ff _dw- C,0 —2f T dw+
aeq @) aq vkl
o . € ﬂ“ . Ty U

d —+r (LD +b'gTD,. |=2—gnf dG-
ae.Qeg”ﬂXj r|( y g Ta)ﬂxjann

11 . (3.56)

i

Integrando-se numericamente a eg. (3.55) obtém-se, na forma matricial, a

seguinte equagao:

il gy ) ool =- Q) -

onde;

A =81, (LD, +b7gTD,, ) f) 1171‘; 1111‘;de
) (3.58)

r, LD, (b,b, +c,c,)+b *gTD,, (b,b, + Can)H

Fr=dd -C@) Qf I1,0W=-8 @) +CO (359
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it T, 9

o €
G =ad-C.a T —=dw- (I, —n dW
. S( ) Q.5 T QLN ™% % g
o] kb ke _
=ai-—= - —m(3C,g,+C,0,,)- 3.60
ae % 24 ( WqX Wan) 24 ( WqZ + qun) ( )

) - —
— bl +(baC, +C b ) +CCl
A ¥

3.4

Implementa¢cdes numéricas

Foram realizadas implementacGes numéricas nas equacdes (3.5) e (3.26),
de fluxo de umidade isotérmico e fluxo de calor que o programa UNSATCHEM-
2D (Smunek e Suarez, 1993) utiliza, afim de inserir as influéncias dos gradientes
de temperatura e pressdo, respectivamente, e suas propriedades difusivas de
acordo com o modelo adotado, resultando nas equagdes (3.47) e (3.55). As
solucdes das equagbes de fluxo de umidade e fluxo de calor sdo resolvidas
numericamente da mesma maneira que o programa origina (UNSATCHEM-2D)

resolve suas equacdes, mudando apenas a quantidade de vetores independentes.

é Ty 1T A4
A== KK D d, D,, +D;,)d, —+ KK g- S (3.47
ftr, 9x 8 ) ﬂXi ( Tv Ta) ﬂX]- a ( )

m_91¢ 17 y U
C@)—=—4, LD, +b *gTD,, C,A 3.55
@) ﬂKg”(q)ﬂj 1 g )ﬂxjg ﬂx (3.55)

No caso do fluxo de umidade a eg. (3.52) se resumi a um sistema do tipo

[A]{x} ={b}, onde [A] é uma matriz quadrada que possui os tensores de
condutividade hidraulica e difusividade méssica, {b} € um vetor independente e

{x} € 0 vetor que contém os parametros desconhecidos da solugdo aproximada,
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ou sgja, o vetor solugdo igual a {y } . Os valores do vetor de temperatura {T} , sdo

valores conhecidos pelas condi¢des iniciais e condi¢des de contorno.
1919t A G|{T} = B-{D 352
[F1ZL [ Alfy } +[l(T) =(Q} - {8} - {D} (352)

O mesmo acontece no fluxo de calor, onde o vetor solugédo {T} utiliza valores de
carga de presséo {y } calculados previamente na iteragdp. A matriz A"

representa os val ores de condutividade térmica.
o Pl B S T~
gFTH%+8AT Ky } +&c"§{T} =-{Q} (3.57)

A metodologia de solugcdo do programa modificado € igual a utilizada no
programa UNSATCHEM-2D (Smunek e Suarez, 1993), com 0s mesmos métodos
para a resolucao dos sistemas de equacdo, assim como para 0S processos iterativos
existentes no fluxo e transporte de calor. Entretanto, por se tratar de um problema
gue envolve dois pardmetros que interagem e influenciam-se mutuamente, foi
utilizado o acoplamento fraco, onde as equacdes sdo resolvidas através de uma
solucdo “staggered” que utiliza solugdes intermediarias do fluxo de calor como
condi¢cdes de contorno para solugdes do fluxo de umidade e vice-versa, entéo
interagindo até convergir. O acoplamento forte consiste na solucéo simultanea das
equacles de fluxo de umidade e fluxo de calor usando um método para obrigar
restrigdes entre as variaveis do fluxo de umidade e fluxo de calor nainterface (van
der Heide, 2000).

O esquema da Figura 4 visa facilitar o entendimento do acoplamento entre os

fluxos de umidade e calor feitos no programa.
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(a)

j i+1 i+2

(d)

(b)

j j*1 j+2

()

Figura 4 — Solugéo “staggered” utilizada para resolver o problema de acoplamento entre

fluxo de umidade e fluxo de calor.

Na Figura 4, y eT sdo as varidveis carga de pressdo e temperatura
variando com o tempo t;. O acoplamento se inicia com a iteragdo do fluxo de

umidade (carga de presséo) no passo de tempo até a solucdo convergir (a). Em
seguida, os valores de carga de pressdo sdo utilizados na solugdo do fluxo de calor
(b), que resolve sua equacdo até a solucdo igualmente convergir (c). A solucéo da
equacdo do fluxo de calor € novamente utilizada para recalcular novos valores de
carga de pressdo (d). O processo iterativo continua até que, tanto os novos valores
de carga de pressdo e temperatura alcancem um grau de convergéncia satisfatorio,
ou sgja, uma tolerancia pré-estabel ecida.

A Figura 5 mostra o fluxograma do programa modificado, apresentando o
acoplamento entre o fluxo de umidade e fluxo de calor. No fluxograma hNew é a
variavel que representa a carga de pressdo e Temp € a varidvel que representa a
temperatura.

Como pré e pos-processador do programa modificado foi utilizado o
aplicativo MTool (Tecgraf/PUC-Rio), onde foram realizadas alterages em
arquivos do tipo lua, afim de permitir ainclusdo de condicdesiniciais e condicoes
de contorno do pardmetro temperatura. Uma vez redizadas tais alteracOes,
podem-se utilizar as condigdes de contorno de temperatura independente das
condicdes de fluxo existentes.
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Inicio de um novo periodo de simulagao <

v

A 4

Inicio de um novo passo de tempo

|
v
Montagem e resolugdo da equacéo de
massa para nova estimativa de hNew
A

Preparar para nova iteracao

hNew
convergiu?

nao Problema

A

isotérmico?

Montagem e resolucéo da equacédo de
calor para novaestimativa de Temp
A

Preparar para nova iteracao

Temp
convergiu?

nao hNew e Temp
convergiram?

lsi m

A

Computacéo dos valores de umidade e temperatura

A

nao Final do periodo
de simulagéo?

Figura 5 — Fluxograma do programa modificado.
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