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Introducao

A analise numérica de dutos sujeitos a deformacbes impostas baseia-se
em geral em dois tipos de modelos: modelo de casca e modelo de viga.

Apresenta-se a seguir o modelo adotado no presente trabalho, o qual
recorre a um modelo de viga especifico para dutos enterrados. Este modelo esta
apresentado em detalhes na sec¢do 2.8.

O modelo de viga é adotado para predizer o comportamento de dutos
sujeitos a deformacgdes e cargas aplicadas.

Importantes fatores considerados séo interagdo duto-solo e distribuicao e
redistribuicdo de deformacdes e forgas internas.

A técnica empregada para a andlise deste elemento é a técnica RMDI
(Modulo Reduzido de Integracdo Direta) técnica que exclui os efeitos de
flambagem local.

O elemento viga-duto desenvolvido neste capitulo, é apropriado para
representar os carregamentos usuais atuantes em dutos enterrados e avaliar as
deformagdes do sistema estrutural. A formulagéo do elemento viga-duto para a
técnica RMDI inclui os seguintes elementos:

e Hipbteses cinematicas fundamentais.

¢ Relacao deformagéo-deslocamento.

¢ Relacbes constitutivas.

e Interacdo duto-solo.

e Equacao de trabalho virtual.

¢ Discretizagao do elemento finito.
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2.2

Hipéteses Cinematicas Fundamentais

Levando em conta a resposta da andlise de dutos sem o efeito de
flambagem local, as seguintes hip6teses sdo feitas no desenvolvimento do
modelo matematico.

e Secbes planas do tubo permanecem planas e o tubo permanece
com a segao transversal constante ou seja, perfeitamente circular.

e Tensbes cisalhantes e radiais sdo insignificantes e podem ser
ignoradas.

e Tensbes longitudinais e circunferenciais sdo de magnitude
consideravel, motivo pelo qual devem ser levadas em conta.

e Considera-se o material do tubo com comportamento elasto-
plastico. O escoamento do tubo se da segundo o critério de von Mises.

¢ O suporte do solo é modelado por meio do emprego de molas de
solo inelasticas.

¢ Todas as deformacdes ativas e tensdes distribuidas sao simétricas
em relacdo ao plano vertical da secao transversal do duto.

Estas hipbteses sdo baseadas na seguinte interpretacdo do
comportamento de dutos.

A hipétese cinematica da teoria de vigas de Bernoulli (primeira hip6tese) é
justificada aproximadamente, porque a distorcdo da segdo transversal e
empenamento resultam principalmente da flambagem local.

Uma linha de tubulagcdo é uma estrutura flexivel linear onde deformagdes
axiais e de flexdo sdo dominantes. Consequentemente tensdes de corte tém
menor influéncia na resposta de linhas de tubulagéo.

Como a espessura da parede do tubo é significativamente pequena em
comparagdo com o didmetro e comprimento do tubo, a tensado radial é
desprezada comparada com as tensdes longitudinal e circunferencial. A segunda
hip6tese € baseada nestes fatos.

A quarta hipétese define o emprego da teoria de plasticidade para a
andlise. Embora muitas outras teorias estejam disponiveis, esta teoria € a mais
comumente usada para materiais metalicos semelhantes a um tubo de ago.

A hipétese de suporte do solo basicamente considera que o terreno pode
ser dividido em partes e a reagdo de cada uma das partes do solo pode ser
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representada por molas de solo. A interagcédo entre as partes pode ser ignorada.
Isto ndo é exato no sentido de que a interagdo entre as partes do solo algumas
vezes pode ser importante. Esta é a hipdtese classica de fundagao tipo Winkler.
Considerando a dificuldade de obtencdo das propriedades do solo com
exatiddo e também a variabilidade destas propriedades ao longo do duto, esta
hipbtese é aceitavel, e reforcada pelo fato do objetivo do estudo focar no

comportamento do duto em si.

2.3

Relagdes Deformagdes-Deslocamentos

Os sistemas de coordenadas global e local para o modelo de viga-tubo sdo
definidos na figura (2.1), onde o eixo x do sistema local de coordenadas passa
através do eixo central da se¢éo transversal, e o plano x — y define o plano de

flexao da viga.
Os deslocamentos u# e Vv sdo na direcdo do eixo X e eixo Y

respectivamente no sistema de coordenadas local.
O sistema de coordenadas global é denotado por X e ) e todas as

quantidades definidas no sistema global de coordenadas s&o similarmente
denotadas, com um til sobreposto a letra.

Os vetores ,u, e ,Vv, sdo os deslocamentos incrementais do eixo central

da secdo transversal relativos a configuragdo de referencia ‘I" , ver figuras (2.2)
e (2.3).

Figura 2.1 Sistema de coordenadas, global e local.
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Figura 2.2 Configuragdes deformadas para t =0, t=¢ e t =1+ At.
As componentes de deslocamento de qualquer ponto na sec¢éo transversal

podem ser expressas de acordo com a seguinte equagdo, conforme a primeira

hipétese na segéo 2.1.

drVo
ru: ruo_ dtx y (218.)
V=V, (2.1b)

Os deslocamentos totais acumulados no sistema de coordenadas globais
s&o apresentados como:

I+Al;{ _ l;{+ l;{ (228.)

M = V.Y (2.2b)
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Secao deformada
Figura 2.3 Deformagdes no duto fletido.

Os deslocamentos do eixo centroidal sdo obtidos a partir dos

deslocamentos incrementais.

1+AL ~ t~ ~
Uo = Uo+ (U (2.32)

1+At ~ t~ ~
* Vo= VotV (2.3b)

onde as quantidades com sub-indices a esquerda séo os valores totais de tempo
indicado pelo indice. Esta notagéo, definida por BATHE (1982) sera aplicada no
decorrer da préxima secao.

Os incrementos MUo € Vo sdo determinados a partir da equacao de
equilibrio incremental, e os incrementos no sistema local de coordenadas u €

, V. sao obtidos por transformagéo de coordenadas:

1, 1,
U, =COS O, Uo +Sen &, Vo (2.4a)

v, =—sen' 0, +cos'a, Vo (2.4b)
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‘a0 = arctan d v, (2.5)

1~

d xo

A Unica componente diferente de zero da deformagao é a deformagéo axial
na diregdo x. A forma incremental para a expressdo desta componente de
deformagao pode ser derivada da expressao geral do tensor de deformacgao
tridimensional BATHE (1982) como:

com a deformagéo incremental dada por:

du 1((duY (dvY
=Tt S | | S (2.7)
d'x 2|\\d'x d'x

Os indices a esquerda indicam a configuragdo ‘I’ tomada como a

configuracao de referéncia.
Substituindo as equagdes (2.1) e (2.2) na equacao (2.7) a componente de
deformagao pode ser expressa em termos de componentes de deslocamento do

eixo centroidal.

¢ _du, dZ,VU_l_l du d’v, 2+ d,v, ’ 2.8)
A T T Y | T T '

Define-se a seguir a deformagéo incremental linear axial no eixo centroidal

e a curvatura incremental linear como:

du .
&l 2# deformagé&o incremental (2.9)
X
d’v
P = d’rxzo curvatura incremental (2.10)

A rotacdo incremental da secao transversal é dada por:
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0 = i (2.11)

Substituindo as definicdes anteriores e ignorando os termos de segunda

ordem da curvatura incremental linear a componente de deformagéo torna-se:

e .=+ e (2.12)

onde
=8 =-y9" (2.13)
£ =%((,80L)2—2y+8f 49" +,6°) (2.14)

A equagédo acima também pode ser escrita como:

& =gl —yo" (2.15)

Usando as definigbes a seguir

& :%((,ef )+ 6°) (2.16)

P =8 0" (2.17)

e substituindo na equagéo (2.12) tem-se:

& =18, _yt¢ (2.18)
onde:
L NL
& =& & (2.19)
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D= 0"+ 0" (2.20)

sdo os incrementos totais de deformagéao axial e curvatura respectivamente.

24

Relacdes Constitutivas

Na técnica RMDI é essencialmente correto assumir que seg¢des planas
permanecem planas e circulares porque os efeitos de flambagem local ndo séo
levados em conta. Conseqlientemente as forgas internas do elemento viga-duto
sao dependentes somente da distribuicdo de tensdes longitudinais.

Os esforgos resultantes podem ser definidos como:

F=I S dA (2.21)
A

M =I Sxy dA (2.22)
4

t t - . . ,
Onde F e M sao forga axial e momento fletor, respectivamente e ) é a

coordenada no plano de flexao.

A relagdo constitutiva pode ser especificada no nivel de tensao-
deformagdo onde as tensbes podem ser avaliadas diretamente para a
deformacéao incremental.

A relacao tensdo-deformagéo para um elemento viga-duto é uma relacéo
tensao-deformacgao uniaxial no sistema de coordenadas locais, porque a pressao
interna é usualmente constante (condigdo essencial de carregamento do duto). A
tensdo circunferencial constante introduzida pela pressao interna deve ser
levada em conta na relagao tensao-deformagao.

O uso da teoria de plasticidade baseada no critério de escoamento de von
Mises implica que componentes incrementais de deformacado plastica podem
existir em trés diregdes, enquanto as tensdes incrementais estdo sé na diregéo

X.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115541/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115541/CA

39

Entre as componentes da deformagéo incremental plastica, a componente
na direcdo x ¢é independente. As outras duas componentes relacionam-se a
componente axial através das restricbes de tensdes incrementais nulas nessas
dire¢cdes. Portanto a relagcdo entre a tensdo incremental independente e a
deformacao incremental independente pode ainda ser considerada como um tipo
especial de relagao tensdo-deformacgéo uniaxial.

Se tensdes de cisalhamento e correspondentes deformagdes sao
desprezadas, a relacdo incremental tensdo-deformacado pode ser expressa da
seguinte forma:

/Sg ﬂ'/lﬂ’ /89 IPGBIPHr[pgx /89
[SI" = ﬂ(l’l lgr - IPI"QIPI"I”IpI”X lgr (2'23)

/SX ﬂlﬂ’ /8-‘ ’ng[er[pxx 18-‘

onde
__Ed=v) 224

(1+v)(1-2v) (2.242)
Z—L 2.24b
(1+v)(1=2v) (2.24b)
P % LS Sy M =0,7,x (2.240)

" (+HI(G)) S

Na nomenclatura acima indices repetidos n&o indicam soma e H é o

moédulo de encruamento.

Os sub-indices 8 e r representam as diregdes circunferencial e radial. O
tensor desviador de tensdes € definido como:

‘s, =S, == 'S0, (2.25)
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Para a hip6tese de tensdo radial nula, a componente normal do tensor
desviador de tensdes fica:

‘S = %(2'59 -'S,) (2.26a)
‘s, = %(’Se +,) (2.26b)
‘s = %(2’5} -'S,) (2.26¢)

indices simples sdo usados porque s6 as componentes normais sio

consideradas.

A tenséo circunferencial 'S, pode ser calculada como:

D-2t
'S, = 2.27
6 ( 2 p] ( )

sendo D e ¢, didmetro exterior e espessura do duto, e p a pressao interna

respectivamente.

As tensdes incrementais na direcdo radial e circunferencial sdo nulas
porque a tensdo radial € assumida nula todo o tempo e a tenséo circunferencial
€ constante devido a condicdo de pressao interna de operagdo constante no
duto.

Aplicando estas condigbes as duas primeiras equagdes obtemos o

seguinte:

0 A ‘PP A !
{ }: |- 06 Lor {189}+ { }_ Do P (2.28)
O ﬂ'ﬂ' YRHrPrr ! gr l rf)rx

Resolvendo a equacao acima tem-se:

£ 'C
(@) 229
£, c, |
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onde:

! t -1 4
Coc __| A Py ARy | AR, (2.30)
ICrX A’_[ Pr9 l’_[ Prr /1_[ Prx

A terceira linha da equacao (2.23) descreve a relagao tensao-deformacéao
entre a tensdo independente e deformacdes incrementais que podem ser

expressas como:
S, ="C"e, (2.31)

onde

"OEP i C, (ﬂ—’ ng)_'_r C, (/1—' Rﬂ)_,_ﬂ’ _t P, (2.32)

Observa-se que para incrementos elasticos de deformagédo o coeficiente

do material recai na relacao elastica.
Sy = EE, (2.33)

A tensao efetiva e deformacdo plastica efetiva incremental podem ser
expressas pelas seguintes expressoes.

'S = \/% (4'S,” +4'S+28.5,) (2.34)

£ = \/%((,65 Y+ (el ) +(er)) (2.35)

onde os componentes da deformacgao plastica incremental sdo:

r€0 1 1 4 4 Ing rPgr IPQX [CGX
1 IP :E _V 1 _V ’PT‘G [Pl'l' ’Prx rCrx rgx (236)
P -V -V 1 'p ‘p ‘p 1

,gx x6 xr Xx
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A deformagédo plastica efetiva acumulada € usada para avaliar a tensé@o de
escoamento com encruamento e modulo tangente para a curva tensao-

deformacéo.

2.5

Procedimento de Solucao para Avaliar Incrementos de Tensao

Nesta secdo o procedimento de solugcdo para avaliar incrementos de
tensdes para uma dada deformacao incremental é apresentado. Assumindo que

~ . . N ~ =P
a solugdo no tempo ¢ é conhecida, as tensdes 'S, , deformagdes ‘e e

deslocamentos ‘u, ‘v sdo conhecidos. Os incrementos de deslocamentos e
conseqglientemente os incrementos de deformagdes sdo determinados para o
incremento ¢+ Af. Os incrementos em tensdo e deformacgdo plastica efetiva
serdo determinados a partir dos incrementos de deslocamentos.

Deve-se notar que a deformacdo incremental é avaliada sempre com
respeito a ultima configuragéo de equilibrio.

O procedimento de solugdo para as tensdes em regime elasto-plastico é
baseado numa técnica de sub-incrementos segundo CHEN e HAN (1988) que
divide o incremento de deformagédo em NSUB sub-incrementos.

O numero NSUB deve ser grande o suficiente para obter a precisao
requerida.

Se o tamanho aceitavel para sub-incrementos de deformacgéo fixo é 10
microdeformagoes, entdo o numero NSUB pode ser estimado como:

NSUB = —&x (2.37)
0.00001

Para cada sub-incremento de deformagéo d ¢!, o seguinte procedimento €

usado para avaliar a tensao incremental.
1. Previsdo de um subincremento de tensdo baseado no comportamento
elastico, equagao (2.33) e a tensao total como:

'ST=' S + Edje!
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O indice T indica o valor de teste.
2. Avaliar a tenséo efetiva 'S" com a equagao (2.34).
3. Checar a condicdo de escoamento com a tensdo de escoamento

corrente. 'S
ra 1
ajcaso 'S < 'S,
a tensodes finais correspondem as de teste, ou seja, 'S! ='S!.
Seguir para o passo 1 para o seguinte subincremento de deformagéo.
—T
b) caso 'S ) 'S,
ir ao passo 4 para corrigir a tensao incremental.
4. Determinar o valor de x que define a fragdo elastica deste sub-

incremento de deformagdo como (1-k)de e fracdo elasto-plastica como

kde, . O fator k¥ é igual a 1 para sub-incrementos completamente elasto-

plasticos e x é igual a zero para sub incrementos de deformacgéo
completamente elasticos.

Atualizar as tensdes para a fracdo elastica de acordo com a equacao
(2.33) e ir ao seguinte passo para a fragao elasto-plastica

5. Calcular o incremento de tensbes para equagdo (2.31) baseada no
modulo tangente e estado de tens&o correntes, e atualizar a tens&o total para

obter’ S ! como:
‘Si="S""+(1-Kk)Ede +x'C*d el (2.38)

6. Calcular a deformacao plastica efetiva incremental com a equacéo

—Pi
(2.36) e atualizar a deformacdo plastica efetiva total para obter ,& . O calculo

para o i-ésimo subincremento de deformagéo é finalizado aqui. Ir ao passo 1
para o seguinte subincremento de deformagéo seguinte.

Observa-se que o procedimento acima se baseia em um esquema de
integracdo explicito, sendo portanto dependente do tamanho do incremento e
condicionalmente estavel.

As forgas internas 'F e ‘M na sego transversal sdo integradas para um
estado de tensdo que é avaliado pelo procedimento anterior. O nuimero de
pontos onde sdo avaliadas as forgas internas na secao transversal depende da
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divisdo da mesma, isto € cada parcela de area tem um diferencial de forca
interna segundo sua posig¢ao e seu diferencial de area.

14 o AussZ

Figura 2.4 Exemplo de divisdo da segéao transversal

O vetor de forgas internas é integrado ao longo do elemento nos pontos de
Gauss de acordo a seguinte expressao.

Lbf (x)dx = Jf_llg (§)d¢ = JZ w,g (&) (2.39)

sendo :
i 0 numero do ponto de integragéo.

&, a coordenada do ponto i e
w, 0 peso associado ao ponto i .

A partir do vetor de carregamento e do vetor das forcas equilibradoras o
vetor forca desbalanceado pode ser determinado e usado para avaliar o
incremento de deslocamentos e deformagdes seguintes.
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2.6

Interagao Duto-Solo

A interagdo duto-solo tem um papel importante na resposta de dutos
enterrados. A hipétese fundamental para o modelo de interacdo duto-solo € que
os efeitos do solo sob o duto podem ser modelados por uma serie de molas de
solo que concentram a reagdo do solo em pontos discretos do duto.

Para estabelecer o modelo de interacao, o perfil do solo deve ser descrito
em todas as regibes. As deformacdes das molas de solo podem ser
determinadas de acordo com os deslocamentos do duto e a posicao relativa do
duto e o perfil do solo.

Usando a relacéo constitutiva das molas de solo que descreve a relagéo
entre forcas de mola e deformacdo das mesmas, as forcas de reacdo das molas
do solo podem ser encontradas.

Os trés aspectos basicos neste procedimento sédo discutidos nas seguintes
secoes.

2.6.1

Deformacao de Molas de Solo

Ha trés tipos de reacdo de molas de solo circundante ao duto considerado
para o modelo. Essas sdo: suporte de solo abaixo do duto, reacéo de solo acima
do duto, e atrito ao longo do duto. Elas sdo modeladas por molas de apoio,
molas de levantamento e molas longitudinais, respectivamente ao longo da
tubulacdo. As deformacdes nessas molas sdo determinadas de acordo com a
posigao relativa do duto e do solo. As relagdes constitutivas para essas molas
sao apresentadas na secao seguinte.

Molas de apoio e de levantamento sdao molas que s6 podem suportar
forcas compressivas. Conseqilientemente para um par de molas de apoio e
levantamento atuando numa mesma secao transversal do duto, s6 uma delas é
ativa em cada instante. Para identificar a mola ativa e inativa deve-se observar o
vetor de deslocamentos, especificamente os deslocamentos u# e v, como

apresenta a figura (2.3).
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bAY I
K U3 K K us K K U3
L L3
K B3 K ES K B3 K
L

Figura 2.5 Tipos de molas

A deformacdo incremental das molas é avaliada no sistema de

coordenadas locais como:

‘A, =—u, (2.40a)

se ,v)0
‘A =0 & "Ay=—v, (2.40b)

se ,v{0
Ay =—v, € "Ay=0 (2.40c)

onde ,A,, ,A, © ,A,, séo respectivamente deformagbes incrementais para
. b . . . ~
molas de apoio de levantamento e longitudinais e 'K,,, 'K, € 'K, sao

respectivamente rigidez tangencial corrente de molas de apoio, de levantamento
e longitudinais.
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2.6.2

Relagdes Constitutivas para Molas de Solo

As relagdes constitutivas para molas de solo sdo definidas em termos de
relagdes entre a forca e deformacao das molas. As relagdes para molas de apoio
e molas de levantamento s&o fungbes unilaterais com rigidez diferente de zero
sO para deformagao compressiva devido ao fato de que forgas de tragdo do solo
sdo desprezadas. A relagcado para molas longitudinais € uma fungdo simétrica
com relacdo a compressdo ou tracdo da mola. Relagdes tipicas sao
apresentadas na figura (2.6). As forgas incrementais de mola, sdo definidas no
sistema local de coordenadas na configuracao deformada corrente e denotadas

pOI’ tFBS’ tEJS e IFLS'

’FBS = K oA o (2.41a)
’FUS = KisAys (2.41Db)
"Fio =" KA (2.41¢)

MOLA LOMNGITUDINAL

Farga Com pressdo

Carga
; D escarga

Deformagio em compressao

-~

MOLAS DE APOIO E LEVANTAMENTO

Forga Com press&o

Carga
; Drescarga

Deformazdo em compressso

2.6 Relagao forgca deformagao para molas.
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O sinal das forgas é usualmente definido como positivo para deformagdes
de tragdo e negativo para deformagbes de compressao. Portanto a convengao
de sinais usada aqui é baseada nas forgas de reagao externas para molas sobre
o duto. As forcas de mola sédo positivas se suas reacdes sobre o duto sdo
positivas no sistema local de coordenadas.

2.7

Equacao de Trabalho Virtual Incremental

Definidos os tensores de tenséo e deformacao e a relagdo constitutiva, a
equagdo de trabalho virtual de um corpo pode ser desenvolvida. Duas
formulagbes sdo comumente adotadas para a analise nao-linear de estruturas,
atendendo a uma configuracdo deformada inicial ou atualizada, estas
formulacdes sdo; Lagrangeana total e Lagrangeana atualizada.

2.71

Referenciais Lagrangeanos

A maioria das formulagcbes de elementos finitos com nao-linearidade
geomeétrica encontradas na literatura se baseia em referenciais Lagrangeanos.
Nesses referenciais os deslocamentos em um sistema estrutural, decorrentes de
um dado carregamento, sdo medidos em relagdo a uma configuragao inicial
deste sistema. Numa analise ndo-linear incremental pode-se adotar duas formas
de referenciais Lagrangeanos: referencial Lagrangeano total e referencial
Lagrangeano atualizado. As diferengas entre estes dois referenciais sao
apresentadas a seguir.

No referencial Lagrangeano total os deslocamentos sdo medidos em
relagdo a configuragao inicial indeformada, como mostra o esquema da figura
(2.7).

No referencial Lagrangeano atualizado os deslocamentos sdo medidos em
relacdo a ultima configuragdo de equilibrio obtida no processo incremental, ou
seja, em relagdo a um referencial que € atualizado a cada incremento de carga,

conforme ilustrado na figura (2.8).
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Figura 2.8 Referencial Lagrangeano atualizado.
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2.7.2
Equacao de Trabalho Virtual Incremental para a Formulagao

Lagrangeana Total

A Equagdo do principio dos deslocamentos virtuais para a formulagao
lagrangeana total é

J-o‘, Hmong(SHAtoggjdoV — J'OYF;(SHAtuldOV + -'-057;5Hmuid0S (2.42)

onde o termo a esquerda representa o trabalho interno e os termos a direita o
trabalho das forgas externas.
Na expressao acima a tensao e deformagao séo dadas por

HAI()SU :Io Stj + Stj (2.43)

(2.44)

Para a técnica RMDI a equacao de trabalho virtual pode ser obtida levando
em conta as componentes de tensdo e deformagao do elemento viga-duto. Isto
poder ser expresso como:

1+AL 1+A1

I,V v S 5 e d'V + I,V v g 5T e, d'V +

1+A1

f,L (" Fyg 7, Fug )8 vod x + (2.45)

1+AL t+At

LL HAtzFLsa uod’x =0 W o

Os dois primeiros termos representam o trabalho virtual das tensées do
duto e os dois termos seguintes sdo o trabalho virtual das molas do solo.
A parte direita da equacdo é o trabalho virtual externo originado pela

aplicagao de carga. Considerando as seguintes relagdes:

S =S S, (2.46)
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" S, =S, = Constante (2.47)
0N e =0 =8¢l +5e" (2.48)
0" e, =0,= C,le, (2.49)

onde as equagdes (2.29), (2.12) e (2.30) sdo usadas para obter respectivamente
as equagdes (2.47), (2.48) e (2.49), os dois primeiros termos na equagao (2.45)
resultam:

[+1=] SeidV+[ ('S5 + C,/S,6")dV +

[ S S i 4 x71Tx
v

(2.50)
[, (88e;+C,'S,8el)dV +[ ,8.8¢eaw

Os algarismos romanos | e Il representam os dois primeiros termos da
equagao (2.45). Substituindo as equagbes (2.17), (2.18) e (2.31) na equagéo

anterior e integrando na se¢éo transversal temos:

1+1=|, (('K&s + Ko9")Se + ('K + Ko 9") 59" )d'x +

.[IL(IEq5,8£/L + M, 00" )dtx +ItL(rEq5,89L YT a (2.51)
onde os termos de mais alta ordem sao ignorados, e as parcelas
Ki=] eraa (2.522)
K, = f,A ‘C*y’d' A (2.52b)
(2.52¢)

’K3:_J.’A[CEPyd’A

sdo os coeficientes da rigidez da secdo transversal. As forgas internas totais
equivalentes no tempo t sdo definidas como
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‘Fy= |, (1S4 Cpt'S,)d' 4 (2.53a)

‘M, ==[ ('S,+ Cp,+'S,)yd' 4 (2.53b)

As forcas internas totais equivalentes constam de uma contribuicdo de
tensdo axial e uma tensao circunferencial e sao definidas com base no trabalho
virtual equivalente. Considerando a equagao (2.41) os dois termos seguintes da
equacao (2.45) tornam-se:

mr+1v = I;L ([KBSIABS + K5 Ay )5,V0d'x +_[,L KA sOud'x +
(2.54)
-[’L (’FBS + Fg )5,v0d'x +J:L "F,Ouyd'x

onde os algarismos romanos lll e IV representam o terceiro e quarto termo da

equacao (2.45).

Substituindo as equagdes (2.51) e (2.54) na equagao (2.45) temos:

J-’L ((IK”SQL + K31¢L)6180L + (rK3r€; +' K2f¢L )5f¢L )drx +
_[IL(’F;‘Ié"géVL + Meqé"¢NL)d’x +_[1L((’KBStABS + KUSrAUS)é‘rV() + KLS'[ALSatu()ylx (2.55)

— 5!‘+AIW

ext _LL(’Eqé;g; +t ]\4“]5[¢L )dfx_ﬁL((wa +t FUS)5IVO +t FLS5ruO)dtx
Esta é a equagédo de trabalho virtual incremental para um elemento viga-
duto baseado na técnica RMDI.

2.8

Discretizacdao do Elemento Finito

Estabelecida a equagéo de trabalho incremental virtual na equagéo (2.55),
a discretizagdo do elemento finito pode ser desenvolvida. O procedimento de
discretizacdo inclui: interpolagdo de deslocamentos, expressdes matriciais da
relagdo deformacdo-deslocamento e relagcbes constitutivas, expressdes
matriciais da relacdo deformacao-deslocamento e forga-deformagéo para molas,
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a equagao de equilibrio para o elemento viga-duto com matrizes de rigidez e
vetores de carga consistentes, e finalmente o equilibrio para a estrutura.

2.8.1

Interpolacédo de Deslocamentos

Trelicas, vigas retas e porticos, em geral, sdo representados por seus
eixos baricéntricos, que podem ser discretizados por um elemento finito
unidimensional.

Considere-se o elemento de viga da figura (2.9) com trés nés e o sistema

de coordenadas naturais £ definidas em relagdo ao sistema local do elemento

como:
2'x
g2 2.56
4 T (2.56)
N6 1 N6 2 N6 3
\Y \Y% \Y%
U ! n LV g%
01 92 9%
§=-1 ¢=0 &=1
L

Figura 2.9 Elemento de viga com trés nés.

Para o elemento acima s&o considerados trés graus de liberdade por no:
deslocamento axial, deslocamento transversal e rotacao de né.

Dados «,, u, € u,, 0 deslocamento » em qualquer ponto do elemento finito

fica determinado pela fun¢éo aproximadora u(&).

u('é)y=a,+a'é +a,’&? (2.57)
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A partir desta funcao aproximadora obtém-se as seguintes funcbes de

interpolagéo.

1

'Ni=2 ‘E(1-¢) (2.58)
‘N, = 1-& (2.59)
’N7=%’§(1+’§) (2.60)

Dados os deslocamentos transversais v,, v, e v, e as rotagbes 6,, 6, ¢
0,, o deslocamento v em qualquer ponto do elemento finito fica determinado

pela funcéo aproximadora v(¢&).

V(f)z ay +a1’§+a2[§2 +a3t§3 +a4[§4 +a5[§5 (2.61)

A partir desta fungéo aproximadora obtemos as seguintes fungdes de
interpolagéo.

‘N, = % £+ (-1+'¢)? (2.62)
N= LA E) 1) (2.63)
Ny = CLHEP (1) (2.64)

No= 3 ELCI+E (148 (2.65)
W= - DTG e (2.66)

Ny = ELCIH ) (2.67)
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Os deslocamentos incrementais no sistema local de coordenadas podem

Ser expressos comao:

{‘”“}:['N]{lue} (2.68a)

Vo

onde

4 ['N 0 0 ‘N, 0 0 ‘N, 0 0
['N]= (2.68b)

0 ‘N, 'N, 0 ‘N, 'N, 0 ‘N, 'N,

{/uc}= A /V2 ¢ (269)

Ha seis componentes de deslocamentos associados com o deslocamento
transversal e trés associados com o deslocamento longitudinal. A interpolacao é
quadratica para o deslocamento longitudinal e de quinto grau para o
deslocamento transversal.

Os deslocamentos nodais incrementais no sistema local de coordenadas
podem ser obtidos pela seguinte transformacgao:

['T] o 0
{u}=] 0 ['T] o [{u} (2.70)

0 o ['T]

onde {,ue} € o vetor de deslocamentos incrementais nodais no sistema de

coordenadas global, e
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cos'a¢ sin‘a 0

[/T]= —sinfa cos'a O (2.71)
0 0 1
com
‘o0 = arcsin (%] (2.72)

Esta é a forma incremental para a orientagédo do elemento. A forma

diferencial é definida na equagéao (2.5).

<1

Figura 2.10 Orientacdo do elemento.

2.8.2

Matrizes de Deformacao-Deslocamento

As deformacdes foram definidas na segdo (2.3) e suas componentes
lineares estdo dadas pelas equacdes (2.9) e (2.10), As componentes nao
lineares sao definidas nas equagdes (2.15) e (2.16). Substituindo os
deslocamentos incrementais da equagéo (2.68) na equagédo (2.9) e (2.10) as

componentes de deformagéao linear tornam-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115541/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0115541/CA

57

{’g° } =['B*{u.} 2.73)

s

onde

‘N0 0 ‘N, 0 0 'N, 0 0
['BL]{ ' ‘ ' (2.74)

0 ‘N, 'N, 0 ‘N, ‘N O '‘Ng ‘N,

A linha simples e linha dupla na equagédo (2.74) representa a primeira e

. . 3 t
segunda derivada com respeito a coordenada X local do elemento.

Similarmente a deformagao nao-linear pode ser expressa como:

1 T
& = Auy B ] [B" {ud (2.75)
onde
‘N0 0 ‘N, 0 0 ‘N, 0 0
[BY]=| ' e v v v 0 v | 78)
0 ‘N, 'Ny 0 N, 'N, 0 N, 'N,

A partir da equagéo (2.75), a variagdo de deformagdo incremental n&o-
linear é:

et ={ou Y ['B"] ['B" {u} (2.77)

A variagao de curvatura incremental ndo-linear é obtida de (2.17) e (2.73)
resultando:

so™ ={ou Y ['B*] ['B™){u} (2.78)
onde

ot [0 NSNS 0 NS N 0 NN,
('8 ]=

, , , 2.79
’NIOO’NAOO’N7OO}()
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A deformagao das molas de solo esta definida na equacao (2.40) e pode

ser expressa em termos de deslocamentos incrementais nodais como:

rALS
Ayt =B {u} (2.80)
rAUS
onde
N 0 0 <N, 0 0 N 0 0
[Bl]5 0 “N(-n) N 0 “N(-n) “N(@-n) 0 N(-n) “N(-n)| (2.81)
0 -“Np “Np O -“Np “Npg 0 -“Np Ny

O parédmetro 17 usado na equagdo acima ¢é definido conforme o

deslocamento transversal:

n=0 se ,v(0 (2.82a)
n=1 se ,v)0 (2.82Db)

2.8.3

Equacdes de Equilibrio para o Elemento Finito

De acordo com a discretizagdo dos deslocamentos, das deformacdes do
duto e dos deslocamentos das molas discretizados, a equacgédo de trabalho
incremental virtual resulta na equagao matricial de equilibrio do elemento finito.
Substituindo as equagdes (2.68), (2.73), (2.77), (2.78), (2.80) e (2.81) na
equacao (2.55) tem-se.
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Y, oY (B [0 ][ B Houddx+
Y, oy ([ LRl m ][ 8 T [ ™ B o Y
YJ, oY [N D] B J{uYdx=

F ‘. Ty ! /FLS '
M}dx J, Buy V] {fFBS + Fw}dx]

(2.83)

t

Z {5/%}7 {/Pci/}__'-u_u{é"u“}r[/BL]I{/

Nesta equacdo as matrizes de rigidez da secéo transversal para o duto e

molas do solo sao definidas respectivamente como:

‘ _ 'K tK3
I: DP]_|:tK; 1K2:| (284)

[’DS]:{’KLS 0 0 } (2.85)

Os coeficientes 'K,, 'K, e 'K, sao obtidos por integragdo numérica da

equacao (2.52), conforme descrito na secdao 2.5. As matrizes de forca interna
sao definidas como:

[’F]{'(}; H (2.86a)
il | M0 (2.86b)
EUS

onde 'F e 'M sé&o as forgas internas totais equivalentes definidas na equacgéo
(2.53).

Finalmente a matriz de rigidez elasto-plastica, matriz de rigidez geométrica
e matriz de rigidez das molas de solo ao nivel de elemento sdo entdo calculadas
através das equagbes como:

(K5 ]=[, (s T[]0 Jas (2.872)
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(k)=0, O] Drse s e Padle s (eamy

[Ks]=L INT o] Jas (2870

Os vetores de cargas internas ao nivel de elemento, para o duto e molas
de solo so definidos como:

{o}= IILP[’BL]T{;}OI’X (2.882)

{os}=|, '~ ]T{ s }d x (2.88b)

’FBS + Fys
Substituindo as equacgdes (2.87) e (2.88) na equacao (2.83) obtemos:

Y ou ¥ (['Ksp +[ ke ]+ ' Ks =Y oY ({ 2o} -{'0s}-{2:)) (2.89)

As transformacgdes para elementos das matrizes de rigidez e vetores de
carga, do sistema de coordenadas locais para o sistema de coordenadas globais
s&0 apresentadas como:

('] o 0 ['T] o 0
['K,]=| o ['T] o |['k,]| o ['T] o (2.90a)
0o o ['T] o o ['T]

(‘7] o o

T
[0, ]=| o [T] o [['0] (2.90b)
0

nas matrizes acima [’T] ¢é definido na equagéo (2.71)

Ap6s a aplicacdo do método da rigidez direta a equagao de equilibrio
global incremental é dada por:
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(2.91)
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