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Equacéo parabdlica tridimensional

Neste capitulo, 0 modelo da equacédo parabdlica vetorial tridimensional para
o célculo do campo eletromagnético na presenca de um terreno irregular e sua

implementacao numérica e computacional serdo desenvolvidos e apresentados.

2.1.
Formulacéao

A Figura 2.1 mostra o sistema de coordenadas esféricas (r, 6, ¢), com a
origem localizada no centro da Terra representada pela esfera azul de raio a.
Acima desta esfera, se observa o terreno irregular descrito por sua funcéo altura
h(6, ¢), representado na Figura 2.1 pela cor marrom. A distancia radial r associada
a qualquer ponto situado acima do terreno irregular satisfaz a desigualdade r > a +
h. O problema de propagacdo tridimensional é naturalmente formulado neste
sistema de coordenadas.

t

Supondo uma dependéncia harménica no tempo do tipo e, meios sem

fontes e admitindo que o indice de refracdo do ar varie apenas na dire¢éo radial

n(r), os campos vetoriais elétrico E e magnético H podem ser representados por

meio de potenciais Hertzianos elétrico I1¢ e magnético I1™, como segue abaixo

E(r,0,¢) = B + E™ = 2V x Vx (all°F) + "2V x (n?[1"') (2.1)

—_ s — 2

H(r,0,0)=He + H™ = ﬁv x (nI1%7) + V X [%v x (nzl'[mf")] (2.2)
0

onde E€ é o campo vetorial elétrico devido ao potencial escalar Hertziano elétrico
e, Em é o campo vetorial elétrico devido ao potencial escalar Hertziano
magnético I, He éo campo vetorial magnetico devido ao potencial escalar

Hertziano elétrico I1°, H™ € o campo vetorial magnético devido ao potencial


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521343/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 0521343/CA

35

escalar Hertziano magnético I1™. Além disso, n(r) = [pe(r)/pogo] é o indice de

refracdo e o € a frequéncia angular, sendo p a permeabilidade magnética (suposta
constante), € a permissividade elétrica, € po e g 05 valores desses parametros no
vacuo. Nesta tese, sera suposto que os meios de interesse ndo tém propriedades
magnéticas, de modo que p = po. Por ultimo, k € o nimero de onda modificado,

apresentado pela Equacéo (2.6).

e

Figura 2.1 - Sistema de coordenadas esféricas com origem no centro da Terra

E possivel mostrar que os campos elétrico (2.1) e magnético (2.2)
satisfazem as equacdes de Maxwell apresentadas a seguir.

V-(n?E) =0 (2.3)
V-H=0 (2.4)

VXE =iwuyH (2.5)
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Vx H=—iweE =22 F (2.6)

As duas primeiras equacOes de Maxwell sdo imediatamente satisfeitas pelas
representacdes (2.1) e (2.2), garantindo-se assim, no regime continuo, divergéncia
nula dos campos em toda regido de interesse.

Substituindo, separadamente, as solucbes (Ee,ﬁe) e (Em,ﬁm) das
equacdes (2.1) e (2.2) nas equagbes de Maxwell, obtém-se que 0s potenciais
escalares Hertzianos elétrico e magnético devem satisfazer a equacdo de

Helmholtz escalar modificada, como segue
V2II®™ + k2[18™ = 0 (2.7)
onde

2 _ 1,22 d*(1/n)
k2 = kgn? — n U0 (2.8)
k2, = kin?

K =

A solucdo para potencial escalar Hertziano elétrico representa a solu¢do TM,
e a solucdo para potencial escalar Hertziano magnético representa a solucéo TE,.
E importante observar que essas solucdes TE, e TM, ndo sio validas se o indice de
refragdo n varia com 0 ou ¢, permanecendo validas somente para n(r). Como 0s
efeitos do terreno sdo dominantes sobre os efeitos atmosféricos e os gradientes
verticais de n tendem ser muito maiores do que os gradientes horizontais, a
suposi¢do acima pode ser considerada satisfatoria [18].

Assim, os campos eletromagnéticos vetoriais sdo representados em termos
de duas componentes dos potenciais escalares Hertzianos IT°(r, 0, ¢) e II"(r, 0, ),
que satisfazem uma equagdo de Helmholtz escalar homogénea (2.7). Os
sobrescritos "e" e "m" identificam as fontes (elétrica ou magnética) que déo

origem aos potenciais e aos campos. Os campos totais E e H sio decompostos em
termos dos modos TE; e TM..

Deve-se observar que os modos TE; e TM, se propagam independentemente
em alguns solos suaves (plano, esférico, etc.), porém estdo acoplados na presenca

de terreno irregular. Nesta tese de doutorado, usa-se a condi¢cdo de contorno de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521343/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521343/CA

37
impedancia para representar a forma pela qual os campos elétricos e magnéticos
estdo relacionados sobre a superficie do terreno irregular. Para um terreno de
condutividade o finita, a condi¢do de contorno de impedancia é determinada por
[50]

A, X E = 7,7, x (A, x H) (2.9)

onde 7, é o0 vetor unitario normal externo a superficie do terreno e

(2.10)

Z; ¢ a impedancia do terreno, & sua permissividade relativa complexa e g sua

permissividade relativa.

2.2.
Aproximacdao parabdlica

As equag0es (2.7) e (2.9), juntamente com uma condic¢do de contorno de
radiacdo no infinito, constituem um problema de valor de contorno exato.
Contudo, sua solucdo numérica para problemas de propagaGdo requer recursos
computacionais dificilmente disponiveis. Respostas razoadveis para a perda de
percurso podem ser obtidas supondo que a energia da onda eletromagnética se
propaga predominantemente num sentido, desprezando o campo retroespalhado,
ou seja, desprezando a energia que se propaga no sentido oposto. Isso é realizado,
primeiramente, pela selecdo apropriada do sentido de propagacdo. Essa suposi¢do
é boa para propagacdo em angulos rasantes sobre terrenos relativamente suaves,
onde a pequena componente de campo retroespalhado pode ser desprezada. Para a
propagacdo na atmosfera acima da superficie do terreno, a escolha mais
apropriada para o sentido é 8, de modo que a distancia medida a partir da fonte no
sentido do receptor € aproximadamente igual a af.

Numa regido sem fonte, a equacdo de Helmholtz escalar (2.7), que em

coordenadas esféricas pode ser expressa por
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2 2 2
92 | 1 92N 197, 200, cos® AN, 21— (2.11)

orz ' 12962 ' rZseng ap?2 r ar ' r2sen6 00

pode ser reescrita na forma

LA O L S S [ (XS WO ST S
ar2 = r2902 r2 00  r2sen20 dp? T [(k ko r2 T 412 T 4r2sen?6 u=0 (2'12)
onde empregou-se

eikae
H(ry 9; (p) - u(ry 9; (p) T\/ﬁ (2.13)

A Equacdo (2.13) representa a separacdo de II(r,6,¢) em duas parcelas:
uma responsavel pela répida variacdo de fase; a outra, indicada pela amplitude
complexa u(r, 8, ).

A Equacdo (2.12) é uma equacdo diferencial de segunda ordem e, portanto,
sua solucdo é formada pela combinacao linear de duas possiveis solugdes, sendo
gue uma delas representa o retroespalnamento. A componente de onda
retroespalhada presente na Equacdo (2.12) € eliminada quando a derivada segunda
de u em relagdo a 0 ¢ desprezada, com base na aproximagdo parabolica que

considera

2
;’7’; « 2ka % (2.14)

Assim, a equacdo parabdlica escalar para a amplitude complexa u(r, 6, ¢) é

dada por
ou_ _ 1% [o%u 1 9% 2 _ za_2> N 1 ]}
960 2ika {6r2 + r2sen?0 92 + [(k kO r2 + 412 + 41r2sen20 u (2-15)

A amplitude complexa u varia lentamente, em termos relativos, ao longo de
direcbes proximas a horizontal. A grande vantagem da Equacdo (2.15) é que ela
pode ser resolvida numericamente de forma recursiva, ou seja, conhecida a

distribuicdo de campo num plano transverso inicial, os valores de campo em cada
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plano transverso sdo calculados com base nos valores de campo no plano
transverso anterior. A principal limitacdo da Equagdo (2.15), resultante da
suposicdo (2.14), é a aproximacdo de angulo estreito da equacdo parabolica,
valida somente num cone paraxial de aproximadamente 15°. Em termos da ética
geomeétrica, isso significa que Equacdo (2.15) suporta raios que propagam dentro
de um cone de 15° ao redor da direcdo axial [8], [19], [30], [31] e [39].

2.3.
Modelo do Terreno

A presenca do terreno irregular complica o problema de propagacéo
tridimensional por acoplar as diferentes componentes de campo de acordo com a
condicédo de contorno de impedancia (2.9).

O modelo de propagacdo apresentado nesta tese de doutorado é baseado na
modificacdo da Equacdo (2.12). Para tanto, o sistema de coordenadas original (r,

0, ¢) ¢ transformado por intermédio da mudanca de varidveis apresentadas a

sequir.

0=0 (2.16)
d=¢ (2.17)
z=r—a—h(8,¢) (2.18)

A fungdo h(0, @) introduzida na Equagao (2.18) descreve a altura do terreno
irregular acima do nivel médio do mar. Sera suposto que essa fungdo é conhecida
e continuamente diferenciavel em qualquer ponto de interesse. Para tanto, seus
valores serdo especificados analiticamente ou nos vértices de uma grade regular.
No segundo caso, valores e derivadas em pontos intermediérios serdo obtidos com
base em interpolacéo apropriada. Adicionalmente, a amplitude complexa u(r, 6, @)

é representada no novo sistema de coordenadas (z, ®, @) pela fungao

u(r,0,9) =v(z,0,) (2.19)
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Substituindo o lado direito da representacdo (2.19) na equacéo de Helmholtz

(2.12) e fazendo-se uso das derivadas definidas abaixo (omitindo argumentos, por

simplicidade)

Ju _ ov
ar oz

ou _ 0v dh ov

96 90 000z

ou _ dv oh dv
dp 0> 9D oz

0*u _ 9*v 9%hdv _ Oh 3*v  0dh ( 9%v
962 902 9029z 00©9zO 0O

0%u _ 9%y 02h dv  9h 9%v oh ( 0%y
dp2  9d2  9d29z 0D Izdd 0D

0z0d

0D 0z2

1 [9h)\2 1 an\2]a2v 2 an 9%v
3 (- e
r2\00 r2sen20 \0® 0z2 12000200

r2sen2@ 02

L+;]v=0

4r2 ' 41r2sen2@

1 %v (Zikaah 1 3%h 1 azh)av
2 90 12002  7r2sen?@ 0d2

oz

r2sen?@ od 9z0D

-2

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Em seguida, aplica-se a aproximacdo parabdlica a Equacdo (2.28). Esta

aproximacao despreza a segunda derivada de v em relacdo a ® quando comparada
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a primeira derivada de v em relagéo a 0, eliminando assim o retroespalhamento.

Isto &,

0%v

07| K 2ka

v
0

(2.29)

Deste modo, a Equacéo (2.28) escrita de uma forma mais compacta, transforma-se

em
v 9%y 9%v a%v a%v ov
90 225, T A0 5,50 T Q054 T Qoo g T Az, + AoV (2.30)
onde os coeficientes sdo definidos abaixo
r2 1 (9n\? 1 an\?2
Azz =~ 2ika [1 + rz (%) + r2sen20 (a_CD) (2-31)
@0 = v 6 (2.32)
20 T Yikar? 90 :
G20 = SaTrrais 06 (2.33)
ZP T Sikar2sen?® dd .
r? 1
oo = — 2ika r?sen?@ (2.34)
r2 (2ika dh 1 9%h 1 92h
az = Zika( r2 00 ' 12002 ' rZsen?® OCDZ) (2.39)
gy = —— [(kz_kza_z)J,LJr;] (2.36)
0 2ika 0 r2 4r?2 ' 4r2sen?® .

A Equacdo (2.30), resultante da aproximacdo parabdlica tridimensional a
equacdo de Helmholtz modificada, serad utilizada para representar a propagacéao
dos potenciais de Hertz elétrico e magnético e, consequentemente, dos campos
eletromagnéticos vetoriais através das relagdes apresentadas nas equacdes (2.1) e
(2.2).
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2.4.
Condicao de contorno de impedancia

Assim como realizado para a equacdo de Helmholtz escalar (2.7), a
condicdo de contorno de impedancia (2.9) deve também ser expressa no novo
sistema de coordenadas. Procedendo-se dessa maneira, com auxilio das equagoes
(2.1), (2.2) e (2.13), e usando a expressdo definida na Equacdo (2.19) e suas
correspondentes derivadas determinadas nas equacfes (2.20) a (2.27), pode-se
escrever as componentes do campo elétrico e magnético no novo sistema de

coordenadas, como feito a seguir.

r 62ve 10v°

E, = B + B =2 (55 + 222 + k2v°) (1, 0) (2.37)

2,,e 2,,e e e
E@=E§+Egl=[l(av _6_hav) (lko lcos@)av _I_idn(av

n\9z00 0960 0z2 2 sen®/ 0z n2dr \ 00
oh 6179) 1 dn ( 1 cos@) e ; iwpo (avm oh ov™ )]
00 0z Tz n2 dr tkoa " 2sene v+ sen® \ 0@ 0d 0z g(T, 0) (2.38)

2,,e 2,,e e e
E¢=Eg+5g={;(a_"_a_ha_”)+ 1 d_”(al_a_hal)_

nsen® \0z0® 0P 0z2 n?sen®@ dr \o® 0P 0z
: __1cos® m 6v_ _ a_hav_
tWHo [(lkoa 2sen®) t %6 90 oz ]}g(r, ©) (2.39)
2,m
H, = H + HP = (2242125 4 k20m) g (r, 0) (2.40)

kK2 n (ave dh ave) aZv™  9n 9%v™

B =) + 5ns — 35 5w + (ikoa -

1 cos@) v

2 gr.0) (2.41)

2 sen®

e _ kgn [/, __1cos®\ .  9v® dhove 1 (9*v™
Hq) - Hq) + Hq) - { wlg [(lko 2 en@) 00 00 0z rsen® (OZOCD
dh 9%v™
nr N er,e) (2.42)
onde
eikoﬂ.@
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Com ajuda dessas expressoes, 0 lado esquerdo da Equacgédo (2.9) pode ser
escrito por

iy X E= (noEe —nioEe)Z + (o B, — ntzEfb)@ + (nyEe — nt@EZ)aD (2.44)
Da mesma forma, pode-se escrever o lado direito da Equacao (2.9) por

Ay X (ﬁt X H) = [(nf, — DH, + nnieHo + neznioHol2 + [neone H, +

(nfe — DHe + noNoHol0 + [niony Hy + negnigHe + (nfg — 1)He]® (2.45)
Assim, cada componente da condic¢do de contorno de impedancia, Equacgéo

(2.9), é definida como segue
Componente z

(ntoEo — NeoEe) = Z1[(ng, — DH, + ng;neeHe + NesNipHo) (2.46)
Componente ©

(neoE; — nEe) = Zi[neene,H, + (nfg — 1 He + NepNiaHol (2.47)
Componente @

(nezEe — o Ez) = Z1[nioniHy + NeoNoHe + (Nfp — 1) Ho] (2.48)

Nas equacOes (2.46) a (2.48), ny, N € Ny representam as componentes do

vetor unitario normal a superficie do terreno, ou seja
iy = N2 + N0 + Ny ®@ (2.49)

Pode-se mostrar também que
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Mez | [pEq (259)| + e [ [pEq (2.60)| + o | [pEq(2.61)] = 0 (2.50)

sdo ambas identicamente nulas. Na Equacdo (2.50), LE significa "lado esquerdo
da equacdo” e LD significa "lado direito da equagdo". Portanto, apenas duas das
componentes da condigdo de contorno (2.46) a (2.48) necessitam ser impostas em
cada ponto da superficie do terreno irregular em z = 0. Preferencialmente, devem
ser selecionadas as componentes da condicdo de contorno associadas as duas
menores componentes de 7.
Por simplicidade, as trés componentes da condicdo de contorno, equacdes
(2.46) a (2.48), podem ser escritas da seguinte forma genérica
e 020 | o 9%ve a%ve ] e OV°

e 2,m
e OV m 0V

e

e e OV e..e _
a ato——+a at—+af—+al—+alv® =a
2z az2+ Zeaza@-l' Z‘Dazacp+ Zaz+ @a@+ ‘Dacp+ 0 ZZ 32 T

9%ym 9%ym ov™m ov™m ov™m

m m m m m m,m
ah—+a —+a"—+ al —+ al —+ av 2.51
Z@aza@+ Z‘bazaq:-l' Z 9z T de 90 T <1>a¢+ 0 ( )

onde os coeficientes af,'jm estdo definidos nas tabela 2.1 e 2.2.

Observa-se que tanto a imposicdo das condi¢cdes de contorno como a
imposicdo da equacgdo parabdlica ficard totalmente restrita ao plano transversal
sob analise e ao seu imediatamente anterior em cada passo da solu¢do numeérica

do problema.
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Coeficiente componente z componente 0 componente ®
1 oh neg Oh 1 ng; Oh 1 oh
e tO tz
Azz n (nt‘b 00 sen® 6d>) n ( Neo + sen® aq;) n ( Ng + Ny 6@)
e _ e Ntz
aze n 0 n
e nte _ Ntz
azo nseno® nsen® 0
k2z, nn ( ngg 0h n ah) n Nez [( Ked 1 cos@) _10n dn] _
lwig tz°" \sen® 9 t® 59 Nid n K3z, [(n§®_1) oh od "~ 2sen® n oo dr
— tT N
a8 1dn (n oh e ah) n - iwpo L sen® 00 me , k6Z [ntcpnte oh _
z nar Ut 30 seno go i an] + ne; dn dh n iwpg sen® o0d
e (lk 1 cos@) tO7HP 59 n2sen® dr 0d (nz 1) oh
n od 2 sen® t® 200
k2z 1 dn) k2z, kiz ne; dn
e 041 1 Itz
a n Ne,N — —— NegNipN -1
) td (iwuo tz 2 i, 0T ( Nt In+—= 2 dr
e nee (1dn  k§Zy ) 1 [k021 nez dn k27, ntonien
a —— — ——n,n — -1 -t
i sen® (n2 dr  iwpg tz sen® Liwyg ( Nte ) Tz n? dr iwuy sen®
k27, 1 dn 1 cos® Nez dn Z1
N (iwuo NN ——— ) (Lkoa — Mo | (Lkoa —5S0s) T — dr ( nie — n|(ikya —
e
Qo
1 cos@) Tkg 1 cos@) _ rneekd
2 sen® n 2 sen® n

Tabela 2.1 - Coeficientes elétricos para cada componente da condi¢édo de contorno de impedancia
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Coeficiente componente z componente 0 componente @
dh dh
2 2
A [(ntz — Dr —nyne - — Zy [ntznteﬂ” —(nfe — Do —
am 29 % Z [n (n r—n ah) _ (nio-1) ah]
zz NNt 6h] neeNtd Bh] 1T e tz t0 50 sen® 0P
sen® 0® sen® 0
m 2
aze Z1 NNy Z1(ngg — 1) ZiNeNto
™ Nz neenee (nZp-1)
z®d 1 seno sen® 1 cone
2 . 2 . . 1 cos©
A [("tz — 1) —ngne (lkoa - Zy [ntzntG + (e — 1) (lkoa - Z1 Mo [ntz t+ e (lkoa - Esen@)] +
m
a
z lcos@)] —ioun oh iw nip 0h lcos@)] T iousn dh ne; 0h
2 sen® Koo 00 Ho sen® 0P 2 sen® KoMtz 0 Ho sen® gd
m 3 .
Qg LWloNe —lWHN, 0
m iwhoNte __lwponi,
Ao sen® 0 sen®
Z1(n?, — Drk2, + iopugnee (ikoa — Ney [Zlnt@rk,zn — iwg (ikoa -
m 2
a Zing, Tk
0 1 cos@) 1 cos@)] 1zt m
2 sen® 2 sen®

Tabela 2.2 - Coeficientes magnéticos para cada componente da condi¢cdo de contorno de impedancia
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2.5.
Implementacdo numeérica

A Equagdo (2.30), em conjunto com as condic¢des de contorno apropriadas,
define um problema de valor inicial que pode ser resolvido usando esquemas
numéricos que progridem ao longo da direcdo axial. Isto é, dada uma solucédo
valida numa superficie inicial, a solucdo em qualquer superficie mais distante da
fonte pode ser determinada numericamente [8], [40]. A Figura 2.2 apresenta
superficies consecutivas (z, @), correspondentes a valores constantes de ®; = | A®,

nas quais os potenciais serdo determinados. A Figura 2.3 representa exemplos de
distribuigdes do fator de propagagio FP5 = 20log(|E|/|E,|) em superficies

consecutivas (z, @), correspondentes a valores constantes de x; = | (aA®).

Z

Figura 2.2 - Superficies consecutivas utilizadas na determinagcdo do campo a partir
daquele definido inicialmente.

Usa-se uma implementacdo de diferencas finitas para discretizar a equagédo
parabdlica e as componentes da condic¢do de contorno de impedancia [16]-[23]. O

espacamento da grade, tanto no plano transverso (z-®) como no plano de
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propagacéo (z-®), pode variar para uma melhor representacdo do campo a medida
que o plano de observacdo se afasta da antena transmissora. Isso € fundamental,
principalmente na distancia azimutal. Para as aplica¢fes de longo alcance, passos
na direcdo axial podem ser muito grandes comparados ao comprimento de onda
[8], [16], [18], [20], [21] e [23].

160—
120-

425

E
o
E;
<

o=}
o
|

F430

-35

z .40
Distancia [km] 10

Figura 2.3 - Distribuicdo do fator de propagacdo em decibéis em superficies
consecutivas x, = | (aAO).

O esquema de Crank-Nicolson, onde as derivadas de segunda ordem sé&o
aproximadas como a média entre o valor da diferencga central anterior e posterior,
é frequentemente usado nas implementacfes de diferencas finitas da equagéo
parabdlica [17], [18], [20] e [22] e ser& adotado na discretizagdo da Equagdo
(2.30).

2.5.1.
Discretizagcéo

Nesta secdo, as discretizacfes da equacdo parabodlica escalar (2.30) e das
componentes da condi¢do de contorno de impedancia (2.51) sdo apresentadas
usando a implementacgdo de diferencas finitas centrais aplicadas num ponto médio
entre dois planos sucessivos de pontos de campos. Um diagrama esqumatico da
discretizacdo do espaco é mostrado na Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Grade de discretizagao

Assim, a funcdo reduzida v no ponto médio pode ser escrita como

1 v,l{}ﬁv,ln,n
v(1+3) = maltne (2.52)

onde, os indices "I", "'m" e "n", correspondem a valores discretos das coordenadas
0, ® e z, respectivamente.
Os valores correspondentes aos eixos em relacdo ao espaco discreto séo

escritos como

1

0= (l + E) A® (2.53)

® = mAD (2.54)

Z = nlAr (2.55)
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A derivada de primeira ordem com respeito a ® no ponto médio pode ser

escrita como

+1 l

(14 - es

Outras derivadas necessarias para a discretizacdo da equacgdo parabolica

escalar (2.30) através do esquema de Crank-Nicolson sdo apresentadas abaixo.

l l 1 l
6_1J (l + l) _ Urr_{—il,n_vnt—ll,n + Um+1n—"VYm-1n (2 57)
od 2 4AD 4AD )

l l l l
6_17 (l + l) — vn;trlwl_vrr-{-nlm—l + vm,n+1_vm,n—1 (2 58)
0z 2 4Az 4Az ’
52 41 oo+l 141 ! Zopl oyl

v (l + 1) _ Vmi1in—2VmntVm-1n + Um+1n—2VmntVm—1n (2 59)
loX 2 2(Ad)2 2(Ad)? '
0%v ( l) _ Vi a1 =2V VR + Vhne1=2Vhn+ Vi1 (2.60)
922 2 2(Az)? 2(Az)? '
0%v 1
(1+3) =

0z0® 2
Vrlr_1+n31,n+1_Vrlﬁ+—11,n+1_vrlr_1+31,n—1+v1l*;1+—11,n—1 + V1ln+1,n+1_Vrln—l,n+1_Vrln+1,n—1+”71n—1,n—1 (2 61)

8AZAD 8AZAD ’

l l l l

o%v (l + l) — Vnn+1~Vmn-1 _ Umn+1 " Vmn-1 (2.62)
0z00 2 2AzAO 2AzAG ’

Introduzindo-se a numeragdo sequencial no plano transversal mostrada na
Figura 2.5, onde cada par de indices (m,n) corresponde a um numero Kk e,
omitindo-se os argumentos por simplicidade, a Equacdo (2.52), juntamente com as

equac0es (2.56) a (2.62), tornam-se

p = ”'l<+2—+”’lf (2.63)
v _ villov (2.64)

00 A®
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+1 +1 l l
9V _ Vktm~VieeM | Vk+m~Vie-m
0z 4Az 4Az
0%y _ v,lf";ll—Zv,l‘t+1+v,l€t11 n v,l(+1—2v,l€+v,l(_1
0P2 2(AD)2 2(AD)2
%v vt —2vkt vl n Vh =2V
9z2 2(Az)? 2(Az)?
l+1 +1 +1 +1 l l l l
0%v — UkaM+1 " VkiM-1"Vk-M+1 Vk-M-1 + Vi+M+1 " Vk+M—1"Vk-M+1 Vk—M—1
0z0D 8AzZAD 8AZAD
l+1 +1 l l
0%v _ ViiM~Vkem _ Vkam~Vk-M
0z00 2AzAG 2AzAO
z A
k=1+M M k+i+M
m-In+l m,n+1 m+1n+l
k-1 k k+l1
m-1.n m,n m+in
k-1-M =M k+1-M
m-1,n-1 m,n-1 m+1,n-I1 B

Figura 2.5 - Relagéo de k com o par de indices (m,n)
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(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Logo, a versdo discreta da equacao parabdlica escalar (2.30) pode ser escrita

como segue
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AG

! ! 1 -
ViaM“Vk-M) 4 4 Vkt172Vi V-1 ) Vkea “2VkHVkq
PP 2(00)2 2(00)2

2AzAG

l l
”k+M—Vk-M) + a0<

4Az

Vi+M —2Vk +vk—M+vk+M_

+1 +1 l

2v,lc+v,lc_M

I+1__ 1
Vg~V _
ZZ

2(Az)2 2(Az)?

I+1 +1 +1

I+1

Vi +v]l< +
2

+1

I+1 +1
v —Vy,
] I az@( k+M~ “k—-M

2AzAG

+1 +1
v —Vj_
] az ( k+M “k-M

4Az

1+1
a Vk+M+1 " Vk+M—1"Vk—M+1
z® 8AZAD

I+1 A l A A
+HVrM-1 + Vi+M+1 " VktM-1"Vk-M+1H Vk-M-1
8AZAD

52

(2.70)

Coeficiente Planol + 1 Plano |
a __%z0 azd
k—-M-1 8AZAD 8AZAD
___Qzz aze az azz + aze 4z
Ak-m 2(02)2 | 20200 ' 4Az 2(02)2 | 20200 4Az
a azp _ _%z0
k—M+1 8AZAD 8AZAD
_ _Go0 Ao
Q-1 2(AD)? 2(AD)?
Azz [22557:) ao 1 azz Adp P ao 1
ay 2 2 5 +—= - 2 2 +—+ =
(Az) (AD) 2 A® (Az) (AD) 2 A®
__ _G90 Ao
Ag+1 2(AD)? 2(a0)?
a azp __%z0
k+M-1 8AZAD 8AZAD
__Qzz _ Gze¢ _ Az Azz _ _ _Gz0 az
A+m 2(02)2 20700  4Az 2(02)2 20700 ' 4Az
a L) Azd
k+M+1 8AZAD 8AZAD

Tabela 2.3 - Coeficientes da equacao parabdlica no interior da regido de interesse

Colocando os valores desconhecidos da fungédo reduzida v do lado esquerdo

e os valores conhecidos do lado direito, a Equacdo (2.70), escrita de uma forma

mais compacta, fica
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I+1 1+1 I+1 141 1+1 +1 141 1+1 141, 141
Ar-mM-1Vk-m-1 T QemVim + Aep+1Vk—m+r T AVl T Qg v~ +

I+1 . 1+1 1+1 1+1 I+1 . 1+1 +1 41 _ 1 !
Ars1Vis1 T Qeim—1Vkem—1 T QesmViim t Aeym+1Visrm+1 = A—m—-1Vk-m-1 T

1 1 1 1 I 1.1 1ol
Ag-mVk-m T Ap—pms1Vk—m+1 T Qp—1Vk—1 + QVk + Qg1 Vg1 +

l l l l l l
A sM-1Vik+m-1 T AeemViam T Aerm+1Viam+1 (2.71)

onde os coeficientes ag estdo definidos na Tabela 2.3.

Os coeficientes definidos na Tabela 2.3 séo validos somente no interior da
regido de interesse. Nos limites da grade de discretizaggo (m=1; m=M;n=1;n
= N), mostrada na Figura 2.6, deve-se definir todas derivadas usando somente
pontos no interior da grade, assim como pontos que representam o limite da grade.

z A

N MN
N-1 (N-I)M
] (.+:uu

n nM

nl (n-1)M

2 M

1 Fs -

1 2 .. k e m=1 mm1 ... o MeI M D
TERRENO

Figura 2.6 - Grade da regido de interesse

Procedendo da mesma forma, devem-se redefinir as derivadas discretas para
0S seguintes casos especiais que representam os limites da grade de discretizacéo:
e Limiteesquerdo(m=1ouk=1+(n-1)M;n=[2, N-1])
e Limitedireito(m=Mouk=M+ (n-1)M;n=[2, N-1])
e Limite superior(n=Nouk=m+ (N -1)M; m=[2, M-1])
e Limite superior esquerdo (m=1;n=Nouk=1+ (N-1)M)
e Limite superior direito (m=M;n=Nouk=M + (N - 1)M)
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e Limite interior (n=10ou k=m; m=[2, M-1])
e Limite inferior esquerdo(m=1;n=1ouk =1)

e Limite inferior direito (m=M; n=1ou k = M)

onde o limite inferior corresponde a condicéo de contorno de impedancia.
Para o limite esquerdo, do conjunto de equacdes de (2.63) a (2.69), as Unicas

derivadas que serdo redefinidas estéo apresentadas abaixo.

I+1 141, 141 1 1 1
9% — Vit —2Vg 31 0k + Viy2 = 2Vg41 0k (2 72)
P2 2(Ad)2 2(Ad)2 '
I+1 +1 +1 +1 l l l l
0%v — YktM+1 Vit Vk-M+1tVk-M + VitM+1 " Vk+M " Vk—M+1TVk—M (2 73)
0z0d 4AZAD 4AZAD '
Coeficiente Plano | +1 Plano |
_ _Qzz + aze  _ _4zo az Azz aze adzo A4z
Ak-m 2(Az)2 ~ 2AzA®  4AzAD  4Az 2(Az)2 ~ 2AzA® = 4AzA®  4Az
a aAzop __4z0
k-M+1 4AZAD 4AZAD
azz Apd Ao 1 Azz Apdp Ao 1
————— =+ — — +—=+—
Ak (Az)2 2(AP)2 2 A® (Az)2  2(AD)2 2 A®
oo __ Goo
ak+1 (AD)2 (AD)2
_ _Ooo Ao
Arc+2 2(AD)2 2(AD)2
__Gzz Aze aze A4z Azz _ Gze Gz az
Ak+Mm 2(Az)? 20zA@  4AzAD  4Az 2(Az)? 20zA@  4AzAD  4Az
a _ _4z9 azdp
k+M+1 4AZAD 4AZAD

Tabela 2.4 - Coeficientes da equacédo parabdlica no limite esquerdo da grade

A versdo discreta da equacdo parabdlica escalar (2.30) no limite esquerdo da

grade de discretizacdo pode ser escrita na seguinte forma compacta
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I+1 141 +1 1+1 141,041 | I+1 . 1+1 141 1+1

A_MVkm T Qepmi1Viime1 T A Vi + Qg Vpyn + ApioViis +
I+1 141 +1 41 _ 1 1 ! 1 11

AsmVksm T Qi1 Vkame1 = e—mVik-m t Q—m+1Vk—m+1 + AV +

l l l l l l l l
A 4+1Vk+1 T Api2Vis2 T QpamVikam T Qa1 Vk+m+1 (2.74)
onde os coeficientes aZ estdo definidos na Tabela 2.4.

Para o limite direito, do conjunto de equacdes de (2.63) a (2.69), as Unicas

derivadas que serdo redefinidas estdo apresentadas abaixo.

+1 +1 +1 l l l
0%v _ Vi T2Vl HUiTy | Um0k Uk, (2 75)
D2 2(Ad)2 2(Ad)2 '
I+1 +1 +1 I+1 l l l l
9%y — Dk " VhiM—1"Vhk-M Vhk-m=1 Vit MUk M=1"Vi-MtVk-M-1 (2.76)
0z0d 4AZAD 4AZAD '
Coeficiente Plano | +1 Plano |
a _ _%z0 Azdp
k-M-1 4AZAD 4AZAD
___Qzz aze aAzop Az Azz + aze Gz 4z
Ag—m 2(Az)2 ~ 2AzA@  4AzAD = 4Az 2(Az)2 = 2AzA®  4AzAD  4Az
_ %Y (42X
A2 2(AD)? 2(A®)?
%Y _ (42
ag—1 (AD)2 (AD)2
Azz Apdp [42) 1 Azz ApPp 43 1
Ak (Az)2  2(09)2 2 + A© (Az)? + 2(AD)2 + 2 + A©
a Azp _ _%z0
k+M-1 4AZAD 4AZAD
__Ozz Gz _ Oz A4z Azz __ _9z0 Azdp az
Ake+m 2(Az)2  2A0zA@  4AzAD  4Az 2(Az)2  2AzA® = 4AzA® = 4Az

Tabela 2.5 - Coeficientes da equacédo parabdlica no limite direito da grade

A versdo discreta da equacdo parabdlica escalar (2.30) no limite direito da

grade de discretizacdo pode ser escrita na seguinte forma compacta
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1+1 1+1 I+1 141 141 . 1+1 1+1 . 1+1 141, 1+1
Ar_M-1Vkm-1 T QemViim + Qe 2V + a3V +ag v~ +

I+1 1+1 141 141 _ 1 1 1 ! ol
Asm-1VksM—-1 T QexmViam = Q—m-1Vik-m-1 + Ay Vk—m + Ag_2V_» +

I 1.1 1 1 ! 1
Ag_1Vg_1 + GV, + Qi 1Vkam—1 T Qs mVikam (2.77)

onde os coeficientes aZ estdo definidos na Tabela 2.5.

Coeficiente Plano |l + 1 Plano |
Gz Azz
Ak—2m 2(Az)? 2(az)?
a __%z0 azp
ke—M-1 4AZAD 4AZAD
Azz aze az __ _Ozz aze __ 4z
A—m (02)? ' AzA® | 2Az (02)? " AzA©®  2Az
a azp _ %o
k-M+1 4AZAD 4AZAD
Gz Qoo _ 0 Ao
Ag-1 4AZAD  2(AD)2 4AZAD | 2(AD)?
__Qzz  Gz@ dop Az azz 4z _ 499 az +
2(Az)2 AzA®  (AD)Z 2Az 2(Az)2  AzA®  (AD)Z  2Az
ak Qg + 1 Qg + 1
2 A® 2 A®
_ze 499 azo Ao
Ag+1 4AZAD  2(AD)? 4AZAD | 2(AD)?

Tabela 2.6 - Coeficientes da equacédo parabdlica no limite superior da grade

Para o limite superior, do conjunto de equac@es de (2.63) a (2.69), as Unicas

derivadas que serdo redefinidas estdo apresentadas abaixo.

+1 I+1 l l
v _ Vi ~Vm 4 WVk-m (2.78)
0z 2Az 2Az '
92y pitlogpltl 4L+l vi—2vl_ vl
— ’k k-M"Yk—2M + k k-M"TYk—2M (279)

az2 2(Az)? 2(Az)?
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1+1 __1+1 _ 1+1 141 l 1 1 1
0%y — Vi+1 V-1 "Vk-M+1tVk-M-1 + Vit+1 Vk-1"Vk-M+1 Vk-M-1 (2 80)
0z0d 4AZAD 4AZAD )

+1 I+1 l l
0%v _ Vg —Viim _ Vk~Vk-m (2.81)
0200 AzA® AzA® '

A versdo discreta da equacdo parabdlica escalar (2.30) no limite superior da

grade de discretizacdo pode ser escrita na seguinte forma compacta

I+1 . 1+1 I+1 I+1 I+1 . 1+1 1+1 I+1 I+1 . 1+1
A omVk—am T Am—1Vik-m—1 T Qe"mVikm t Qi1 Vk-me1 T A1V +

141, 041 4 I+1 041 _ 1 1 1 ! ! !
i "Vt apiiViin = Ag_omVik—am T Q—pm-1Vik-m-1 t Q—pVi—m +

! ! Lol 1.1 Lol
Ak-M+1Vk-m+1 T Ak—1Vik—1 + A Vk + A1 Vg 41 (2.82)

onde os coeficientes ag estdo definidos na Tabela 2.6.

Para o limite superior esquerdo, do conjunto de equacdes de (2.63) a (2.69),

as unicas derivadas que serdo redefinidas estdo apresentadas abaixo.

+1 l+1 l l

9v _ Yk VieM | Pk~Vk-m (2.83)
0z 2Az 2Az '

I+1 +1 I+1 l I+1 l
6217 — 17k+2—217k+1+17k + vk+2—2vk+1+1+vk (2 84)
Lo 2(Ad)2 2(Ad)? ’

l+1 I+1 I+1 l l l
0%v _ Uk 2V m+Vkiom n Ve —2Vj_p+Vh_om (2 85)
072 2(Az)? 2(Az)? )

l+1 I+1 l+1 l+1 l l l l
0%v — Ykt17 Yk “Vk-M+1tVk-Mm + Vie+1~Vk~Vk-M+1FVk—M (2 86)
0zoD 20ZAD 20zZAD '
2 141 1+1 1.1

0°v _ Uk Viem _ VikVk-m (2 87)
0z00 AzAO® AzAO® !

A versdo discreta da equacdo parabolica escalar (2.30) no limite superior
esquerdo da grade de discretizacdo pode ser escrita na seguinte forma compacta
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I+1 . 1+1
Ag-2mMVk-2Mm

+1 I+1

I+1 141
+ ar"mVkim + Ay VM1

,l<+1vli+1+al+1 +1 +

k+1Vk+1
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I+1 141 _ 1 l l l l l 1.1 l l
Ary2Vii2 = Ag_omVk—2m T Qe—mVik—m t Qp—m+1Vk-m+1 + AV + A1 Vg +
l l
Ape+2Vik+2 (2.88)
onde os coeficientes aZ estdo definidos na Tabela 2.7.
Coeficiente Planol + 1 Plano |
___Qzz Azz
Ak—2m 2(Az)? 2(Az)?
Azz aze _ _Azo az_ _ _Azz aze azo Az
Ag—m (Az)2 ~ AzA®  2AzAD  2Az (Az)2 ~ AzA® = 2AzAD  2Az
a Azd __4z0
k-M+1 2AZAD 2AZAD
__Qzz _ Gze Az Azz Gz _  Gz0
2(Az)2  AzA® = 2AzAD 2(Az)2  AzA®  2AzAD
a
“ oo _ 4 G0 1 oo | G G0 1
2(A®)2  2Az 2 AG 2(AD)2  2Az 2 AG
_ 0 Ao Qzo Qoo
Ag+1 20200 | (AD)? 20200 (AD)?
_ oo Ao
Ag+2 2(AD)? 2(a0)?

Tabela 2.7 - Coeficientes da equacédo parabdlica no limite superior esquerdo da grade

Para o limite superior direito, do conjunto de equaces de (2.63) a (2.69), as

Unicas derivadas que serdo redefinidas estdo apresentadas abaixo.

0z 2Az

+1__1+1 i i
v _ Vi ~Vim 4 %Vk-m
2Az
2 I+1_o I41 o l+1 l I+1 l
0°v vy —2v v, n V=2V 1 +1+vy_,

ap2 2(Ad)?

%v _ vitt-2v

2(Ad)?

+1 +1

1.1 !
k-M1tVk—2M + Vi —2Vg_mt+Vk_2m

922 2(Az)?

2(Az)?

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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Lel_ 141 _ L4141 L1 ! !
0%v _ v 0l Uy kg 4 P =Vk=1 Vi M+ Vk-p—1 (2.92)
079D 20zZAD 20ZAD '

41 l+1 11
0%v _ Vg —Viim _ Vk~Vk-m (2.93)
0200 AzA® AzA® '

A versdo discreta da equacdo parabdlica escalar (2.30) no limite superior
direito da grade de discretizacdo pode ser escrita na seguinte forma compacta

I+1 ., I+1 I+1 I+1 I+1 . 0+1 1+1 . 1+1 I+1 . 1+1
AxomViom T Qeim—1Vikm—1 + A_mVikim + A2V 5 + Qv 7 +
I+1, 141 _ I l l l l l l l
A "V = = AgomVik—2om T A—pm—1Vk—m—-1 T Qp—mVi—m + A_2Vk_2 +
l l 1.1
Ap_1Vi_1 + i vy (2.94)
onde os coeficientes ag estdo definidos na Tabela 2.8.
Coeficiente Planol + 1 Plano |
__Qzz azz
Ak—2m 2(Az)? 2(Az)?
a _ %o azp
k-M-1 2AZAD 2AZAD
Azz aze Azd az _ _Gzz aze  Qz9 A4z
Ar-m (Az)2  AzA®  2AzA® = 2Az (Az)2  AzA® 2AzAD  2Az
_ _Ooo oo
Ag—2 2(A®)? 2(a0)?
azo oo _ _Aze 499
Ak-1 20z00 | (AD)? 2000 (AD)?
A2z Gz _ Gz Azz _ _ 9z azop
2(Az)2 AzA®  2AzAD 2(Az)2  AzA® = 2AzAD
a
k Adpd ay ay + 1 Ao od a, ap + 1
2(00)2 24z 2 A® 2(00)2 24z 2 A®

Tabela 2.8 - Coeficientes da equacédo parabdlica no limite superior direito da grade

Para o limite inferior, que corresponde a condicdo de contorno de
impedancia (2.9), do conjunto de equacdes de (2.63) a (2.69), as Unicas derivadas

que serdo redefinidas sdo as apresentadas abaixo.
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l+1 I+1 l l
6_v Vk+1 V-1 + Vkt1 " Vie—1 (2 95)
od 4AD 4AD )

+1 +1 l l
W _ VieMVic | Vieem Vi (2.96)
0z 2Az 2Az ’

l+1 +1 A l l
9% — 1’k+2M 2Uk,+M"’Uk, + VitoM = 2Vi+m 0k (2 97)
922 2(Az)? 2(Az)? '
92 I+1 I+1 L1 L4+l l l "

v _ 1’k+M+1 Vk+M—1"Vk+11tVk—1 + Vk+M+1 " Vk+M-1 17k+1 17k 1 (2 98)
0z0d 4AZAD 4AZAD ’
0% _ vtk vhewm—vi (2.99)
0200 AzA® AzA® '

Logo, a versao discretizada de cada componente da condigéo de contorno de

impedancia (2.51) pode ser escrita como segue

el+1 el+1 el+1 el el el+1 el+1 el el
e [”k+2M‘2”k+M TV Vk'ram~ 2’7k+M+’7k ] +at [”k+M VT URhmM TV ]
ZZ z0

2(Az)? 2(Az)? AzAO® AzAO®
el+1 el+1 el+1 el+1 el el el el el+1 el+1
e |VksmM+1VkiM—1 VX1 tVE-1 Vism+1 VermM—1"Yki1tVE—1 Vim ~Vi
a,o + + Z —_—
4AZAD 4AZAD 2Az

el+1 el el+1 el+1 el el el+1 el
ViemVic ] +af Yk Uk |y oge [Pkt TYier 4 Ve Uk | as Vi |
20z A® @ 40D 4AD 2

m,l+1 m,l+1 m,l+1 m,l m,l m,l+1 m,l+1 ml m,l
m |Viedam ~2Vesm Tk VkiamM ™ ka+M+vk +am Veim "Vk Vkim Vi | 4
zz 2(Az)? 2(Az)? AzA® AzA®

m
azo

m,l+1 ml+1 m,l+1 m,l+1 m,l m,l m,l m,l
VkiM+1 " Vkim—1"Ve+1 TVky +”k+M+1 vk+M 1 V41tV +
4AZAD 4AZAD

m,l+1 m,l+1

a v’ﬁﬁ/‘l—l v”;n,l+1 + v”z—’;i‘l v’T(nl + am vk _vk ' + a vk+1 vk—l +
z 20z 20z © i 4AD

ml+1 m,l
k+1 ~Vjeos U
e ]+ [ ] (2.100)

Colocando os valores desconhecidos da fungéo reduzida v do lado esquerdo
e os valores conhecidos do lado direito, a Equagéo (2.100) escrita de uma forma

mais compacta, fica
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el+1 __el+1

Ak+2mMVk+2Mm

el+1__el+1
A Vg

m,l+1 m,l+1
A+ M-1Vk+M-1

el el el el el el el el
AromVicrom T Aem+1Viem+r T UemVkem + Glem—1Vicem—1 T Q1 Viyr T

el el

e,l el m,l m,l
Qv+ 4V T Aoy Viiom T4

el+1 el+1

el+1__el+1 mil+1_._m,l+1

k-1 Vk-1 T QpiomViiom T @

mil+1__m,l+1

el

m,l

el+1__el+1
+ Qi1 Vicrm+r T em Vicem

m,l+1 m,l+1
k+M+1Vkim+1 T Aeim Vkim

m,l+1__m,l+1
tagi Vi tagt v

el+1 el+1

m,il+1._m,l+1 _

taly vl =

el

m,l m,l . m,dl
ktM+1Vkam+1 T AeimViim T

m,l+1__m,l+1
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el+1__el+1
t Qi1 Videm—1 T Ap1 Vikr

+

m,l m,l ml __m,l ml._m,l m,l __m,l
Aim-1Vism—1 1T Qi1 Vi1 T 4 V" + @ v 7 (2.101)
onde os coeficientes a estdo definidos nas tabelas 2.9 e 2.10.
Plano 1+1
Coeficiente
Elétrico Magnético
a G _ a% o ag
k-1 4AZAD  4AD 4AZAD | 4AD
a 4%z _ 9% _ 9% % 46 | _ 4% | % , @' 45 a4
k 2(Az)2  AzA® 2Az  A® 2 2(Az)2  AzA®  2Az  A® 2
. _ e % aly _ o
k+1 4AZAD | 4AD 4AZAD  4AD
a _ [ Ao
k+M-1 4AZAD 4AZAD
. k| e af o _ b ar
k+M (Az)2 ' AzA® | 2Az (Az)2  AzA® 24z
aé a™
Ale+M+1 —£2 ——Z2
4AZAD AAZAD
a ag, az}
k+2M 2(Az)? 2(Az)?

Tabela 2.9 - Coeficientes da condicdo de contorno de impedancia no plano | (limite

inferior)
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Plano |
Coeficiente
Potencial Elétrico Potencial Magnético
a [ ag e ag
k-1 4AZAD | 4AD 4AZAD  4AD
a _ %z _ %e , 0 G _ 4 | 9% , %o 4 d 4
k 2(Az)2  AzA®  2Az  A® 2 2(Az)2 ~ AzA® 2Az  A® 2
a e _ 4% __%e | 9%
k+1 4AZAD  4AD 4AZAD | 4AD
a o _ aze
k+M-1 4AZAD 4AZAD
a agz aje _ ag _ap  apy |, aft
k+M (Az)2 ' AzA® 24z (AZ)2  AzA® ' 2Az
a _ G Ao
k+M+1 4AZAD 4AZAD
a _ agz ayy
k+2M 2(Az)? 2(Az)?

Tabela 2.10 - Coeficientes da condicdo de contorno de impedancia no plano | (limite

inferior)

Para o limite inferior esquerdo, do conjunto de equacdes de (2.63) a (2.69),

as unicas derivadas que serdo redefinidas sdo as apresentadas abaixo.

1+1 ! !
OV _ Vi1 ~Vk + Vk+1"Vk
0P 2AD 2AD
1+1 ! !

0V _ Virm~Vk Vk+m~Vk
0z 2Az 2Az

2 l+1 411 ! !
0%V _ Vi~ 20y 1 TV Vkg2 ~2Vk41 V%
loX 2(Ad)2 2(Ad)?

2 1+1 +1 ! !
0 _ Vickam=2ViesmtVk | Vierzm = 2Vkm+Vk

0z2

2(Az)?

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)
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l+1 I+1 +1 I+1 l l l l
0%y — Vi+M+1 " Vk+M  Vi+1HVk + Vi+M+1 " VM Vi+1HVk (2 106)
0z0d 2A0zZAD 2AZAD )

+1 I+1 l l
0% _ VihM~Vk  _ Viam~Vk (2.107)
0200 AzA® AzA® '

A versdo discreta de cada componente da condicdo de contorno de
impedancia (2.51) no limite inferior esquerdo da grade de discretizacdo pode ser

escrita na seguinte forma compacta

el+1 __el+1 el+1 el+1 el+1__el+1 el+1__el+1 el+1__el+1
AromVicrom T Qeme1Viemer T Qlem Viem T Qler Vipr T4 70 +

mil+1._m,l+1 m,l+1 m,l+1 mil+1._m,l+1 ml+1._m,l+1
QesomVkiom T Ueims1Vkamsr T Qim Viesm + Qpgq Vit

mil+1. _m)il+1 _ _e,l el el el el el el el
A Vg = ApomVihom T Qeme1Virmer T UamVicsm T QpqVipr T

el el m,l m,l m,l m,l ml _ m,dl ml . m,l m,dl, _m,l
A V" F QianViiom T GeimsrVicimer T QeimViein T Qi1 Viis + @y vy (2.108)

onde os coeficientes a estdo definidos nas tabelas 2.11 e 2.12.

Plano I+1
Coeficientes
Elétrico Magnético
agz _ aze e  af __af aze 4o agt
2(Az)2 AzA® = 2AzAD  2Az 2(Az)2 ~ AzA® 2AzAD  2Az
9%
4% _ 4% | 4 a8 | 4y _ a4’
A® 200 @ 2 A® 20D 2
. __ate , ab o _ af
k+1 20700 | 20D 20700 20D
a _ag, e Ao ag azg;  azp e aft
k+M (Az)2  AzA® 2AzAD  2Az (Az)2 AzA®  2AzAD 2Az
a o _ a7
k+M+1 2070D 207AD
a agz __ag
k+2M 2(Az)2 2(Az)?

Tabela 2.11 - Coeficientes da condi¢éo de contorno de impedéancia no plano | + 1 (limite
inferior esquerdo)
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Plano |
Coeficientes
Elétrico Magnético
o ag; ase _ ase ag n alt aly als _af
2(Az)2 AzA® 2AzAD  2Az 2(Az)2  AzA®  2AzZA® 2Az
Qg
% , 9» _ 4§ a _ ap '
A® 200 2 A® 20D 2
. ate _ a% o | af
k+1 20720 20D 20700 | 20D
a ag, n ale n e ag a4y ajp aft
k+M (Az)2  AzA® = 2AzAD  2Az (Az)2 AzA® 2AzAD  2Az
a _ o o
k+M+1 2070D 2070
a _ ag; ayy
k+2M 2(Az)2 2(Az)2

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521343/CA

Tabela 2.12 - Coeficientes da condigdo de contorno de impedéancia no plano | (limite
inferior esquerdo)

Para o limite inferior direito, do conjunto de equagdes de (2.63) a (2.69), as
Unicas derivadas que serdo redefinidas sdo as apresentadas abaixo.

w _ vttovty + Vk~TVk— (2.109)
0P 2AD 2AD .
v _ Vi~V + Vierm—Vk (2.110)
0z 2Az 2Az .

I+1 41, 1+1 l l L
a%v — Yk 2V 1tV 3 | V2V 11Uk, (2 111)
D2 2(A®)?2 2(A®)? '

I+1 I+1 I+1 l l l
0%v _ VoM —2Vicem Vi + Pktam=2Vieem*Vk (2.112)
922 2(Az)? 2(az)? '

1+1 I+1 1+1, . 1+1 l l Lyl

v viM—Vkim—1—Vk  +tVkii + VM =Pkt M1 TVt Uiy (2.113)

9z0d 207AD 2AZAD
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41 41 L !
0%v _ ViimM~Vk  _ Vkem~Vk
0z00 AzAO AzAO

A versido discreta de
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(2.114)

cada componente da condicdo de contorno de

impedancia (2.51) no limite inferior direito da grade de discretizacdo pode ser

escrita na seguinte forma compacta

el+1 __el+1

el+1__el+1

el+1

el+1

el+1__el+1

el+1__el+1

AraomVicrom T Qam Viem + Qlem—1Vicem—1 T 4 Vg L R i
mil+1_._m,l+1 mil+1_._m,l+1 m,l+1 m,l+1 m,l+1__m,l+1
AiamVisom T Agim Viam T Apimi1Vkam-1 T A Vg +
mil+1._ mil+1 _ el el el el el el el el
A’y Vili = GhomVidbom T CamVidem T Qom—1Viim—1 T a4V +
el el m,l m,l m,l m,l m,l m,l m,l..m,l
A1 Vk-1 T QeiomViiom T eimViesm + Qegpm—1Vism—1 T A "V~ +
mil _m,dl
A 1V (2.115)
onde os coeficientes a estdo definidos nas tabelas 2.13 e 2.14.
Plano 1+1
Coeficientes
Elétrico Magnético
. afe _ ab ay . alf
k-1 20720 20D 20200 | 20D
ag; _ aje _ ajp _ af __af aly aly agt
2(Az)2 AzA® 2AzA®P  2Az 2(Az)2  AzA®  2AzZA®P  2Az
ag
ad n a +ag ag  ap aft
A® 20D 2 A® 20D 2
a agd: ag&ltb
k+M-1 2070D 207AD
a _ag, aze o ag ajy aze _ aze _ap
k+M (Az)2 ~ AzA® = 2AzAD  2Az (Az)2 AzA® 2AzAD  2Az
a as, az}
k+2M 2(Az)2 2(Az)?

Tabela 2.13 - Coeficientes da condi¢éo de contorno de impedéancia no plano | + 1 (limite

inferior direito)
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Plano |
Coeficientes
Elétrico Magnético
. oo, a% oy _ af
k-1 20700 | 20D 2070 20D
_ azz _ aze Ao az + azz aze _ aze _ azt _
2(Az)2 AzA® = 2AzAD  2Az 2(Az)2 ~ AzA® 2AzAD  2Az
Ay
a5 _ a5 _a af , af _ af
A® 20D 2 A® 20D @ 2
a o _ Ao
+M-1 207200 20720 D
a ag, age  ajp _ af _ap ajp als al
k+M (Az)2  AzA®  2AzAD  2Az (Az)2 AzA®  2AzZA®  2Az
a ag; ayy
k+2M 2(Az)2 2(Az)2

Tabela 2.14 - Coeficientes da condigdo de contorno de impedéancia no plano | (limite
inferior direito)

2.5.2.
Matriz esparsa

Apos discretizar tanto a equacdo parabolica (2.30) quanto as componentes
da condicdo de contorno impedancia (2.51), observa-se que as derivadas parciais
ao longo das coordenadas transversais estdo acopladas, de forma que elementos
ndo nulos estdo presentes fora da diagonal principal do sistema esparso de
equac0es da forma

Zz+17_71+1 =B, = bl (2.116)
Observa-se aqui que as matrizes 4,,, e B, compartilham da mesma estrutura.
Entretanto, as tabelas anteriores indicam, claramente, que 711 + B,.
Lembrando que a fungdo reduzida v esta dividida em duas parcelas, uma
correspondente ao potencial de Hertz elétrico v° e a outra ao magnético V", a

Equacéo (2.116), pode ser escrita como
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[[Ail]MNXMN [AT} MNXMN]Hl % [[Ve]MNm]Hl _
[AS 1 munsmn  [AZ2 mnxmn IMNX2ZMN [v™ M x1 2MNX1
[be]Mle]
2.117
[[bm]Mle 2MNX1 ( )

onde cada submatriz /Tl-j representa um quadrante da matriz 4, ,

Assim, os coeficientes ndo nulos da matriz A se distribuem de acordo com a
Figura 2.7. Os conjuntos das M linhas iniciais em cada quadrante correspondem a
pontos da grade localizados no solo (z = 0 ou n = 1), resultando das duas
componentes da condic¢do de contorno de impedancia, associadas as duas menores
componente do vetor 7, exibindo quatorze coeficientes assimetricamente
distribuidos ao redor da diagonal principal. Nota-se que as sete diagonais mais
afastadas da diagonal principal (2° e 3° quadrantes: AT, e A%;) sdo responsaveis
pelo acoplamento entre as funcGes reduzidas v¢ e v™, e consequentemente pelo
acoplamento entre os campos elétricos e magnéticos. Por outro lado, as linhas
correspondendo a pontos da grade localizados inteiramente na atmosfera,
resultante de equacdo parabdlica, exibem nove coeficientes distribuidos
simetricamente ao redor da diagonal principal, salvo as M linhas finais em cada
quadrante que correspondem a pontos da grade localizados no limite superior (n =
N), resultando em sete coeficientes assimetricamente distribuidos ao redor da
diagonal principal. Observa-se também que em cada conjunto de M linhas, a
primeira linha (m = 1) corresponde ao limite esquerdo da grade de discretizacdo e
a m-ésima linha (m = M) corresponde ao limite direito da grade de discretizagdo.

Deve-se observar que, como a matriz dos coeficientes A4 é esparsa, somente
os elementos n&o nulos de A precisam ser armazenados.

A Equacdo (2.116) pode ser resolvida para a fungdo reduzida v(r, 0, o)
desconhecida em x + Ax = a(6 + A0) por um procedimento iterativo de matriz
esparsa ou por método direto robusto.

Por causa do acoplamento das componentes escalares do campo através da
condicdo de contorno de impedancia, os efeitos da despolarizagdo séo

completamente tratados pelo modelo proposto.
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L Ed * L Ed L Ed -
* " * " *En *
- . - . * - . - .. *
LA LR - LA R LA *
bl * .. * * . LR A4 *
- - * - -u -
-u L -
LR LR LA
LR L - .. *a
*Ew 8" g
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Figura 2.7 - Distribuicéo dos coeficientes ndo nulos da matriz A (M =6, N = 6)

2.6.
Dominio computacional

Um dos desafios dos métodos numeéricos, tal como o método das diferencas
finitas, tem sido a solucgdo eficiente e precisa de campos eletromagnéticos em
dominios onde a regido de interesse € ilimitada em uma ou mais direcdes. Em
alguns casos, para tornar possivel a simulacdo numeérica de tais problemas, uma
condigdo de contorno absorvente (Absorbing Boundary Condition - ABC) deve
ser introduzida nas fronteiras computacionais para simular a condi¢éo de radiacéo
de Sommerfeld no infinito. Através da utilizacdo de ABC’s [51], reflexdes
espurias oriundas dos contornos do dominio computacional sdo minimizadas.

Como dominio computacional deve ser truncado no plano transversal, ja que

dominio de propagacdo infinito ndo pode ser realizado computacionalmente, isso
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sera realizado numericamente forcando uma condigé@o de contorno absorvente no
plano superior z = Zmax € nos dois planos laterais definidos por ¢ = - Qmax € @ = +
Omax- ESSa condigdo de contorno absorvente deve amortecer suavemente o campo
fora do dominio de propagacdo e evitar que reflexbes espdrias, oriundas dos
limites artificiais impostos ao dominio computacional. Uma das condicdes de
contorno absorvente mais popularmente implementada para revestir as faces
laterais e superior do dominio de propagacdo é imposta pela técnica da camada
perfeitamente casada (Perfectly Matched Layer - PML) [49]. Entretanto, devido as
dificuldades de se implementar a PML no modelo proposto, um filtro foi usado

como condicgdo de contorno absorvente.

2.6.1.
Filtro como uma condi¢do de contorno absorvente

Nesta tese de doutorado, foi utilizado um filtro como condi¢do de contorno
absorvente. Esse filtro foi aplicado nos limites da regido de interesse, a fim de
absorver a energia incidente. Para o filtro ndo influenciar a propagacéo na regido
de interesse, o filtro deve ser escolhido de tal forma que apenas uma quantidade
insignificante de energia se propaga de volta para a regido de interesse.

Um filtro simples, mas efetivo, é dado pela janela de Hanning,
frequentemente usado em processamento de sinais [34]. Esse filtro tem a seguinte

forma

t(x) = “%SW) (2.118)

A janela de Hanning satisfaz 7(0) =1, (1) =0 e as derivadas nas
extremidades do intervalo de validade [0, 1] sdo nulas, o que garante um

casamento suave com o resto do dominio.

2.6.2.
PARDISO

A equacdo parabdlica e as condi¢Oes de contorno apropriadas definem um
problema de valor inicial que pode ser resolvido usando um esquema numérico

que avanca ao longo da direcdo axial. Isto €, os valores conhecidos das fungdes
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amplitudes complexas v® e v" no plano transverso (z,®) a dire¢do de propagagio
principal séo usados para determinar aqueles no plano a um passo imediatamente
mais distante da fonte.

Em cada passo de progressdo ao longo da dire¢do principal, as matrizes
A,,, e B, sdo recalculadas e o sistema esparso de equagdes lineares é resolvido
com ajuda do pacote PARDISO (Parallel Direct Sparse Solver), parte da
biblioteca MKL (Intel Math Kernel Library), integrante do compilador Intel
Visual Fortran Compiler Professional Edition for Windows. Este software de facil
uso resolve, iterativa ou diretamente, um amplo conjunto de tipos de sistemas de
equacOes lineares esparsos simétricos ou assimétricos, compartilhando memoria
de multiprocessadores. Decisbes e operacfes de pré-condicionamento e
renumeracao de elementos da matriz esparsa ficam automaticamente a cargo do
PARDISO [52].

Cabe lembrar que o compilador Intel Visual Fortran compila o cédigo fonte
tomando decisdes de paralelizacdo e vetorizacdo automaticamente, para usufruir

de todos os recursos computacionais disponiveis.

2.7.
Campo inicial

Da discretizacdo da Equacdo (2.30), tem-se que o campo na distancia a(f +
AB) ¢é dependente do campo no passo anterior. Portanto, deve-se especificar o
campo no passo inicial, a fim de se determinar o0 campo nos planos subsequentes
desejados.

A superficie inicial sera considerada aquela de uma antena de abertura.
Sabe-se que a distribuicdo do campo na abertura e o campo distante da antena

formam um par de transformadas de Fourier [8], [38], [39].
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Figura 2.8 — Fonte Gaussiana

Nesta tese de doutorado, deseja-se usar uma antena que represente um feixe

Gaussiano simples da forma [20]

) (z-27)" +72
. @2 {y, HPOL
2,VPOL

= 1
Ef(y!Z) =

— (2.119)

Esse modelo de campo préximo, em fung¢do do angulo polar 6 (medido a
partir do eixo z) e o angulo de azimute ¢ (medido a partir do eixo X) € mostrado na
Figura 2.8.

Na Equagdo (2.119), o subscrito "f* indica que o campo definido nessa
equacdo é o campo da fonte, z; é a altura de antena transmissora e @ € a largura do
feixe Gaussiano.

E bem conhecido da teoria de antenas que o campo distante devido a uma
distribuicdo de campo polarizado horizontalmente na abertura é determinado por
[53]

iksenBcosq ek"

E,(r,0,9) = Efy(ksenBseng, kcosf) (2.120)

2T r

onde Eyy, € a transformada de Fourier do campo de abertura. Para uma distribuigao
de fonte Gaussiana da forma da Equacdo (2.119), a Equacdo (2.120) pode ser

reescrita na forma
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i ikr 2(,H2 2
E,(r,0,9) = —W% exp(—ipzf) X exp [— %ﬂ))] (2.121)
onde
p = kcosf (2.122)
q = ksenfsenp = \/k? — p?seng (2.123)

Para propagag¢ao proxima a horizontal, 6 = 90°, ¢ = 0° e o termo Sen6cos¢ na
Equacdo (2.121) pode ser aproximado por 1. Substituindo a Equacéo (2.123) em
(2.120) e suprimindo o fator de onda esférica, obtém-se

E,p(r,0,p) = exp [— W] X exp(—ipzf) X exp [— M] (2.124)

A distribuicdo de fonte responsavel pelo padrdo 2D pode ser encontrada
pela transformada inversa de Fourier da Equagéo (2.124) com respeito a p.

2
xp [— @] X exp [— Le=z) (2.125)

w2cos2¢@

EfZD(Z;(P) = ‘(D'COS(p\/Ee
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