
4

Algor��tmo

Dado um disco compressor (ou nul�ogono) para �(E) � H0 o proce-

dimento descrito em [40] que acha E 0 �e, naturalmente, algoritmico. Para

completar um algoritmo que, de �(E), produza uma tal lamina�c~ao incom-

press��vel �(E 00), precisamos de um procedimento que ache um disco com-

pressor, se algum existir, e que identi�que os casos j�a incompress��veis.

A procura por um disco compressor �e teoricamente simples. Para

descrevê-la, lembramos que a propriedade de f ser expansor determina uma

exaust~ao f -equivariante

H0  H1  H2 : : :

tal que �H =
S

i�0Hi. Assim, um disco compressor para � � H0 est�a

contido em algum Hk � H donde a procura sucessiva em H1, H2, H3 : : :

fatalmente o encontrar�a (em tempo �nito). Esse processo, por�em, esbarra

em di�culdades fundamentalmente pr�aticas. Na Se�c~ao 4.1 abaixo discutimos

como encaminhar a procura em alguns exemplos, propondo id�eias que devem

torn�a-la mais e�ciente. Mas o princ��pio b�asico �e essencialmente o mesmo: se

n~ao achamos um disco compressor em Hi o procuramos em Hi+1.

Se o processo de procura que conduziremos d�a a certeza de achar um

disco compressor, n~ao h�a nenhuma estimativa �obvia de quando isso ocorrer�a.
�E, portanto, necess�ario saber identi�car os casos em que a lamina�c~ao j�a �e

incompress��vel, caso contr�ario o procedimento de procura pode nunca parar.

O resultado principal da Se�c~ao 4.2 abaixo (Teorema 4.15) realiza essa tarefa,

determinando um crit�erio de parada.

4.1

A procura por um nul�ogono.

Seja E = fE1; : : : ; Emg um sistema de discos determinando uma

estrutura de al�cas para H. Nossa meta �e achar um inteiro k > 0 tal que
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(�\Hk)� �H0 seja compress��vel em Hk�H0. �E claro que isso �e equivalente

a dizer que, para algum Ei 2 E , sua imagem fk(Ei)� �H0 �e compress��vel em

Hk �H0. Aplicando f
�k a fk(Ei) e a H0, a quest~ao se torna equivalente �a

procura de �k < 0 tal que, para algum Ei 2 E , o complemento Ei � �H�k

�e compress��vel. Aqui estamos, novamente, previlegiando o automor�smo

contrator h = f�1 em vez de f . Isso traz algumas vantagens de ordem

pr�atica, como veremos a seguir (no Exemplo 3.10 mesmo j�a seguimos essa

abordagem). Al�em disso, essa abordagem apresenta clara semelhan�ca com

as t�ecnicas desenvolvidas por Bestvina e Handel em [2], [3] para o estudo

de automor�smos de grupos livres (ver Se�c~ao 2.6). Em [3] essa t�ecnicas s~ao

usadas para se estudar automor�smos de superf��cies com grande sucesso.

Nossa abordagem pode ser vista como uma generaliza�c~ao de [3] embora,

no caso de automor�smos de handlebodies, o poder dessas feramentas se

mostre bem mais limitado. De qualquer forma, nos permitir~ao achar, em

um sentido bem concreto, compress~oes, nossa meta agora.

Propomos ent~ao que, por exemplo, em vez de considerar H0 em H1 =

f(H0), olhemos para H�1 = h(H0) = f�1(H0) em H0. Aquela alternativa

precisa que achemos f(E), o que pode ser trabalhoso (especialmente se

tomamos potências altas) e de dif��cil vizualiza�c~ao e representa�c~ao. Em nossa

proposta podemos ver H0 como uma vizinhan�ca do grafo � associado a

estrutura de al�cas, donde H�1 �e t~ao somente uma vizinhan�ca de h(�), que �e

mais f�acil de se achar e, especialmente, de se representar, enquanto o sistema

de discos �ca inalterado.

Seguindo [2], orientamos as arestas e1; : : : ; em de � arbitrariamente

e tomamos a proje�c~ao p de H0 em � que colapsa as 1-al�cas e 0-al�cas nas

respectivas arestas e v�ertice: nesse caso �
hn�! hn(�)

r�! � se torna uma

equivalência de homotopia de grafos.

Seja V o conjunto dos v�ertices de � e consideremos um caminho

� : I ! �. Dizemos que � �e gr�a�co se �(@I) � V , ��1(V ) for discreto e

se � for localmente injetivo em I���1(V ). Uma equivalência de homotopia


 : �! � �e gr�a�ca se 
 for gr�a�co em cada aresta de �.

Se a equivalência de homotopia h = (r Æ h)j� : � ! � que de�nimos

acima n~ao for gr�a�ca, podemos alter�a-la por uma isotopia que a torne

gr�a�ca, o que vamos supor de agora em diante.

Podemos associar �a imagem h(ei) de uma aresta ei de � uma palavra

nas letras e�1 ; : : : ; e
�
m, sem realizar cancelamentos (um elemento do semi-

grupo livre em 2k geradores). Essa palavra �e, essencialmente, construida

seguindo as arestas orientadas de � por onde o caminho h(ei) passa.

Mais precisamente, a construimos da seguinte forma: as componentes de
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(h)�1(V ) s~ao arcos �j levados nas arestas de �. Como h �e gr�a�co, as

orienta�c~oes nas arestas de � induzem por (h)�1 uma orienta�c~ao em cada

�j. Mas �j tem orienta�c~ao herdada de ei. Se h(�j) � el associamos �a �j

a letra e+l ou e�l , dependendo de as duas orienta�c~oes conicidirem ou n~ao.

Construimos a palavra seguindo os arcos �j (ordenados pela orienta�c~ao de

ei) e concatenando as respectivas letras.

Essa palavra determina, a menos de homotopia, um caminho em �, que

usamos para representar hn(ei). Como em [3], usaremos essas palavras para

detectar candidatos �a compress~ao (ver De�ni�c~ao 4.3 e Lema 4.4 abaixo).

Exemplo 4.1. Voltamos ao Exemplo 3.10, onde o automor�smo �e dado

por g : H ! H. Consideramos h = g�1. Lembramos que � tem duas arestas

orientadas a, b duais aos discos A;B 2 E . Vemos, ent~ao, que h age nas

arestas da seguinte forma:

a 7!ab

b 7!bab:

Podemos aplicar h a um caminho em �, de forma que �ca claro que

h se comporta como um homomor�smo levando palavras em palavras. �E

bem claro tamb�em que (hn) =
�
h
�n
, que denotaremos por �hn sem perigo de

ambiguidade.

Exemplo 4.2. Continuando o Exemplo 4.1, �h2 �e achado por itera�c~ao:

�h �h

a 7�! ab 7�! abbab

b 7�! bab 7�! bababbab:

De�ni�c~ao 4.3. Dizemos que um caminho gr�a�co regride (ou �e retr�ogrado)

se n~ao for localmente injetivo.

Usamos a falta de caminhos retr�ogrados para identi�car incompressi-

bilidade, como no Lema 4.4 abaixo. Precisaremos da seguinte nota�c~ao: seja


 um caminho gr�a�co orientado em �. Segue que �hn(
) tamb�em �e caminho

gr�a�co, com orienta�c~ao herdada de 
. Seguindo [2], de�nimos D�hn(
) = e,

onde e �e a primeira aresta de � que �hn(
) cruza.

Lema 4.4. Se �� �H0 for compress��vel em Hn � �H0 ent~ao,

{ ou existe aresta ei de � tal que �hn(ei) regride,

{ ou existe v�ertice v de � e aresta orientada ej tais que, para toda aresta

orientada ei saindo de v, D�hn(ei) = ej.
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De qualquer forma, existe m e aresta ek tais que �hm(ek) regride.

Observa�c~ao. O lema �e bem ao estilo da teoria de Bestvina-Handel. De fato,

a conclus~ao �nal segue dela: se nenhum �hm(ek) regride ent~ao �h �e um train-

track map ([2]) e, portanto, o fator de crescimento de M(�) �e o fator de

crescimento do grupo fundamental de H, donde �(E) = �(�1). Se � � H0

fosse compress��vel ent~ao poderiamos reduzir �(E) (pelo Teorema 2.28), uma

contradi�c~ao com a Proposi�c~ao 3.9. O Exemplo 4.1 �e caso particular disso (ver

Exemplo 4.5 abaixo). A seguir daremos uma demonstra�c~ao mais geom�etrica

para as outras conclus~oes do lema.

Demonstra�c~ao. Como vem sendo padr~ao nessa se�c~ao, consideramos h =

f�1. Se �� �H0 �e compress��vel em Hn� �H0 ent~ao, para algum disco Ej 2 E ,
Ej � hn(�H0) �e compress��vel em H0. Seja D um disco compressor, contido

na 0-al�ca V . Tal D borda com um disco D0 � Ej uma bola B � V .

Consideremos uma componente � de B \hn(�) (que n~ao �e vazio). Se � n~ao

contiver um v�ertice de hn(�) ent~ao � est�a contida no interior de alguma

aresta hn(ei) e �e f�acil ver que �hn(ei) regride: @� � D0 � Ej donde h
n(ei)

vem de e vai para a 1-al�ca associada �a Ej, provando que �h
n(ei) n~ao �e injetiva

na vizinhan�ca do ponto de h�n(�) que �e mapeado no v�ertice v associado �a

0-al�ca V .

Se a componente � de B \ hn(�) contiver algum v�ertice hn(v),

prosseguimos de forma similar ao caso anterior e concluimos que todas as

arestas hn(ei) saindo de h
n(v) seguem na dire�c~ao de Ej, donde D�hn(ei) = ej.

Exemplo 4.5. Voltando aos Exemplos 3.10, 4.1, a equivalência de homo-

topia �h aplicada �as arestas a, b de � produz palavras com potências somente

positivas portanto, iterando, as palavras �hn(a), �hn(b) apresentam somente

expoentes positivos, mostrando que n~ao regridem, con�rmando que ��H0

�e incompress��vel (ver Exemplo 3.10).

De fato, os Exemplos 3.10, 4.1 j�a tinham fator de crescimento minimal

logo ��H0 tinha que ser incompress��vel.

Exemplo 4.6. Voltamos aos Exemplos 3.10, 4.1 e consideramos o mesmo

automor�smo g : H ! H onde H tem a mesma estrutura de al�cas dada por

E = fA;Bg. Aqui, por�em, vamos usar um outro representante da classe de

g, de forma que g�1(�) seja como na Figura 4.1.
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a

b
H0

H0 H1

g(A)

g(B)

A

B

g

Figura 4.1: Um novo representante para g, produzindo um fator de crescimento

que n~ao �e minimal.

Veri�camos facilmente que �h �e dada por:

a 7!b�1bab

b 7!bab:

Para essa escolha de g (na classe de isotopia) a matriz de incidência �e

M(E) =M(�)T =

 
1 3

1 2

!
;

cujo fator de crescimento �e

�(E) = 3 +
p
13

2
:

Como � n~ao �e minimal h�a possibilidade de ��H0 ser compress��vel. De fato o

�e, como veremos mais adiante (Exemplo 4.12). Pelo momento notamos que o

caminho �h(a) = b�1bab regride, como previsto pelo Lema 4.4. Em verdade

as regress~oes que realmente nos interessam para achar uma compress~ao s~ao:

�h2(a) =bb�1a�1b�1cbbabcbb�1babcbbabc
�h2(b) =bbabcbb�1babcbbabc;

como veremos no Exemplo 4.12 abaixo.

Antes de desenvolvermos mais o Exemplo 4.6 acima, voltamos a fazer

considera�c~oes gerais. Em [40], Oertel desenvolve seu procedimento para

reduzir o fator de crescimento �a partir de um nul�ogono. Em nossa proposta,

que privilegia � e suas imagens por f�1, �e mais natural considerarmos

mon�ogonos. O motivo b�asico �e que a dualisa�c~ao de mon�ogono produz um
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caminho regressor. A rec��proca n~ao �e verdadeira: h�a caminhos regressores

cuja dualisa�c~ao n~ao produz mon�ogonos.

Exemplo 4.7. Continuando o Exemplo 4.6, relembramos que o caminho
�h(a) = b�1bab regride. Voltamos ao quadro dual e consideramos a constru�c~ao

da superf��cie rami�cada B a partir das imagens g(E) � H1 interceptando

H0 nas suas 1-al�cas. Devemos ent~ao ver a Figura 4.1 representando H1 com

o sistema de discos g(E) enquanto H0 �e uma vizinhan�ca do grafo. N~ao fosse

pelo caminho �h(b), que se entrela�ca com a parte de �h(a) que regride, teriamos

um mon�ogono em H1. O entrela�camento, por�em, obstrui o mon�ogono.

Vemos, ent~ao, que nem todo caminho regressor �e interessante.

De�ni�c~ao 4.8. Dizemos que um caminho regressor �hn(ei) �e livre se n~ao

estiver entrela�cado, i.e., se houver um meio-disco (D; �0; �1) tal que D \
hn(�) = �0, D \ E = �1. Dizemos que um tal disco �e um mon�ogono para

hn(ei). Se n~ao houver mon�ogonos para hn(ei) dizemos que o caminho est�a

obstruido.

Observa�c~ao. A necessidade dessa de�ni�c~ao captura a diferen�ca entre auto-

mor�smos de grupos livres ([2]) ou automor�smos de superf��cies ([3]) e os

automor�smos de cubos com al�cas. Nem em [2], onde se lidam com classes

de homotopia, nem em [3], situa�c~ao semelhante a nossa mas em dimens~ao

2, os caminho regressores obstruidos s~ao relevantes. Essa diferen�ca �e funda-

mental: em um certo sentido esse �e o motivo pelo qual os automor�smos de

cubos com al�cas s~ao mais ricos e dif��ceis de se estudar. Certamente esse �e

o motivo pelo qual essas t�ecnicas permitem sucesso bem mais limitado em

nosso caso.

�E claro que h�a uma associa�c~ao bijetora entre mon�ogonos para B (ver

Se�c~ao 2.7.2) e caminhos regressores livres (o que justi�ca nossa de�ni�c~ao de

mon�ogono acima). Em [40] se demonstra que a existência de um mon�ogono

(logo de um caminho livre) implica a existência de um nul�ogono (logo a

lamina�c~ao n~ao goza da propriedade de incompressibilidade). Mostraremos

abaixo que a rec��proca �e verdadeira se supomos que �� �H0 �e incompress��vel

emH1��H0, de forma que a teoria de [40] pode ser desenvolvida considerando

caminhos regressores livres e mon�ogonos em vez de nul�ogonos. Devemos

notar, por�em, que tal exigência �e naturalmente satisfeita: sempre precisamos

\calcular" ao menos um iterado de h, de forma que �\ (H1� �H0) deve ser,

sempre, bem entendido. De agora em diante suporemos essa hip�otese nessa

se�c~ao.
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Lema 4.9. Suponha que �� �H0 seja incompress��vel em H1. Se �� �H0 for

compress��vel ent~ao algum �hn(ei) ser�a caminho regressor livre.

Demonstra�c~ao. Como no Lema 4.4 temos uma bola B bordada pelo disco

compressor D e um disco D0 � Ej 2 E tal que B \ hn(�) cont�em um arco

� que n~ao cont�em nenhum v�ertice de � (ver Figura 4.2). Esse arco �e usado

para se achar a regress~ao: provamos no Lema 4.4 que � � hn(el) implica

que �hn(el) regride. Vamos mostrar que �hn(el) �e caminho regressor livre.

�

H�n

D

D0

B

Figura 4.2: A existência de um disco compressor implica que h�a um caminho

regressor livre.

Consideremos M = B � H�n, relembrando que H�n deve ser visto

como uma vizinhan�ca de hn(�). Seja A � (@H�n \ B) a componente que

borda a vizinhan�ca de �. �E claro que A �e um anel. Aceitemos temporaria-

mente o seguinte fato:

A�rma�c~ao 4.10. A superf��cie A �e @-compress��vel em B por um meio-disco

(�; �0; �) tal que � \H�n = �0 � A.

Da a�rma�c~ao tomamos o meio-disco (�; �0; �) @-compressor para A,

com �0 � A e � � @B � H�n. Mas @B = D [ D0 e, como D0 �e um disco,

podemos alterar � por uma isotopia de tal forma que � \ D0 = ;, donde
� � D� �H�n (ver Figura 4.3). Agora �ca simples achar um mon�ogono para

� usando �: � �e isot�opico �a �0.

�

�0A

�

D0

�

Figura 4.3: O meio-disco compressor (�; �0; �).

A A�rma�c~ao 4.10 seguir�a facilmente do seguinte lema t�ecnico mais

geral:
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Lema 4.11. Suponha que �� �H0 seja incompress��vel em H1 � �H0. Se C �e

uma componente de \Hn � � ent~ao, para todo arco essencial � � @H0 \ C,

existe meio-disco (�; �; �) tal que � � C � �H0 e � \ (@H0 \ C) = �.

Demonstra�c~ao. Mostraremos, inicialmente, o lema no caso n = 1, i.e.,

quando C �e uma componente de \H1 � �. Nossa meta ser�a consuir uma

estrutura de produto S0 � I em C � �H0 de tal forma que:

{ @H0 \ C � S0 � f0g,
{ toda componente de (S0 � f0g)� @H0 intercepta @(S0 � f0g).
Assim, dado um arco essencial � � (@H0) \C, ele pode ser estendido

para um arco �0 propriamente mergulhado em S0 � f0g de forma que

�0 \ (@H0)\C = �. �E claro, ent~ao, que � = �0� I satisfaz as propriedades
desejadas.

Come�camos estudando o caso de C estar contida em uma 1-al�ca deH1.

Nessa situa�c~ao, a estrutura de produto da al�ca restringe a uma estrutura

de produto em (C � �H0) ' S0 � I onde S0 � f0g �e uma folha de bordo

de � \ (H1 � �H0). Nessa estrutura de produto (@H0) \ C consiste de uma

uni~ao de an�eis verticais, componentes de (@S0)� I. �E claro que (@H0)\C �e

isot�opico, por uma isotopia ambiente, a uma superf��cie em S0�f0g. Usamos

tal isotopia para alterar a estrutura de produto em C � �H0. �E f�acil ver que

@H0 \ C � S0 � f0g satisfaz as propriedades desejadas.
O outro caso, mais trabalhoso, ocorre quando C �e uma 0-al�ca de H1. A

id�eia ser�a, grosseiramente, a de come�car com a estrutura produto canônica

em uma vizinhan�ca de (@H1)\C e us�a-la para construir estruturas produto

em C��Ht quando t decresce, at�e chegar a t = 0. Aqui ser�a importante que as

folhas de �\(C��H0) estejam em posi�c~ao de Morse (sem centros) em rela�c~ao

a estrutura de produto canônica emH1��H0. Enquanto t n~ao cruzar um valor

singular, podemos descer a estrutura de produto sem problemas. Quando t

cruzar um valor singular signi�car�a que @Ht cruzou uma sela de �, sendo

necess�arias algumas opera�c~oes para construir uma estrutura de produto

em C � �Ht. O argumento ser�a, essencialmente, um argumento indutivo.

Alertamos o leitor para o seguinte inconveniente t�ecnico: � \ H1 tem uma

in�nidade de folhas mas que est~ao sujeitas a uma rela�c~ao de equivalência

com �nitas classes (uma para cada disco de f(E)). Se o argumento ser�a

conduzido utilizando �, as id�eias podem �car mais simples se o leitor

identi�car essas folhas, imaginando f(E) em vez de �.

Introduzimos a seguinte de�ni�c~ao: seja P uma variedade compacta de

dimens~ao 3, com bordo, e seja S � @P . Suponhamos que P admita uma

estrutura de produto P ' S 0 � I tal que
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1. S � S 0 � f0g e que

2. toda componente de (S 0 � f0g)� S intercepta @(S 0 � f0g).

Ent~ao dizemos que o par (P; S) admite uma estrutura de produto conve-

niente.

Seja Ct = C � �Ht, 0 � t < 1. Nossa meta ser�a achar, para uma 0-al�ca

C e cada valor regular t 2 [0; 1), uma estrutura de produto conveniente em

(Ct; (@Ht) \ C).
Conforme esbo�camos, consideraremos a estrutura de produto padr~ao

em H1 � �H0, o que determina uma fun�c~ao altura h : (H1 � �H0) ! I por

proje�c~ao. Vamos considerar f(E)� �H0 em (H1� �H0), que pode ser colocado

em posi�c~ao de Morse de forma que os pontos cr��ticos sejam todos selas e

em alturas distintas. Como � \ (H1 � �H0) est�a de forma natural em uma

vizinhan�ca N(f(E)), um ponto de sela pi de f(E) em altura si determina

uma fam��lia a um parâmetro de selas de �. Vamos supor que fam��lias

distintas est~ao em intervalos de alturas disjuntos. Mais precisamente, da

fam��lia associada a pi, seja p
�
i a mais baixa de todas as selas e p+i a mais

alta, donde a fam��lia est�a em altura Vi = [v�i ; v
+
i ] = [h(p�i ); h(p

+
i )], que

chamamos de o intervalo singular da fam��lia. Vamos supor que, se pi, pj

s~ao selas distintas de f(E), ent~ao Vi \ Vj = ;. Mencionamos que h�a uma

quantidade �nita de tais fam��lias.

Fixada uma fam��lia de selas de ��ndice i, consideramos os seguintes

objetos (representados na Figura 4.4): sejam F a folhea�c~ao produto de

H1 � �H0 por superf��cies (com orienta�c~ao transversal induzida por I) e Ui a

carta folheada contendo p+i . Podemos supor que p�i 2 Ui. As coordenadas

de Morse locais em p�i determinam o arco canônico �� (na folha L� que

cont�em p�i ) curvando para baixo. Similarmente, temos um arco canônico

�+ (na folha L+ contendo p+i ) curvando para cima. Consideramos tamb�em

um arco 
i : I ! Ui transversal a F (seguindo a orienta�c~ao transversal)

passando por todas as selas da fam��lia i, com 
(0) = p�i e 
(1) = p+i .

Usaremos essas constru�c~oes logo adiante.

Diremos que um valor regular t �e livre se t =2 Vi para todo intervalo

singular Vi. Caso contr�ario �e dito cercado.

Se um valor regular livre t < 1 estiver su�cientemente pr�oximo de 1

ent~ao n~ao h�a valores singulares em [t; 1], portanto � \ (H1 � �H0) consiste

de an�eis isot�opicos a an�eis verticais, donde Ct admite uma estrutura de

produto. �E bem claro que, nesse caso, (Ct; (@Ht)\C) admite uma estrutura

de produto conveniente.
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�+

��

p+i

p�i

L+

L�

Ui




Figura 4.4: A fam��lia de sela de ��ndice i na carta folheada Ui.

Passamos a demonstra�c~ao do passo de indu�c~ao. Suponha que t �e

valor regular e que (Ct; (@Ht) \ C) admita uma estrutura de produto

conveniente. Vamos mostrar que, se t0 < t tamb�em for regular com [t0; t]

interceptando exatamente uma extremo v+i , V
�
i de um intervalo singular

Vi, ent~ao (Ct0 ; (@Ht0) \ C) tamb�em admite uma estrutura de produto

conveniente. H�a dois casos a serem considerados:

1. t �e valor regular livre.

Seja Vi o intervalo singular abaixo de t que seja mais alto (i.e., se

v �e um valor cr��tico e v > v+i ent~ao v > t). Se Vi = ; n~ao existe

valor singular em [0; t] e, portanto, (C0; (@H0) \ C) admite estrutura

de produto conveniente, completando a demonstra�c~ao no caso n = 1.

Suponha, ent~ao, que V1 6= ; e seja t0 2 Vi um valor regular cercado.

Vamos mostrar que (Ct0 ; (@Ht0)\C) admite uma estrutura de produto

conveniente.

Inicialmente, consideramos toda a constru�c~ao feita na carta folheada

Ui. Podemos supor que @�+ � @Ht. Notamos, tamb�em, que se

0 < s < 1 ent~ao 
i(s) =2 C: de fato, 
i(s) pertence ao interior de

uma 1-al�ca de H1, que n~ao intercepta C (estamos supondo que C �e

uma 0-al�ca). H�a dois sub-casos a serem considerados:

(a) 
(1) =2 C
Nesse caso a fam��lia de selas n~ao alterar�a a topologia de

(Ct; (@Ht)\C): podemos supor que (�\h�1[t0; t])�U �e vertical na
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estrutura de produto, donde a estrutura de produto conveniente

em (Ct; (@Ht) \ C) induz estrutura de produto conveniente em

(Ct0 ; (@Ht0) \ C)
(b) 
(1) 2 C

Nesse caso, Ct0 �e homeomorfo a Ct mas o mesmo n~ao se aplica

a (@Ht0) \ C e (@Ht) \ C. Na verdade (@Ht0) \ C �e homeomorfo

a seguinte superf��cie S � (@Ht) \ C: seja � o arco obtido

projetando �+ verticalmente em @Ht. De�nimos S = (@Ht) \
Ct�N(�). �E claro que o par (Ct; S) tamb�em admite estrutura de

produto conveniente. Mas (Ct; S) �e homeomorfo a (Ct0 ; (@Ht0) \
C), induzindo neste uma estrutura de produto conveniente.

Isso completa o estudo do caso em que t �e valor regular livre.

2. t �e valor regular cercado.

Seja Vi tal que t 2 Vi. Existe t
0 < v�i valor regular livre com [t0; t]

contendo exatamente um valor extremo de algum intervalo singular

Vj (exatamente v�i ). Consideramos nossa constru�c~ao na carta folheada

Ui e podemos supor que @�� � @Ht0 . Nesse caso, tamb�em, se 0 < s < 1

ent~ao 
i(s) =2 C (o argumento �e o mesmo do outro caso). H�a,

novamente, dois sub-casos a serem considerados:

(a) 
(0) =2 C
Segue como em 1.(a).

(b) 
(0) 2 C
Nesse caso Ct e Ct0 n~ao s~ao homeomorfos: seja � o arco obtido

pela proje�c~ao de �� em @Ht0 . Consideramos o meio-disco vertical

(�; ��; �). �E claro que (�; @�) � (Ct0 ; @Ct0). Consideramos

M = Ct0 � �N(�) e a superf��cie S � @M de�nida por S =

(@Ht0)\C)��N(�). Segue que (M;S) �e isot�opico a (Ct; (@Ht)\C),
donde (M;S) admite estrutura de produto conveniente.

Mas podemos dar a N(�) uma estrutura de 1-al�ca (de dimens~ao

3), que restringe a uma estrutura de 1-al�ca (de dimens~ao 2) em

N(�) � @N(�). Segue que (Ct0 ; (@Ht0) \ C) �e obtido de (M;S)

pela adi�c~ao do par de 1-al�cas (N(�); N(�)).

Agora damos a N(�) uma estrutura extra de produto N(�) '
N(�)� I (onde identi�camos N(�)� f0g com N(�) � @N(�)).

Podemos, talvez modi�cando a estrutura de produto em M ,

supor que a adi�c~ao de (N(�); N(�)) respeita essa estrutura,
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determinando estrutura de produto em Ct0 ' St0 � I (onde St0 �e

obtida de St pela adi�c~ao de N(�)). �E imediato pela constru�c~ao

que

(@Ht0) \ C � St0 � f0g:
�E f�acil, tamb�em, veri�car que toda componente de St0�f0g�@Ht0

intercepta @(St0 �f0g), donde (Ct0; (@Ht0)\C) admite estrutura

de produto conveniente.

Isso completa a an�alise de casos, que usamos para mostrar que

(C0; (@H0) \ C) admite estrutura de produto conveniente: podemos tomar

uma sequência 1 > t1 > t2 > � � � > tk > 0 onde ti alterna entre ser valor

regular livre e valor regular cercado. Se tomamos uma tal sequência de

maior tamanho poss��vel ent~ao ter�a exatamente um termo em cada intervalo

singular e em cada intervalo complementar. O estudo dos casos acima mostra

como passar de ti para ti+1, donde todo (Cti; (@Hti) \ C) admite estrutura

de produto conveniente, em particular quando i = k. Mas, conforme j�a

argumentamos no caso 1, isso implica que (C0; (@H0)\C) admite estrutura

de produto conveniente.

Isso completa a demonstra�c~ao do lema no caso de n = 1.

Provamos o caso geral por indu�c~ao. Suponhamos que o lema vale

para n. Sejam C uma componente de \Hn+1 � � e � um arco essencial em

(@H0) \ C. Por hip�otese existe meio-disco (�; �; �) tal que:

(�; @�) �
�
C � �H0; @(C � �H0)

�
;

com @� \ @H0 = �.

Mas, a menos de isotopia, � \ ((@Hn) \ C) consiste de arcos �i

essenciais em (@Hn) \ C. Aplicando f�n obtemos f�n(�i) uma cole�c~ao de

arcos essenciais em (@H0) \ f�n(C). Mas f�n(C) �e uma componente de

\H1 � �, onde j�a provamos o lema. Portanto, para cada f�n(�i), construimos

o respectivo meio-disco �i em f�n(C). Por corte e colagem padr~ao, podemos

supor que os �i s~ao disjuntos dois-a-dois. Levamos os meio-discos para

Hn+1 � �Hn, tomando fn(�i). Por constru�c~ao, o disco �0 = �
S

i f
n(�i) �e

um meio-disco com as propriedades desejadas, completando a demonstra�c~ao

para n+ 1.

Observa�c~ao. Demonstramos o lema acima para completar a prova do

Lema 4.9. Ressaltamos, por�em, que seu interesse �e mais geral: ele descreve

como @Hm intercepta uma 0-al�ca de Hn para m < n, mostrando que essa
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interse�c~ao �e muito bem comportada. De fato, voltaremos a recorrer �a essa

descri�c~ao mais adiante na disserta�c~ao (Se�c~ao 4.2).

Demonstra�c~ao da A�rma�c~ao 4.10. Seja �0 � A qualquer arco propriamente

mergulhado e essencial e aplicamos o Lema 4.11

A motiva�c~ao dos �ultimos resultados foi o estudo de caminhos regres-

sores livres. Mostramos, no Lema 4.9, que a lamina�c~ao � n~ao goza da

propriedade de incompressibilidade se e somente se existem caminhos re-

gressores livres. Concentraremos, ent~ao, nossa aten�c~ao �a procura de tais

caminhos.

Exemplo 4.12. No Exemplo 4.7 vimos que o caminho regressor �h(a) =

b�1bab n~ao �e livre, de forma que, para acharmos um mon�ogono, devemos

considerar iterados maiores de �h. No Exemplo 4.6 achamos as palavras

�h �h

a 7�! b�1bab 7�! bb�1a�1b�1cbbabcbb�1babcbbabc
b 7�! bab 7�! bbabcbb�1babcbbabc;

onde destacamos as sequências de letras que ser~ao relevantes para se achar

um mon�ogono. Na Figura 4.5 podemos identi�car os arcos de h(a), h(b) que

s~ao levadas �a regress~ao de h2(a), h2(b) (ver tamb�em a Figura 4.1).

H1

g(A)

g(B)

Figura 4.5: A representa�c~ao, em H1, dos trechos de 1-al�cas de H0 que, em H2,

determinar~ao uma compress~ao.

De fato, se consideramos os caminhos h2(a), h2(b) em uma vizinhan�ca

de h(�), �e f�acil de se ver que as regress~oes destacadas s~ao livres (ver

Figura 4.6).

Observa�c~ao. Aqui precisamos tomar cuidado com a forma como identi�-

camos a 0-al�ca de H0 com a 0-al�ca de H�1. Nossa escolha de representa�c~ao,

respeitando a estrutura de produto de H (ver Exemplos 3.1, 3.10) garante

que a Figura 4.6 �e �el.
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H0

H1

H2

g2(A)

g2(B)

Figura 4.6: O disco g2(B) �e compress��vel em H2 �H0.

Gostariamos de poder realizar o cancelamento sugerido pelas

regress~oes livres com uma isotopia (no quadro dual das �guras, isso �e

equivalente a realizar um desvio, vide Se�c~ao 2.7). Por�em, elas s�o aparecem

se consideramos h2. Isso �e um inconveniente: qualquer opera�c~ao que realize-

mos deve ser equivariante. Nossa meta ser�a, ent~ao, modi�car � de forma a

obter uma regress~ao livre em um �unico passo, permitindo que uma isotopia

de h realize o cancelamento sugerido pela regress~ao de forma equivariante,

reduzindo o fator de crescimento.

Observa�c~ao. A existência do caminho regressor livre implica a existência

de uma disco compressor para �. Esse quadro �e exatamente o dual e

equivariância traz o mesmo problema. As t�ecnicas desenvolvidas em [40]

visam modi�car o sistema E de forma que uma compress~ao apare�ca em

H1 �H0, portanto uma isotopia equivariante pode ser realizada, reduzindo

o fator de crescimento. Em verdade, as t�ecnicas que usamos aqui s~ao duais

�as t�ecnicas de [40]. Notamos que as semelhan�cas com as t�ecnicas de [2, 3]

s~ao claras se seguimos nossa abordagem.

Continuamos subdividindo as arestas a, b 2 �, introduzindo um novo

v�ertice em cada uma conforme descreveremos: seja v o v�ertice de �. Notamos

que �h�1(v) consiste de 6 pontos: o pr�oprio v�ertice v, 3 pontos no interior

da aresta a e dois no interior da aresta b. Seguindo a orienta�c~ao de a,

consideramos o primeiro tal ponto e o acrescentamos como v�ertice, dividindo

a aresta em duas outras, que denominaremos por c e a0, nessa ordem, como

mostra a Figura 4.7 b).

Representaremos essa divis~ao por a = ca0. Pela escolha do v�ertice, c

�e levada por �h em b�1 e a0 7! bab. Similarmente, subdividimos a aresta b,

acrescentando o �ultimo ponto da imagem inversa, obtendo b = b0d. �E f�acil
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a) b) c)

a

b

a0
a0

c

d
d0

b0
b0

Figura 4.7: O processo de dobra: a) o grafo original �; b) por subdivis~ao das

arestas obt�em-se �0; c) a dobra �e realizada identi�cando c�1 com d , obtendo-se

�00.

ver que �h age como b0 7! ba e d 7! b. Temos, em resumo, um novo grafo �0

com arestas a0, b0, c e d, com �h agindo nelas da seguinte forma:

a0 7! bab = b0dca0b0d

b0 7! ba = b0dca0

c 7! b�1 = d�1(b0)�1

d 7! b = b0d:

Como c�1 e d s~ao levadados por �h ao mesmo caminho b0d, podemos

identi�car essas duas arestas por uma dobra, obtendo da identi�ca�c~ao uma

�unica aresta d0, como indica a Figura 4.7 c).

Observa�c~ao. No quadro dual de [40] isso corresponde a realizar um down-

move.

Assim obtemos um novo grafo �00 com três arestas a0, b0 e d0, nas quais
�h age da seguinte forma:

a0 7!b0d0(d0)�1a0b0d0

b0 7!b0d0(d0)�1a0

d0 7!b0d0:

Pelos argumentos j�a dados anteriormente, as regress~oes destacadas s~ao livres

e podemos realizar o cancelamento:

a0 7!b0a0b0d0

b0 7!b0a0

d0 7!b0d0:

Observa�c~ao. No quadro dual a subdivis~ao corresponde a um split e a dobra

corresponde a se tomar a \band sum" dos discos A, B, obtendo um novo

disco que denominamos D0 (ver Figura 4.8). Renomeamos os discos A, B
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como A0, B0 e temos E 0 = fA0; B0; D0g, duais �as respectivas arestas de �00.

Assim, vemos na �gura que, ap�os realizadas essas opera�c~oes, g(E 0)�H0 n~ao

�e mais incompress��vel em H1.

a0

b0 d0 H0

H0 H1

g(A0)

g(B0)

g(D0)D0

A0

B0

g

Figura 4.8: O quadro dual: depois de realizado o down-move vemos que a

lamina�c~ao �e compress��vel em H1 �H0.

A Figura 4.9 mostra a situa�c~ao �nal, depois de realizada o desvio.

H0

H1

g(A0)

g(B0)

g(D0)

Figura 4.9: Ap�os realizada a diversion.

Voltando �a nossa abordagem notamos que, como no Exemplo 4.5, as

palavras produzidas por �h apresentam somente potências positivas de a0, b0 e

d0, portanto nenhum iterado �hn produzir�a caminhos regressores, implicando

a incompressibilidade de �. Observamos que a matriz de incidência de E �e

dada por:

M(E) =M(�)T =

0
B@
1 2 1

1 1 0

0 1 1

1
CA ;

cujo fator de crescimento �e

�(E) = 3 +
p
5

2
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que, como j�a vimos, �e o fator de crescimento minimal de g : H ! H

(Exemplo 3.10).

4.2

A parada: o primeiro nul�ogono de uma lamina�c~ao compress��vel n~ao

pode ser muito alto.

Nos exemplos analisados na Se�c~ao 4.1, concluimos que as respecti-

vas lamina�c~oes gozavam da propriedade de incompressibilidade por carac-

ter��sticas especiais: seus fatores de crescimento eram m��nimos, dados pelo

fator de crescimento de �1 pela inversa ou, analogamente, os respectivos �hn

n~ao produziam caminhos regressores. Isso n~ao �e regra geral (Exemplo 3.16).

Como garantir que uma lamina�c~ao goza da propriedade de incom-

pressibilidade? Nessa se�c~ao mostramos que, se �� �H0 for compress��vel em

H � �H0, ent~ao existe um n 2 N (dependendo somente do gênero de H e

do n�umero de discos em E) tal que �� �H0 �e compress��vel em Hn � �H0. A

procura por nul�ogonos se torna, ent~ao, um processo �nito.

Para enunciar esse resultado, o principal dessa se�c~ao, precisamos de

duas de�ni�c~oes sobre superf��cies em H.

De�ni�c~ao 4.13. Seja F � H uma superf��cies mergulhada. A altura

h(F ) 2 [0;1] de F �e o n�umero de @Hi distintos que F intercepta.

A de�ni�c~ao de complexidade de uma superf��cie dada abaixo �e bastante

primitiva mas boa o su�ciente para superf��cies planares. Ela ser�a usada para

se achar um disco compressor (Lemas 4.27, 4.31 e 4.32).

De�ni�c~ao 4.14. Seja F uma superf��cie compacta e planar. A complexidade

C(F ) de F �e de�nida como:

C(F ) = (# componentes do bordo de F )� 2(# componentes de F ):

Agora j�a estamos equipados para enunciar o resultado principal dessa

se�c~ao:

Teorema 4.15. Se � � H0 �e compress��vel em H � H0 ent~ao h�a um disco

compressor D satisfazendo:

h(D) � C(T ) + 1;

onde a superf��cie planar T �e de�nida como T = @H � �N(E).
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A Proposi�c~ao 4.15 determina, portanto, uma condi�c~ao de parada para

a procura por nul�ogonos: se nenhum disco compressor for achado em Hn

para n � C(T ) + 2 ent~ao n~ao h�a nenhum tal disco em H.

A seguir daremos um esbo�co da prova do teorema.

A variedade ambiente ser�a o completamento de �H � �,

M = \�H � �;

que �e, essencialmente, �H�� unido com o conjunto �̂ das folhas de bordo de

� (vide Se�c~ao 2.2). Portanto, M �e f -invariante, n~ao �e compacta e @M = �̂.

A pergunta sobre a incompressibilidade de � � H0 se traduz diretamente

como a quest~ao da existência de discos compressores para @M = �̂ em

M �H0.

A ideia da prova �e, grosseiramente, a seguinte: suponhamos que h�a

discos compressores e escolhamos um, diga-se D. Se h(D) � C(T ) + 1, o

teorema est�a provado. Se n~ao, usamos D para realizar cirurgias em @Hi\M :

1. come�camos com F 0 =
S

i�0 @Hi \M ;

2. se F j \D 6= ; ent~ao, por uma isotopia de D, podemos supor que F j

corta D em meio-discos. Escolhemos � um tal meio-disco que seja

mais interno;

3. realizamos uma compress~ao ao bordo em F j ao longo de � de forma

equivariante obtendo F j+1;

4. se necess�ario realizamos uma isotopia em D de forma que este inter-

cepte F j+1 essencialmente;

5. voltamos ao passo 2, substituindo F j por F j+1.

Enquanto F j interceptar D (passo 2) continuamos realizando as

cirurgias discritas no passo 3, obtendo F j+1 de F j (veja Figura 4.10).

Cada cirurgia reduzir�a a complexidade das superf��cies, que, em algum

momento, chegar�a a �1. Isso implica que alguma componente conexa dessas

superf��cies �e um disco (Lema 4.27). Como todas as opera�c~oes s~ao feitas de

forma equivariante, podemos escolher o primeiro tal disco que n~ao intercepta

H0. Se formos cuidadosos, podemos provar que esse disco �e essencial em

M � H0, sendo, portanto, um disco compressor de @M . Vamos manter

estimativas das alturas das superf��cies ao longo do processo, de forma que,

quando acharmos esse disco compressor, teremos um limite superior para

sua altura.
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F 0 F 1 F 2

@M

@H0

@H1

@H�1 D

Figura 4.10:O procedimento das cirurgias. Cada seta representa uma compress~ao

ao bordo realizada ao longo de um meio-disco cortado de D. As compress~oes s~ao

realizadas de forma equivariante

Essa descri�c~ao �e bastante simpli�cada, h�a varios detalhes dos quais

precisaremos cuidar. Mantendo a estrat�egia geral em mente, adiantamos

que uma boa parte do trabalho ter�a uma das duas seguintes fun�c~oes:

1. descrever as propriedades boas de F 0 que s~ao preservadas pelas

cirurgias;

2. controlar as alturas das superf��cies intermedi�arias e o qu~ao perto est~ao

de ter um disco como componente.

No esp��rito do ��tem 1 acima, discutiremos brevemente como Hi inter-

cepta M . Come�camos introduzindo a seguinte de�ni�c~ao.

De�ni�c~ao 4.16. Um subconjunto A � M �e limitado se existir k 2 Z tal

que A � (Hk \M). Caso contr�ario ele �e dito ilimitado.

�E imediato que Hi \M �e limitado. �E f�acil ver, tamb�em, que Hi \M
tem uma in�nidade de componentes compactas, quase todas da forma D�I
(onde D �e um disco, D � f0; 1g � @M e (@D) � I � @Hi), sendo as

excess~oes em n�umero �nito. Al�em disso, cada uma das componentes �e uma

bola topol�ogica fechada.

Analogamente, @Hi \M �e uma superf��cie propriamente mergulhada e

limitada. Tem uma in�nidade de componentes, todas compactas e, a menos

de uma quantidade �nita, todas an�eis. Podemos, portanto, generalizar a

de�ni�c~ao de complexidade de uma superf��cie (de�ni�c~ao 4.14, que pede que a

superf��cie seja compacta) para se aplicar �a @Hi\M : complexidade �e aditiva

com uni~ao disjunta e an�eis têm complexidade zero.

Quando demos o esbo�co da estrat�egia, come�camos considerandoS
i�0 @Hi \M . Na verdade, se trabalhamos com F 0 =

S
i2Z@Hi \M , que

�e mais sim�etrico, a nota�c~ao e argumentos �cam mais leves e claros. �E claro

que f(F 0) = F 0, motivando a seguinte de�ni�c~ao mais geral.
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De�ni�c~ao 4.17. Uma superf��cie equivariante F em M �e uma sequência

com dois �ns F = (: : : ; F�1; F0; F1; : : : ) de superf��cies propriamente mer-

gulhadas, limitadas e disjuntas dois a dois Fi � M tais que:

Fi+1 = f(Fi):

Cada Fi �e um n��vel de F e poderemos nos referir �a Fi como o n��vel i de F .

Dizemos que F �e planar se Fi o for. Podemos extender a no�c~ao de

complexidade para se aplicar �as superf��cies equivariantes planares de�nindo

C(F ) = C(Fi) (notamos novamente que faz sentido considerar C(Fi) desde

que, a menos uma quantidade �nita, todas as componentes de Fi sejam

an�eis).

Abaixo estendemos a de�ni�c~ao de superf��cie incompress��vel para uma

superf��cie equivariante F . Alertamos o leitor para um abuso de nota�c~ao:

quando nos referimos �a F como um conjunto queremos dizer
S

i Fi.

De�ni�c~ao 4.18. Uma superf��cie equivariante F = (: : : ; F�1; F0; F1; : : : )

em M �e incompress��vel se, para todo disco mergulhado D � M com

D \ F = @D, existir um disco D0 � F tal que @D0 = @D.

Observa�c~ao. Notamos que F pode ser incompress��vel em M mesmo com

suas componentes Fi sendo compress��veis: um disco compressor D para Fi

pode deixar de determinar um disco compressor para F se interceptar uma

in�nidade de outros Fj (de forma que n~ao exista uma curva fechada em

D \ F que seja mais ou interior: veja Figura 4.11).

Fi�1

Fi

D

Figura 4.11: Um disco compressor D para Fi que n~ao �e compressor para F

Todas as superf��cies equivariantes com as quais lidaremos ser~ao

planares e incompress��veis. Seja ent~ao F uma tal superf��cie equivariante.

Suponhamos tamb�em que cada Fi intercepte todas as componentes de M .

Como Fi �e limitada ela est�a contida em algum Hk. Seja S uma componente

de Fi contida em uma componente B de Hk\M . Essa componente B �e uma

bola, portanto S a separa. Isto �e verdade para qualquer valor de k arbitrari-

amente grande ent~ao, em verdade, S separa uma componente de M . Seja
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C o fecho de uma componente de M � Fi (alertamos que esse fecho deve

ser tomado em M , n~ao em H). Algumas tais componentes C s~ao limitadas

e outras n~ao. A uni~ao das ilimitadas ser�a um subconjunto de M fechado e

ilimitado, chamado de exterior de Fi, denotado por Out(Fi). O fecho de seu

complementoM �Out(Fi) �e um subconjunto limitado chamado de interior

de Fi, denotado por In(Fi).

Lema 4.19. Se M 0 for uma componente de M ent~ao Out(Fi) \ M 0 �e

fechado, conexo e ilimitado.

Isso d�a uma caracteriza�c~ao de Out(Fi) \ M 0: se o fecho C de uma

componente de M 0 � Fi for ilimitado ent~ao C = Out(Fi) \M 0.

Demonstra�c~ao. O que n~ao �e imediato da de�ni�c~ao �e somente que Out(Fi)\
M 0 �e conexo.

Por Fi ser limitada ela est�a contida em algum Hn e, assim,M 0�Hn �
Out(Fi). Al�em disso qualquer componente de Out(Fi) deve interceptar

M 0 � Hn (j�a que Out(Fi) �e ilimitado). Mas M 0 � Hn = (M � Hn) \ M 0

�e conexo, portanto Out(Fi) \M 0 tamb�em o �e.

A conclus~ao �nal segue imediatamente.

Grande parte da regularidade das superf��cies equivariantes que ser~ao

consideradas �e descrita pela de�ni�c~ao abaixo.

De�ni�c~ao 4.20. Seja F = (: : : ; Fi; Fi+1; : : : ) uma superf��cie equivariante

planar. Suponha que, a menos de uma quantidade �nita, as componentes de

cada Fi s~ao an�eis. Se, para i < k, as seguintes condi�c~oes forem satisfeitas:

1. as componentes de In(Fi) s~ao bolas,

2. encadeamento: In(Fi) � In(Fk) (que �e equivalente a Out(Fk) �
Out(Fi)),

3. In(Fi) intercepta todas as componentes de In(Fk),

4. Fi = In(Fi) \Out(Fi),

ent~ao dizemos que F �e regular.

Relembrando o esbo�co da demonstra�c~ao, usaremos um disco compres-

sor da lamina�c~ao para realizar compress~oes ao bordo de forma equivariante

em uma superf��cie equivariante. Isso nos leva �a seguinte de�ni�c~ao. Remete-

mos o leitor �a Se�c~ao 2.1 para a de�ni�c~ao de meio-disco e meio-disco bordo-

compressor.
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De�ni�c~ao 4.21. Dada uma superf��cie equivariante F = (: : : ; Fi; Fi+1; : : : ),

ummeio-disco bordo-compressor equivariante para F emM �e uma sequência

com dois �ns � = (: : : ;�i;�i+1; : : : ) de meio-discos disjuntos dois a dois

satisfazendo:

1. �i \ F = �i � Fi e �i \ @M = �i,

2. �i+1 = f(�i) e

3. �i �e meio-disco @-compressor para F =
S

i Fi.

Podemos nos referir �a � como o bordo superior de �i e �a � como o

seu bordo inferior.

Uma bordo-compress~ao equivariante de F ao longo de � �e uma nova

superf��cie equivariante F 0 = (: : : ; F 0
i ; F

0
i+1; : : : ), onde cada F 0

i �e obtido de

Fi por uma @-compress~ao ao longo de �i (�e claro que F 0 �e, de fato, uma

superf��cie equivariante).

Considere um meio-disco @-compressor �i para Fi. Dizemos que �i �e

bom se:

{ �i � In(Fi) ou

{ �i � Out(Fi) e �i n~ao separa Out(Fi).

Caso o contr�ario, se �i � Out(Fi) e �i separar Out(Fi), dizemos que �i

�e ruim. Um meio-disco @-compressor equivariante � �e dito bom ou ruim

quando �i for, respectivamente, bom ou ruim.

b) c)a)

Figura 4.12: a) e b) t��picos discos bons; c) t��pico disco ruim.

A distin�c~ao entre meio-discos bons e ruins �e natural em nosso quadro.

Se for bom, a respectiva @-compress~ao preservar�a v�arias propriedades boas

da superf��cie equivariante. O lema seguinte exempli�ca isso.

Lema 4.22. Sejam F , F 0 superf��cies equivariantes, F 0 obtida de F por

uma bordo-compress~ao equivariante ao longo de um bom meio-disco bordo-

compressor equivariante.
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{ Se �i � In(Fi) ent~ao:

In(F 0
i ) = In(Fi)� �N(�i);

Out(F 0
i ) = Out(Fi) [N(�i):

{ Se �i � Out(Fi) e �i n~ao separa Out(Fi) ent~ao:

In(F 0
i ) = In(Fi) [N(�i);

Out(F 0
i ) = Out(Fi)� �N(�i);

Se F for ainda regular e incompress��vel ent~ao F 0 tamb�em �e regular e

incompress��vel.

Demonstra�c~ao. Dividimos a prova em dois casos como no enunciado:

{ �i � In(Fi).

Provamos inicialmente as equa�c~oes que d~ao In(F 0
i ) e Out(F

0
i ) a partir

de F e �i.

Considere uma componente M 0 de M . Se �i * M 0 ent~ao F 0
i \M 0 =

Fi \M 0 e a situa�c~ao �e idêntica em F e F 0: In(F 0
i )\M 0 = In(Fi)\M 0

e Out(F 0
i ) \ M 0 = Out(Fi) \ M 0. Consequentemente so precisamos

considerar o caso em que �i � M 0. A Figura 4.13 o representa

esquematicamente.

Out(Fi)

In(Fi)

@M 0

�i

N(�i)
@N(�i)

Figura 4.13: O caso em que �i � In(Fi)

Notamos que (Out(Fi) [N(�i)) \M 0) �e o fecho de uma componente

de M 0 � F 0
i e, j�a que cont�em o conjunto ilimitado Out(Fi), �e, por sua

vez, ilimitado tamb�em. Concluimos, pelo Lema 4.19, que

Out(F 0
i ) = Out(Fi) [N(�i):
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Da equa�c~ao acima e da de�ni�c~ao de In(F 0
i ) conclui-se que

In(F 0
i ) = In(Fi)� �N(�i):

Se F for incompress��vel, provamos que F 0 tamb�em o �e observando que

bordo-compress~oes preservam incompressibilidade. A demonstra�c~ao

desse fato segue de forma idêntica a do fato an�alogo para a de�ni�c~ao

usual de incompressibilidade: se D0 for um candidato a disco com-

pressor para F 0, podemos aplicar uma isotopia �a D0 de forma que o

disco n~ao intercepte a c�opia de �i em Fi. Podemos, agora, desfazer a

bordo-compress~ao e ter D0 como candidato a disco compressor para

F . Como F �e incompress��vel, existe um disco D � Fi com @D = @D0 e

D\@�i = ;. Mas D � F 0
i , mostrando que D0 n~ao �e disco compressor.

Continuamos supondo que F �e regular e veri�cando cada uma das

condi�c~oes de regularidade para F 0.

A primeira segue facilmente da equa�c~ao In(F 0
i ) = In(Fi) � �N(�i)

demonstrada acima: �i �e disco propriamente mergulhado em In(Fi),

portanto N(�i) separa a componente de In(Fi) que a cont�em (que �e

uma bola) em duas bolas.

Suponhamos de agora em adiante que i < k.

Para a segunda condi�c~ao, In(Fi) � In(Fk) e �k \ Fi = ; implicam

que

In(F 0
i ) = In(Fi)� �N(�k) � In(Fi) � In(Fk)� �N(�k) = In(F 0

k);

provando encadeamento.

Para a terceira condi�c~ao usamos, novamente, que In(Fk) �e uni~ao

disjunta de bolas e que �k separa a componente que intercepta

em duas componentes de In(F 0
k). Seja B (o fecho de) uma dessas

componentes e S a componente de F 0
k que est�a contida em @B (i.e.

S = @B � @M ). Se F for um disco ent~ao B tem que interceptar In(Fi)

(para algum i < k) porque �k �e um meio-disco bordo-compressor.

Por�em In(F 0
i ) � In(Fi), donde B deve interceptar, portanto conter,

alguma componente de In(F 0
i ). Isso pode ser generalizado facilmente

para qualquer l < k por uso da segunda condi�c~ao de regularidade

(encadeamento). Se S n~ao for um disco ent~ao existe um la�co n~ao

trivial 
 � S bordando um disco mergulhado D � B. Como F 0 �e

incompress�ivel, esse disco deve interceptar algum F 0
l . Em verdade,
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deve interceptar qualquer F 0
l (para l < k): se F 0

l fosse minimal com a

propriedade D \ F 0
l 6= ; ent~ao F 0

l seria compress��vel, mostrando que

n~ao existe tal n��vel minimal. Novamente pela segunda condi�c~ao de

regularidade, segue que D intercepta todo F 0
l (para l < k).

Finalmente, a quarta condi�c~ao de regularidade para F 0 segue direta-

mente da mesma condi�c~ao para F e da forma de se obter F 0
i de Fi:

F 0
i =

�
Fi � �N(�i)

�
[ @N(�i);

onde @N(�i) = f0; 1g � �i na estrutura de produto de N(�i) (veja

Figura 4.13).

{ �i � Out(Fi) e �i n~ao separa Out(Fi).

Como no caso anteror, para se obter In(F 0
i ) e Out(F 0

i ) de F e �i,

precisamos somente considerar a componente M 0 de M que cont�em

�i.

Out(Fi)

In(Fi)

@M 0

�i

N(�i)

@N(�i)

Figura 4.14: �i � Out(Fi)

O Lema 4.19 nos diz que Out(Fi) \M 0 �e conexo, fechado e ilimitado.

Como N(�i) �e uma bola compacta, segue que
�
Out(Fi)� �N(�i)

�
\

M 0 �e conexo, fechado e ilimitado. Pelo Lema 4.19, novamente:

Out(F 0
i ) = Out(Fi)� �N(�i) e ent~ao

In(F 0
i ) = In(Fi) [N(�i):

Se F for incompress��vel, a prova da incompressibilidade de F 0 �e a

mesma do caso anterior.

Supomos agora que F �e regular e provamos a mesma propriedade para

F 0.

Como In(Fi) e N(�i) s~ao bolas se interceptando em um disco em

seus bordos, sua uni~ao In(Fi)[N(�i) = In(F 0
i ) tamb�em �e uma bola,

mostrando a primeira condi�c~ao.
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Para mostrar a segunda condi�c~ao de regularidade, supomos que i < k

e notamos que In(Fk) � In(F 0
k). Mas In(Fi) � In(Fk) por hip�otese

e, tamb�em, �i � In(Fk), implicando que

In(F 0
i ) = In(Fi) [N(�i) � In(Fk) � In(F 0

k);

mostrando encadeamento.

Continuamos provando a terceira condi�c~ao: cada componente de

In(F 0
k) cont�em uma componente de In(Fk) que, por sua vez, cont�em

uma componente de qualquer In(Fi) para i < k. Mas, porque �i �
In(Fk), podemos concluir que cada componente de In(Fk) cont�em

uma componente de In(F 0
i ) e, consequentemente, cada componente

de In(F 0
k) cont�em uma componente de In(F 0

i ).

A quarta condi�c~ao segue como no caso anterior.

Lema 4.23. Suponhamos que F seja uma superf��cie equivariante em M

e que D � M seja um disco propriamente mergulhado interceptando F

transversalmente em arcos. Seja � um bom meio-disco bordo-compressor

equivariante para F e seja F 0 a compress~ao de F ao longo de �. Suponhamos

ainda que essa @-compress~ao elimina a interce�c~ao de D com algum n��vel,

i.e., existe um n��vel k tal que D \ Fk 6= ; mas D \ F 0
k = ;.

{ Se �i � In(Fi) ent~ao k deve ser o n��vel mais baixo que D intercepta

(i.e., se i < k ent~ao D \ Fi = ;);
{ Se �i est�a contido em e separa Out(Fi) ent~ao K deve ser o n��vel mais

alto que D intercepta (i.e., se i > k ent~ao D \ Fi = ;).
Em todos os casos, D deve interceptar F 0 em, no m�aximo, um n��vel a menos

que F .

Demonstra�c~ao. Consideramos os dois casos como no enunciado:

{ Se �i � In(Fi):

Seja m o ��ndice maximal tal que D \ Fm 6= ; mas D \ F 0
m = ;. Ent~ao

ou D � In(F 0
m) ou D � Out(F 0

m). O que de fato acontece �e o �ultimo,

porque D intercepta Out(Fm) � Out(Fm) [ N(�m) = Out(F 0
m) (a

�ultima igualdade vindo do Lema 4.22).

Mas Out(F 0
m) n~ao intercepta Fi quando i < m (porque nem Out(Fm)

nem N(�m) interceptam) portanto D \ Fi = ;. Segue ent~ao que m �e

o n��vel mais baixo de F que D intercepta.
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{ Se �i est�a contido em e separa Out(Fi):

O argumento �e an�alogo ao caso anterior: seja m o ��ndice minimal tal

que D \ Fm 6= ; mas D \ F 0
m = ;. Ent~ao D � In(F 0

m). Mas In(F 0
m)

n~ao intercepta Fi quando i > m portanto m �e o n��vel mais alto de F

que D intercepta.

A conclus~ao �nal �e imediata.

As de�ni�c~oes e lemas a seguir ser~ao usadas para se obter controle sobre

as alturas das superf��cies e para obter condi�c~oes su�cientes para que elas

tenham um disco como componente.

De�ni�c~ao 4.24. O ��ndice de interse�c~ao de uma superf��cie equivariante F

com um disco D (denotado por I(F;D)), �e o n�umero de n��veis distintos de

F que interceptam D.

De�ni�c~ao 4.25. Se F �e uma superf��cie equivariante, d(F ) (de down) �e o

menor inteiro tal que, para todo k > d(F ),

Fi \ @H(i�k) = ;:

Similarmente, seja u(F ) (de up) o menor inteiro tal que, para todo k < u(F ),

Fi \ @H(i+k) = ;:

Observamos que essas de�ni�c~oes n~ao dependem de i.

Lema 4.26. Se F for uma superf��cie equivariante ent~ao, para qualquer i:

1. h(Fi) = d(F ) + u(F ) + 1;

2. @H(i�1�d(F )) � In(Fi) e @H(i+1+u(F )) � Out(Fi).

Demonstra�c~ao. Segue diretamente da de�ni�c~ao.

Lema 4.27. Seja S uma uni~ao disjunta de superf��cies compactas planares

e suponhamos que somente uma quantidade �nita dessas n~ao s~ao an�eis

(fazendo, ent~ao, sentido considerar C(S)). Se C(S) < 0 ent~ao uma com-

ponente de S �e um disco.

Demonstra�c~ao. Pelo menos uma componente deve ter menos que duas

(portanto uma) componentes de bordo.
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Finalmente, completando a prepara�c~ao para o argumento, de�nimos o

que entendemos por um disco interceptar uma superf��cie de forma essencial.

Sejam D um disco limitado e propriamente mergulhado em M e F uma

superf��cie equivariante. Consideremos D \ F e seja C0 o fecho de uma

componente de D�F (n~ao necessariamente mais ao interior). Suponhamos

que C0 �e paralela a uma subsuperf��cie C1 � Fi por um produto P = C�I �
M com C � f0g = C0 e C � f1g = C1. Se P est�a contida no fecho de uma

componente de M � F ent~ao podemos aplicar uma isotopia �a D ao longo

de P e simpli�car jD \ F j.

De�ni�c~ao 4.28. Um disco propriamente mergulhado e limitado D inter-

cepta uma superf��cie equivariante de forma essencial se D\F n~ao pode ser

simpli�cado pela opera�c~ao descrita acima.

Podemos agora voltar �a estrat�egia geral da prova do Teorema 4.15 e

fazê-la precisa.

Seja D um disco compressor para @M em M � �H0. Inicialmente,

realizamos uma isotopia em D a �m de que intercepte ([i@Hi) \ M de

forma essencial. Em particular tal interse�c~ao consiste de arcos. Lembramos

que T = @H � �N(E) e que o Teorema 4.15 enuncia que h�a um disco cuja

altura �e menor que ou igual �a C(T ) + 1. Se h(D) � C(T ) + 1 ent~ao a

demonstra�c~ao termina, portanto supomos que h(D) � C(T ) + 2.

Seja F 0 = (: : : ; F 0
�1; F

0
0 ; F

0
1 ; : : : ) a superf��cie equivariante de�nida por

F 0
i = @Hi \M; i 2 Z:

Come�cando em F 0, usaremos D para realizar bordo-compress~oes em F j,

obtendo F j+1. Podemos precisar aplicar uma isotopia �a D para que este

intercepte F j+1 de forma essencial, por isso introduziremos discos isot�opicos

Dj+1.

Um argumento indutivo garantir�a algumas propriedades �a j, F j e Dj,

listadas abaixo.

a) F j �e uma superf��cie equivariante planar;

b) F j �e regular e incompress��vel;

c) d(F 0) + u(F 0) = 0 e d(F j) + u(F j) � (j � 1) para j � 1;

d) C(F j) = C(F 0)� j;

e) I(F j; Dj) � h(D)� j;
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f) Dj intercepta F j de forma essencial.

Suponhamos, ent~ao, que j, F j e Dj satisfa�cam todas as propriedades

a) a f) e que I(F j; Dj) � 1 (logo F j \ Dj 6= ;). Consideremos um arco


 � F j\Dj mais interno em Dj. Ele borda com @Dj um disco mais interno

D0 � Dj. Seja F j
i0
o n��vel onde D0 intercepta F j i.e., D0 \ F j = 
 � F j

i0
.

Tal D0 �e um meio-disco bordo-compressor pela propriedade f). Queremos

escolher um tal meio-disco que seja bom. Se nenhum meio-disco mais ao

interior for bom ent~ao aplicamos uma isotopia �a Dj usando a seguinte

a�rma�c~ao.

A�rma�c~ao 4.29. Se um disco mais interno D0 � Dj com respeito �a F j\Dj

for um meio-disco bordo-compressor ruim (signi�cando que separa Out(F j
i ))

ent~ao Dj �e isot�opico a um disco D̂ que tem um disco mais ao interior que �e

bom. Al�em disso D̂ pode ser escolhido interceptando F j de forma essencial

e tal que I(F j; D̂) = I(F j; Dj).

Se aceitarmos temporariamente a a�rma�c~ao (sua demonstra�c~ao ser�a

dada ao �nal da se�c~ao) substituimos Dj por D̂ sem perda das propriedades

a) a f). Podemos ent~ao supor que o disco mais ao interior D0 �e bom, o que

faremos daqui em diante.

Consideremos �i = f (i�i0)(D0), i 2 Z.

Lema 4.30. A sequência � = (: : : ;�i;�i+1; : : : ) �e um bom meio-disco

equivariante bordo-compressor F j.

Demonstra�c~ao. Veri�camos inicialmente que os �i s~ao disjuntos dois a dois.

Seja i < k e suponhamos que �i � In(F j
i ). Como �k \ F j

i = ; ent~ao

�k\In(F j
i ) = ;, implicando que �k\�i = ;. O caso em que �i � Out(F j

i )

�e completamente an�alogo.

Cada �i �e claramente um meio-disco; �i+1 = f(�i) por de�ni�c~ao; e a

propriedade f) garante que cada meio-disco �e bordo-compressor.
�E bom pela escolha de D0.

Se realizamos uma bordo-compress~ao equivariante em F j ao longo de

� obtemos uma nova superf��cie equivariante F j+1. Mostraremos adiante por

indu�c~ao que F j+1 satisfaz todas as propriedades a) a f). Portanto podemos

continuar aplicando o argumento enquanto F j \D 6= ;, quando faz sentido

a de�ni�c~ao de �. Mas a meta �e achar um disco compressor logo devemos

interromper o processo indutivo se Fi tiver algum disco como componente.

Dizemos ent~ao que o processo p�ara se F j \D = ; ou se algum F j
i tem disco

como componente.
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Lema 4.31. O processo indutivo p�ara em algum passo l � C(T ) + 1 e F l
i

tem uma componente que �e um disco.

Demonstra�c~ao. Cada boa bordo-compress~ao reduz a complexidade de F j:

se o meio-disco separa In(F j
i ) ent~ao a compress~ao aumenta tanto o n�umero

de componentes quanto de componentes de bordo em 1, enquanto se n~ao

separa Out(F j
i ) aumenta o n�umero de componentes de bordo sem mudar o

n�umero de componentes. Em todo caso a complexidade cai em 1 ap�os cada

compress~ao, em algum momento chegando a �1, implicando que F j
i tem

um disco como componente (Lema 4.27). Logo o processo p�ara, diga-se no

passo l. Ent~ao F l�1 satisfaz todas as propriedades a) a f) e F l�1\Dl�1 6= ;.
Novamente segue do Lema 4.27 que C(F l�1

i ) � 0 porque F l�1
i n~ao pode ter

nenhum disco como componente. Pela propriedade d):

l � 1 � C(F 0) = C(T );

mostrando que l � C(T ) + 1.

Pela propriedade e) e a desigualdade acima

I(F l; Dl) � h(D)� l � C(T ) + 2� l � 1;

implicando que F l \Dl 6= ;. Portanto quando o processo parar no passo l

cada F l
i tem uma componente que �e um disco.

Lema 4.32. Suponha que j e F j satisfa�cam as propriedades a) a f) acima

e que F j
i tenha um disco como componente. Ent~ao h�a um disco compressor

para �̂�H0 em M �H0 cuja altura �e menor que ou igual a j.

Demonstra�c~ao. Consideremos Di � F j
i uma componente de F j

i que seja um

disco. Escolhemos i o menor inteiro tal que Di\H0 = ; (mais precisamente,

i = d(F j) + 1). Lema 4.26 e a propriedade c) implicam que

h(Di) � h(F j
i ) � j:

Veri�camos agora que Di �e um disco compressor. Ele �e paralelo a um disco

D0 � @M (porque @M = �̂ �e uni~ao de discos) e Di [ D0 borda uma bola

compacta B � In(F j
i ).

�E su�ciente provar que B \ H0 6= ;. Isto porque

Di \H0 = ; portanto uma componente de H0 \M que intercepte B deve

estar contida nela. Segue ent~ao queD0\H0 6= ; (novamente poisDi\H0 = ;)
e ent~ao que @D0 n~ao �e contr�atil em @M �H0.

Mostramos agora que B \ H0 6= ;. Considere uma componente C de

In(F j
i ) contendo B. Se B  C ent~ao Di * F j

i , contradizendo regularidade.
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Portanto B �e componente de In(F j
i ) e ent~ao, por regularidade de F j, B

deve conter uma componente de In(F j
k ) para todo k < i. Mas h�a um valor

para k tal que In(F j
k ) � H0 (tome k � �1� u(F j)) portanto B \H0 6= ;,

completando a demonstra�c~ao.

Demonstra�c~ao do Teorema 4.15. Lema 4.31 acima garante que em algum

passo l � C(T ) + 1 os F l
i têm uma componente que �e um disco. Mas o

Lema 4.32 mostra ent~ao que h�a um disco compressor para �̂ � H0 cuja

altura �e menor que ou igual a l � C(T ) + 1, completando a demonstra�c~ao

se aceitamos o argumento de indu�c~ao e a A�rma�c~ao 4.29.

Passamos agora �a demonstra�c~ao do argumento de indu�c~ao. Ainda

supomos a A�rma�c~ao 4.29.

Demonstra�c~ao do argumento de indu�c~ao. Come�camos veri�cando as pro-

priedades para F 0 e D0 = D:

a) �e claro;

b) segue facilmente de In(F 0
i ) = Hi \M ;

c) d(F 0) = u(F 0) = 0;

d) �obvio;

e) I(F 0; D0) = h(D);

f) D0 = D foi escolhido para satisfazer essa propriedade logo no in��cio.

Precisamos agora de veri�car o passo de indu�c~ao. Supomos que

j � C(T ) (o que implica que Dj \ F j 6= ;) e que F j satisfaz todas as

propriedade a) a f). A interse�c~ao Dj \ F j determina �, o qual supomos ser

bom pela A�rma�c~ao 4.29. Usamos � para obter F j+1 (bordo-compress~ao

equivariante). Se Dj intercepta F j+1 de forma essencial ent~ao Dj+1 = Dj,

caso contr�ario aplicamos isotopia �a Dj para obter Dj+1 interceptando F j+1

de forma essencial. H�a dois casos a serem considerados:

{ �i � In(F j
i ) e

{ �i � Out(F j
i ) e �i n~ao separa Out(F j

i ).

Mostraremos que F j+1 satisfaz todas as propriedade em cada caso.

{ �i � In(F j
i ).

a) segue da de�ni�c~ao de bordo-compress~ao equivari-

ante(De�ni�c~ao 4.21);
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b) Lema 4.22;

c) aqui u(F j+1) = u(F j). Suponha que k < i e que j = 0. Ent~ao

@Hk = F 0
k e logo �i \ @Hk = ;. Portanto F 0

i \ @Hk = ; donde

d(F 1) = 0.

Agora supomos que k = i � 1. Em geral, para qualquer j, �i \
F j

(i�1) = ; e ent~ao �i\In(F j

(i�1)) = ;. Logo do Lema 4.26.2 vemos

que �i \ @H(i�2�d(F j )) = ; e portanto F j+1
i \ @H(i�2�d(F j )) = ;.

Observamos que F j+1
i \ @H(i�d(F j )) 6= ; ent~ao d(F j+1) �e igual

ou a d(F j) ou a d(F j) + 1, denendendo se �i \ @H(i�1�d(F j )) for

vazio ou n~ao De qualquer forma u(F j) + d(F j) aumenta em no

m�aximo 1.

d) como a componente de In(F j
i ) que cont�em �i �e uma bola, �i

a separa. Logo �i separa a componente S de F j
i que intercepta,

produzindo duas componentes S 0, S 00 de F j+1
i . Portanto F j+1

i =

(F j
i � S) [ (S 0 [ S 00) e ent~ao

C(F j+1
i ) = C(F j

i )� C(S) + C(S 0 [ S 00):

Mas S 0 [ S 00 tem uma componente e uma componente de bordo

a mais que S, donde C(S 0 [ S 00) = C(S)� 1. Segue que

C(F j+1
i ) = C(F j

i )� 1:

e) lembramos que se Dj n~ao interceptar F j+1 de forma essencial

ent~ao obtemos outro Dj+1 com essa propriedade por isotopia de

Dj.

Como Dj intercepta F j de forma essencial ent~ao I(F j; Dj+1) �
I(F j; Dj). Lema 4.23 diz que I(F j+1; Dj+1) � I(F j; Dj+1) � 1,

mostrando que

I(F j+1; Dj+1) � I(F j; Dj)� 1:

f) segue da escolha de Dj+1.

{ �i � Out(F j
i ) e �i n~ao separa Out(F j

i );

Quase todos os argumentos nesse caso s~ao essencialmente os mesmo

usados no anterior (podemos precisar trocar dire�c~oes: acima por

abaixo, interior por exterior, etc). Em tais situa�c~oes evitaremos de-

talhes, que podem ser facilmente preenchidos seguindo os argumentos

do caso anterior.
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a) direto da de�ni�c~ao.

b) direto do Lema 4.22;

c) aqui d(F j+1) = d(F j). O resto do argumento segue de forma

an�aloga ao caso anterior: se j = 0 ent~ao u(F 1) = 0. Para

um j gen�erico, �i \ Out
�
F j

(i+1)

�
= ; e Lema 4.26.2 implica

que �i \ @H(i+2+u(F j )) = ;. Mas �i \ @H(i+u(F j )) 6= ; logo

u(F j+1) = u(F j) ou u(F j+1) = u(F j) + 1 dependendo de

�i \ @H(i+1+u(F j )) ser vazio ou n~ao. Novamente u(F j) + d(F j)

aumenta em no m�aximo 1.

d) Como �i n~ao separa Out(F j
i ) ent~ao tamb�em n~ao separa a com-

ponente S � F j
i que intercepta, produzindo uma componente

S 0 � F j+1
i . Portanto F j+1

i = F j
i � S [ S 0 e ent~ao

C(F j+1
i ) = C(F j

i )� C(S) + C(S 0):

Mas tanto S quanto S 0 s~ao conexos e S 0 tem uma componente

de bordo a menos que S donde C(S 0) = C(S)� 1 e novamente

C(F j+1
i ) = C(F j

i )� 1:

e) mesmo argumento do caso anterior;

f) escolha de Dj+1.

O objetivo �nal �e demonstrar a A�rma�c~ao 4.29. Antes provamos o

seguinte lema.

Lema 4.33. Se um meio-disco bordo-compressor (�i; �i; �i) para F j
i for

ruim ent~ao existe uma subsuperf��cie Si � F j
i que n~ao �e um disco tal

que Si \ �i = �i e tal que a superf��cie S 0i = Si [ �i goza da seguinte

propriedade: para todo arco essencial � � S 0i, existe meio-disco bordo-

compressor (�; �; �) em M .

Demonstra�c~ao. Come�camos escolhendo Hn tal que F j
i [ �i � Hn \ M .

Lembramos que F j
i �e obtido de F 0

i = @Hi \M por compress~oes ao bordo.

Seja j = 0. Pelo Lema 4.11, para todo arco essencial � � F j
i \M existe

meio-disco (�; ��), onde � � (Out(F j
i ) \ Hn) \ M e � � @(Hn \ M).

Esse propriedade �e preservada por @-compress~oes boas: supondo que vale

para F j
i , seja (�0; �0; � 0) um meio-disco bom, que usamos para obter F j+1

i
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(lembramos que F j+1
i =

�
F j
i � �N(�0)

�
[(�0

0 [�0
1), onde �

0
0, �

0
1 � @N(�0)

s~ao c�opias paralelas de �0 em N(�0) ' �0 � I). Seja � � F j+1
i um arco

essencial. Por uma isotopia, podemos supor que � n~ao intercepta as c�opias

�0
0, �

0
1 � F j+1

i de �0, donde � � F j
i . Como � �e essencial em F j+1

i tamb�em

o �e em F j
i donde, por hip�otese, existe meio-disco @-compressor (�; �; �)

em (Out(F j
i ) \ Hn) \ M . Podemos supor que � \ �0 = ; por cirurgias

de corte e colagem padr~ao: se � \ �0 6= ; eliminamos inicialmente todas

as curvas fechadas da interse�c~ao por isotopias. Se � \ �0 contiver arcos,

tomamos 
 um mais ao bordo em �0, separando um discoD0 � �0. Notamos

que, como � \ �0 = ;, 
 \ (� [ �0) = ;. Mas 
 � � separa um disco

D00 � �. Modi�camos � trocando D00 por D0, afastando D0 levemente de

D e suavizando as quinas. Tal cirurgia reduz j� \ �0j donde, ap�os uma

sequência �nita de tais opera�c~oes, podemos supor que �\�0 = ;. Notamos

que � permanece inalterado.

Como �\�0 = ; podemos supor que �\N(�0) = ;, donde (�; �; �)
�e um disco @-compressor para F j+1

i em Hn \M . Al�em disso, �e claro que

� � Out(F j+1
i ).

Provamos, portanto, que, para todo j e para todo arco essencial

� � F j
i \M , existe meio-disco (�; �; �), onde � � (Out(F j

i ) \Hn) \M e

� � @(Hn \M).

Voltamos �a situa�c~ao descrita no enunciado e seja, como de costume,

M 0 a componente de M que cont�em �i. Pelo menos uma componente de�
Out(F j

i )��i

�\M 0 �e ilimitada: Out(F j
i )\M 0 �e ilimitada e N(�i) �M 0 �e

limitada. Por outro lado um argumento como o usado no Lema 4.19 garante

que n~ao h�a mais do que uma componente ilimitada logo
�
Out(F j

i )��i

� \
M 0, que tem exatamente duas componentes, tem uma componente ilimitada

e uma limitada, o fecho desta denotado por Mi (veja Figura 4.15).

MiSi

�i

�i

Fi

�i

Figura 4.15: O meio-disco �i separando Out(Fi)

�E bem claro que @Mi � @Out(F j
i ) [ �i. J�a que @Out(F j

i ) � @M �e

F j
i vemos que @Mi � @M � F j

i [�i. Mas F j
i [�i � Out(F j

i )�Out(F j
i+1)
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portantoMi � Out(F j
i )�Out(F j

i+1) (porque Mi �e limitado). Em particular

Mi \ F j
k = ; para k 6= i, donde Mi \ F j � F j

i .

Seja agora Si = @Mi � @M . �E claro que Si ( F j
i porque o bordo

superior �i de �i separa uma componente de F j
i . Tamb�em �e claro que

@Mi � F j
i [�i[@M e que �i � @Mi, implicando que o fecho de @Mi�@M

�e Si [ �i. Al�em disso Si \ �i � F j
i \ �i = �i. Como Si \ �i 6= ; ent~ao

Si \ �i = �i. Fica f�acil ver ent~ao que se Si fosse um disco ent~ao, como
�Mi \ F j = ;, �i seria paralelo �a Si por Mi, contrariando a hip�otese de que

�e meio-disco bordo-compressor.

Seja S 0i = Si [�i que, portanto, tamb�em n~ao �e um disco.

@M

Si

S 0

i

�i

Figura 4.16: S0i = Si [�i

Consideramos, agora, S 0i � Hn \M 0 e seja � � S 0i um arco essencial.

Seguindo um argumento como o dado no in��cio da prova, podemos supor que

que � � Si � F j
i , donde existe meio-disco (�; �; �) tal que: � � Out(F j

i ),

� \ �i = ;, � � @M 0 [ @Hn. Segue que � � Mi e, como Mi \ Hn = ;,
� \ @Hn = ;, donde � � @M 0, de forma que (�; �; �) �e meio-disco bordo

compressor para S 0i em M .

Demonstra�c~ao da A�rma�c~ao 4.29. Seja F j
i o n��vel de F j que intercepta

D0 e de�na �i = D0 \ F j
i . Aplicamos o Lema 4.33 para �i = D0, �i e

�i = @D0 � �. Consideramos a superf��cie S 0i e �i � S 0i (ver Figura 4.16).
�E claro que existe um arco � � S 0i ligando �i � @S 0i a alguma outra

componente de @S 0i tal que �\�i consiste de um �unico arco � � � ligando �i

a �i (ver Figura 4.17). Ainda usando o Lema 4.33, obtemos um meio-disco

(�; �; �) (Figura 4.18).

Notamos, agora, que Dj \� = �. Podemos tomar uma isotopia de Dj

ao longo de � levando o arco � um pouco al�em de �� �, obtendo um disco

D̂.

Considerando D̂\F j vemos que h�a um disco mais ao interior D00 cujo

bordo superior consiste da uni~ao de um arco do bordo superior �i de �i com

um arco contido em Si. Al�em disso o bordo inferior �e um arco � 0 em @M
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S 0

i

�i �i

�

�

Figura 4.17: A escolha do arco �.

�
�

�

Figura 4.18: Preparando a isotopia de Dj .

isot�opico �a � e, portanto, ligando duas componentes distintas de @Si. Logo

o bordo superior n~ao separa F j
i , donde D

00 n~ao separa Out(F j
i ), implicando

que D00 �e um bom meio-disco @-compressor.

Finalizando, observamos que a obtens~ao de D̂ preserva as propriedades

desejadas que Dj tinha: D̂ intercepta exatamente os mesmos n��veis de

F j que Dj (logo tem a mesma altura); por Dj interceptar F j de forma

essencial e por F j ser incompress��vel, segue que D̂ intercepta F j de forma

essencial.

Exemplo 4.34. Voltamos ao Exemplo 3.8 e testaremos a propriedade

de incompressibilidade para uma certa lamina�c~ao �(A). Come�camos es-

colhendo a estrutura de al�cas para H. Consideramos o sistema de discos

E = fA;B;C;Dg para H0 = S � I, onde a, b, c e d s~ao os arcos mostrados

na Figura 3.4 e A = a� I, B = b � I, C = c� I e D = d� I. Do sistema

de discos, construimos o grafo dual � = �(E), cujas arestas denominamos

a, b, c e d e consideramos a respectiva estrutura de al�cas A = A(E). A
Figura 4.19, �a esquerda, mostra o grafo � em H0, onde H0 = S� I deve ser
visto \de cima", e devemos pensar que � � S � f1=2g.

Vamos, agora, escolher um representante na classe de isotopia de f e

estudar a lamina�c~ao associada. Como de costume, para visualizar H0 em H1

consideramos uma vizinhan�ca de f�1(�) emH0. Temos que f�1 = T�� Æ('̂)�1
e a Figura 4.19 �a direita mostra �0 = ('̂)�1(�). Precisamos, ent~ao, achar

T�� (�
0). A Figura 4.20 { �a direita { mostra essa imagem, determinando como

devemos ver � em H1 = f(H0).
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a

b
c

d

Figura 4.19: O grafo � � H0 e ('̂)�1(�) � H0.

a

b
c

d

f

H0 H1

Figura 4.20: O grafo � � H0 e � � H1.

Queremos testar a propriedade de incompressibilidade de �(A). Como

�zemos na Se�c~ao 4.1, procuraremos por caminhos regressores livres. Pela

�gura, j�a podemos ver que �h apresenta caminhos regressores. Sendo cuida-

dosos temos que �h �e dado por:

a 7!cbb�1db�1aab�1a (4-1)

b 7!a�1b

c 7!cbb�1db�1ac

d 7!cbb�1d;

de fato apresentando regress~oes.

N~ao �e df��cil ver que as três regress~oes acima s~ao obstruidas, o que

mostraremos para �h(a) a seguir.

Come�camos denominando por V̂ a 0-al�ca de H1 e por � � a a

componente de a\V̂ que regride. Denominamos por B�1 o �ultimo (seguindo

a orienta�c~ao da al�ca) disco dual �a 1-al�ca b de H1. Tal disco est�a em
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@V̂ (diremos que B�1 �e a dire�c~ao de b�1). �E bem claro que @� � B�1.

Queremos ver que qualquer candidato a mon�ogono para � intercepta �.

Mais precisamente, queremos mostrar que se (�; Æ0; Æ1) for um meio-disco

com Æ0 = � e Æ1 � B�1 ent~ao �� \ � 6= ;, falhando em ser mon�ogono. Isso �e

equivalente a se mostrar que, para qualquer caminho Æ1 � (B�1��), o la�co

�Æ1 n~ao �e trivial em (V̂ � �) [ � { escolhendo como ponto base um ponto

de @�.

Consideremos as dire�c~oes D�1 e C de V̂ . Pela �gura �e bem claro

que existe um arco 
 � � saindo de D�1 e indo para C, passando pelo

�nal da aresta d e seguindo pelo come�co da aresta c. Vamos considerar

V̂ 0 = V̂ �
 e mostrar que, para qualquer caminho Æ1 � B�1, o la�co �Æ1 n~ao

�e trivial em �1(V
0). �E bem claro que tal conclus~ao implicar�a a inexistência

de mon�ogonos.

De fato, V̂ 0 retrai para @V̂ � N(
), que �e uma esfera menos 2 discos

portanto �1(V̂
0) �e o grupo livre em 1 gerador. Fixamos um caminho Æ1 � B�1

e consideramos �Æ1 2 �1(V 0), �cando claro que �Æ1 n~ao �e trivial.

Isso completa e demonstra�c~ao de que a aresta a � � em H1 regride

mas �e bloqueada. �E bem claro que o mesmo argumento se aplica tamb�em �a

c e d.

Tal argumento mostra que n~ao h�a mon�ogonos em H1�H0. Mostramos

que a existência de nul�ogonos implica a existência de mon�ogonos (Lema 4.9)

mas o primeiro mon�ogono pode, em princ��pio, ser mais alto que o primeiro

nul�ogono (por exemplo, o primeiro nul�ogno poderia estar em H1 enquanto

o primeiro mon�ogono poderia aparecer somente em H2). Isso somente pode

acontecer se, para algum n e algum v�ertice v 2 �, todas as arestas saindo

de v fossem para a mesma dire�cao na respectiva 0-al�ca de Hn (ver Lemas

4.4 e 4.9). Esse fenômeno �e f�acil de ser veri�cado usando �hn e considerando

somente a primeira letra de cada iterado de cada aresta orientada. Voltando

ao nosso exemplo:

�h �h

a 7�! c : : : 7�! c : : :

a�1 7�! a�1 : : : 7�! a�1 : : :

b 7�! a�1 : : : 7�! a�1 : : :

b�1 7�! b�1 : : : 7�! b�1

c 7�! c : : : 7�! c : : :

c�1 7�! c�1 : : : 7�! c�1 : : :

d 7�! c : : : 7�! c : : :

d�1 7�! d�1 : : : 7�! d�1 : : :
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que claramente estabiliza, mostrando que, independente de n, h�a arestas de

� indo para dire�c~oes distintas da 0-al�ca de Hn.

Vemos ent~ao que, nesse exemplo, haver�a um nul�ogono em Hn se e

somente se houver mon�ogono em Hn. J�a vimos que n~ao h�a mon�ogono em

H1. Se houver algum em H o Teorema 4.15 d�a um limite para a altura do

primeiro: a superf��cie T do enunciado �e, nesse exemplo, uma esfera menos

8 discos, portanto sua complexidade �e dada por C(T ) = 6 donde o primeiro

mon�ogono deve aparecer em H8. Nesse exemplo vamos conseguir mostrar

que a respectiva lamina�c~ao goza da propriedade de incompressibilidade

sem precisar considerar tantos passos. Notamos, por�em, que esse limite �e

completamente trat�avel.

Voltamos a considerar a aresta a e o arco � � a tal que @� � B�1,

onde B�1 �e a dire�c~ao do regresso na 0-al�ca de H1. Para cada Hn, o arco �

se estende a um arco �n � � que regressa em Hn. Abusando da nota�c~ao,

denominaremos todos os tais arcos por �. Similarmente, o caminho 
 � �

passando pelo �nal de d e in��cio de c que usamos acima denotar�a o respectivo

arco para todo n.

Sabemos que � �e bloqueado em H1, por�em poderia ser livre em algum

n > 1. Para ver que isso n~ao acontece, notamos pelo estudo das dire�c~oes,

feito acima (ver 4.34), que as dire�c~oes de cada uma das arestas b�1, d�1 e c,

em qualquer Hn, s~ao distintas. Assim, o mesmo argumento que demos para

n = 1 se aplica a qualquer n, mostrando que � �e bloqueado em qualquer Hn.

Isso d�a conta de todos os regressos obtidos de bb�1 em �h(a) por itera�c~ao:

�h �h �h

a 7�! cbb�1db�1aab�1a 7�! : : : bb�1 : : : 7�! : : :

H�a um outro tipo de regresso associado ao mesmo � que pode aparecer

quando consideramos potências arbitr�arias de �h:

�h �h �h

a 7�! cbb�1db�1aab�1a 7�! : : : cbb�1db�1aab�1a : : : 7�! : : :

Tais arcos regressores podem ser visto da seguinte forma: seja �0 a vizi-

nhan�ca �brada de � na 1-al�ca a de H0. Ent~ao �1 = f(�0) �e parte de uma

1-al�ca de H1 cujos discos duais extremos est~ao ambos na mesma dire�c~ao da

0-al�ca de H2. Segue, portanto, que qualquer arco � de �\�1 �e regressor. O
arco associado �a regress~ao bb�1 em �h2(a) que vemos acima �e de tal tipo.

Essecialmente o mesmo argumento que j�a usamos anteriormente fun-

ciona para mostrar que tais arcos s~ao, tamb�em, bloqueados. Consideremos o
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mesmo arco 
 � � passando pelo �nal da aresta d e in��cio da aresta c e seja


0 a vizinhan�ca de 
 obtida tomando suas vizinhan�cas �bradas nas arestas

c, d e as unindo com a 0-al�ca de H0. Segue que 
0 s�o intercepta as dire�c~oes

D�1 e C da 0-al�ca de H0 donde, em H1, 
1 = f(
0) s�o intercepta as dire�c~oes

D�1 e C da 0-al�ca de H1. Mas 
 � 
1 e, pelo estudo das dire�c~oes, 
 vai

da dire�c~ao D�1 de H1 �a C. Podemos dar �a 
1 uma estrutura de vizinhan�ca

�brada de 
 por discos. Voltamos a considerar o arco regressor � � � \ �1.
Essencialmente o mesmo argumento que demos anteriormente mostra que

um mon�ogono � para � deve interceptar 
1. Se � n~ao interceptasse 
 ent~ao

poderiamos usar uma dilata�c~ao radial  em uma vizinhan�ca de 
1�
 tal que
 (
1� 
)\ 
1 = ; para construir um meio-disco  (�) que ~ao interceptaria


1. Segue que � \ 
 6= ; donde � �e bloqueado.

Os argumentos dados acima podem ser imediatamente generalizados

para mostrar que o mesmo arco 
 bloqueia todos os arcos regressores obtidos

de � das duas formas descritas acima. �E f�acil ver tamb�em que os mesmos

argumentos se aplicam n~ao somente �a a mas tamb�em �a c e �a d.

Para �nalizar a prova de que a lamina�c~ao �(A) associada �a essa es-

trutura goza da propriedade de incompressibilidade veri�camos que todas

as regress~oes s~ao dos tipos discutidos acima e, portanto, bloqueadas. Con-

sideramos ent~ao todos os pares de letras que podem ser obtidos de a, b, c e

d por itera�ca~ao de �h:

cb 7�! : : : ca�1 : : : 7�! : : : ca�1 : : :

bb�1 7�! : : : bb�1 : : : 7�! : : :

b�1d 7�! : : : ac : : : 7�! : : : ac : : :

db�1 7�! : : : db�1 : : : 7�! : : :

b�1a 7�! : : : ac : : : 7�! : : : ac : : :

aa 7�! : : : ac : : : 7�! : : : ac : : :

ab�1 7�! : : : ab�1 : : : 7�! : : :

Observando que os pares a�1b = (b�1a)�1 e ac est~ao representados acima

vemos que as �unicas regress~oes que aparecem s~ao dos tipos que j�a analisamos

e, portanto, bloqueadas. Concluimos ent~ao que a lamina�c~ao �(A) associada
tem a propriedade de incompressibilidade.

Notamos que a prova que demos de que � goza da propriedade de

incompressibilidade foi direta, ao contr�ario dos exemplos anteriores onde a

conclus~ao seguia do fato de que �(A) era igual �a �(f�1� ) e, portanto, minimal

(Proposi�c~ao 3.9). Nesse exemplo temos �(f�1� ) < �(A): em �1 devemos

realizar os cancelamentos que s~ao bloqueados. Abaixo desenvolvemos essa
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computa�c~ao.

Voltamos �a regra que de�ne �h dada em 4-1 e construimos a matriz de

incidência M(A):

M(A) =

0
BBBB@
3 1 1 0

4 1 3 2

1 0 2 1

1 0 1 1

1
CCCCA ;

cujo autovalor �e, com precis~ao de at�e 3 casas decimais,

�(A) = 4:987:

J�a para f�1� : �1(H) ! �1(H) temos a seguinte matriz de incidência (nos

geradores dados pelas arestas a, b, c, d de �):

M(f�1� ) =

0
BBBB@
3 1 1 0

2 1 1 0

1 0 2 1

1 0 1 1

1
CCCCA ;

cujo autovalor, tamb�em dado com precis~ao de 3 casas, �e:

�(f�1� ) = 4:390:

Dado que �(f�1� ) < �(A) faz sentido perguntar se �(A) �e o autovalor

minimal na classe de f . Veremos, mais adiante no Cap��tulo 5, que a resposta

�e n~ao.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9716035/CA




