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3 Fundamentos Teoricos

3.1. O Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Opta-se por apresentar, inicialmente, o modelo através da generalizacio
estocastica desenvolvida por Fama e Macbeth (1973), uma vez que a versao do
modelo comumente apresentada em termos de retorno esperado pode ser vista
como um caso particular desta formulacdo mais genérica, respeitadas

determinadas hipoteses.

A equagao geral representativa do CAPM, desenvolvida por Fama e
Macbeth (1973) para fins de realizagdo de suas regressdes cross-section € a que

se segue.

. _N - - 2 - -
Rit = Ve T Y1¢ By T ¥ 0¢ Bi® T v3¢si +y ©))

onde :

Rt = retorno percentual de um periodo do titulo entre os instantes t-1 e t.

Vi~ diferentes prémios de risco associados s varidveis independentes

explicitadas (j=1,2,3).
B; = contribuicdo do titulo i para o risco do portfolio de mercado,

analiticamente definida por cov (Rit,Rmt)/ var (Rmt)
Biz = variavel destinada a verificar a possivel dependéncia quadratica

entre os retornos do titulo e sua contribuicdo para o risco do portfolio de
mercado.
s; = variavel destinada a verificar a existéncia de fator de risco adicional

além da contribui¢do do titulo para o risco do portfolio de mercado.
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n, = perturbagdo estocastica, assumida ser independente das outras

variaveis e de média zero => E(n, ) = 0.

Note-se que a utilizagdo do simbolo til (~) acima das variaveis reflete sua
condi¢do de obediéncia a processo estocastico, sua caracteristica nao
deterministica. Tem-se como pressuposto, ainda, que tais varidveis seguem
distribuicdes normais ou estaveis simétricas, o que faz com que, também os

retornos cross-section possuam distribuicdo normal ou estavel-simétrica.

Passemos agora ao desenvolvimento do modelo de dois parametros,
apresentado por Markowitz (1959), a partir das contribui¢cdes de Tobin (1958) e
aperfeicoado por Fama (1965). Presentes os pressupostos de a até i constantes
do item 1.1, pode-se demonstrar que, obedecidas aquelas condigdes, havera
uma implicacdo estabelecida: o portfolio 6timo para cada investidor deve ser
eficiente no sentido de que nenhum portfolio com o mesmo retorno ou
apresentando retorno mais elevado possua menor dispersdo em seu retorno,
dispersao esta normalmente representada pelo desvio-padrao caso se assuma as

distribui¢des de retorno como normais.

Considerando, ainda, que o investidor avalie os retornos e riscos
individuais de cada titulo somente em termos de sua contribui¢do para o
bindmio retorno-risco de seu portfolio, o problema pode ser formulado de

forma algébrica através da abordagem a seguir.

Define-se a contribuicdo do risco do ativo i para o risco do portfolio p
como proporcional a razdo entre a covariancia do retorno deste ativo com o

retorno do portfolio e a variancia do portfolio. Algebricamente :

~ n n ~ n - -
G(Rp) = i i”ixip [j Z’lxjpcij /o(R p)] = ii”lxip [cov(R {-Rp)/o(R p)] 4@
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Considerando que a escolha do investidor consiste em um portfolio
eficiente m, a solu¢do da propor¢do de cada ativo neste portfolio pode ser

obtida da seguinte forma:

~ n ~
Max. ERR ) = ZXimE(Ri) , sujeito a
i=1

6(R,)=0(R ) €

n
inm =1
i=1

Pode-se demonstrar, utilizando a técnica de Multiplicadores de
Lagrange para a maximiza¢ao de fungdes de varias varidveis, que a propor¢ao
de cada um dos ativos j no portfolio m sera determinada a partir da seguinte

equagao, valida para cada ativo i em m:

~ ~ N ~ ~
E(R i):E(Rm)+Sm {[ I,I’X_]mcl_] /G(an) ] - G(an) }’ (5)
=

onde Sm- "B(R )/ "R p) m

Reescrevendo a equacdo (5) e atribuindo agora ao intercepto da

regressdao o Valor E(f{o): E(}im) - Smo(R,,), que pode ser considerado

como o retorno esperado de um ativo que possua 3 = 0, temos que :
E(Rj)=ERo)+[E(Rpy)- ERy)]B; (6)

Mas a partir da possibilidade de aplicagdo ou empréstimo a taxa de juros

do ativo sem risco, que faz parte da formulagdao de Sharpe e Lintner, temos que

E(Ry)= Ry, decorrendo dai a classica apresentacdo do CAPM, ponto inicial

para o desenvolvimento do modelo de trés fatores de Fama e French.
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Comparando as equagdes (6) e (3) podemos ver que o CAPM ¢ caso
particular da generalizacdo estocéstica proposta por Fama e Macbeth para um

periodo quando da ocorréncia das seguintes hipoteses:
E (ylt) =E(Rm)—R¢

E (th) =E (Y3t) =E (nit)zo
Dai ter se optado por comecar pelo modelo mais geral, mais abrangente.

3.2. O modelo de trés fatores de Fama e French.

O modelo de trés fatores desenvolvido por Fama e French adicionou ao
tradicional beta (representagdo tradicional do risco sistematico em sua
totalidade) dois fatores de risco, de forma a aumentar o poder explanatorio do

CAPM quando de sua utilizagdo empirica no mercado de agdes americano.

Tais fatores, adicionados como novas varidveis independentes no modelo
de apregcamento e denominados pelos autores de SMB e HML, nada mais sdo
que portfolios destinados a refletir a dependéncia do aprecamento dos valores
esperados das acdes em relagdo a duas novas variaveis, adicionais ao risco de
mercado : uma dita “de mercado” (O Valor de Capitalizagdo de Mercado da
companhia emissora das a¢des a serem aprecadas) ¢ outra mista (um quociente
envolvendo uma variavel contabil — o Valor Patrimonial da agdo e uma de
mercado — o Valor de Mercado unitirio da ag¢do da cia.). Os simbolos
comumente usados para estas varidveis no mercado americano sdo ME e
BE/ME, sendo que esta ultima pode ser interpretada em nosso mercado como a
tradicional razdo Valor Patrimonial/Valor de Mercado ou Preco, de grande

utilizacdo entre os analistas vinculados a escola fundamentalista.

Especificamente, os autores do modelo, para cada ano compreendido

entre 0 més de Julho do ano y-1 e Junho do ano y estratificam as acdes de
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acordo com a sua Capitalizacdo de Mercado, a qual ¢ comumente referida
como variavel “Tamanho”, por razdes Obvias, estabelecendo dois grupos a
partir da mediana do valor de mercado das empresas pertencentes a amostra. As
classificadas nos 50% superiores a partir deste ponto sdo ditas grandes (Big,
fonte da letra B da varidvel SMB) enquanto as pertencentes aos 50% inferiores
ficam estabelecidas como pequenas (Small, S da variavel SMB). Note-se que
agindo desta forma cria-se um rebalanceamento anual para as carteiras S e B. A
variavel SMB sera construida de forma a mensurar a diferenca de retorno (o
critério originalmente utilizado pelos autores € o value-weighted, ou seja,
ponderam-se os retornos dentro dos portfolios através da Capitalizacao de

Mercado das companhias) obtido entre as carteiras S e B, agora no ano y.

Faz-se semelhante estratificagdo, ressalte-se, de forma independente, nao
seqliencial em relagdo a estratificacao supra, agora para a variavel BE/ME e em
trés grupos, obtidos através de pontos de corte no 3°. e 7°. decis (30% e 70%)
da distribuicdo, criando-se assim carteiras de alta (High-H) relacdo Valor
Patrimonial/Valor de Mercado (30% superiores), entre os 30 e 70% - Medium

M e 30% inferiores (Low VP/VM — carteira L).

Da combinagdo das duas carteiras, montadas a partir da estratificacdo
pela Capitalizagdo de Mercado e das trés outras, criadas agora a partir da
variavel BE/ME ou VP/VM, temos seis novas carteiras abrangendo todas as

acdes componentes da amostra, a saber : S/H, S/M, S/L, B/H, B/M e B/L.

Note-se que, partindo agora para o calculo das varidveis independentes
propriamente ditas, os autores realizam entdo um passo de grande importancia
para fins da posterior aptiddo analitica do modelo. Como as variaveis estardo
simultaneamente presentes no modelo de regressdo multipla, as mesmas devem
ser construidas de forma a se evitar a existéncia de multicolinearidade, ou seja,
tanto quanto possivel deve a diferenca de retorno dos portfolios representativos
das carteiras S e B (variavel “Small minus Big” ou varidvel SMB) estar livre de
efeitos oriundos da varidvel BE/ME. O mesmo deve ser dito em relagdo a

diferenca de retorno entre as carteiras de alto VP/VM (High) e as de baixo
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Valor de mercado (Low) — Variavel “High minus Low” ou HML e o efeito

Tamanho.

Assim, ao invés da simples utilizacdo dos portfolios Small e Big,
calculados em junho de cada ano y-1 e do célculo da diferenca de retorno no
ano y os autores optam por utilizar os seis portfolios oriundos da
subestratificagio dos grupos, propondo uma ortogonalizagio simples',

calculando as variaveis da seguinte forma:

SMB = (S/L+S/M+S/H)/3 — (B/L+B/M+B/H)/3 )
HML = (S/H+B/H)/2 — (S/L+B/L)/2 8)

S/ — Portfolio composto pelas acdes de pequena Capitalizagdo de
Mercado (Small) e de baixo Valor Patrimonial/Valor de Mercado (Low).

S/M — Portfolio composto pelas agdes de pequena Capitalizacdo de
Mercado (Small) e de médio Valor Patrimonial/Valor de Mercado (Medium).

S/H — Portfolio composto pelas agdes de pequena Capitalizagdo de
Mercado (Small) e de alto Valor Patrimonial/Valor de Mercado (High).

B/L — Portfolio composto pelas ac¢des de grande Capitalizagdo de
Mercado (Big) e de baixo Valor Patrimonial/Valor de Mercado (Low).

B/M — Portfolio composto pelas agdes de grande Capitalizagdo de
Mercado (Big) e de médio Valor Patrimonial/Valor de Mercado (Medium).

B/H — Portfolio composto pelas agdes de grande Capitalizacdo de
Mercado (Big) e de alto Valor patrimonial/Valor de Mercado (High).

Embora de notéria simplicidade, tal ortogonalizagdo mostra-se
extremamente efetiva. A titulo exemplificativo, repetindo, Fama e French, no
seu estudo de 1993, obtém um coeficiente de correlagdo de tdo somente —0.08,

entre as variaveis SMB e HML.
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Por sua vez, Rodrigues (2000), ao ndo utilizar tal procedimento, obtém
um coeficiente de correlacdo muito alto (0,62) entre as varidveis HML e SMB
fato que influiu de forma decisiva em sua abordagem, tendo o mesmo optado,
inclusive, por abandonar o modelo original objetivado de regressao multipla e
obtido suas conclusdes através de modelos de regressdes nos quais os efeitos
Valor e Tamanho nunca estivessem presentes de forma simultinea.

O modelo de trés fatores fica assim composto:

E(Ri)-R, =a, +B,[E(Rm)-R,]+s,ESMB,)+h,EHML,)+¢, (9

onde :

R;: = Retorno de um ativo 1 no instante t.

Rme = Retorno da proxy do portfolio de mercado no instante t.

Rg = Retorno da proxy do ativo sem risco no instante t

SMB;, HML, = retorno dos portfolios de investimento zero ¢ ponderados
pelo Valor , destinados a replicar a ocorréncia dos efeitos Valor e Tamanho no
instante t.

it, Pit, Sit, hit - Valores a serem estimados a partir das regressdes multiplas
efetuadas a partir dos dados amostrais.

&it — Residuo da regressdo.

3.3. O modelo de quatro fatores utilizado no presente estudo.

Inobstante ja termos expresso o modelo de quatro fatores na equagdo (2)
supra, achamos por bem novamente expressa-lo, agora na forma adotada por
Liew e Vassalou (2000), dado que esta nova defini¢do, ainda que obviamente
semelhante a anterior, nos parece mais consistente com a aplicagdo do modelo
quando da realiza¢do de estudos envolvendo ativos negociados no mercado
acionérioz, sendo também mais comumente encontrada na literatura a
referéncia ao fator WML, em relacdo a nomenclatura de varidvel original

PRI1YR.

? Deve-se relembrar que o modelo proposto por Carhart foi sempre utilizado pelo autor para

realizag@o de estudos envolvendo a performance de fundos mutuos de investimento.
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Note-se que a introducdo adicional de um fator no modelo também gera a
criacdo de subportfolios adicionais em relacdo aos anteriormente utilizados por
Fama e French para a ortogonaliza¢do dos fatores SMB e HML, agora em
relacdo ao fator WML. Resultam tais portfolios agora da combinacdo das
empresas Big e Small e High, Medium ¢ Low com as ganhadoras (Winners) e
Perdedoras (Losers), oriundas da introducao da variavel Momento no modelo.
Sao estes os portfolios : H/S/Los, H/S/W, H/B/Los, H/B/W, M/S/Los, M/S/W,
M/B/Los, M/B/W, L/S/Los, L/S/W, L/B/Los e L/B/Win.

Temos entdo um novo conjunto a ser considerado para fins de
ortogonaliza¢do dos fatores, sendo que agora nossos fatores de risco estardo

compostos da seguinte forma :

SMB = (H/S/Los-+H/S/W+M/S/Los+M/S/W+L/S/Los+L/S/W)/6 —
- (H/B/Los+H/B/W+M/B/Los+M/B/W+L/B/Los+L/B/W)/6 (7)

HML = (H/S/Los+H/S/W+H/B/Los+H/B/W)/4 -
- (L/S/Los+L/S/W+L/B/Los+L/B/W) /4 ®)

WML=(H/S/W+H/B/W+M/S/W+M/B/W+L/S/W+L/B/W)/6 —
- (H/S/Los+H/B/Los+M/S/Los+M/B/Los+L/S/Los+L/B/Los)/6 (10)

O modelo utilizado fica, entdo, assim expresso em termos de dados

amostrais:

onde :

rir = Retorno de um ativo 1 no instante t, ja considerado em excesso em
relacdo a proxy do ativo sem risco no instante t.
rvi = Retorno da proxy do portfolio de mercado no instante t, ja

considerado em excesso em relagdo a proxy do ativo sem risco no instante t.
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SMB;, HML,, WML, = retorno dos portfolios de investimento zero
destinados a replicar a ocorréncia dos efeitos Tamanho, Valor e Momento de
trés meses no instante t.

ait, bit, Sit, hit, pit - Valores estimados a partir das regressdes multiplas

efetuadas a partir dos dados amostrais

e, - residuos.

3.4. Dos testes empiricos de apregcamento de ativos — Nogoes
de Empirical Asset Pricing, aplicaveis a modelos relacionados ao
CAPM.

Como critica mais contundente aos testes empiricos de apregamento para
fins de validagdo do CAPM, devemos agora nos referir ao trabalho de Roll
(1977). A argumentag¢ao fundamental do autor, bastante clara, ¢ no sentido de
que, se ao realizarmos testes do CAPM utilizarmos proxies do portfolio de
mercado (como o IBOVESPA, no caso do mercado brasileiro ou no caso do
mercado norte-americano a Dow Jones Industrial Average ou o indice S&P500)
ndo estamos realizando testes do CAPM, mas sim de um outro modelo que
inclui os portfolios citados como fatores de risco. Ainda que esta critica
transcenda a abordagem cross-sectional, sendo aplicavel também a abordagem
de regressdes de séries temporais, foi esta linha de raciocinio que levou Roll e
Ross (1994) apud Campbell, Lo e Mackinlay (1997) a demonstrar a extrema
sensibilidade da relacao cross-sectional determinada entre os retornos de ativos
e Betas a mesmo pequenos desvios da proxy adotada em relagdo ao real
portfolio de mercado. Em outras palavras, a necessidade de empiricamente
trabalharmos com proxies pode fazer com que os resultados associados ao teste
do CAPM percam confiabilidade, de forma mais acentuada quando da opgao
pela metodologia de cross-sectional regression. Uma solugcdo proposta por
Kandel e Stambaugh (1995) apud Campbell, Lo e Mckinlay (1997) seria a
utilizagdo do método de minimos quadrados generalizados (GLS, doravante)
em substituicdo ao método original de minimos quadrados ordinérios (OLS),
tradicional na abordagem cross-sectional, o que de certa forma mitigaria esta

sensibilidade extrema. Todavia, depende esta solugdo do conhecimento da real
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matriz variancia-covariancia do retorno dos ativos, uma vez que os ganhos
decorrentes do uso da matriz agora estimada a partir de dados amostrais se

utilizando o método GLS sdo ainda desconhecidos.

Ainda que se reconhega validade na critica, deve-se notar que sua
aceitacdo plena significaria a ndo realizagdo de testes empiricos do CAPM,
optando entdo o autor, na linha de todos os estudos destinados a validar
empiricamente o modelo, aceitar esta imperfeicdo trazida pelas proxies,
acreditando que a mesma ndo seja suficiente para contaminar de forma
definitiva as conclusdes aqui obtidas. Ainda a proposito, deve-se notar a ja
citada maior sensibilidade da metodologia da regressdo cross-sectional a esta
imperfeicdo, sendo que em nosso estudo optamos pela metodologia de

regressao de séries temporais.

3.4.1.Da abordagem Cross-Sectional.

Realizaremos agora, uma breve exposi¢ao acerca da metodologia de
regressao multipla cross-sectional, ainda que ndo adotada no presente estudo. A
exposi¢ao segue de forma quase fidedigna aquela realizada por Campbell, Lo e

MacKinlay (1997, pp. 215-217)°.

Conforme ja visto no item 3.1, estabelece o CAPM uma dependéncia
linear entre os retornos esperados dos ativos e os coeficientes Betas, os quais
devem explicar, de forma completa, os retornos esperados dos ativos em cada
um dos instantes t. A abordagem de Fama e Macbeth (1973), comumente
atualmente conhecida como regressdes cross-sectional, consiste em projetar os
retornos de cada um dos ativos em seus respectivos Betas e, entdo, agregar os
resultados em cada dimensdao temporal. Assumindo-se serem os Betas
conhecidos, o modelo de regressdo para a cross-section realizada em cada

instante t é :

> A introducdo deste item, na forma citada, tem como objetivo ambientar o leitor com
metodologia adotada em estudos classicos de aprecamento no mercado acionario como o de Fama
e Macbeth (1973) e mesmo alguns citados na revisdao de literatura, além de possibilitar a

motivacao de sua ndo adocio, encontrada no altimo paragrafo deste mesmo item.
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Zi=y0tTHy1Bm T ¢ 12)

onde:

Z,=vetor N x 1 do excesso de retorno dos ativos em relagao ao ativo sem
risco.

t=vetor N x 1 de uns.

Bm = vetor N x 1 dos Betas do CAPM dos ativos.

Yot» Y1t — Coeficientes, a serem determinados a partir das regressoes.

A implementagcdo da metodologia ¢ feita em dois passos. Inicialmente,
para um periodo t (t=1...T) de dados, estima-se os valores dos coeficientes yo; €
Y1, através do tradicional método de minimos quadrados ordinérios. Gera-se
entdo uma série temporal dos coeficientes vy € yi.. De acordo com a modelagem
SLB do CAPM, tem-se que E(yo) = 0 (o intercepto deve ser zero) e E(y;;) > 0,
ou seja o prémio de risco associado a varidvel independente Beta, comumente
denominado prémio de risco do mercado, deve ser positivo. Como supde-se
serem os retornos normalmente distribuidos, também o deverdo ser os
coeficientes yor € Y1, 0 que se permite que sejam realizados testes de
significancia utilizando a estatistica t ( considerando y;; como a inclinagdo do

coeficiente de ordem j seja este o Beta do CAPM ou qualquer outro de

interesse,adicionado a0 modelo t= ¥j ¢st/O( Yjest), Onde Yjest = 1/T( th—l Yitest) €

02( YViest) = [Z;le (Yitest - Yj,est)z]/ [T(T-1)].

Ocorre que tal metodologia traz sérias restrigdes se optar por sua
implementagdo como forma de verificagio do CAPM ou de um CAPM com
fatores adicionais, como ¢ o caso tanto do modelo de trés fatores de Fama e
French como do modelo de quatro fatores que se tenciona estudar no presente
estudo. Além da critica de Roll (1977), ja abordada, pode ser feita a
metodologia inicialmente adotada por Fama e Macbeth (1973) uma critica

adicional, também bastante relevante:
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e Desconhece-se quais seriam, especificamente no caso do CAPM e de
demais modelos a este relacionados, os reais Betas dos ativos em
relagdo ao portfolio de mercado. Normalmente o que se faz ¢ realizar a
regressio com base em Betas estimados a partir da razdo
covariancia/variancia dos retornos dos ativos obtida a partir de dados
ex-post. Introduz-se assim no modelo e, conseqlientemente, nos
estimadores e em testes de inferéncia relacionados ao mesmo o

fendmeno econométrico conhecido como erros nas variaveis (a

proposito, vide JOHNSTON, 1993, pp. 428-435).

Duas tentativas no sentido da solucdo de tais problemas tém sido
propostas na literatura. A primeira, proposta pelos mesmos Fama e Macbeth
(1973) consiste em se optar nao pela utilizagdo de Betas individuais, associados
a cada um dos ativos cujos retornos sdo as variaveis dependentes da regressao
realizada a cada momento temporal, mas sim agrupa-los e utilizar um Beta
unico para cada um dos grupos, aumentando desta forma a precisdo dos Betas
estimados associados. A segunda, proposta por Litzenberger e Ramaswamy
(1979) e refinada por Shanken (1992) apud Campbell, Lo e Mackinlay (1997),
consiste em se tentar eliminar o viés dos estimadores multiplicando-se a
variancia Gz(yj,est) por um fator de ajuste. Todavia, note-se que tal metodologia
nao resolve o problema de estarmos com varidveis possivelmente entrando no

modelo explicitado em (12) devido a impossibilidade de observagao dos reais

B,

Considerando-se o nosso ambiente de realizagdo do trabalho (o mercado
brasileiro de agdes) e aquele em que tais criticas foram realizadas, considerou-
se ainda mais critico o problema associado a falta de precisdo dos Betas,
levando-se em conta nesta afirmativa a nitida desvantagem comparativa de
nossa base de dados em relagdo a extensa base de dados disponivel no mercado
norte-americano. Somando-se a isto a demonstrada sensibilidade da
metodologia também a critica de Roll (1977), optou-se pela adocdo da

abordagem de regressdo de série temporais, mais detalhada nos itens a seguir.
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3.4.2. Da regressao de séries temporais — Metodologia SUR e o teste

de Gibbons, Ross & Shanken (GRS).

O modelo apresentado na Equacao (11) se encontra sob forma passivel
de tratamento a partir da regressdo multipla de séries temporais de retornos
dos 1 diferentes ativos. Assim procedendo, podemos interpretar os interceptos
o como erros de aprecamento dos ativos i apresentados pelo modelo, ou seja,
a diferenca entre os valores apresentados pela série temporal de retornos dos
ativos i e a previsdado de um modelo que tenha como fatores as variaveis

independentes utilizadas na regressao.

Nosso interesse, além, novamente, da verificacdo de significancia destas
variaveis independentes para cada um dos ativos (que no nosso caso sao os 12
portfolios citados em 3.3) a partir de estatisticas t, passa a ser, em termos de
adequabilidade dos modelos, determinar, a partir dos dados amostrais, qual a
probabilidade associada a hipotese nula de termos todos os 12 interceptos
simultaneamente iguais a zero (Hop : o; =0 ;1= 1,2,....,12), considerando ainda
a probabilidade de existéncia de correlacdo entre os diferentes erros de
estimativa dos 12 interceptos. Apresentar-se-a, a partir de agora, duas
metodologias comumente apresentadas para a resolucdo deste ultimo
problema, uma derivada da generalizagdo do método de minimos quadrados
ordinarios (comumente conhecida como Metodologia SUR — Seemingly
Unrelated Regressions) e uma mais aplicavel a desvios de normalidade de

séries de retorno dos ativos , derivada por Gibbons, Ross & Shanken (1989).

3.4.2.1. Da metodologia SUR - “Seemingly Unrelated Regressions”.
Suponhamos que se esteja diante do seguinte problema:
Tem-se a série temporal de retorno de L ativos ou portfolios, aos quais

devem obedecer, por suposi¢do, determinado modelo de apregamento, da

forma:

Rit = a; +Bi Xy +BinXot +ooo +Bix Xkt + Uyt 13)
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onde :

R;: = Retorno do ativo 1 no instante t

Xkt = Retorno do fator Xk no instante t

k = 1..K — numero de fatores no modelo de aprecamento (A4sset Pricing
Model)

i=1..L -numero de ativos ou portfolios que devem obedecer o modelo

t=1..T — niimero de periodos para os quais de tem os dados de retorno.

o = intercepto associado ao modelo para cada uma dos ativos i

Bik = coeficiente angular associado a cada um dos fatores do modelo de

aprecamento.

Na verdade, considerando-se que estdo disponiveis os dados da série
temporal dos fatores o que se tem ¢ um sistema de L equacdes simultidneas a
serem resolvidas a partir do modelo. Nosso problema ¢ testar o qudo valido € o
modelo, o que, em outras palavras, significa obtermos algum teste que nos
permita obtermos conclusdo acerca da probabilidade de todos os ai, serem
simultaneamente, iguais a zero para todos as L equagdes de regressio

simultaneas.
O primeiro passo no sentido de resolvermos tal problema seria escrever

cada uma das L equacdes simultaneas para melhor visualizacdo. Ou seja, para

cada ativo ou portfolio i valeria a seguinte equagao:
RY =a; +BIX ) +BPX g+ BIX +ul) =LT (14)

Utilizando-se a notacao vetorial de Johnston (1984), teriamos a seguinte

equacao (para cada portfolio L):

Yi = XiBi + u; i=1...L a5)

onde :
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RS) 1 Xy Xy X1 |
RY I X - Xk2
(1) 1
(Y1 = R3 (Xi)Tx+) = .
. 1
R 1 Xt - Xk
o ‘ugi)
0 Kt
pl) N0
B+ 1yx1= . e (W = | 3
0) (0
Bk i _uTl |

Poderiamos entdo exprimir todo o nosso sistema de equagdes-problema

na forma :
y=Xp+u (16)
onde :
Y, ] (X, 0 0 0 | By | [u; |
Y2 0 X2 0 0 0 BZ Un
Y 0 0 X3 O 0
R % = 3 B=B3 e um | U3
0 0 0 0 .
0 0 0 O 0
_YL_ L 0 0 0 0 0 XL_ _BL_ _uL_

Muito importante notar a dimensdo dos matrizes e vetores envolvidos
na equagao.

yeu—vetores LT x 1

X —matriz LT x L(k+1)

B - vetor L(k+1) x 1

Uma primeira solugdo que certamente nos viria a mente seria aplicarmos

o método de minimos quadrados ordinarios (OLS) propriamente ao sistema
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(16), de forma a determinar os estimadores a e b e, posteriormente, realizarmos
o teste de hipdtese de interesse relativo aos interceptos ( o= oy = a3....= 0.=0) .
Todavia, tal método pode ndo ser eficiente no caso de existéncia de
heterocedasticidade e ou autocorrelagdo entre os residuos. O que o método dos
minimos quadrados generalizado (GLS) faz ¢ retirar um dos pressupostos do
método de minimos quadrados ordinarios, qual seja, o da matriz de variancia-
covariancia dos residuos ser necessariamente expressa pela relacdo E (uu’) =
Gz(I)LTXLT_ (normalmente, conhece-se tal hipdtese como pressuposto de

perturbagdes esféricas).

No caso do nosso sistema de equagdes, substituiremos este pressuposto
por um de carater mais geral, qual seja, o da matriz variancia covariancia para o

sistema estar expressa por elementos da forma:

E(uiui') = GiiIT €
E(uiuj') = GijIT
Assim,

(Varu) Lrxer=E (uu”) =

E(uju;) E(uguy) E(u1u3‘) . - E(uquy,)
E(uyuy) E(uzuy) E(uzuz) - - E(upup)
_E(UL“1') E(upu;) : - E(uLuL')_
Mas :

.

g

1

I

1 k)
() = | 13 (W2 )ixr= u%z) ugz) ugz) .. u(TZ)
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U O R UN )
W@ O By
E(u1 UZ’): . ’ ’ o : =
W@ 0
—012 O .. O 1
0 612 .. 0
=oplr
L 0 . I 612_
ot oply oplt - - o]
oylr oxplr oplt - - oply
_GLIIT GLZIT . R GLLIT_

A esta matriz seguindo a nota¢do de Johnston (1984), associa-se o

simbolo V.

Costuma-se ainda explicitar esta matriz a partir do produto Kronecker
entre uma matriz £ (LxL) e a identidade TxT, resultando dai a matriz V

(LTXLT), ou seja,

V=I®I;. a7

Encontrada a matriz %, podemos obter sua inversa X', a matriz V e
também sua inversa V! e, posteriormente, os estimadores bgrs € a estatistica F
(vide JOHNSTON pg. 337-339), através das seguintes equagdes, que nada mais
sao do que as equagdes de minimos quadrados ordinarios, levando em conta
uma transformagdo linear que permite a existéncia de autocorrelagdo e

heterocedasticidade, fundamento do método GLS.
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bors= (X’V'X)'X V'ly

A partir de (17):
Se
‘P11 P2 P13
P21 P22
>'=
| Pml Pm2
‘pil pral pi3l
Pl paal
v'=
_meI Pmol
XX pXi'Xo
p21X2'X) p2X2'Xs
X'VIX =

_meXm'XI

Pim

Pim!

Pmm!

p13X1'X3
p23 X' X3
p33X3'X3

(18)

entao:

P1mX1'Xm |

p2mX2'Xm

pmme'Xm
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M=XV'y=

m
zpmjx'm Yj
=

A estatistica a ser testada seria a tradicionalmente utilizada para teste de
minimos quadrados ordinarios, alterada agora pela introdugdo da matriz de

N . “n . -1 -1 , .
variancia/covariancia V- ou X~ ® It entre os residuos, ou seja:

Para Hy: RP =, a estatistica

(r-Rbgis) {R [X’(Z" ® DX]"' R’} (r-Rbars)/q
19)

e’ (X' ® Ie/(n-k)
Seguird uma distribui¢do F de graus de liberdade (q, n-k).

O Unico problema que teriamos a resolver seria a determinagdo da
matriz . Zellner apud Johnston (1984) estabelece método de determind-la, a
partir de um estimador amostral, baseado nos residuos da amostra. O método ¢é

bastante simples, resumindo-se em:

(A)  Estimar os residuos, a partir da amostra, aplicando o método de
minimos quadrados ordinérios a cada equacdo e, assim, determinando

os vetores de erros amostrais €;

(B)  Os elementos diagonais de X sdo dados pela formula (¢’; €;) /n-k;

Os elementos ndo diagonais de X sdo dados pela formula e’;e;

/(n-ki)l/z(n-kj)l/z
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Apliquemos agora a metodologia SUR para o caso pratico do modelo de

quatro fatores, que ¢ um daqueles a serem testados.

Temos para o caso, 12 diferentes portfolios, a saber H/S/Los, H/S/W,
H/B/Los, H/B/Win, M/S/Los, M/S/W, M/B/Los, M/B/W, L/S/Los, L/S/W,
L/B/Los e L/B/W.

Sdo quatro os fatores de aprecamento em nosso modelo, a saber, além do

excesso de retorno em relacdo ao ativo sem risco (Ry, — Ry) os spreads SMB, HML

52

e WML, conforme definicdo constante do capitulo de metodologia do texto. O
modelo ¢:
onde :

rir = Retorno de um ativo 1 no instante t, ja considerado em excesso em
relacdo a proxy do ativo sem risco no instante t
vt = Retorno da proxy do portfolio de mercado no instante t, ja

considerado em excesso em relagdo a proxy do ativo sem risco no instante t

SMB, HML, WML = retorno dos portfolios de investimento zero e
ponderados pelo Valor, destinados a replicar a ocorréncia dos efeitos Valor,

Tamanho e Momento de trés meses no instante t.

air, bit, sit, hir, pit - Valores estimados a partir das regressdes multiplas

efetuadas a partir dos dados amostrais

e;i— residuo amostral.

O horizonte temporal ficou estabelecido em 30 trimestres (Tamanho de

nossa amostra).Assim, exemplificando para o portfolio H/S/Los, teriamos:

1. Portfolio H/S/Los : L =1
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Rysros) — Ry
Rysros2 —R¢

(YHsLos)30x1 =

| Rpsros30 =Ry |

1 (R, —-Rg); SMB; HML; WML, |
1 (R,-R¢), SMB, HML, WML,
1 (R, -Rf); SMB; HML3; WML;

(XHsLos)30x5 =
|1 (Rp—Ryg)3p SMBjzp HML3p WMLj |
- - UHSLos,l
OLHSLOS
UHSLos,2
bysLos
(BusLos)sx1 = | SHSLOS (UHSLos)30x1 =
hysros
_W HSLOS |
| YUHSLos,30 |

E assim, sucessivamente, para L =1...11, até que para o portfolio L/B/W :

12. Portfolio L/B/Win: L =12

Ripwi1 — Ry
Ripw2 —R¢

(YLBw)30x1 =

| RiBw30 — Ry |

1 (R, -R¢); SMB; HML; WML, |
1 (R,-R¢), SMB, HML, WML,

I (R, -R); SMB; HML; WML,
(XLBW)30x5 = .

|1 Ry —Ryp)3p SMB3p HML3y WMLj |
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- . Uipw,1
ALBW
b Ui Bw,2
LBW
(BLBW)le = SLBW (uLBw)30x1 =
hppw
| WLBW _
| ULBW,30 |

Poderiamos entdo exprimir todo o nosso sistema de equagdes-problema

na forma :
y=XB+u 21)
onde :
| YHsLOS | XusLos 0 0 0 |
Yhsw 0 XHSW 0 0 0
y= YHBLOS | _ 0 0 Xupros 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
i YiBwW | | 0 0 0 0 0 XLBW_
[ BHsLOS | [ UHSLOS |
Brsw UHSW
_|BuBLOS | | UHBLOS
B= u=
| BLew | | ULBW |

No nosso caso, L = 12, T =30 ¢ k =4. O teste de hipdteses de interesse
seria verificar o Valor de probabilidade de todos os a (no total de 12) serem
simultaneamente iguais a zero, na forma da equacdo (10) proposta no texto da
dissertacao e aqui reproduzida. O quao maior o Valor desta probabilidade, mais
adequado estara o modelo de apregamento. Obter-se-ia este p-value a partir da
estatistica F acima, sendo que agora os vetores e matrizes terdo as seguintes

dimensdes e composi¢ao:
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(D12x1=

S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O = O

S O O O

S O O O O O

1000 0|

E, finalmente, expressando o vetor bgis :
| 0 HSLOS |
busLos
SHSLOS
hysros
W HSLOS
A HSW
bysw
SHSW
h ysw
W HSW

G LBW
brew
SLBW
hpw
| WLiBW

>'=360 x 360; q =12; n =30; k=5

Assim :
(r-Rbers)’ {R [X’CE' ® DX] 'R’} (r-RbgLs)/q
=F (12,25) 1x1 (22)

e’ (X" ® De/(n-k)

A partir da distribui¢do F teriamos o Valor de probabilidade (p-value)

associado ao teste.

Alternativamente, para realizagdo de inferéncia no ambito da metodologia

SUR, pode-se utilizar um software econométrico que realize o teste de hipdteses
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de interesse diretamente, como o EViews v. 4.0, que realiza o mesmo sob o
submenu Wald Coefficients Restrictions. A utilizagao de tal abordagem possui
vantagens em relacdo a utilizacdo do teste F acima, principalmente quanto a
maior praticidade, permitindo, da mesma forma, que seja relaxada a hipdtese de
perturbacdes independentes e normalmente distribuidas, propria da teoria utilizada
na modelagem de Minimos Quadrados Ordinarios, a qual, aperfeicoada deu

origem a estatistica F supra.

O teste de Wald realizado pelo EViews consiste em associar ao numerador
da equacdo (22) acima uma distribui¢do qui-quadrado de q graus de liberdade -
v*(q), o que se pode demonstrar ser suposicdo valida assintoticamente, ou seja,
quando o tamanho da amostra tende a infinito. A demonstra¢do desta afirmativa,
baseada na teoria da Maxima Verossimilhanga, esta além do escopo do presente
trabalho, constando de Campbell, Lo e Mackinlay (pp.189-192, 1997)

demonstragdo rigorosa para o caso especifico do CAPM.

Esta ¢ uma das opgdes que utilizaremos para fins de testes dos modelos no
capitulo 5, a qual serd complementada pelo teste de Gibbons, Ross ¢ Shanken

(1989) a seguir descrito.

3.4.2.2.Do teste de Gibbons, Ross e Shanken (GRS).

Geralmente, a hipotese de normalidade dos retornos ¢ tida como uma
razoavel aproximacao para fins de trabalho no campo académico das Finangas.
Evidéncias, todavia, tém sido obtidas no sentido das distribui¢des observadas na
pratica serem ligeiramente leptocurticas em relacdo a distribuicdo normal.
Conforme mencionado pelos autores do teste supra, tal desvio de normalidade
afeta a distribui¢do utilizada para fins do teste de hipdteses quando de sua
realizacdo em amostras pequenas. S3o reportadas evidéncias, todavia, obtidas
através de simulacao, no sentido de ser o teste F robusto a tais problemas mesmo
em pequenas amostras (MACKINLAY apud GIBBONS, ROSS & SHANKEN,
1989). O problema, todavia, ¢ nitido quando da utilizacdo de testes como o de
Wald acima citado, que tem como pressuposto a aproximagdo assintotica pela

distribuicao qui-quadrado. A proposito, reproduzimos aqui Tabela constante do
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artigo dos autores, mostrando o erro que pode ocorrer quando da realizagdo de

inferéncias baseadas nos testes de Wald, Razdo de Verossimilhanga ¢ de

Multiplicadores de Lagrange, quando comparados com o teste F.

N T P-Value Usando P-Values usando
Distribuicio Exata de aproximagoes
assintéticas
\\%
Wald LRT LMT
10 60 .05 .008 .027 071
20 60 .05 .000 .007 .094
40 60 .05 .000 .000 173
58 60 .05 .000 .000 403
10 120 .05 .023 .038 .060
20 120 .05 .005 .023 .070
40 120 .05 .000 .003 .094
58 120 .05 .000 .000 122
118 120 .05 .000 .000 431

Tabela 1 — Tabela extraida de Gibbons, Ross e Shanken (1989), mostrando os

diferentes valores de p-value obtidos para diferentes testes econométricos baseados na

suposigao de validade assintética e sua comparagao com o teste baseado na estatistica

exata.
N T P-Value P-Values usando
Usando aproximagodes assintéticas
Distribuicao
Wald LRT LMT

Exata de W
10 240 .05 .035 .044 .055
20 240 .05 .109 .035 .059
40 240 .05 .003 .017 .069
58 240 .05 .000 .006 .079
118 240 .05 .000 .000 123
238 240 .05 .000 .000 451
10 60 .10 .025 .061 122
20 60 .10 .000 .019 .146
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40 60 .10 .000 .000 216
58 60 .10 .000 .000 404
10 120 .10 .056 .081 11
20 120 .10 .017 .053 122
40 120 .10 .000 .010 .147
58 120 .10 .000 .000 175
118 120 .10 .000 .000 432
10 240 .10 .076 .090 .106
20 240 .10 .048 075 11
40 240 .10 .009 .041 122
58 240 .10 .001 .018 133
118 240 .10 .000 .000 178
238 240 .10 .000 .000 452

Tabela 1 — Concluséo - Tabela extraida de Gibbons, Ross e Shanken (1989), mostrando
os diferentes valores de p-value obtidos para diferentes testes econométricos baseados
na suposic¢ao de validade assintética e sua comparagédo com o teste baseado na

estatistica exata.

Assim, deve-se buscar, a fim de termos inferéncias confiaveis, teste que
relaxe a hipotese de aproximacdo assintdtica. O teste que nos permite tal
relaxamento € o teste de Gibbons, Ross e Shanken. A metodologia de teste pode

ser assim resumida :

Consideremos N portfolios eficientes compostos cada um deles de L outros
portfolios. Suponha que cada um dos portfolios possua seus retornos dados pelas

seguintes equagdes:
L
Iy = 8i0 + ZBijrjt +Mit Vi= L...,.N (23)
j=1

Possuimos assim um conjunto de N+ L ativos de risco.
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Da condi¢do de eficiéncia dos portfolios, segue a hipdtese nula, que

coincide com o teste de hipoteses de interesse em nosso caso, qual seja:

Hp : 81():0 Vi= 1,...,N (24)

A /\_1 AN

Neste caso, [(T/N)][(T-N-L)/(T-L-D](1+1, Q'r,) ™' (8'S 8 ) tem uma

distribuicdo F com graus de liberdade N e (T-N-L), onde r, ¢ o vetor das médias
dp ¢ o estimador de minimos quadrados obtido para cada um dos N portfolios. No
nosso caso N = 12. Assim, de posse da estatistica, calculamos o p-value associado

a hipdtese de interesse.
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