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2
Orbifolds

Uma orbifold é um espaco topolégico localmente dado pelo quociente
de R™ (ou aberto de R™) pela a¢ao de um grupo finito. Trata-se de uma gene-
ralizagao do conceito de variedade. Neste capitulo estudaremos as orbifolds
com énfase no caso bi-dimensional. Orbifolds de dimensao dois aparecem
como o espaco de fibras, ou seja, o espaco obtido quando identificamos cada
fibra a um ponto, de um fibrado de Seifert de dimensao trés, conforme ve-
remos no capitulo seguinte. Nosso trabalho sera basicamente entender os
tipos de orbifold de dimensao dois e estender, a orbifolds em geral, alguns
conceitos topoldgicos: espacos de recobrimento, grupo fundamental, carac-
teristica de Euler e fibrados. Comecaremos por uma breve revisao de agoes

de grupos.
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2.1
Preliminares

Definicao 2.1.1 Um grupo G € dito um grupo topoldogico se tem uma

estrutura de espaco topoldgico tal que

p:GXxGE—-G

(91, 92) — 9195 "

¢ uma aplicacao continua. Se, além disso, G possuir uma estrutura de

variedade (suave) tal que ¢ € suave, G é dito um grupo de Lie.

Definicao 2.1.2 Sejam G um grupo topoldgico e X um espaco topolégico.

Uma acao de G em X € uma aplicagao continua

GxX—-X

(g, ) —g-x

onde, para cada g € G, x — g -x é um homeomorfismo de X e, para todo

g1,92 € G e para todo x € X, vale:
(9192) " x = g1~ (g2~ 2)
€qg T = X

Se G é um grupo de Lie e X é uma variedade (suave), exigimos também
que as aplicagoes acima sejam suaves.

Seja x € X. A érbita de x é o conjunto
O, ={9g-r€eX;9geG}CX.

O estabilizador ou grupo de isotropia de x é o grupo

G, ={9eG,g-x=2} CG.

Dizemos que x é um ponto fixo pela acao de G, se G, = G ou, equivalen-
temente, O, = {z}. Dizemos que z é um ponto regular da ac¢ao se possui
uma vizinhanca U tal que, para todo y € U, existe um g € G tal que

G, < gG,g " Um ponto que nao é regular é dito um ponto singular.

Notagao: Se g€ G, Y C X, g-Y ={g-z€ X;2z €Y}
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Seja Hom(X) o grupo de todos os homeomorfismos do espago to-
poldgico localmente compacto X. Entao Hom(X) admite uma topologia
chamada compacto-aberta. As interseccoes finitas de conjuntos do tipo
Ve ={9€G;9g-CCV}C Hom(X),onde C C X écompactoe V C X é

aberto, formam uma base para essa topologia.

Se M é uma variedade riemanniana, Isom(M), o grupo de todas as
isometrias de M, age em M e admite uma estrutura de grupo de Lie. Este
resultado é conhecido como o Teorema de Myers-Steenrod. O que precisamos

saber é que a topologia de Isom(M) é a topologia compacto-aberta.

Definicao 2.1.3 Seja G um grupo topolégico agindo em um espaco to-

pologico X. Dizemos que a acao é:

— transitiva: se Vx,y € X, dg € G tal que g-x = y;

simplesmente transitiva: se Vr,y € X, 3'g € G tal que g-x =vy;

— efetiva: se g-x=x, Ve € X = g = eqg;

discreta: se G € discreto com a topologia compacto-aberta;

— livre: se o unico g € G que admite x € X tal que g-x =2x € eq;

propriamente descontinua: se, para todo compacto C' C X, o conjunto

{ge G, Cng-C#0} é finito.

Concluimos esta secao relembrando o conceito de pull-back de uma

forma bilinear por uma aplicacao suave.

Definicao 2.1.4 Sejam M e N wvariedades, f: M — N uma funcdo suave
e x um ponto de M. Seja H uma forma bilinear em T, N, onde y = f(z).
Entao o pull-back de H por f é a forma bilinear f.H em T, M dada por

para todo u,v € T, M.
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2.2
Definicoes basicas

Definicao 2.2.1 Uma orbifold O de dimensdo n € um espaco topologico

Xo, dito o espago subjacente de O, juntamente com uma cobertura {U;}ier,

I conjunto de indices, por abertos de Xo, e um conjunto de pares
(Ui, ¢:), i € I, ditos cartas de O, onde

¢ homeomorfismo entre o aberto U; C Xq e o quociente ﬁi/Fi, I'; grupo finito
agindo no aberto (71 C R™. Além disso, {U;}ics € fechado para intersecgoes
finitas e o conjunto {(U;, ¢;) Yier, dito um atlas de O, tem a sequinte

propriedade: sempre que U; C U;, 1,5 € I, existe um homomorfismo injetor
wij . Fz — Fj

e um merqgulho
i Ui = U,

equitvariante em relagao a v;;, ou seja,
Gij (v - uw) = Yy (v - ij(u), Vyely,Vuel;
e o sequinte diagrama comuta:

~ bij ~

U; U,
~ $ij=ij /T ~
Ui/T; U /i (L)
bi (Z/Fz
¢
U " U

onde i : U; — U; € a inclusao.
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Se todos os mergulhos ¢;; forem suaves, a orbifold é dita suave. Um ponto

p € O é dito um ponto singular ou uma singularidade de O se existe i € 1

tal que p = ¢; '(z;), onde x; é uma singularidade da acdo de I'; em [71 Caso

contrério, p é dito um ponto regular de O.

Para definir uma orbifold com bordo, permitimos simplesmente que
cada U; seja aberto de H" = {(z1, ..., z,) € R™ 2, > 0}. O bordo da
orbifold O é definido por

00=1{pecO;Fecl tq p=q¢; (x), z€ ﬁiﬂé}H”}'

Abertos e fechados de uma orbifold sao abertos e fechados do seu espaco

subjacente. Logo uma orbifold é compacta ou conexa quando o seu espaco
subjacente assim o for. Uma orbifold sem bordo (mas possivelmente com

espago subjacente com bordo), compacta e conexa é dita fechada.

Convengao: Suporemos todas as orbifolds conexas e suaves.

Definigcao 2.2.2 Sejam O e O orbifolds. Uma aplicacdo suave, ou simples-

mente uma aplicacdao, entre O e O’ € uma aplicagcdo continua
f:Xo— Xo

entre seus espagos subjacentes tal que, dado v € Xo, existem vizinhancas
U. C Xo, de z, e U, C Xor, dey = f(x), com a sequinte propriedade.
Ezistem cartas (Uy, ¢.),

¢xUz_>ﬁx/an

do atlas de O, onde I', é um grupo finito agindo no aberto ﬁx C R*, e
(W}, 6, i
A 34 A ey
¢, - U, — U, /T,
do atlas de O, onde I', é um grupo finito agindo no aberto (7; C R™, um

homomorfismo injetivo
. /
Yyy 1 Iy — Fy

e uma aplicacdo suave

jzy:UrHﬁ;

equivariante com relagcao a gy, ou seja,

Vu € Uy, ¥y € Day fuy(7 - 10) = €y (7) - fy ()
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tal que o sequinte diagrama comuta:

~ Fay ~

Us U,
-~ xy— ~a: Fm -~
b2 U T,
ol
U, Tl v

Se a aplicacao f acima for um difeomorfismo, f é dito um isomorfismo e O e
O’ sao ditas isomorfas. Daqui em diante, orbifolds serao sempre consideradas
a menos de isomorfismo.

Qualquer variedade tem estrutura de orbifold sem singularidades. Para

entendermos melhor a Definicao 2.2.1 consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2.3 Seja inteiro v > 1. A gota de ldgrima (de ordem q) é uma

orbifold com espaco subjacente S* e um atlas como se seque. Fize um ponto
p € S2. Cubra S? com abertos Uy, ..., Uy conforme a Figura 2.1. Considere
Uyj =UNU; e Uy, = U NU; NUyg, sempre que essas intersecgoes forem

nao vazias. Temos entao um atlas com cartas
¢i Ui — ﬁz/Fz
¢ij : Uij — ﬁij/l“z-j, i<j
Gijk + Usjr — ﬁijk/rijkv 1<y <k

onde todos os (71 ’s, ﬁij s e a}jk 's sao discos e todos os I';’s, I';;’s e
Liji’s sao grupos triviais exceto 'y, que € o grupo Z,, gerado por uma
rotacdo, pelo angulo 27 /q, em torno de ¢y (p) € U. A Figura 2.2 ilustra
o diagrama da Definicao 2.2.1] para Uy, C Uy no caso q = 4. Observe que
p € uma singularidade dessa orbifold. Trataremos das singularidades das

orbifolds de dimensao dois na proxima secao.

Proposicao 2.2.4 Seja M"™ uma variedade e seja I' um grupo agindo pro-
priamente descontinuamente em M. Entdo, o quociente M /T tem estrutura
de orbifold.
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Figura 2.1: Abertos do atlas da gota de lagrima.

Demonstracao: Encontraremos um atlas de orbifold para M/I'. Para cada
x € M, escolha ﬁx vizinhanca de z invariante pela acao de I'; < I, o
estabilizador de x, que é finito, e tal que U, N~ -U, = 0, Vy € ' — T,.
Suponha também que cada [71, ¢ homeomorfa a R™. Entao, {U,},cn, onde
U, = ﬁx/f‘m, é cobertura de M/T" por abertos. Inclua nessa cobertura as
intersecgoes finitas Uy, ., = Uz, N ... N U,,, sempre que estas forem nao
vazias. Observe que Uy, ., 7# () se e s6 se existem 71, ..., 7 € I tais que
M - (71,1 N..NYe - ﬁxk #+ (). Nesse caso, tome ﬁxlxk = (7901 NNy - ﬁxk
O grupo I'y, . = %Fzﬁfl N..N kamﬂk_l age em (chxk Assim, temos
cartas

¢x1...xk . Uzlxk — xl...xk/Fxl...xk>
k > 1, determinando um atlas de orbifold em AM/T". DO
Exemplo 2.2.5 Se M ¢é uma variedade com bordo, podemos considerar a

variedade DM definida como M dobrada ao longo do seu bordo. Assim,
M = DM/Zy admite uma estrutura de orbifold.
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Figura 2.2: Troca de cartas do Fxemplo 2.2.5.

2.3
Singularidades de orbifolds de dimensao dois

Seja O™ uma orbifold e seja {(U; , ¢;) }ier, ¢i - U; — ﬁi/Fi, um atlas de
O. Usando o fato de I'; ser um grupo finito, pelo visto na demonstracao da
Proposi¢cao 2.2.J, podemos sempre supor que cada I'; fixa um ponto z; € (71
Além disso, podemos supor também que cada ﬁz ¢ um disco. Como I'; é um
grupo finito, temos uma forma bilinear simétrica em 77, (72-, invariante pela

acao de I';, dada por

B 1
T4

H(u, 1}) Z Q (’Y*ua 7*71) )

RISI¥


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0114290/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0114290/CA

Geometrias de Thurston e Fibrados de Seifert 24

Li) .
REFLETORA®

Figura 2.3: A identificagao que resulta numa linha refletora.

®"' -

Figura 2.4: A identificacdo que resulta num ponto de cone.

o oNE

onde () é uma forma bilinear simétrica qualquer em Tz[z e |I';| é a ordem
de I';. Entao, I'; é um subgrupo finito de O(n). Se n = 2 podemos descrever
facilmente todos os tipos de singularidades de O. Como I'; é subgrupo finito

de O(n), temos quatro possibilidades para U, /T
1. T'; = {e}, o grupo trivial. Nesse caso, (7,/1“z é o proprio disco Uy,

2. T'; = Zs, grupo gerado por uma reflexao em um segmento [ C (71

contendo ;. Nesse caso, dizemos que [ é uma linha refletora (Figura
2.9);

3. I = Z,, grupo gerado por uma rotacao de 27/q, ¢ > 0 inteiro, em
torno de x;. Nesse caso, dizemos que z; é um ponto de cone de ordem
q (Figura 2.4);

4. I'; = Dyg, o grupo diedral de ordem 2¢, gerado por uma reflexao em
linha [ C (71-, x; € l, e por uma rotacao de 27/q, ¢ > 0 inteiro, em
torno de x;. Nesse caso, [ também é dita uma linha refletora e x; é

dito um refletor de quina de ordem 2q (Figura 2.5);
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REFLETOR
PORTE DE QUINA
DE CONE

Figura 2.5: A identificagao que resulta num refletor de quina.

Definicao 2.3.1 Uma linha refletora em uma orbifold O de dimensao dois
¢ uma componente conexa da uniao dos pontos x € O tal que existe 1 € 1
tal que x = gbi_l(xi), onde x; pertence a linha refletora em ljl/Fl Um
ponto de cone de ordem q em O é um ponto x € O tal que existe i € [
tal que v = ¢; ' (z;), onde x; é ponto de cone de ordem q em (71/1“1 De

forma andloga define-se um refletor de quina de ordem 2q em O. Um cone

de ordem q em O € um disco aberto contendo um ponto de cone de ordem

q como unica singularidade em seu interior.

A gota de lagrima de ordem ¢ (Ezemplo [2.2.5) é uma orbifold com

espaco subjacente S? e um ponto de cone de ordem ¢ como tinica singulari-

dade. De forma geral, podemos construir orbifolds S?(qi, .., ¢,) com espago
subjacente S? e r > 1 pontos de cone de ordens ¢, ..., g > 1 como tnicas
singularidades.

2.4

Recobrimentos

Definicao 2.4.1 Sejam O e O duas orbifolds com espacos subjacentes Xo
e X5 respectivamente. Dizemos que (5,p) é¢ um recobrimento de O se
p: X5 — Xo € uma aplicagio continua tal que cada v € Xo tem uma
vizinhanca U da sequinte forma. Se V' é uma componente de p~'(U), existem
cartas (U, @),

¢:U— UJT,

do atlas de O, onde I' é um grupo finito agindo no aberto U de R (ou de
H", se O tem bordo), e (V, ¢),

WV — U/T,
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do atlas de O, onde I" < T, e difeomorfismo py : U—U ta que

~ ﬁV ~

U U
[7/1_,, pv=pv/T (7/1_‘,
¥ U/T

o

174 plv U

comuta.

O recobrimento p : O — O é dito um recobrimento por d folhas se,

para cada y ponto regular de O, p~!(y) é um conjunto finito de d elementos.

Se I' é um grupo agindo propriamente descontinuamente em uma
variedade M e I é um subgrupo de I', entdao a orbifold M/I” recobre
a orbifold M/T. Para qualquer inteiro r > 0, S?(p) recobre S?(rp,r) =
S%(p)/Z, por r folhas, mas nao possui recobrimento préprio. Da mesma
forma S?(p, q), p e q primos entre si, recobre S*(rp,rp) = S*(p, q)/Z, por r
folhas, para qualquer inteiro positivo r, e também nao possui recobrimento
préprio. Veremos adiante que S?(p) e S?(p,q), p e q primos entre si,
juntamente com as superficies simplesmente conexas, sao as tinicas orbifolds

(sem bordo) de dimensao dois que nao possuem recobrimento préprio.
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Definicao 2.4.2 Seja G um grupo topoldgico agindo em um espaco to-

pologico X . Uma regiao fundamental de G é um subconjunto fechado F' C X

tal que
Ug-F=Xx
e

e
l%ﬂg']%:@,

onde FO’ € o interior de F', e o fecho de ]% éF.

Lema 2.4.3 Sejam inteiros p, q, v > 1. Entdo, S*(p,q,r) possui recobri-

mento proprio.

Demonstracao: Temos trés casos possiveis:

Nesse caso é possivel encontrar retas -, 72 e 73 em R? determi-
nando um tridngulo com angulos internos 7/p, 7/q e 7/r. Seja I' o
grupo gerado por reflexdes em cada uma dessas trés retas. A acao de
I' em R? nos d4 uma triangulacao de R? por tridngulos euclideanos
congruentes como mostra a Figura 2.6. Cada um desses triangulos
¢ uma regiao fundamental de R?*/T. Se I" < T' é o subgrupo dos
elementos que preservam orientacao, entao qualquer uniao de dois
triangulos com um lado em comum ¢é uma regiao fundamental de
R2/T" (Figura 2.6). B facil ver que R2/T" = 52(p,q,r). Na realidade
os unicos valores possiveis para (p, ¢, r) nesse caso sao (3,3, 3), (2,3,6)
e (2,4,4).
2. ! + ! + ! >1

p q T

Nesse caso, é possivel encontrar trés geodésicas de S? determi-
nando um tridngulo com angulos internos w/p, 7/q e w/r. Essas
geodésicas sdo circulos maximos de S?. Seja I' o grupo gerado por
reflexoes em cada uma dessas trés geodésicas, que sao isometrias de
S? (trataremos da geometria da esfera na Segdo [4.3). O processo
agora é analogo ao caso anterior e escrevemos S%/T" = S2%(p,q,r),
onde I" < T'" é o subgrupo dos elementos que preservam orientacao.
Os tnicos valores possiveis para (p, g, r) nesse caso sao (2,2,n), para
qualquer inteiro positivo n, (2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5); o grupo I'

em cada caso é, respectivamente, o grupo diedral de ordem 2n, e
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N e

p=d-r-3

< b

I

Figura 2.6: A esquerda, um ladrilhamento de R2. A direita, uma regiao
fundamental do quociente R?/T".

os grupos de simetrias do tetraedro, do cubo (ou do octaedro) e do
dodecaedro (ou do icosaedro) (vide [13], p.412).

3 Lyl oy

p q T

Nesse caso, é possivel encontrar trés geodésicas de H?, o plano
hiperbélico, determinando um triangulo com angulos internos 7/p,
w/q e w/r. Seja I' o grupo gerado por reflexdes por cada uma dessas
trés geodésicas, que sao isometrias de H? (trataremos da geometria
hiperbdlica na Se¢do [4.4). Agora, escrevemos H?/T" = S?*(p,q,r),
onde IV < T" é o subgrupo dos elementos que preservam orientacao.
O

Teorema 2.4.4 As dnicas orbifolds (sem bordo) de dimensdo dois que ndo

admitem recobrimento proprio sao:
(i) S2;

(ii) S*(p);

(iii) S*(p,q), p e q primos entre si;

(iv) R
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Figura 2.7: Recobrindo uma orbifold com trés ou mais pontos de cone.

Demonstracao: Seja O uma orbifold que nao admite recobrimento préprio.
E claro que O nao possui linha refletora pois, caso contrario, essa linha
seria bordo de Xp. Poderiamos entao dobrar Xy ao longo do seu bordo,
obtendo um recobrimento duplo DXy de Xp. Esse recobrimento induziria
um recobrimento de O por uma orbifold com espaco subjacente DX,
conforme o Ezemplo 2.2.5.

Se O possuir trés pontos de cone ou mais, considere D C O um disco
fechado contendo trés pontos de cone em seu interior e mais nenhum outro
ponto de cone em D. Observe que D ¢ isomorfo a S?(p,q,7) menos um
disco aberto que nao contem ponto de cone. J& vimos que S%(p, ¢, r) pode
ser recoberta por E2, S? ou H2. Assim D pode ser recoberto por E2, S? ou
H? menos uma quantidade enumerdvel de discos abertos que nao contém
ponto de cone. Seja S uma tal superficie que recobre D. Colando uma
cépia de O — D em cada componente de bordo de S, temos uma orbifold
9 que recobre propriamente O (Figura 2.7). Logo, O contém no maximo
dois pontos de cone. Além disso, Xy é simplesmente conexo, sendo portanto
S? ou R?%. Se Xp = S?%, entao O é S?, S%(p) ou S?(p,q). Se O = S?(p,q),
entao p e ¢ sao primos entre si pois, caso contrario, terfamos um inteiro r
que divide p e ¢, e S*(p/r, q/r) recobriria S?(p, q), como ja observamos. Se
Xo = R?, é ficil encontrar um recobrimento préprio de O caso esta possua
algum ponto de cone. Portanto, os unicos casos possiveis para O sao os
quatro do enunciado. O

O recobrimento universal de uma orbifold é definido da mesma forma

que para um espaco topoldgico qualquer: é um recobrimento (5 , p) de O, tal
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que se (O, p') ¢ outro recobrimento de O, entdo (O, p) pode ser levantado

a (O, p'), ou seja, existe aplicagao

¢:0— 0O
tal que
~ d) NI
O O
b
O
comuta.

Teorema 2.4.5 Toda orbifold possui um recobrimento universal.

Daremos a seguir uma demonstracao desse teorema para dimensao dois,
que é o objeto de nosso interesse. O caso geral é um pouco mais trabalhoso
e é feito em [I8], Se¢do 13.

Demonstracao para dimensao dois: Suponha inicialmente que O tenha
r pontos de cone de ordens nq,...,n, como unicas singularidades. Vamos
construir o recobrimento universal (5, p) de O. Remova de Xo r discos
abertos disjuntos, contendo, cada um, somente um ponto de cone, obtendo
assim uma variedade N cujo bordo é uma uniao de circulos C4,...,C..
Sejam «y, ..., a, os elementos de 71 (V) representados por Ci, ..., C,. respec-
tivamente. Se G =< m(N); o = 1,4 = 1,...r >, entdo o nucleo K da
projegao natural m;(N) — G é um subgrupo normal de 7;(N) gerado por
todos os conjugados de elementos o, i = 1,...r. Assim, podemos encontrar
um recobrimento (N, p) de N (no sentido usual), tal que p,m(N) = K
(vide [4], p.175). Colando cones apropriados nas componentes do bordo de
N, temos um recobrimento (6, p) de O, onde estamos usando p tanto para
a aplicacao definida em N quanto para a sua extensao a 0.

Se (5’ ,P') é outro recobrimento de O, entao cada circulo C; em
Xo ¢ levantado a curvas fechadas em X5, Seja N/ = p/~*(N). Entéo
p.m(N') D K, de forma que (N, p) é levantado a (N’, p') ([4], p.159). Vé-se
facilmente que esse levantamento pode ser estendido a um levantamento de
(O, p) a (O', p). Logo, (O, p) é recobrimento universal de O.

Se O possuir uma linha refletora [, considere (Os, ¢) o recobrimento
por duas folhas de O obtido dobrando-se Xy ao longo do seu bordo.
Afirmamos que se (52, p) é recobrimento universal de O, entao (52, qop)

é recobrimento universal de O. Seja (O', ¢/) outro recobrimento de O.
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Figura 2.8: O recobrimento universal de uma orbifold com linha refletora.

Queremos encontrar levantamento
¢: 0y — O

de (62, gop)a (6’ , ¢'). Podemos supor que O’ nio possui linha refletora.
Seja I c O' uma componente de ¢'~(I). Nao ¢ dificil ver que I divide O’

em duas componentes homeomorfas. Logo, temos recobrimento (O’, p') de

O, tal que q o p’ = ¢'. Mas, por hipétese, existe levantamento
qb . 52 - 6/

de (52, p) a (6’,]9’) (Figura 2.8). Como qop = ¢, ¢ é levantamento de
(02, gop)a (0, q). O
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Qualquer orbifold de dimensao dois, sem bordo, tem como recobri-
mento universal uma das orbifolds (i), (ii), (iii) ou (iv) do Teorema [2.4.4.
Uma orbifold é dita boa se é recoberta por uma variedade e mé caso
contrario. Assim, as duas proposicoes anteriores nos levam ao seguinte co-

rolério:

Corolario 2.4.6 As unicas orbifolds de dimensdao dois, mds, sem bordo

(i) S*(p).p > 1;
(i1) S*(p,q),p # 4;
(iii) D*(p),p > 1;
(iv) D*(p,q).p # 4

onde D*(p) é D? com um refletor de quina de ordem 2p e D*(p,q) é D?

com dois refletores de quina com ordens 2p e 2q cada um.

Demonstracao: Essas sao as tnicas orbifolds de dimensao dois recobertas
pelas orbifolds (ii) e (iii) do Teorema|2.4.4. O
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2.5
O grupo fundamental

Definicao 2.5.1 Seja (5, p) um recobrimento da orbifold O. Dizemos que

uma aplicacao suave T : O — O € uma transformacao de recobrimento de

(O,p) sep=poT.

Lembremos que no caso de espagos topoldgicos temos uma defini¢ao
andloga. Além disso, o grupo fundamental de um espago topoldgico é
isomorfo ao grupo das transformagoes de recobrimento do seu recobrimento

universal. Daremos entao a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.5.2 O grupo fundamental, 71 (O), de uma orbifold O € o grupo

das transformacoes de recobrimento do recobrimento universal de O.

Logo, as orbifolds (), (i7), (ii7) e (iv) do Teorema 2.4.4 tém grupo
fundamental trivial. Um cone C; de ordem ¢ tem um disco D como
recobrimento universal e Z, como grupo fundamental ja que D/Z, = C,,.
O produto I x R, I intervalo aberto, é recobrimento universal de uma
vizinhanga de uma linha refletora. Se essa linha refletora nao for fechada, a
respectiva vizinhanga tem grupo fundamental Z,. Se for fechada, tem grupo
fundamental Z x Z,.

Assim como fazemos para espagos topoldgicos, podemos dar uma
interpretacao para o grupo fundamental em termos de classes de homotopia
de lagos com um ponto base. Um lago em uma orbifold O, com ponto base
o ponto regular zy de O, é entendido como uma curva fechada em Xy, com
ponto base xg, que ¢ a imagem por p de uma curva em Xg, onde (5, p) é
o recobrimento universal de O. Dois lagos sao ditos homotdpicos em O se
sao imagens respectivas de curvas em X5 homotopicas entre si, no sentido
usual de homotopia em espacos topoldgicos. O conjunto G de classes de
equivaléncia de homotopia de lacos com um ponto base xy regular em O
tem uma operagao produto andloga ao caso de espagos topologicos, dada
por

[ [B] =l 5],

onde a e 3 sao lagos com ponto base zyp € Xp e _* _ ¢é a operacao produto

de lagos usual de espagos topoldgicos. Temos um isomorfismo
G — m(0)

[a] = T,
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£ (J

Figura 2.9: Interpretacao em termos de lagos para o grupo fundamental de
um cone.
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Figura 2.10: Interpretagao em termos de lagos para o grupo fundamental de
uma vizinhanca de uma linha refletora fechada.

onde T, é a transformacao de recobrimento de 9) que leva o ponto inicial
de « no ponto final de a.

As Figuras 2.9 e 2.10 ilustram o caso bi-dimensional da defini¢ao
em termos de lacos. Na Figura 2.9, temos um cone de ordem 4 com lago
a tal que [a] gera Z4. Na Figura 2.10, temos uma vizinhanga de uma
linha refletora fechada com lagos ay e o tais que [ag] e [ag] geram Zy e
7 respectivamente. O exercicio seguinte garante que a definicao do grupo

fundamental em termos de lagos é boa.

Exercicio: Mostre que se o é um ponto regular de O e 71,75 € p~1(0) C 0,

entao existe uma unica transformacao de recobrimento que leva z; em 5.

Com essa interpretagao para 71 (O) em termos de lagos, observa-se que
o teorema de Van Kampen ([1], p.138 e [4], pp.113-122) também vale para
orbifolds:

Teorema 2.5.3 Seja O uma orbifold. Sejam Uy e Uy dois abertos de O tais
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que U1UUy = O e UyNU, € conezo. Entao m(0) é obtido adicionando-se ao
produto livre m (Uy) %1 (Us) as relagoes 11 % (2) = 19% (2), Vz € m (U NUy),

onde vt : U1 NUy — Uy ety : U NUy — Uy sao as inclusoes.

Exemplo 2.5.4 Seja O a orbifold com espago subjacente Xo = T? — D,
onde T? € o toro e D é um disco aberto, e tal que OD € um circulo refletor,
ou seja, uma linha refletora fechada. Seja O1 C O uma orbifold cujo espacgo
subjacente Xo, € uma vizinhanga produto de 0D, coneza e aberta. Assim

O, tem grupo fundamental
1(01) = Zx Ty =<d,e; e =1, [dye] = 1> .
Seja Oy = O — 0D. Logo,
m(02) =<a,b,c;a,b] =c> .

Usando o teorema de Van Kampen, identificando ¢ com d, temos m1(0) = <

a,b,c,e; [a,b] = ¢, [c,e] =1, €2 = 1>. De forma simplificada,

m(0) =<a,b,e; [[a,b],¢] =1, e* =1> .
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2.6
A Caracteristica de Euler

Outro invariante de espagos topoldgicos que € estendido para orbifolds
¢ a caracteristica de Euler. Seja O uma orbifold e Xy seu espaco subjacente.
Triangule X por simplexos C;, @ € I, I conjunto de indices, de tal forma
que o grupo associado a cada ponto de um dado simplexo é constante em seu
interior. Essa triangulacao ¢ um homeomorfismo entre Xp e um complexo
simplicial (vide [1], p.121).

Definicao 2.6.1 A caracteristica de Fuler de uma orbifold O € dada por

(_ 1)dzm(Cz)

X0 =2 rET

iel
onde | I'(C;) | € a ordem do grupo T'(C;) associado ao simplexo C;.

Diferentemente do caso para espagos topoldgicos, a caracteristica de Euler

de uma orbifold pode nao ser um inteiro.

Exemplo 2.6.2 Se 1, 72 e 3 sdo retas em E* que formam um tridangulo
com todos os angulos internos iguais a 7/3, e I' é o grupo gerado pelas re-
flexoes nessas retas, Az 33 = E?/T é uma orbifold que admite a triangulagdo
da Figura 2.11, onde Vi, V5 e V3 sao simplexos de dimensao zero com grupo
diedral Dg associado, por serem pontos de quina, Ay, Ay e A3 sao simplexos
de dimensdo um com grupo Zo associado, por serem linhas refletoras, e F
¢ um simplexo de dimensao dois com o grupo trivial associado. Logo, pela
Proposicao sequinte,
1 1

Asss) = 3— — 3= 41—
X(As33) 32'3 32 + 0

Observando a demonstracao do Lema 2.4.3, vemos que essa orbifold é

recoberta por S*(3,3,3) por duas folhas. Logo, pela proposicio sequinte,

x(5%(3,3,3)) = 0

Proposicao 2.6.3 Se (5,p) ¢ um recobrimento por d folhas de uma orbi-

fold O, entio x(O) = d x(0).

Demonstracao: Triangule Xo por simplexos C;, ¢ € I. Assim, se C; é um

simplexo em X, sua pré-imagem ¢ uma uniao de simplexos C}, ..., C]* C X5
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N

As Vs

Figura 2.11: Triangulando a orbifold Aj s 3.

de mesma dimensao e disjuntas. Isso, feito para todo simplexo em Xp,

determina uma triangulacao em X5. Observe que

NN (eS . IR T
d_;m@j” s ATy —;‘”Ci)‘

para cada simplexo C; em Xp. Assim,

X(0) = Y)Y @) = dx(0).

el

Usando este resultado, podemos obter uma férmula geral para a
caracteristica de Euler de orbifolds fechadas de dimensao dois. Observe que
x(D?) =1, x(S*) = 0 e que a caracteristica de Euler de um cone de ordem
q é 1/q. Assim, se O é uma orbifold cujas tnicas singularidade sao n pontos
de cone de ordens ¢y, ..., g, cada um, entao

- 1

X(0) = x(Xo) = n+ 30— = x(Xo) = > (1 - ).

Se, além desses pontos de cone, O possuir m refletores de quina de ordens

211, ..., 21y, entao
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que é conhecida como Formula de Riemman-Hurwitz. Essa forma é fa-
cilmente obtida a partir da anterior dobrando-se Xp ao longo do bordo,
aplicando a Proposicao 2.6.5 e observando-se que os m refletores de quina
tornam-se m pontos de cone enquanto que os n pontos de cone tornam-se
2n pontos de cone.

Dizemos que uma orbifold O™ possui estrutura parabdlica, eliptica

ou hiperbdlica se O pode ser escrita com o quociente de, respectivamente,
E™ 8™ ou H™ por um grupo de isometrias. O seguinte teorema, devido a
W.Thurston ([18], Se¢ao 13), ¢ uma extensao do teorema de Gauss-Bonnet

para superficies:

Teorema 2.6.4 Seja O uma orbifold de dimensao dois fechada. Entao,

— O € boa < O possui estrutura eliptica, parabolica ou hiperbolica;
- x(0) < 0< O tem estrutura hiperbélica;
- x(0) = 0 O tem estrutura parabdlica;

- x(0) > 0< O € md ou tem estrutura eliptica.

O que ¢ feito é classificar uma a uma as orbifolds O fechadas com x(O) > 0
e encontrar estruturas parabdlicas e elipticas para elas. Se x(O) < 1, é
construida uma estrutura hiperbdlica para O.

Outro resultado interessante e 1til é o seguinte:

Teorema 2.6.5 Toda orbifold boa, fechada e de dimensao dois, € finita-

mente recoberta por uma superficie.

Em [13], p.426, encontram-se indicagoes da prova deste teorema.
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2.7
Fibrados sobre orbifolds

Definigao 2.7.1 Um fibrado é uma estrutura composta por uma variedade
E, dita o espaco total, uma variedade B, dita o espaco base, e uma aplicagao
suave

n:E— B,

dita a projecao, juntamente com 0s sequinte objetos: uma variedade F', dita
a fibra, uma cobertura {U;};c; por abertos de B, onde J é um conjunto de

indices, e, para cada j € J, um difeomorfismo
¢j 0 '(Uj) > Uy x F

tal que o sequinte diagrama comuta:

U, x F <2 Y(U;)
\ ln
Uj

Cada par (Uj, ¢;),j € J, é dito uma trivializacdo, ou uma

carta trivializadora, de E. O conjunto {(U;, ¢;)}jes é dito um atlas de

trivializagoes de E. Se u € Uj, n '(u) é a fibra sobre u e é claramente
difeomorfa a F' por ¢;|,-1(,). Representamos um tal fibrado por (E, B, 1)
ou simplesmente 7. Podemos generalizar esta definicao a orbifolds como se

segue:

Definicao 2.7.2 Um fibrado sobre uma orbifold é wuma estrutura com-

posta por uma orbifold Og, dita o espaco total, uma orbifold Og, dita o

espaco base, e uma aplicacao suave

T]ZOE—>OB,

dita a projecao, juntamente com os sequintes objetos: uma variedade F', dita
a fibra, uma cobertura {U,};e; por abertos de Op, onde J é um conjunto de
indices e U; € difeomorfo, por carta (U;, ¢;) do atlas de Op, a ﬁj/Fj, I';

grupo finito agindo no aberto ﬁj C R, e, para cada j € J, um difeomorfismo

by N U;) — (U; x F)/T,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0114290/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0114290/CA

Geometrias de Thurston e Fibrados de Seifert 40

onde a acao de I'; em ﬁj X F' € eqiiivariante com relagao a projecao
Dj: ﬁj X F'— ﬁj,
ou seja,
pi(v-(ww) = v-pj(wz) = y-u, Y(uz)elyxF,

e tal que o sequinte diagrama comuta:

ﬁjXFH(ﬁjXF)/Pj i

Uj U;/T; Uj

Cada par (Uj, ¢;),5 € J, é dito uma trivializagdo, ou uma

carta trivializadora, de Og. O conjunto {(Uj, ¥;)}jes é dito um atlas

de trivializagoes de Op. Se u € U;, n~'(u) é a fibra sobre u, e é difeomorfa
ao quociente de F por um grupo finito, sendo portanto uma orbifold.

Representamos um tal fibrado por (Og, Opg, 1) ou simplesmente 7.
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