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4
As Oito Geometrias

Mencionamos na introducao que cada uma das oito geometrias mo-
delo é representada por uma variedade riemanniana simplesmente conexa
(teorema de classificagdo de Thurston). Neste capitulo descrevemos breve-
mente cada uma destas oito variedades. Uma estrutura importante nesse
estudo é a de uma conexao num fibrado principal. Conforme veremos na
Sec¢ao 4.1, um fibrado principal é um fibrado cuja fibra é o grupo estrutural
(Definigdo 4.1.1) e este age na fibra por multiplicacdo a esquerda. Uma co-
nexao nesse fibrado (Defini¢ao 4.1.9) é um campo de planos transverso as
fibras que, num certo sentido, é compativel com a agao do grupo estrutural.
A curvatura de uma conexao é uma 2-forma diferencial definida na base do
fibrado principal e com valores na algebra de Lie do seu grupo estrutural.
Esta 2-forma nos da uma medida da nao integrabilidade da conexao. Uma
conexao € integravel, ou seja, é tangente a alguma folheacgao, se e s se a

sua 2-forma curvatura é identicamente nula (Proposi¢do |/.1.15).
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4.1
Fibrados (G, X)) e conexdes

Definicao 4.1.1 Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade X.
Dizemos que G € grupo estrutural de um fibrado (E, B, n) com fibra X, se

(E, B, n) tem um atlas de trivializagoes {(U;, ¢;)}jes,
¢j 0 (Uj) — Uy x X,
tal que sempre que U;NU; # 0 para i,j € J,
Vi = g0, (UiNUj) x X — (U;NU;) x X
¢ dado por
Yij(u, ©) = (u, y5(u) -x), VoeeX,VueUnU;

onde a aplicacao

’yij:UiﬂUj—>G,

¢ suave e chamada de aplicacao de cociclo.
Se (E, B, n) tem fibra X e grupo estrutural G, (E, B, n) € dito um
fibrado (G, X). Se (E, B, n) é também um fibrado (H, X), onde H € um

subgrupo de G, dizemos que este fibrado admite uma reducdo ao subgrupo

H. Um fibrado (G, G), onde G age por multiplicacdo a esquerda, € dito um
fibrado principal G.

Exemplo 4.1.2 O Fibrado produto
Se G é um grupo de Lie agindo em X e B € uma variedade, (B x X, B, m),

onde € a projecao na primeira coordenada, € dito um fibrado produto.

Exemplo 4.1.3 A Faixa de Mobius

Seja I = 10,1] e seja Cy = {id, p} o grupo ciclico de ordem dois agindo
nao trivialmente em I. A faiza de Mébius € obtida do produto I x I com
identificagao (1,t) =~ (0,p(t)) e € um fibrado (Co,1).

Definigao 4.1.4 Sejam X wum espago wvetorial e GL(X) o grupo
dos isomorfismos lineares de X. Um fibrado (GL(X), X) € dito um

fibrado vetorial.

Notagao: Se X = R™ (ou C"), GL(X) é denotada por GL(n, R) (ou, respec.,
GL(n, C)).
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Exemplo 4.1.5 O Fibrado tangente
O fibrado tangente, TM, de uma variedade M de dimensao n é um fibrado

vetorial (GL (n, R), R™) sobre M. A escolha de uma métrica riemanniana
para M determina uma redugdo ao subgrupo O(n) < GL (n, R) dos isomor-
fismos lineares ortogonais. Se M tem uma métrica riemanniana, T*M, o
fibrado tangente unitdrio de M, é um fibrado (O(n), S*™1), onde S"™! é a

esfera unitdria com centro na origem de R™.

Definigao 4.1.6 Sejam (Ey, By, m) e (F2, B, n2) dois fibrados (G, X).
Dizemos que (Ey, Bi, m) e (Ea, By, 1n2) sdo isomorfos se existem difeomor-
fismos f: Ey — FEy e f: By — By tais que

E14f>E2

-,k

314>Bg

comuta e, se (Uy, ¢1) e (Us, ¢2) sdo trivializagoes de Ey e Es respectiva-
mente, sempre que Vo = f(U)NUy £ 0, Vi = f~1(V3), a aplicagdo

Pra=¢20 fo(pr ) VixX —Vax X
tem a forma
¢1,2 (U, 37) = (f|V1(u)> 7(“) ’ x)a
onde v : Vi — G € uma aplicagao suave.
Uma tal fé dita um isomorfismo entre (Ey, By, n1) e (Ea, By, 12).

Exemplo 4.1.7 Fibrados de referenciais lineares

O fibrado de referenciais lineares, L(M), de uma variedade M ¢é o fibrado

principal com grupo estrutural GL (n, R) e proje¢do que leva cada referen-
cial linear de T, M em x. Efcicz’l ver que GL (n, R) age simplesmente tran-
sitivamente em cada fibra de L(M). Assim, L(M) é um fibrado principal
GL (n, R) sobre M. Se M for uma variedade riemanniana, podemos analo-

gamente considerar o fibrado de referenciais ortonormais, P(M), que é um

fibrado principal O (n).

Se M for orientével, P(M) tem duas componentes isomorfas. Cada compo-
nente ¢ um fibrado principal SO (n), onde SO (n) < O (n) é o subgrupo dos

elementos que preservam orientacao.

Defini¢ao 4.1.8 Um fibrado (G, X) sobre base B ¢é dito um fibrado trivial

se € isomorfo ao fibrado produto B x X.
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Seja (E™™™  B"™ n) um fibrado (G, X). Definiremos, a partir de agora,
uma conexao neste fibrado. Seja 7 um campo de planos de dimensao n

transverso as fibras. Seja a > 0. Considere a curva
a:]0,a] — B, «a(0) = p, ala) = q.

E facil ver que O fibrado (E‘n—l(oa([o,a}))a 04([0, a]), 77|77—1(a([07a}))) é trivial por
ter como base um intervalo, sendo isomorfo ao fibrado produto [0,1] x X.
Entao 7 define em [0,1] x X um campo de retas transverso a folheacao

{t} x X. Um fluxo desse campo define um difeomorfismo
fa 1 X, — X,

onde X, e X, sdo as fibras sobre p e ¢ respectivamente. Sejam (U;, ¢;) e
(U;, ¢,) trivializacoes de (E, B, n) tais que p € U; e ¢ € U;. Se

Hy = ¢;o0 fao¢;1|{p}xX : {p} XX — {Q} x X,

entao h,, definido por

Ho(p, z) = (¢, ha(2)) ,

é um difeomorfismo da fibra X. Com essas notagoes temos:

Definigao 4.1.9 Se, para toda a curva « : [0,a] — B, h, € um elemento

do grupo estrutural G, dizemos que T € uma conexdo no fibrado (E, B, n).

Se v € X, fa(v) é dito o transporte paralelo de v ao longo da curva .

O elemento h, € G é chamado de holonomia da curva a. E claro que a
holonomia depende das trivializagoes escolhidas. Uma curva a : [0,1] — E
¢é dita horizontal se é tangente a conexao em cada ponto e vertical se é

tangente as fibras em cada ponto.

Definicao 4.1.10 Seja T'M o fibrado tangente de uma variedade M, com
uma conezxdo. Uma curva «y : [0, 1] — B € dita uma geodésica, se para todo

a € (0, 1], o transporte paralelo de +'(0) ao longo de v|jo,q € 7' (a).

Exemplo 4.1.11 Conexao de Levi-Civita
Seja P(M) o fibrado de referenciais ortonormais de wuma varie-
dade riemanniana M. Fsse fibrado admite uma conexao chamada de

conexao de Levi-Cwita determinada unicamente pela métrica riemanniana

(vide [9], p.55, e [7], p.158).
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Seja S uma superficie orientada com uma métrica riemanniana. Como
SO (2) age simplesmente transitivamente em cada fibra de TS, podemos
identificar 7'S com a componente conexa dos referencias ortonormais
positivos de S. Descrevemos, no que se segue, a conexao de Levi-Civita
em T'S. Na presenca de uma métrica, o conceito de geodésica pode ser
definido em fungao s6 desta métrica. Uma geodésica v é uma curva que
localmente minimiza distancias e é tal que ||7/(¢)|| é constante (vide [10]).
A nogao de transporte paralelo pode ser obtida da seguinte forma. Seja uma
geodésica

v:10,a] =5, 4(0) = z,7(a) =y, a>0.

Seja v € T,.S, um vetor sobre x. Se np : T'S — S é a projecao natural, defina

curva
a,:10,a] =TS, a,(0) = v,

de forma que «, seja levantamento de 7, isto é,

noay(t) = y(t),

e tal que

para todo t. Como S tem dimensao dois, essa curva esta bem definida. O
vetor a,(a) é o transporte paralelo de v ao longo de 7. Se considerarmos
transportes paralelos de v € T,S por todas as geodésicas partindo de =,
teremos uma superficie N, definida numa vizinhanca de v. Fazendo isso

para cada x € S, temos definida 7, a conexd@o de Levi-Civita em T'S, por
7o = T,(N,)NT*S.

As nogoes de transporte paralelo e geodésicas dessa conexao (defini¢oes
4.1.9 e/.1.10) coincidem com as que acabamos de definir em fungao sé da
métrica. A métrica candnica em TS ([9], p.79) é definida de forma que T
seja ortogonal as fibras e o produto interno de dois vetores em 7, coincida

com o produto interno das suas projecoes em T5,,)S.
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Passamos agora a definir a curvatura de uma conexao num fibrado
principal. Seja (E, B, n) um fibrado principal G com conexao 7. A curvatura
de 7 é uma 2-forma diferencial 2 no espaco base B com valores em G, a
algebra de Lie de GG, definida como se segue. Fixe b € B. Sejam u,v € T, B.
Podemos tomar extensoes locais X e Y de u e v respectivamente tais que X
e Y comutam. Levante X e Y a campos horizontais XeYem M , Ou seja,
X e Y sdo campos horizontais tais que dn(X) = X e dn(X) =Y. Como X e
Y comutam, para qualquer p € 71(b), o colchete de Lie [)z , lN/]p ¢ tangente

a fibra G e logo € identificado com um elemento de G.

Definicao 4.1.12 Defina a forma curvatura € em p por

0, (u,0) = 5 [X, V], € 6.

Por resultado em [7], p.78, verifica-se que esta definigdo independe das

extensoes X e Y tomadas (veja também [17], p.168).

Dizemos que um campo de planos é integravel se é tangente a uma
folheacdo de mesma dimensao. A integrabilidade de uma conexao esta
diretamente relacionada com a sua forma curvatura como mostra a seguinte

proposigao, cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [17], pp.177-178:

Proposicao 4.1.13 Uma conexao em um fibrado principal é um campo de

planos integravel se e s6 sua forma curvatura € identicamente nula.

Uma conexao num fibrado por circulos ou retas sobre uma superficie

é dita uma estrutura de contato se a sua forma curvatura nunca se anula.

Outra propriedade da curvatura é que, se o é uma curva fechada, homoto-
picamente trivial, na base B de um fibrado principal com conexao 7, entao

a holonomia h, é determinada pela forma curvatura de .

Proposicao 4.1.14 Sejam (E, B, ) e (E', B, 1) dois fibrados G princi-
pais com conexoes T e T' respectivamente, com formas curvatura 2 e §V
respectivamente. Suponha B simplesmente conexa. Se Q = € em cada
ponto de B, entao existe isomorfismo entre os dois fibrados que leva T em

7', Em particular, E € difeomorfo a E'.

Construimos um isomorfismo ¢ : E — E’ da seguinte forma. Fixe um

ponto b inB. Sejam E, C E e E; C E' as fibras sobre b. Sejam

(ﬁZEb—>G
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¢ E,— G

difeomorfismos induzidos pelas trivializagoes dos respectivos fibrados. Entao
temos difeomorfismo

f=¢""0¢:E— Ey.

Assim,

¢gofop™:G—G

¢ a identidade. Em outras palavras,
E,——~E
N /o
G
comuta.

Seja x € E. Queremos definir ¢(z). Tome curva

a:[0,1] — B,

a:[0,1] - E
levantamento horizontal de v em F tal que a(1) = z. Entao a(0) € E,. Seja
a':0,1] — £

levantamento horizontal de o em E’ tal que a’(0) = f(a(0)). Defina

Veja a Figura 4.1. A independéncia da curva « tomada vem do fato das
formas curvatura € e € serem iguais e de B ser simplesmente conexo. Dei-
xamos essa parte a cargo do leitor (Sugestdo: observe que, pela observacao
feita antes da proposicao, lacos homotopicamente triviais tém mesma holo-
nomia em F e F'.

Concluimos essa se¢ao com o seguinte resultado:

Teorema 4.1.15 Seja S uma superficie orientada com métrica riemanni-

ana de curvatura seccional constante igual a k. Seja ) a forma curvatura
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E, Enxy

o x |” TETC)] S~ B £ {8

Figura 4.1: Construindo o isomorfismo ¢ da Proposicao |4.1.14.

da conexdo de Levi-Civita em TS e w a forma volume em S. Entao

Q=kw

Este é conhecido como o Theorema Egregium de Gauss (vide [7], p.204).
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4.2
E3

Definimos o espaco euclideano, E™, como R™ com métrica dada por

ds® = daf + ...+ da?,

dita a métrica euclideana. A norma dada pela distancia do ponto a origem

¢ dita a norma euclideana. A curvatura seccional de E™ é constante e igual

a zero. Considerando a estrutura de espago vetorial de R", cada elemento
de Isom (E™) é da forma

vi—> Av+b,

onde b € R" e A € O(n), o grupo dos isomorfismos lineares ortogonais de
R". Se A = I, a identidade de R", a isometria acima é uma translacao
pura. Mudando a origem de R™ se necessario, podemos escrever cada
elemento de Isom (E™) que fixa algum ponto de E™ como v — Awv. O grupo
Isom (E™) age transitivamente em E™ e com estabilizador de ponto O(n),
cuja componente conexa da identidade é SO(n) < O(n), o subgrupo dos
elementos que preservam orientacao.

Uma variedade de dimensao n é dita euclideana se é escrita como
E™/G, onde G < Isom (E™). Nesse caso, G ¢ discreto e age livremente em
E". E interessante, entao, descrever as isometrias de £? sem ponto fixo. Se

g € uma tal isometria, temos trés possibilidades:

— g é uma translacao pura;

— g € uma translagao seguida de uma reflexdao por um plano paralelo a

direcao de translacao;

— ¢ é uma translacao seguida de uma rotacao em um eixo paralelo a

direcao de translacao.

E f4cil classificar todas as variedades euclideanas compactas de di-
mensao dois: sao elas o toro e a garrafa de Klein (vide [13], p.410). Em
dimensao trés isso é bem mais dificil e é feito em [17], pp.231-242, e em [13],
pp-443-448. Verifica-se também que se G < Isom (E?) ¢ discreto, cocom-
pacto e agindo livremente em FE3, existe uma direcdo, ou seja, uma familia
de retas paralelas em E?, invariante pela acao de G. Além disso, ' < G, o
subgrupo das translagoes puras, tem indice finito em G, sendo portanto o
grupo fundamental do toro 7% = S* x S x S, Entao E3/G é finitamente co-
berta por 7% = E3/I". Ambos os quocientes recebem folheacoes por circulos

induzidas pela familia de retas paralelas invariantes pela agao de G (vide
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[13]). No caso de T?, essa folheagao induzida ¢ a folheagao produto S* x T2
onde T? = S* x S! é o toro de dimensao dois.

Logo, se M ¢é uma variedade euclideana compacta de dimensao trés,
temos estrutura (M, O, n) de fibrado de Seifert proveniente de uma familia
de retas paralelas em E3. Como x(T?) = 0, pelas Proposicoes|2.6.5 e |2.6.4,
X(0) = 0 e, pela Proposi¢cao|3.4.6, e(n) = 0.
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4.3
53

Definimos S™ como a esfera unitdria com centro na origem de E™*!,
com a métrica induzida. A curvatura seccional de S™ é constante igual a um
e Isom (S™) é isomorfo a O(n + 1). As geodésicas (completas) de S™ sao os
circulos com centro na origem de E"! cada um dado pela interseccao de
S™ com um plano de dimensao dois que passa pela origem. A reflexdo num
plano 7w de dimensao n que passa pela origem induz uma isometria de S,
dita uma reflexao na esfera 7 N .S™ de dimensao n — 1 que, por sua vez, é

dita uma esfera geodésica . Tais reflexdes geram O(n + 1). Uma isometria

importante de S™ é a aplicagao antipoda
Az —x.

Esta isometria preserva orientacao se e sé se n é impar (n + 1 é par). O

quociente S/ <A>, dito o espago projetivo real de dimensao n, P", recebe

uma métrica induzida por S™ e é orientavel se e s6 se n é impar. O seguinte

lema nos sera util no futuro:

Lema 4.3.1 O tunico elemento de O(n+1) de ordem dois que age livremente

em S™ € a aplicacdo antipoda.

Demonstragao: Seja g € O(n + 1) de ordem dois agindo livremente em S™.
Seja x € S™. Mostremos que g(x) = —z. Por hipétese, g(z) # . Entao, se
g(x) # —x, temos um plano 7 de dimensao dois determinado por z, g(x)
e a origem de E™"!. Logo, g preserva m e também a geodésica v = N S™.
Como ¢ tem ordem dois, g?(x) = x. Mas g nao pode ser reflexdo de v por
agir livremente em S™. Logo, deve levar cada ponto de v em seu antipoda.

Portanto, g(z) = —x. O

Topologicamente, S™ é equivalente a R"™ U {oco} pela

projecao estereografica

P:S" - R"U{o0}

que descrevemos no que se segue. Considere R™*! com base ortonormal
candnica {ej, ..., e,11}. Seja o plano 0 =<ey, ..., e, >~ R". Construiremos
homeomorfismo

P:S"—oU{o0} = R"U{c0}.

Seja x € S™. Queremos definir P(z). Se x # e,y1, tome a reta r, em

R"™*! passando por z e e,,. Defina P(z) = r, No (Figura 4.2). Para que
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Figura 4.2: A projecao estereografica.

P seja homeomorfismo devemos definir P(e,;1) = oo, completando nossa
definicdo. Em particular, P(—e,1) = 0.

Trataremos agora do caso n = 3, que mais nos interessa. Segue aqui
um breve resumo do que faremos nesta secao. Inicialmente, daremos uma
descrigao da estrutura de anel em R* dada pelos quatérnios (H). As agoes
naturais & direita e & esquerda de S® C H em H sao feitas por isometrias
de E* que preservam orientacao. Logo, as acoes induzidas correspondentes
de S? em S® também sdo por isometrias de S® que preservam orientacao.
Veremos também que podemos usar tais acoes para redefinir os fibrados 7; 1
(fibrado de Hopf) e n—1 do Ezemplo [3.1.2, e para mostrar que SO(4),
a componente conexa que contem a identidade de O(4), é isomorfa a
S3 x S3/Cy, onde Cy =< (1,1), (—1,—1) > (Coroldrio [{.3.5). Outro

resultado importante é a identificacao
RP? ~ S3/<+1>~ SO(3) =~ T*S>

(Proposi¢ao [4.5.4) e a verificacao de que o grupo de todas as isometrias
de RP? que preservam orientacao é isomorfo a SO(3) x SO(3). Este fato ¢
usado em seguida na demonstragao de que toda variedade eliptica, ou seja,
escrita como quociente de S por um grupo de isometrias, é orientdvel e
tem estrutura de fibrado de Seifert com caracteristica de Euler nao nula,
sobre uma orbifold com caracteristica de Euler positiva (Teorema 4.3.8).
Finalmente, damos alguns exemplos de variedades elipticas. Passamos agora
a descrever ‘H, o anel dos quatérnios.

O anel H consiste-se de R?*, com a sua estrutura de espaco vetorial,

munido de um produto. A base {e;, es, €3, €4} de R* é usualmente denotada
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por {1, i, j, k} e o produto em H fica definido por
= =k*=—1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

O subespaco gerado por 1 ¢é identificado com R e seus elementos sao
chamados reais. Os elementos nao nulos do subespaco P = Ri + Rj + Rk

sao chamados quatérnios puros. O subespaco R + Ri é identificado com C e

o subespaco Rj + Rk ¢ denotado por C;. O produto ¢ associativo mas nao
comutativo e o centro de H é R. Observe que um quatérnio é puro se e so
se seu quadrado for um real negativo. Se ¢ = a + bi + ¢j + dk € H o seu

conjugado ¢é definido por
g=a—0bi—cj—dk.
Assim, qq é um real nao negativo. Definimos entao a norma de ¢ como

lq| = V44,

a qual coincide com a norma euclideana. Entao S® = {q € H; |¢| = 1}.
Defina P; = P N S3, os quatérnios puros de norma um.
Todo quatérnio z pode ser escrito de forma tnica como z = a + bg,

q € P1. Como |g| = 1 eP LR, podemos escrever,
z = Meosa+ gsena), A =|z| = Va® + b?,

para algum o € S'. Introduzimos entao a notacao z = \e®, que é uma
extensao da notagao andloga para os complexos. Com essa notagao, todo

elemento de S? é escrito como e®?, para algum ¢ € P e vale a propriedade

el . oPa — platBla — (Bra)a — Ba . pq

Lembremos que na Segdo [3.1 definimos S como {(z,w) € C?; |z|> +
lw]* =1} c C2

Proposigao 4.3.2 A aplicacao
C*—H

(z, w) — z + wj

¢ bijetora e determina uma equivaléncia entre S como subespaco de C?, e

S3, como subespaco de H.
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Demonstracao: Se z = a + biew = ¢ + di, a,b, c,déeR,
24+ wj = (a+bi)+ (c+di)j =a+ b+ cj+ dk,

ou seja, todo quatérnio pode ser escrito, de forma tnica, como z + wj, onde
z, w € C C 'H. Facilmente se verifica que esta aplicacao preserva a norma.
Logo, leva S? C C? em S? C H. O

E facil ver que S® C 'H age em H, tanto por multiplicacio &
esquerda quanto a direita, por isometrias que preservam orientacao. Assim,
as respectivas acoes induzidas de S® em S® também determinam isometrias
de S® que preservam orientacdo. O circulo unitdrio S' C C age por

multiplicacao & esquerda em S® C ‘H dada por
et (z + wj) = ez + e'wy,
que corresponde a acao em S® C C? dada por
e (z, w) = (e"z, e"w).
No entanto, a agao por multiplicacao a direita
(z + wj) - = ez + e "wj

corresponde a acao

it

(z,w) - e = (ez, e ™

w) .

Claramente, as duas agoes comutam. Vimos no FEzemplo \3.1.2 que as
orbitas da primeira e da segunda acao determinam, respectivamente, os
fibrados 111 (de Hopf) e m1—1. A agdo a esquerda determina rotagoes pelo
angulo ¢t em torno da origem nos planos C e C;, enquanto que a acao
a direita determina rotacoes, por t em C e por —t em C;. A Figura 4.3
mostra o fibrado de Hopf sob a projecao estereografica, escolhida de forma
que P(1) =0, P(i) = e3, P(j) = e1 e P(k) = ey, sem perda de generalidade.

Exercicio: Trace na Figura 4.3 o fluxo da acao a direita e mostre ge-

ometricamente que os dois fluxos comutam.

Proposigao 4.3.3 Os fibrados n11 (de Hopf) e n1.—1 sdo fibrados principais
St tais que S? induz na base S* a sua métrica candnica a menos de
multiplicagao por constante. Além disso, a conexao ortogonal as fibras de

M1 eni,—1 € uma estrutura de contato.
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Ai“-n' . a
s

Figura 4.3: O fibrado de Hopf sob a projecao estereogréfica.

Demonstracao: Demonstraremos esta proposicao para o caso do fibrado de
Hopf. A demonstracao para 7, _; é anédloga.

O fato de que o fibrado de Hopf é dado pela acdao a esquerda e® - 2
implica facilmente que ele é um fibrado principal S* sobre S2. Para ver isto
basta tomar um disco D C S? que seja secdo local e observar que o toro
soélido {e - D; t € R} é um produto S' x D tal que a agao acima coincide
com a acao canonica de S' em S' x D na primeira coordenada.

Como a agao que define 7, 1, o fibrado de Hopf, é feita por isometrias,
71,1 induz uma métrica riemanniana na sua base. O fato que esta métrica é,
a menos de multiplicacao por constante, a métrica canonica da esfera segue
do fato que a acao por multiplicacao a esquerda é transitiva e preserva
as fibras. Assim, S? com a métrica induzida tem curvatura constante. E
fato basico de geometria riemanniana que, a menos de multiplicacao por
constante, essa métrica é a usual da esfera.

Seja 7 a conexao ortogonal as fibras. Entao, como a acao a esquerda
por isometrias que preservam as fibras é transitiva, a curvatura de 7 é
constante. Esta constante é nao nula porque, caso contrario, pela Proposicao
4.1.1J, o fibrado de Hopf seria isomorfo ao fibrado produto S? x S'. Mas

S? x S, por nao ser simplesmente conexo, nao é difeomorfo a S%. O
Proposicao 4.3.4 A acdao por conjugacao
3 x 8% — g3

(z,2) > zw 2!
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define um homomorfismo sobrejetivo
@S — SO(3)
com nucleo <1, —1>. Em particular,

RP? ~ S%/ <1, —1>=~ SO(3).

Demonstracdo: Como a acao de S em S® do enunciado é por isometrias
que fixam o ponto 1, esta acao induz, pela derivada de seus elementos, uma
acao de S3 na esfera unitaria, S2, no espaco tangente a S no ponto 1, T1.5°.
Como esta acgao ¢é por isometrias que preservam orientacao, cada elemento
de S? determina um elemento de SO(3). Nao ¢ dificil ver que isso define um

homomorfismo

@ : S — S0(3).

Nos falta verificar a sobrejetividade de ¢ e determinar o seu ntcleo.

Observe que ¢ nao tem nenhuma propriedade especial em relacao aos
outros elementos de P;. Dado ¢ € Py, podemos tomar outra base ortonormal
positiva {1,q,r, s}, onde r,s € P;. Observe que podemos escolher r como
qualquer elemento de P; ortogonal a 1 e a ¢, e definir s = gr. Assim,
podemos considerar mais geralmente a acao a esquerda de S C R + Rq em
S3 por e? - 2 = ei z, e observar que ela se consiste de rotacoes pelo angulo
tem R + Rq e em Rr + Rs (As drbitas dessa acdo determinam um fibrado
de Seifert isomorfo, por uma isometria que preserva orientacao, ao fibrado
m1)- A acao a direita de S' C R + Rg em S? por z - e? = z e, consiste-se
de rotagoes por t em R 4+ Rq e por —t em Rr + Rs (as drbitas dessa acao
determinam um fibrado de Seifert isomorfo, por uma isometria que preserva
orientagdo, ao fibrado 7, _1). Dessa forma, a agao por conjugagao de S' em
P, determina isometrias

2 el ze @

que fixam R + Rgq e sao rotacoes por 2t em Rr + Rs. Como vimos, suas de-
rivadas induzem elementos de SO(3). Escolhendo g € P; apropriadamente,
obtemos qualquer elemento de SO(3).

Para verificar que o nicleo de ¢ é <1, —1 >, tome z € S tal que
©(z) = 1, o elemento identidade de SO(3). Entao,

zrzl=x, VreS?.
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Figura 4.4: A isometria z — €' x e % vista como uma composta de reflexoes.

Em outras palavras,

2x=xz, YreSs?,

ou seja, z pertence ao centro de S3, que é <1, —1> . O

Com as notagoes da demonstracao acima, a isometria x — ez e ',
sendo uma rotacao por 2t no plano Rr + Rs, translada a geodésica
(Rr+Rs)NS? = {ar +bs; |a]* +|b|* = 1}. Diferentemente das translagoes
em E?, que transladam uma familia toda de retas paralelas pelo mesmo
comprimento, essa isometria fixa a geodésica (R + Rq) N S3 = {e¥; t €
R} = {a + bg; |a]* + |b|* = 1}. Uma outra forma de ver essa isometria ¢ a
seguinte. Considere planos m; e mo de dimensao trés passando pela origem
de E* tal que o plano m; N my, de dimensao dois, é ortogonal a Rr + Rs,
sendo portanto igual a R + Rq. Sejam ¢g; e go reflexdes pelos planos m; e
o respectivamente. Se m; e my fazem um angulo ¢ entre si, g; 0 go € uma
rotacao por 2t no plano Rr 4+ Rs e fixa o plano m N m = R 4+ Rgq, sendo

portanto a isometria em questao (Figura 4.4).
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Corolario 4.3.5 A acao
(9% x §%) x §% — 52

(z,w), ) — zozw*

define um homomorfismo sobrejetivo
S? x S% — SO(4)

com nicleo Cy :=< (1, 1), (=1, =1)>. Em particular, SO(4) € isomorfo a
53 X SS/CQ.

Demonstracao: Temos que mostrar a sobrejetividade. Para isso basta ob-
servar que S® age transitivamente & esquerda (ou & direita) nele préprio.
Logo, a acao de S? x S? em S® do enunciado é transitiva. Por isso e pelo
que vimos na demonstracao da proposicao anterior, esta agao tem estabi-
lizador de ponto SO(3), obtendo-se assim qualquer isometria que preserva
orientacao.

Para verificar que o ntcleo do homomorfismo do enunciado é O,

observe que se (z,w) pertence a este nicleo, entao
zexw ' =x,Vre S,

Em particular, quando # = 1, zw™! = 1. Logo, 2 = w e caimos no caso da
Proposicao 4.3.4 O

A aplicagao ¢ : S — SO(3) da Proposicao 4.3.4induz uma estrutura
de fibrado de Seifert em SO(3) proveniente do fibrado 1, _;. Cada fibra do
fibrado 7, _1 é um recobrimento duplo de uma fibra em SO(3). Temos a

seguinte proposicao:

Proposicao 4.3.6 Com a estrutura de fibrado de Seifert induzida pelo
fibrado 0y 1, SO(3) =~ RP? € isomorfo a T'S?, o fibrado tangente unitdrio
de S2.

Demonstragdao: Com as notacoes da Proposicao |4.3.4, p(e') é o elemento de
SO(3) dado pela derivada de z — e xe ™, z € P; em 1. Seja xy um dos
dois pontos fixos de ¢(e'). Fixe um vetor vy € TS? sobre zy. A agao de
SO(3) em T'S? pela derivada de seus elementos é simplesmente transitiva.

Podemos entao fazer a identificagao SO(3) &~ T1S5? pela aplicagao seguinte:

Y SO(3) — T'S?
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f — df(vo) .

Mostremos que
Yop: S —TS?

leva cada fibra do fibrado 7;,_; em fibra de T'S?. Seja z € S®. Por definigao,
P o p(2) = d(e(z))ve € T'S?. Por construgao do fibrado 7; _1, para todo
t, ze pertence & mesma fibra que z. Devemos mostrar que 1) o p(z) e

Y o p(ze') pertencem a mesma fibra de T1S%. Como ¢ é homomorfismo,

p(ze) = p(2) o p(e"). Logo,
Yop(ze')=d(p(z))d(p(e")) vy

Mas, como xy ¢ um ponto fixo de ¢(e) e vy é um vetor sobre o,
vy = d(p(e")) vy também é um vetor sobre xg. Logo, 1o ¢(z) = d(p(2)) vy
eop(ze) = d(p(z)) v pertencem a mesma fibra de 7152 O

Proposicao 4.3.7 A acdo

(SO(3) x SO(3)) x RP® — RP?

(z, w), 2) — zzw™*

onde fazemos a identificagio RP3? =~ SO(3), induz um isomorfismo entre
SO(3) x SO(3) e Isom™ (RP?).

Demonstracdo: A acao acima é transitiva e com estabilizador de ponto

SO(3) pelo que ja vimos. O

Teorema 4.3.8 Toda variedade eliptica M de dimensao trés é orientdvel
e possui uma estrutura de fibrado de Seifert (M, O, n) tal que e(n) # 0 e
x(0) > 0.

Demonstracao: Nao é dificil mostrar que toda isometria de S® livre de pontos
fixos é homotodpica a aplicagao antipoda. Entao ambas possuem o mesmo
grau. Como observamos no inicio dessa se¢ao, por 3 ser impar, a aplicagao
antipoda em S® preserva orientacdo. Logo, toda isometria de S® livre de
pontos fixos também preserva orientacao e, em conseqiiéncia disso, toda
variedade eliptica é orientavel.

Mostremos a segunda afirmacao do enunciado. Para isso mostraremos
inicialmente que toda variedade M = RP3/H, onde H é subgrupo discreto
de RP3, possui uma estrutura de fibrado de Seifert. Como H sé contem

elementos livres de pontos fixos, pelo que vimos no paragrafo anterior, todo
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elemento de H preserva orientacao. Logo, pela Proposicao |4.5.7, podemos
escrever H < SO(3) x SO(3). Sejam p; e py as projegdes de SO(3) x SO(3)
nas primeira e segunda coordenadas respectivamente. Thurston mostra em
[17], p.246, que se I'; = p;(H), i = 1,2, entao pelo menos um dos I';’s é
ciclico. A demonstracao disso usa a classificagao dos subgrupos finitos de
SO(3) (vide [20], pp.83-87, ou [17], p.245-246). Usando esse fato podemos

mostrar o seguinte lema:

Lema 4.3.9 Seja H < SO(3) x SO(3) discreto e agindo livremente em
RP3. Entao SO(3) x SO(3) possui um subgrupo H' que € isomorfo a SO(2)

e comuta com a acdo de H em RP3.

Demonstra¢ao do lema: Suponha, sem perda de generalidade, I'y < SO(3)
ciclico. Entao, I's é gerado por uma rotagao em torno de um certo eixo.
Seja H' =~ SO(2) o conjunto das rotagoes neste eixo. Entao todo elemento
(1,9), g € H' comuta com todos os elementos de SO(3) x'y. Mas SO(3) xI'y
contém H. Logo, {1} x H', que chamaremos também de H', comuta com
H. 0O (Lema)

Observe que H' induz uma folheacao por circulos em RP3. Como H’
comuta com H, essa folheagao induz uma folheacao também por circulos
em M = RP3/H. Como vimos no Capitulo |3 (teorema devido a Epstein,
[3]), por M ser compacta, esta folheagao é um fibrado de Seifert.

Suponha agora que M seja uma variedade eliptica que nao pode
ser escrita como quociente de RP3 por um grupo de isometrias. Entao
m (M) < O(4) nao contem a aplica¢ao antipoda, A. Como A comuta com
todo elemento de O(4), a agao de A em S3 desce a M. O lema seguinte

implica que M possui estrutura de fibrado de Seifert.

Lema 4.3.10 Se M ¢ uma wvariedade eliptica de dimensdo trés tal que
w1 (M) ndo contem A, entao M/ < A > € uma variedade duplamente

recoberta por M.

Demonstragao: Devemos mostrar que M/ < A> é variedade. Para isso, basta
mostrar que A nao fixa nenhum ponto de M. Suponha por absurdo que A
fixe algum ponto de M. Entao existe g € (M) e x € S® tal que g(z) = —=z.
Logo, ¢*(z) = = o que implica ¢g? = id, j4 que m (M) age livremente. Mas,
pelo Lema [4.5.1, g é a aplicacao antipoda, contrariando o fato que (M)

nao contem A. O (Lema)

Para completar a demonstracao do teorema, resta mostrar que se

(M, O, n) é uma estrutura de fibrado de Seifert em uma variedade eliptica


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0114290/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0114290/CA

Geometrias de Thurston e Fibrados de Seifert 75

Figura 4.5: A esquerda, o espaco de lentes sob a projecao estereografica.
A direita, este mesmo espaco obtido pela identificacao dos bordos de uma
“lente”.

M, entao x(O) > 0 e e(n) # 0. Observe que O tem como recobrimento uni-
versal uma orbifold fechada. Mas as tnicas tais orbifolds sao S%, S?(p), p > 1
e S%(p,q), p,q > 1 primos entre si. Entao, pelo Teorema [2.6.4, x(O) > 0.
Por outro lado, se tivéssemos e(n) = 0, pela Proposi¢do |3.4.6, teriamos
(M, O, n) finitamente recoberto pelo fibrado produto S! x F, para alguma
superficie fechada F. Mas isso é um absurdo porque S® nio é recobrimento

de S! x F'. Isso conclui a demonstracao do Teorema 4.5.8. O

Exemplo 4.3.11 Espacos de lentes
Infinitas variedades elipticas podem ser obtidas da sequinte forma. Dados

inteiros a,b > 0, primos entre si, defina

27wa ;

)\(175265Z

Se identificarmos cada ponto (z,w) € S* C C com (A142, \pgqw) temos

um espago de lentes (vide [17], pp.37-38). A variedade obtida pode ser vista

como uma “lente” onde o bordo inferior é identificado com o superior por

uma rotagao pelo angulo 2mp/q (Figura 4.5).

Exemplo 4.3.12 O espago dodecaedral
Se fizermos a identificagao de faces opostas de um dodecaedro regular por

uma transla¢ao radial sequida de uma rotagdo por 1/10 de volta num mesmo
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Figura 4.6: O espaco dodecaedral.

sentido (Figura 4.6), temos, conforme veremos a seguir, uma variedade

eliptica, chamada de espago dodecaedral (ED ).

Usaremos o teorema de Seifert-Threlfall ([14], p.208) para mostrar que
ED é realmente uma variedade. Esse teorema afirma que um espaco obtido
pela identificacao por pares de faces de um poliedro de forma a preservar
orientacao das arestas ¢ uma variedade se e so se a caracteristica de Euler
desse espaco resultante é zero. As doze faces do dodecaedro sao identificadas
duas a duas, formando seis grupos de dois. Cada face do dodecaedro tem
cinco arestas como bordo e cada uma dessas arestas é bordo de duas faces.
Assim temos 12.5/2 = 30 arestas identificadas em dez grupos de trés. Pelo
mesmo raciocinio temos 12.5/3 = 20 vértices identificados em cinco grupos

de quatro. Logo, a caracteristica de Euler de ED ¢é
5-10+46—-1=0.

Nos falta agora dar uma estrutura eliptica a £ D. Para isso precisare-

mos do conceito de poliedro eliptico regular ou poliedro em S3. Um n-gono

(poligono de n lados) eliptico regular é uma curva fechada dada pela unido

de n segmentos (ditos os lados, e cujos pontos extremos sao ditos os vértices),
de mesmo comprimento, de diferentes geodésicas de S? delimitando uma su-
perficie convexa que é parte de uma esfera geodésica. Um n-edro (poliedro

de n faces) eliptico regular é uma uniao de n subconjuntos convexos de dife-

rentes esferas geodésicas, ditos as faces, cujos bordos sao poligonos elipticos
regulares (e cujos vértices sao ditos os vértices do poliedro), todos com o
mesmo numero de lados (ditos as arestas do poliedro) e mesmos compri-
mentos de lado, delimitando um subconjunto convexo de S®. O centro de

um poliedro regular é o ponto médio de seus vértices. Qualquer poliedro
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regular (euclideano) conhecido pode ser construido em S3. Dado zy € 53
podemos facilmente construir um poliedro eliptico regular com centro xg.
Isso é deixado a cargo do leitor. Como sugestao, tome uma esfera S, de raio
r,0 < r <, em torno de zy (conjunto dos pontos de S® que distam r de zg)
e escolha apropriadamente, em S,., os vértices do poliedro eliptico. Assim,
ve-se facilmente que o centro de um poliedro regular eqiiidista de todos os
seus vértices. Esta tal distancia é dita o raio do poliedro. O poliedro com
vértices em S, tem raio r.

Quando o raio de um poliedro eliptico regular tende a zero, este
poliedro se aproxima do euclideano. Sabemos que os angulos diedrais do
dodecaedro euclideano regular sdo menores do que 27 /3. Quando o raio
tende a 7, o poliedro se aproxima de uma esfera geodésica. Assim, os
angulos diedrais do poliedro se aproximam de 7. Entao, por continuidade,
podemos construir um dodecaedro eliptico regular com um raio tal que os
angulos diedrais deste poliedro sejam iguais a 27 /3. Refletindo seguidamente
este dodecaedro pelas suas faces (na realidade, pelas esferas geodésicas que
contém as suas faces), obtemos um ladrilhamento de S® pelos subconjuntos
convexos determinados pelos dodecaedros. Se I' é o grupo gerado pelas

reflexoes pelas suas faces, temos ED = S3/T.
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HZ

Figura 4.7: As geodésicas de H>.

4.4

O espaco hiperbdlico, H?, representa a mais rica das oito geometrias.
A maioria das variedades de dimensao trés que admitem uma estrutura
geométrica modelada por uma geometria modelo sao hiperbdlicas, ou seja,
sdo escritas como quociente de H? por um grupo discreto de isometrias.
Devido a complexidade da geometria hiperbdlica, nessa secao nos limita-
remos a tratar de alguns fatos basicos. Para um estudo mais profundo do
tema vide [17], pp.43-108, [18] e [2]. Comegaremos nosso estudo por H?
o plano hiperbdlico. Daremos énfase ao estudo dos grupos de isometrias
de H? e de H? que preservam orientacao. Identificamos o primeiro grupo
com PSL (2, R) e o segundo com PSL (2, C). Nas Proposi¢coes|f.4.5el].4.5
estudaremos a comutatividade dos elementos de PSL (2, R) e PSL (2, C)

respectivamente.

O plano hiperbélico, H?, é definido como o semi-plano R2 = {(z, y) €
R% y > 0} com métrica dada por

dr? + dy?
2 _
ds — T .

A curvatura de H? é constante igual a —1. As geodésicas (completas) de H?
sao os semi-circulos com centro em OR? = {(z, y); y = 0} e as semi-retas
verticais partindo de IR2 (Figura 4.7).

De forma geral, definimos H"™ como o semi-espaco R} =
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Figura 4.8: As geodésicas de H?®.

{(z1, ..., z,) € R™ z,, > 0} com métrica dada por

Js — de? + ... + da?

2
Tn

Assim como no caso bi-dimensional, a curvatura seccional é constante
igual a —1. Observe que qualquer plano vertical de dimensao dois em
H™ é isométrico a H?. Dai nao ¢ dificil ver que as geodésicas de H™ sao
os semi-circulos que interceptam OR? = {(z1, ..., z,) € R" z, = 0}
ortogonalmente, e as semi-retas verticais partindo de (9]1_%1 (Figura 4.8).
Por defini¢ao, o produto interno em 7, H" é, a menos de constante
multiplicativa, o produto interno da métrica euclideana. Assim, o angulo
entre dois vetores em T,R" é o mesmo tanto com a métrica euclideana

quanto com a hiperbdlica.
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Figura 4.9: O disco de Poincaré de dimensao dois com suas geodésicas.

Um outro modelo para H™ é o disco de Poincaré, que se consiste do

interior D™ do disco unitario, com métrica dada por

4

ds? =
TTO-@ + .+ a2)]

5 (daf + ..+ da}).

As geodésicas desse modelo sao arcos de circulos que interceptam ortogonal-
mente o bordo dD" e os didmetros D" (Figura 4.9). A constante multipli-
cativa 4 na expressao acima garante que D™ seja isométrico a H™ (vide [17],
p.54). Sob essa correspondéncia, D™ corresponde a OH" = IR U {oc}.
Cada ponto de 9H™ é dito um ponto no infinito. Freqiientemente nos refe-
riremos a H" := H™UOH". Geodésicas serdo vistas como um subconjunto
de H™ de forma natural e isometrias de H™ como aplicacoes de H™ em H".

Observe que dois pontos em JH" determinam uma unica geodésica de H".

Definicao 4.4.1 Seja S C E™ a esfera de dimensao n — 1, raio r e centro
O € E™. A aplicagdo
f:E"—{0O} - E"

¢ dita uma inversao em S se f leva cada ponto P € E™ — {O} no ponto P’

—
da semi-reta OP tal que
1P = Ol[||P" = O] = r*.

Veja a Figura 4.10.
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Figura 4.10: A inversao numa esfera de dimensao n — 1 em E™.

Essa aplicacao fixa os pontos de S e leva o interior de S — {O}
no exterior dessa esfera, e vice-versa. Além disso, pode-se mostrar que f
preserva qualquer esfera que intercepta S ortogonalmente.

A restricdo de uma inversao em uma esfera com centro em JR’ ao
semi-espaco R’} define uma isometria de H". Qualquer reflexao por um
plano vertical de dimensao n — 1 em E" também induz uma isometria de
H". Este plano pode ser pensado como uma esfera de raio infinito. Assim,
esta reflexao pode ser vista como uma inversao de tal esfera. Em razao disso,
consideraremos aplicagoes de H" induzidas por tais reflexoes e por inversoes

de E™, como sendo todas de um mesmo tipo, e chamaremos a esse tipo de

reflexdo de H™ (por um semi-plano ou por uma semi-esfera, conforme o

caso). Observe que cada reflexdo de H", vista como uma aplicacdo de H",
preserva OH". Uma reflexao por uma semi-esfera com centro em OR"} leva
o0 seu centro no ponto oo e vice-versa. Ja uma reflexao por um semi-plano,
fixa oo.

As reflexdes de H™ geram Isom (H™). Comecemos com o caso
bi-dimensional. O grupo Isom™(H?) ¢ identificado com PSL (2, R) =
SL(2,R)/ < I,—I > (vide [2], p.24), onde SL (2, R) é o grupo das ma-
trizes reais 2 X 2 com determinante igual a um e I é a matriz identidade. A
demonstragao da proposicao seguinte nos da uma descricao geométrica do

grupo Isom™ (H?).
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Figura 4.11: A transitividade da acao do grupo gerado pelas reflexoes de
H?.

Proposigao 4.4.2 Qualquer elemento de Isom (H?) é composta de no
mdzimo trés reflevoes. Qualquer elemento g € Isom™(H?) é composta de

no maximo duas reflexoes e temos trés possibilidades:

~ g tem wm 1inico ponto fizo, p, e esse ponto pertence a H? (nesse caso

g € dita uma isometria eliptica ou uma rotagao em torno de p);

— g tem um 1inico ponto fizo e esse ponto pertence a OH? (nesse caso g

¢ dita uma isometria parabdlica);

— g tem somente dois pontos fixos, q; € g2, € esses pontos pertencem a
OH?. Além disso, g age por transla¢io na geodésica v determinada

por q1 e g2 (nesse caso g € dita uma isometria hiperbolica ou uma

translagao ao longo de 7).

Demonstracao: Seja G o grupo gerado pelas reflexdes em H?. Queremos
ver que G = Isom (H?). Primeiro mostremos que a agao de G é transitiva.
Dados dois pontos distintos x e y em H?, é possivel encontrar uma reflexao
que leve x em y pelo que se segue. Seja v a geodésica passando por z e y. Seja
p o ponto médio entre x e y. Podemos tomar a geodésica 7 que passa por
p e é ortogonal a v (Figura 4.11). Assim, a reflexdo por 7/ (observe que, em
dimensao dois, as semi-esferas e os semi-planos verticais sao as geodésicas)
leva z em y.

Se f € Isom (H?), entao f é determinada por df,, a sua derivada em
x. Entao, basta mostrar que o estabilizador de = (e, por transitividade, de
qualquer ponto de H?) pela agao de G' é O(2). Mas isso ¢ evidente dado

que qualquer reflexao de T, H? é induzida por uma reflexao de H? que fixa
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Figura 4.12: Uma isometria eliptica em H2.

x, e O(2) é gerado por reflexdes. Na realidade, cada elemento de SO(2) é
uma composta de duas reflexdes e a cada elemento de O(2) — SO(2) é uma
reflexdao. Logo, G = Isom (H?). E facil ver também que cada elemento de
Isom™ (H?), o conjunto das isometrias de H? que revertem orientagao, ¢ uma
composta de no maximo trés reflexdes, e que cada elemento de Isom™ (H?),
o grupo das isometrias de H? que preservam orientacao, é composta de no
maximo duas reflexdes.

Mostremos agora a ultima afirmagao do enunciado, ou seja, a classi-
ficacao dos elementos de Isom™ (H?). Sejam g, e g, reflexdes por geodésicas
distintas y; e 7, respectivamente. A tnica forma de g := g¢; o gy fixar
algum ponto de H? é se y; Ny, # 0. Nesse caso, g fixa o tinico ponto

p € 11MN72 e g ¢ chamada uma isometria eliptica ou uma rotacao hiperbdlica

(Figura 4.12). A razao dessa denominagao vem do seguinte fato. Seja « o
angulo de intersecao entre v; e v5. As derivadas dg; e dgs em p sao reflexdes
por retas Tpyyy C T,H? e T,y2 C T,H? respectivamente. Como essas retas
interceptam-se num angulo «, dg = dg; o dgs é uma rotacao por 2a em
T,H? e 2a ¢ dito o angulo de rotacao de g.

Se v, intercepta v, em um ponto ¢ € 0H?, v, e ¥, sdo ditas paralelas e,
nesse caso, ¢ o go fixa ¢. Chamamos uma isometria desse tipo de parabdlica
(Figura 4.153).

Se v, ndo intercepta ¥, nem mesmo em OH?, v, e v, sao ditas

ultra-paralelas. Nesse caso, podemos encontrar uma tunica geodésica v que

intercepta 7y, e 7, ortogonalmente. Entao, tanto g; quanto g, preservam ~.
Sejam p; e ps os pontos de interseccao de v com 7; e v, respectivamente.
A distancia d entre v; e v, é dada pelo segmento de ~ entre p; e ps. E facil
ver que g, vista como uma aplicacdo de H? em H?, fixa os dois pontos de

~ no infinito e translada ps por 2d na direcao de v e no sentido p; para ps.
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Figura 4.14: Uma isometria hiperbdlica em H?2.

Logo, todo ponto de « sofre uma tal translacao. Uma isometria desse tipo
é chamada de hiperbdlica ou uma translagdo ao longo de v (Figura 4.14).
Se 7, e 72 nao sao ultra-paralelas, nao é possivel encontrar uma
geodésica ortogonal a ~v; e 7o simultaneamente. Isso porque uma tal
geodésica determinaria, juntamente com 7; e 79, um triangulo cuja soma
dos angulos seria maior ou igual a 7. Mas todo triangulo em H? tem soma
dos seus angulos menor do que 7 (vide [13], p.416). E facil ver que sem uma

tal geodésica nao é possivel que g fixe dois pontos no infinito. O

Se g € Isom™ (H?), defina Fix (g) como o subconjunto de H? dos
pontos fixos por g. Pelo visto acima, Fix (g) determina se g é uma isometria

eliptica, parabdlica, ou hiperbdlica.

Proposigao 4.4.3 Sejam g¢1,go € Isom™ (H?). Entdo g1 e go comutam
se e s se Fix(g1) = Fix(g2). Além disso, o conjunto dos elementos de
Isom™*(H?) que comutam com g, € um grupo abeliano isomorfo a St se g

¢ rotacao e a R caso contrdrio.

Deixamos a cargo do leitor a demonstracao desta proposicao (Su-

gestao: mostre que go(Fix (¢1)) = Fix (g1)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0114290/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0114290/CA

Geometrias de Thurston e Fibrados de Seifert 85

Tratemos agora de H*. O grupo Isom (H?) é gerado por reflexoes em
semi-esferas com centro em 9H?3, onde os planos verticais sdo pensados
como esferas. A demonstracao desse fato é uma generalizacao do caso bi-
dimensional demonstrado na Proposicao |4.4.2.

Um eixo de g € Isom (H?) é uma geodésica preservada por g. Lembre
que PSL(2,C) = SL(2,C)/ <1I,—I>, onde SL(2,C) é o grupo das
matrizes complexas 2 X 2 com determinante um e I é a matriz identidade.

Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 4.4.4 O grupo Isom™(H?) ¢ isomorfo a PSL (2, C). Se g €

Isom™ (H3) temos as sequintes possibilidades:

— g tem um unico eixo vy, firo ponto a ponto, e nenhum ponto fixo fora

de 7y (nesse caso g € dita uma isometria eliptica ou uma rota¢ao em
);

— g tem um unico eixo y e age em 7y por translagao. Os unicos pontos

fizos de g sdo os dois pontos de v N OH? (nesse caso g € dita uma

isometria hiperbdlica);

~ g ndo tem eixo e tem somente um ponto fizo, que pertence a OH3

(nesse caso g € dita uma isometria parabdlica).

Para uma demonstracao dessa proposicao vide [2], pp.24, 31, [13],
pp-448-449 ou [17), pp.86-87, 98-99.

Vamos dar uma descricao das isometrias elipticas, hiperbdlicas e
parabdlicas em termos de compostas de reflexoes. Sejam ¢, e go reflexoes
em semi-esferas S; e Sy respectivamente. Se essas esferas interceptam-se em
H3, g1 0 g» é uma rotacao no eixo v = S; N Sy (Figura 4.15). Se Sy e Sy
interceptam-se em um tinico ponto de dH?, gj0gs é parabdlica (Figura 4.16).
Se S; e S, ndo se interceptam em H?, g; o go preserva a tnica geodésica '
perpendicular a S; e Sy simultaneamente e age em ~' por translacdo. Entao
g1 0 go é hiperbdlica (Figura 4.17). Se compusermos g 0 go com uma rotagao
em 7/, ainda temos uma isometria hiperbdlica. Pode-se verificar que todas
as isometrias elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas podem ser obtidas como
acima.

Se g € Isom™*(H?), defina Fix (g) como o conjunto dos pontos fixos
por g em H?. Como no caso bi-dimensional, Fix (¢g) determina se g é uma
isometria eliptica, hiperbdlica ou parabdlica. Temos o seguinte resultado,

cuja demonstracao ¢ analoga a da Proposicao 4.4.5.
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Figura 4.15: Uma isometria eliptica em H?3.

Figura 4.16: Uma isometria parabdlica em H?3.

Figura 4.17: Uma isometria hiperbdlica em H?3.
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Figura 4.18: A esquerda, o espaco dodecaedral de Seifert-Weber. A direita,
um dodecaedro hiperbdlico.

Proposigao 4.4.5 Sejam g1,go € Isom™ (H3). Entdo g1 e go comutam
se e s se Fix(g1) = Fix(g2). Além disso, o conjunto dos elementos de
Isom™* (H?) que comutam com g, é um grupo abeliano isomorfo a R? se g,

¢ uma isometria parabdlica ou a S* x R caso contrdrio.

O que ocorre é que se v é o eixo de uma isometria g, eliptica ou
hiperbélica, o subconjunto de Isom™(H?) dos elementos que comutam com
g é o subconjunto de Isom™ (H?) dos elementos que tem 7 como eixo. Temos
dois parametros para esse subconjunto: o angulo da rotagao em v, dado por
um elemento de S, e o comprimento da translacao em -+, dado por um
elemento de R. Se g é parabdlica com ponto fixo p € OH?, o subconjunto
de Isom™(H?) dos elementos que comutam com g é o subconjunto de
Isom™*(H?) dos elementos que tem p como tnico ponto fixo. E deixado
ao leitor verificar que esse subconjunto é identificado com R? (Sugestio:
suponha, sem perda de generalidade, que p = oo de forma que g é uma

composta de duas reflexdes em planos verticais paralelos).

Exemplo 4.4.6 O espago dodecaedral de Seifert-Weber
Se fizermos a identificagdo de faces opostas de um dodecaedro por translagcao
radial sequida de uma rotagao por 3/10 de volta no sentido hordrio (Figura

4.18), temos, conforme veremos a sequir, uma variedade chamada de espago

dodecaedral de Seifert-Weber (SW ).

Lembremos que o espa¢o dodecaedral (Exemplo 4.3.12) foi obtido
fazendo-se a identificacdo acima com um rotagdo por 1/10 de volta e
encontrou-se uma estrutura eliptica para esse espago. No caso do espaco
dodecaedral de Seifert-Weber, essa estrutura sera hiperbolica. Novamente,

usaremos o teorema de Seifert-Threlfall ([14], p.208) para mostrar que SW
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¢é realmente uma variedade. As trinta arestas agora sao identificadas em
seis grupos de cinco. Todos os vinte vértices sao identificados. Logo, a

caracteristica de Euler de SW é
1-64+6—1=0.

Para dar uma estrutura hiperbdlica a SW, definimos o conceito

de poliedro hiperbdlico regular de forma andloga ao de poliedro eliptico

regular (segao anterior). As faces de um poliedro hiperbdlico sdo partes
de semi-planos verticais com bordo em 9H? ou semi-esferas com centro em
OH? (Figura 4.18). De forma anéloga a feita para ED na secio anterior,
escolhemos um dodecaedro em H? de raio tal que os seus angulos diedrais
sejam 27/6 e, usando reflexdes por suas faces, obtemos um ladrilhamento

de H3. Entao, se I' é o grupo gerado por tais reflexoes, SW = H?/T.
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4.5
S?2x E

Definimos S? x E como S? x R com a métrica produto usual. Assim,
Isom (S? x E) = Isom (S?) x Isom (E). Estamos interessados em variedades
escritas como M = S? x E/G, onde G < Isom (S? x E) é um subgrupo
discreto agindo livremente. Nesta secao, investigaremos as possibilidades
para (5, assim como as folheacoes na variedade M induzidas pelas folheagoes

produto S? x {t} e {x} x E. Usaremos as seguintes notagoes:

I serd sempre a aplicacao identidade de E ou de S?;
— A serd sempre a aplicacao antipoda de S?;
— p sera sempre uma rotacao em S

R ser4 sempre uma reflexao em S?;

— T sera sempre uma translacao de F.

Seja I a projecao de G em Isom (E). Entao I' é discreto, podendo
ser o grupo trivial, {I/}, Zs, Z ou o grupo diedral de ordem infinita, D,
gerado por duas reflexdes em dois pontos distintos de E. Temos as seguintes

possibilidades:

r'={1}:
Entao G=<(I, I)> ou G=<(A, I)>. No segundo caso, M = P*x E,
onde P? é o plano projetivo real S?/ < A>.

I'= Z2 .
Entao G = < (A, —1I)>. Nesse caso, M fibra sobre P? com fibra R e
sobre a orbifold R/Z, com fibra S2.

'=2%:

Temos quatro possibilidades:

1. G=<(I, T)>: Nesse caso, M = S? x S

2. G =<(p, T)>: Se p é uma rotacao por 2wp/q, ¢ # 0, p e q
inteiros primos entre si, entao M é um fibrado de Seifert sobre
S?/Z,, onde Z, =< p >. Nesse caso, temos duas fibras sobre
os pontos fixos de p com invariantes de érbita nao normalizados
(¢,p) e (q,—p) cada uma. Se p é uma rotagao por um angulo
irracional, entao M herda uma folheacao F de dimensao um que
nao é um fibrado de Seifert. Todas as folhas de F sao retas,

exceto as duas sobre os pontos fixos de p, que sao circulos, mas

M ainda é difeomorfa a S% x S*.
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3. G =< (R, T)>: Nesse caso, M é um fibrado de Seifert sobre a
orbifold S?/Z,, onde Zy = < R>.

4. G =< (Rop, T')>: Nesse caso, M é difeomorfa a garrafa de Klein
de dimensao trés. Se p é uma rotagao racional, M é um fibrado
de Seifert sobre a orbifold S?/ < Ro p >. Se p é uma rotacio
irracional, entao M herda uma folheacao tal que todas as folhas

sao retas, exceto duas, que sao circulos.

Nas quatro possibilidades, M fibra sobre S! com fibra S2.

I'=Dy :

Temos duas possibilidades:

1. G=<(I,T), (A, —I)>. Nesse caso, M fibra sobre P? com fibra
St e sobre a orbifold S'/Z, = R/D,, com fibra S?. Podemos ver
M como o quociente por < (I, T') > das estruturas obtidas em

I' = Zs.

2. G =< (p,T), (A, —I) >, onde a rotagdo p é por um angulo
27p/q, com p e g primos entre si e ¢ é um numero impar. Nesse
caso, M é um fibrado de Seifert sobre a orbifold S?/< A, p> =
P2/< p> e fibra sobre S'/Z; = R/Dy, com fibra 2. E deixado

ao leitor verificar que, quando ¢ é par, G contem um ponto fixo.

Exercicio: Verifique que essas sao as unicas possibilidades para G <
Isom (S? x E) discreto e agindo livremente (Sugestdo: veja o que acontece
quando inclufimos novos elementos de Isom (S? x FE) nos grupos acima
apresentados).

Concluimos esta secao observando que, em todos os casos em que M
é compacta, esta variedade admite uma folheacao por circulos, nem sempre
provinda do produto S? x R, sendo portanto, devido a Epstein ([3]), um
fibrado de Seifert.
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4.6
H?x E

Definimos H? x E como o produto cartesiano de H? por E, com a
métrica produto. Assim, Isom (H? X E) = Isom (H?) x Isom (E). Logo, toda
variedade da forma F x S!, onde F é uma superficie hiperbdlica, ou seja,
dada pelo quociente de H? por um grupo discreto de isometrias, ¢ dada pelo
quociente de H? x E por um grupo discreto de isometrias. Além disso, se G
¢ um grupo de isometrias discreto agindo livremente em H? x F, G preserva
as folheagoes naturais {z} x F e H? x {t}. Nesta se¢do, demonstraremos o

seguinte resultado:

Proposigao 4.6.1 Seja M = (H? x E)/G uma variedade compacta, onde
G < Isom (H? x E) é um subgrupo discreto agindo livremente. Entdo a
folheagao {x} x E induz uma folheagdao por circulos em M de forma que M
tem uma estrutura (M, O, n) de fibrado de Seifert. Além disso, x(O) < 0

ee(n) = 0.

Demonstragao: Identifique Isom (E) com {id} x Isom (E), onde id é a
identidade de H? e Isom (H?) com Isom (H?) x {id}, onde id ¢ a identidade

de E. Seja T' a projegao de G em Isom (H?). Temos entao a seqiiéncia exata
l—K—G—T—1

onde K = G NIsom (E) é um subgrupo de Isom (F) discreto, cocompacto
(vide [17], pp.278-279) e livre de pontos fixos. Logo K = Z e M recebe uma
folheagdo por circulos induzida pela folheacao {x} x E em H? x E. Pelo visto
no Capitulo |3 (teorema devido a Epstein em [3]), por ser M compacta de
dimensao trés, essa folheagao determina uma estrutura (M, O, n) de fibrado
de Seifert.

E facil ver que O = H?/T. Como O é compacta, pelo Teorema 2.6.4,
x(0) < 0. Para mostrar que e(n) = 0, observe que, pelo Teorema|2.6.5, O
tem um recobrimento finito p : S — O, onde S é uma superficie. Temos o

seguinte diagrama:

p

H?2x E M M
I
H? S—2 >0

onde M é o pull-back de M por p e 17 é a projegao de M sobre S. Logo
(M, p) é um recobrimento finito de M. Entao, pela Proposi¢do |3.4.3 basta
mostrar que e(7) = 0.
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Temos a seqiiéncia exata

—~

1 — K —m(M)— m(S) —1

Sejam
az, bl, ey Qg, bg
geradores de m(.S). Tome
ai, by, ..., g, by
elementos de 7T1(]\7) que sao projetados em aq, by, ..., a4, by respectivamente.

Observe que
[Tt b = k<,

onde k é um gerador de K. Mas, como 71'1(]/\\4/) C Isom (H?) x Isom (F), cada
elemento @;, b; € 7, (M) é uma composta de uma isometria de H? com uma
isometria de F, com estas comutando entre si. E facil ver, portanto, que

[a;, b;] é projetado na identidade de Isom (E). Logo e(n) = 0. O
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4.7
SL(2, R)

Nesta segao, definiremos a variedade riemanniana 31(2, R), cujo
grupo de isometrias descreveremos brevemente. Como variedade, SL (2, R)
é equivalente a R3. Também é um fibrado principal por retas sobre R2.
Veremos que o campo ortogonal as fibras determina uma estrutura de
contato e que o espaco base herda métrica hiperbélica. Assim, podemos dizer
que SL (2, R) fibra sobre H?. Também veremos que se M é uma variedade
fechada escrita como quociente de SNL(Q, R) por um grupo discreto de
isometrias, entdo o fibrado acima induz uma estrutura (M, O, n) de fibrado
de Seifert tal que e(n) # 0 e x(O) < 0. Ao longo das demonstragoes, serao

usados alguns resultados de [13].

Considere T'H? com a conexao de Levi-Civita e a métrica usual de
fibrado tangente unitario (Se¢ao [4.1; veja também [9], p.79). Pelo teorema
Egregium de Gauss (Teorema [{.1.15), como a curvatura seccional de H?
é constante igual a —1, esta conexao define uma estrutura de contato.
Conforme mencionamos na Secdo 4.4, o grupo das isometrias de H? que
preservam orientacao ¢é identificado com o grupo de Lie PSL (2, R). Entao,
temos uma agdo simplesmente transitiva de PSL (2, R) em T'H? definida
por

g (z,v) = (9(x), dgz(v)).

Logo, T*H? ¢ identificado com PSL (2, R). Defina SL (2, R) como o reco-
brimento universal de PSL (2, R) &~ T'H? com a métrica induzida e seja
p:SL(2, R) — PSL(2, R) a aplicacio de recobrimento. Entdo SL (2, R)
herda uma estrutura (SA'I/L (2, R), H? n) de fibrado principal R e uma es-
trutura de contato ortogonal as fibras. Além disso, SL (2, R) recebe uma

estrutura induzida de grupo de Lie (vide [19]).

Proposicao 4.7.1 A acao a esquerda
PSL(2,R) x PSL(2, R) — PSL(2, R)
¢ feita por isometrias. Logo, a ac¢do a esquerda
SL(2,R) x SL (2, R) — SL(2, R)
também € por isometrias. Em particular,

SL (2, R) < Isom (SL (2, R)).
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Esta proposi¢ao vem do fato que, se S é uma superficie com uma métrica g

e f é uma isometria de .S, entao
df : T'S - T'S

(@, 0) = (f(2), dfe(v))

¢ uma isometria de TS com a métrica usual de fibrado tangente unitdrio.
Deixamos a demonstracao desse fato a cargo do leitor (Sugestao: veja o que
acontece com uma curva horizontal (v,v), onde v é uma geodésica, e com
uma curva vertical contida em uma fibra).

Daqui para frente, e serd a identidade de PSL (2, R) e € a identidade
de SL (2, R).

Proposicao 4.7.2 Seja
a:]0,1] — PSL(2, R),
a(0) = e, um lago tal que [o] gera m (PSL (2, R)) ~ Z. Se
a:[0,1 — SL(2, R)

¢ o levantamento de o (ou seja, @ € tal que p o a = «) tal que a(0) = ¢,
entio § = a(1) € tal que <G>~ 7 € o centro de SL (2, R). Além disso,

SL(2,R)/<§> = PSL(2, R).

Demonstracdo: Mostremos inicialmente que < g > esta contido no centro de
SL (2, R). Dado heSL (2, R), queremos ver que Zj?z = iNL:(j Sejam curvas

3:00,1] — SL(2, R),

pof3=p:001 — PSL?2, R).
Entdo 3(0) = e e B(1) = h = p(h) (Figura 4.19). Considere _ % _ a operacao
produto de caminhos. Observe que 5}2 = 56(1) e Eﬁ = E&(l) S0 08
pontos finais de a * (g 5) e 3 x (ﬁ a), respectivamente. Mas essas curvas
sao levantamentos das curvas homotdpicas a * 3 e 3 x (ha). Logo, também

sao homotdpicas e, em particular, tém os mesmos pontos finais.
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SL(zR)

o
<m

=t
)

h& P &
~ s \ ) PSL(Z,R)

Figura 4.19: Demonstrando a Proposicao |4.7.2.

Assim, mostramos que §h = hg, Vh € gi(?, R), ou seja, < g >
estéd contido no centro de SL (2, R). Para ver que < § > é o centro
todo, basta observar que PSL (2, R) tem centro trivial, j4 que nao existe
elemento de Isom*(H?) ~ PSL (2, R) que comute com todos os outros

(Proposi¢ao [4.4.5). Por fim, a tltima afirmagao do enunciado é clara visto

que g € p~'(e). O

Observe que o elemento g € SL (2, R) da proposigao acima translada
cada fibra de ST (2, R) pelo comprimento da fibra imagem em PSL (2, R).

Temos sequiéncia exata
1—7Z— SL(2,R) — PSL(2,R) — 1,

onde Z ¢ identificado com <g>. Se considerarmos todas as translagoes
rigidas das fibras de SL (2, R) por um comprimento fixo temos um grupo
a um parametro de isometrias de ﬁ(?, R) que estende Z e ¢ identifi-
cado com R. Observe que R N SL (2, R) = Z j& que nao existe elemento
de Isom™ (H?) ~ PSL (2, R) que translade todas as fibras de T'H? ~
PSL (2, R) por um mesmo comprimento nao nulo. Entao, < R, SL (2, R >
¢ um subgrupo de dimensao quatro de Isom (g\f/ (2, R)). P. Scott mostra em
[13], p.465, que <R, SL (2, R)> é a componente conexa de Isom (éz (2, R))
que contem a identidade e que Isom (SNL (2, R)) tem exatamente duas com-
ponentes. Os elementos da outra componente sao provenientes de isometrias
de H? que revertem orientacao. Como essas isometrias também revertem as
orientacoes das fibras, elas preservam a orientagao de SL (2, R). Logo, todo
elemento de Isom (S’VL (2, R)) preserva orientagao. Entdo, toda variedade es-
crita como quociente de SL (2, R) por um grupo discreto de isometrias é

orientavel.
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O que acabamos de ver nos leva a construir a seguinte seqiiéncia exata:
1 — R — Isom (éz (2, R)) — Isom (H?) — 1.

Se G < Isom(gi (2, R)) é discreto, cocompacto e age livremente em

SL (2, R), temos seqiiéncia exata
1l—K—G—T—1,

onde I' < Tsom (H?) e K < R sdo, respectivamente, a imagem e o nicleo
da projegao de G em Isom (H?). Entao K é discreto, cocompacto (vide [13],

pp.465-460), e age livremente em SL (2, R), sendo portanto isomorfo a Z.

Teorema 4.7.3 Se M ¢ uma variedade compacta escrita como quoci-
ente de §i(2, R) por um grupo discreto de isometrias, entdo M re-
cebe uma estrutura (M,0O,n') de fibrado de Seifert proveniente do fibrado
(SL (2, R), H2, 7). Além disso, e(nf) # 0 e x(O) < 0.

Demonstracao: A primeira afirmacao é clara pelo fato de K, na observacao
imediatamente anterior ao teorema, ser isomorfo a Z. Mostremos que
(1) # 0 e x(0) < 0.

Se tivéssemos, por absurdo, e(n) = 0, (M,O,n’) seria finitamente
recoberto pelo produto F'x S' para alguma superficie fechada F' ( Proposi¢io
3.4.0). Nesse caso, Isom (ﬁ (2, R)) conteria um subgrupo isomorfo a 7 (F').
Mas Scott mostra em [13], p.466, que Isom (§f/ (2, R)) nao contem subgrupo
isomorfo ao grupo fundamental de uma superficie fechada.

Para verificar que x(O) < 0, basta observar que, escrevendo
M = SL(2,R)/G, G < Isom (SL(2, R)), entdo O = H2/T, onde T é
a projegao de G em Isom (H?). O resultado entao segue do Teorema [2.6.4.
O

Exemplo 4.7.4 Algumas variedades compactas escritas como quociente
de §Z/L(2, R) por um grupo discreto de isometrias podem ser obtidas da
sequinte forma. Seja F' uma superficie hiperbdlica orientdvel. Entao m (F)
¢ um subgrupo de PSL (2, R) e age & esquerda em T H?. Tome M =
T H? /7y (F).
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Figura 4.20: A estrutura de contato em R3 definida por w.

4.8
Nil

Seja (R? x R,R? n) o fibrado produto. Descreveremos, nesta segao, o
grupo de Lie Nil, que se consiste de R? ~ R2 xR com uma certa estrutura de
grupo de Lie e uma certa métrica riemanniana invariante por multiplicacao
a esquerda. Além disso, Nl possui uma estrutura de contato ortogonal as
fibras de 7, definida pelo ntcleo da 1-forma w = xdy + dz.

Considere a estrutura de contato acima, ou seja, o campo 7 =
ker (w) (Figura 4.20). O espago total R® tem uma métrica riemanniana

g unicamente definida pelas seguintes propriedades:
1. quando restrita as fibras, g é a métrica usual de R;
2. o campo T é ortogonal as fibras;

3. a projecao de g por ) induz a métrica euclideana em R?, que passa a

ser denotado por E2.

A estrutura de grupo de Lie dada a R? vem do grupo de Heisenberg,

o grupo das matrizes 3 x 3 triangulares superiores da forma

o O =
o~ 8

z
y |, z,y,2z€R
1

com a multiplicacao usual de matrizes. Este grupo possui algebra de Lie nil-

potente e, por esta razao, também é conhecido como o grupo Nilpotente de
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dimensao trés. Chamaremos simplesmente de Nil a este grupo identificado

naturalmente com R? por

— <x7 y? 'Z)

o O =
[ )
— < W

e com a métrica riemanniana g. Sob esta identificagao, a multiplicagao em

Nil, tem a seguinte expressao:

(z,y,2) (@9 ,2) = (e +2, y+y, 2+ +2y).

Verifica-se entao que a multiplicacao a esquerda preserva tanto 7
quanto as fibras de n. Além disso, n induz na base E? a sua estrutura usual
de grupo de Lie, ou seja, a dada pela estrutura de espaco vetorial de R2.
Logo, a métrica g é invariante por multiplicacao a esquerda. Entao, como ¢
coincide com a métrica euclideana em (0,0,0), ds* = dz? + dy* + dz?, g
¢ unicamente definida como sendo a métrica invariante por multipicacao
a esquerda tal que, em (0,0,0) é dada por ds* = dz* + dy* + dz*

Explicitamente, em cada ponto (x,y, z), g é dada por
ds* = dr* + dy* + (dz — xdy)*.

A multiplicacao & esquerda induz uma translacao na base E?, de n. Na rea-
lidade, para cada isometria de E?, temos uma tinica, a menos de translaciao
vertical, isometria de Nil que nela se projeta. O exercicio seguinte indica

como isso é visto:

Exercicio:

(a) Mostre que a diferenca de altura entre o ponto inicial e o ponto final
do levantamento & de uma curva a (o = o @) em E? é igual & drea
determinada por « (Sugestao: Ligue os pontos inicial e final de & por um
segmento vertical e aplique o teorema de Stokes a forma w).

(b) Mostre que se f é uma isometria de E?, entdo existe uma tUnica, a
menos de translacao vertical, isometria f de Nil que levanta f (ou seja,
f=no f) (Sugestdo: Sejam Iy e Fy ) as fibras sobre 0 e f(0) respectiva-
mente. A isometria g = ﬂ F, + Fo — Ff) ¢ unicamente definida a menos
de translacio. Queremos definir f(v,z), onde (v, z) € R? x R. Seja a curva
a(t) = tz, t € 0,1] em E? e (0,z) o ponto inicial do levantamento de «

com ponto final (v, x). Defina f(v,z) como o ponto final do levantamento
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de f o a com ponto inicial (f(0), g(zo)). Use (a) para mostrar que f esté
bem definida.)

(c) Conclua que Isom (Nil) tem duas componentes conexas: uma é com-
posta por elementos que se projetam a isometrias de E? que preservam
orientacao e a outra por elementos que se projetam a isometrias que

revertem orientagao.

Enquanto SL (2, R) é o recobrimento universal de T H? com a métrica
induzida pela métrica usual de fibrado tangente unitario (Secao [/.1), Nil,
apesar de ser o recobrimento universal de T'E? = E? x S', ndo possui
métrica induzida por este produto, ja que a conexao de Levi-Civita de
TYE?, que é ortogonal as fibras, é integravel, nao podendo portanto induzir

a estrutura de contato ortogonal as fibras de (Nil, E? 7).

Exemplo 4.8.1 Sejam e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1) € Nil.
O quociente Nil /| <es> é um fibrado produto E* x S' e tem métrica e
conexao induzidas. Essa conexao novamente é uma estrutura de contato e
tem curvatura constante. Observe que <eq,es, e3> € o subgrupo de Nil das
matrizes com coeficientes inteiros. Entao Nil | <ey,eq, e3> € uma variedade

compacta e tem estrutura de fibrado de Seifert induzida por (Nil, E* n).

Analogamente ao caso SA'E(Q, R), se M é uma variedade compacta
escrita como quociente de Nil por um grupo discreto de isometrias, M
recebe uma estrutura (M, O, n’) de fibrado de Seifert induzida pela estrutura
de fibrado (Nil, E% n) (vide [13], p.469). E claro que x(0) =0, ja que O
possui estrutura parabdlica (Teorema 2.6.4). Além disso, e(n') # 0 (vide

[13], p.469), ou seja, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.8.2 Se M ¢ uma variedade compacta escrita como quociente
de Nil por um grupo discreto de isometrias, entao M recebe uma estrutura
(M,0,n') de fibrado de Seifert induzida pelo fibrado (Nil, E* 1) em Nil.
Além disso, e(n') # 0 e x(O) = 0.
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4.9
Sol

Definimos Sol, ou o grupo solivel de dimensao trés, como o grupo dos

difeomorfismos de R3 da forma
Yz0,v0, 20 * (x,y, Z) = (xO +e 0z, yo+e*y, 2+ Z) .

Temos uma identificacdo natural de Sol com R? por

(x0>y07 ZO) = ga:oyyo,Zo .

A razado dessa denominagao é que Sol tem algebra de Lie solivel. Sob essa

identificacao, a multiplicacao em Sol é dada por
(v,y,2) (@"y, ) = (x+e 2", y+ ey, 2 +2).

E facil ver que Sol age simplesmente transitivamente a esquerda nele
préprio. A métrica de Sol é a métrica invariante a esquerda dada em (0, 0,0)
pela euclideana,

ds® = daz® + dy* + d2* .

Explicitamente, essa métrica é dada em (z,y, z) por
ds* = e**da® + e **dy* + dz*.

Entao Sol age a esquerda nele préoprio por isometrias. Temos também as

seguintes isometrias, que geram o grupo diedral de ordem oito, Dsg:

((L‘,y,Z) = (—{L‘,y,Z)
(l’,y,Z) = (.27, -Y, Z)
(:r;,y,z) = (y,x, _2)'

O grupo Isom (Sol) é dado por < Sol, Dg >. Assim, vé-se que o

estabilizador de ponto deste grupo é Dsg.

Exemplo 4.9.1 Sejam e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1) € Sol. O
quociente < ey, es, e3>\ Sol € uma variedade compacta que pode ser vista
da sequinte forma. A acgdo, por multiplicacdo a esquerda, de e3 em Sol
identifica Ry x {0} com Ry x {1} pelo difeomorfismo

(z,y,2) — (e 'w ey, z+1).
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Jd ey e ey agem, por multiplicagao a esquerda, por translagoes unitdrias

horizontais, garantindo a compacidade da variedade obtida.
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