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3
Busca com Custos de Acesso

Neste capitulo, apresentamos algoritmos aproximados para constru¢ao

de estratégias de busca em vetores ordenados com custos de acesso variados.

3.1
Definicoes e Notacao

Seja A = [a4, . .., a,| um vetor ordenado onde ¢(a;) é o custo de acessar
o seu i-ésimo elemento. Definimos uma &rvore bindria de busca (ABB) T
associada ao vetor A recursivamente da seguinte forma. 7" tem um né raiz
r associado a uma chave a, de A. Se k > 1, entdo r tem um né filho a
esquerda si, que é raiz de uma ABB associada ao subvetor [ai,...,ax 1].
Em caso contrério, se £k = 1, entao r nao tem nenhum filho a esquerda. Além
disso, se k < n, entao r tem um no filho a direita s,, que é raiz de uma ABB
associada ao subvetor [agi1,.-.,a,]. Em caso contrario, se k = n, entao r
nao tem nenhum filho a direita. Ao longo deste capitulo, podemos utilizar
a mesma notacao para denotar uma chave de A e o né correspondente em
uma ABB associada, indicando apenas se o objeto referido é uma chave ou
um no.

Qualquer estratégia de busca para A pode ser representada por uma
ABB T associada a A. Por exemplo, a Figura 3.1.(a) ilustra uma ABB
T associada ao vetor ordenado A = [ay,...,as], representado na Figura
3.1.(b). Neste caso, cada né de T aparece imediatamente acima da chave
correspondente em A. Neste caso, considere uma busca pelo valor da chave
az segundo a estratégia determinada por 7. Primeiro, testamos a chave as,
que corresponde a raiz de T. Como a3 < as, passamos para o filho a esquerda
de a5 em T, que é ay. Desta vez, temos a3z > as. Por isto, passamos ao filho a
direita de aq, que é a4. Em seguida, testamos a chave ag, finalizando a busca.
O custo desta busca é dado pela soma dos custos das chaves acessadas, que
é c(as) + c(az) + c(as) + c(as).
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b) |a,|a,|a;|a,|ag|as|a,|a,

Figura 3.1: (a) Um exemplo de drvore bindria de busca. (b) O vetor ordenado
A associado.

Agora, apresentamos mais algumas defini¢oes utilizadas neste capitulo.
Uma drvore estritamente bindria de busca (AEBB) é uma ABB tal que todo
no interno tem exatamente dois filhos. O nivel de um né v em uma ABB T
¢ dado pelo nimero de arestas do inico caminho que liga v ao n6 raiz de 7.

Definimos o conceito de ancestral em uma arvore, recursivamente, da
seguinte forma. Todo n6 é ancestral dele proprio. Se s é um n¢, entao o pai
de qualquer ancestral de s também é ancestral de s.

Dizemos que um né s; é um ancestral estrito de um né s, em uma ABB
T quando s; é um ancestral de s, em T e s; # s5. Além disto, dizemos que
um né s; é um descendente (estrito) de um né sy quando s, é um ancestral
(estrito) de s;.

Dada uma ABB T, definimos recursivamente um percurso em ordem
em 7' da seguinte forma. Se r é a raiz de 1" e T e T; sao as sub-arvores
a esquerda e a direita, respectivamente, entao este percurso corresponde a
um percurso em ordem em 7T}, uma visita a r e um percurso em ordem em
Ts, nesta ordem.

Finalmente, utilizamos a expressao logx para denotar log, x, pois a
base dois para a funcao logaritmo é muito mais comum nesta tese do que

as demais bases.

3.1.1
Custos

Pela discussao anterior, o PBC pode ser visto como um problema de

construcao de ABBs que minimizam uma certa fun¢ao de custo. Agora,
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definimos as duas funcoes de custo para ABBs consideradas neste capitulo.
Seja N(a,T) o conjunto de todos os ancestrais do né a na ABB T.

Neste caso, o custo de buscar a chave a em T é dado por

Z c(x).

€N (a,T)

Neste caso, o custo de T segundo o PBCM (Problema da Busca de

Custo Médio) para o vetor de entrada A é dado por

EC(T):%Z Z c(x).

i=1 zEN(ai,T)

Observe que esta funcao de custo assume que a probabilidade de
buscar qualquer chave a; é 1/n. Para permitir expressar recursivamente
a func¢do de custo anterior de forma mais simples, descartamos o termo 1/n

e reescrevemos esta funcao da seguinte forma:

(T)=> > ca). (3-1)

=1 z€N(a;,T")
Por outro lado, o custo de T segundo o PBPC (Problema da Busca

de Pior Custo) para o vetor de entrada A é dado por

w(T):'Pﬁ)fn Z c(z) p. (3-2)

Com isto, dizemos que ¢(T) e w(T') sao respectivamente o custo médio
de busca e o pior custo de busca de T. Ao longo deste capitulo, assumimos
sem perda de generalidade que Y., ¢(a;) = 1.

Seja L o vetor correspondente a um dado subintervalo do vetor de

entrada A. Utilizamos a seguinte notagao ao longo deste capitulo:

cr(L): custo médio de busca da ABB construida pelo Algoritmo da Razao

para o subvetor L;

¢(L): custo médio de busca da ABB construida pelo Algoritmo ECBM para

o subvetor L;

w(L): custo médio de busca da ABB construida pelo Algoritmo ECPB para

o subvetor L;

PBCM(L): instancia do PBCM cujo vetor do entrada é o subvetor L;
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PBPC(L): instancia do PBPC cujo vetor do entrada é o subvetor L;
c*(L): custo médio de busca de uma solugao étima para o PBCM(L);

w*(L): pior custo de busca de uma solu¢do 6tima para o PBCM(L);

3.2
Busca com Custos Uniformes

Nesta se¢ao, apresentamos propriedades das ABBs associadas a buscas
binarias. Estas propriedades sao utilizadas ao longo deste capitulo. Vale
mencionar que a busca bindria é uma estratégia 6tima tanto para o PBCM
quanto para o PBPC quando os custos de acesso sao todos iguais a d. Com

isto, temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.1 Seja L = a4, ..., a,| um subvetor do vetor de entrada. Se

temos c(a;) =d parai=1,...,n, entdo

n(logn —1) < ¢*(L)/d < n(logn + 1).

Prova. Seja T a ABB que corresponde a busca bindria para o subvetor L.
Primeiro, observamos que 7" tem o nimero méaximo de nés em cada nivel
menor do h, onde h é a altura de 7. Como o nimero maximo de nds em

nivel 7 é 2!, 0 nimero de nés em niveis menores do que h é sempre dado por

h—1
y 2=2"—1
i=0
Dai, concluimos que 2" < n < 2! —1, ou seja, que h = |logn|. Além
disso, obtemos que
h—1
c(L)/d=> (i+1)2"+ (h+1)(n—2"+1). (3-3)
i=0
Logo, temos
h—1

(L)/d < Y (h+1)2 + (h+1)(n—2"+1)
= (Tlognj + 1)n < n(logn +1).
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Portanto, falta provar apenas que ¢*(L)/d > n(logn — 1). A partir de
(3-3), temos

c*(L)/d h—1)2"+1+ (h+1)(n—2" +1)
h+1)n—2"1 4 b2

(
(
> (logn — (logn — h) + 1)n — 2"
(
(

logn — 1)n + (2 — (logn — h) — 2" /n)n
logn — 1)n + (2 — (logn — h) — 2t~(een=h))p

Definindo z = 2'~(°8"=") phodemos reescrever a desigualdade anterior

como
c"(L)/d > (logn — 1)n+ (1 +logz — x)n.

Além disso, por defini¢do de x e h, x pertence ao intervalo real (1,2].
Logo, se f(z) = 1+logx —z, entdo basta provar que f(x) > 0 para qualquer
x € (1,2]. Observe que f(z) é continua e derivdvel no intervalo (1,2]. Sua

derivada é dada por

@)= —— -1

T zIn?2

Como f(1) = f(2) = 0 e f'(z) é sempre decrescente para xz € (1, 2],
concluimos que f(x) > 0 para qualquer = € (1,2], o que conclui esta prova.
Ol

No caso do PBPC, é facil verificar que pior custo da busca bindria

para um dado subvetor L onde todas as chaves tém custo d é dado por
w*(L) =d x [log(n + 1)].
Por isto, a prova da proposi¢cdo apresentada a seguir é imediata.

Proposicao 3.2 Seja L = a4, ..., a,] um subvetor do vetor de entrada. Se

temos c(a;) = d parai=1,...,n, entdo

log(n+1) < w*(L)/d <log(n+1)+1.
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3.3
Algoritmo da Razao

Nesta se¢ao, apresentamos o Algoritmo da Razao para o PBCM. Este
algoritmo roda em tempo O(nhg), onde hg é a altura da ABB obtida. Como
hr < n, este tempo de execugao é O(n?) no pior caso. Também provamos

que

cr(A) < ¢*(A) < 4In(1 +n), (3-4)

para qualquer distribui¢do dos custos ao longo do vetor A. Observe que o
lado direito de (3-4) ndo esta dividido por n devido a retirada do termo 1/n
na defini¢do dada por (3-1). Finalmente, apresentamos alguns experimentos
comparativos para duas estruturas de custo especificas.

O Algoritmo da Razao constr6i uma ABB através de uma abordagem
top-down, utilizando uma regra simples para escolher a raiz da sub-arvore
associada ao subvetor corrente. A Tabela 3.1 mostra uma pseudocédigo para

o Algoritmo da Razao.

Algoritmo da Razao

raiz < Raiz(1, n);

Funcao Raiz(i, m): né;
Se 1 < m entao
k* < 1i;
Para k =1i,...,m faga
Se

Ck < Cp*
min{k—i,m—k}+1 — min{k*—i,m—k*}+1
k* < k;

Fim Se;
Para;
ag+.esquerda < Raiz(i, k* — 1);
ay+.direita < Raiz(k* + 1, m);
retornar ag«;
Senao
retornar nada;
Fim Se;
Fim Funcao.

entao

Tabela 3.1: Um pseudocddigo para o Algoritmo da Razao.

Seja Tr a ABB obtida segundo o pseudocédigo da Tabela 3.1. Neste
pseudocédigo, a funcao a Raiz é chamada recursivamente para construir

cada sub-arvore de T. Ao final da construcao, o né raiz de Ty é guardado na
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varidvel raiz. Para construir a sub-arvore associada ao subvetor [a;, . .., Gn],

o algoritmo escolhe como né raiz a chave aj, que minimiza

Clx
min{k* —i,m —k*} + 1

Em seguida, ele chama recursivamente a funcao Raiz para construir
as sub-drvores associadas aos subvetores [a;,...,ax 1] € [Qgri1, ..., Q).
As raizes das sub-arvores associadas a estes subvetores sao conectadas ao
né a; como filho a esquerda e como filho a direita, respectivamente. No
pseudocddigo da Tabela 3.1, os atributos a,«.esquerda e ay-.direita denotam
respectivamente os filhos & esquerda e a direita do né ag~. Se o né aj nao
tem filho a esquerda ou a direita, entdao o atributo correspondente recebe o
valor nada.

O critério de escolha adotado pelo Algoritmo da Razao para selecionar

a raiz do subvetor corrente tenta balancear dois objetivos:

(i) dividir o subvetor em duas partes ndo muito diferentes;

(ii) selecionar uma chave de custo baixo.

Observe que este critério de escolha pode ser visto como uma sele¢ao
da chave de custo minimo penalizado por um fator multiplicativo. Este fator
aplica penalizacoes maiores aos custos das chaves mais proximas as extre-

midades do vetor. Por exemplo, de o subvetor atual é [a3, a4, as, ag, az, ag),

-1
min{3—3,8—3}+1

a4 € a7 recebem uma mesma penalizacdo 1/2, e a4 e a; rece-

entao a3 e ag recebem uma mesma penalizagao 1

1
min{8 3,8 8}+1°
bem uma mesma penalizagdo 1/3.

3.31
Analise da Solucao

Agora, apresentamos uma analise da ABB construida pelo algoritmo
da Razao. Para limitar o custo médio de busca desta arvore, utilizamos a

seguinte proposicao.

Proposicao 3.3 Se o Algoritmo da Razdo seleciona a chave ap- como

raiz da drvore construida para o subvetor [ay,...,a,], entdo cp <
4C min{k*,n—k*+1} _ )
() ,onde C =" a.

Prova. Como a chave ay+ foi selecionada, ela satisfaz as seguintes desigual-
dades:
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min{i,n —i+ 1}

olai) 2 C(ak*)min{k* n—k*+1}

parat=1,...,n.

Somando as desigualdades anteriores, obtemos

n Y n—i+1
Z c(ai) Zz_l Zz_[n/ﬂ—H( )

> c(ay-) — - (3-5)
— min{k*,n — k* + 1}
n(n +2)
> x 3-6
> (o )4min{k*,n—k*+1}’ (3-6)
pois temos
n/2 n
2
i > amiv1=MD
i=1 i=n/2+1
para valores pares de n, e
(n+1)/2 n 9
1 2
it Y n-i+l= ("z S ”(”j ).
i=1 i=(n+1)/2+1
para valores impares de n.
Como Y 7, c(a;) = C, podemos deduzir a partir de (3-5) que
(o) < AC min{k*,n — k* + 1}.
n(n + 2)
]

Observe que a proposicao anterior pode ser aplicada a qualquer
subvetor do vetor de entrada A. No préximo teorema, provamos por inducao

um limite superior para o custo médio de busca da arvore Tk.

Teorema 3.4 O custo médio de busca da drvore Tg, construida para o

vetor de entrada [ay,...,a,], ndo é maior que 41n(n + 1).

Prova. Provamos que ¢(Tx) < 4C'In(n + 1) por indugéo sobre o niimero de
elementos n do vetor de entrada, onde C' = """ | ¢(a;) = 1. Para n = 1,
o teorema vale pois ¢(Tr) = c¢(a1) = 1 < 4In2. Agora, assumindo que o
resultado vale para qualquer vetor cujo nimero de elementos é menor do
que um dado n, basta provar que ele também vale para o vetor [aq, ..., a,].
Observe que esta hipotese indutiva também pode ser aplicada a qualquer

subvetor do vetor [ay, ..., ay]-
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Seja ag« a chave selecionada pelo Algoritmo da Razao como raiz
da arvore Tg associada a este vetor. Além disso, assumimos sem perder
generalidade que £* < [n/2]. Observe que os casos onde k* > [n/2] sdo

andlogos por simetria. Com isto, o custo ¢(Tx) da arvore Ty é dado por

c(Tg) = nc(ag<) + c(T(1,k* — 1)) + ¢(T(k* + 1, n)), (3-7)

onde T(1,k* — 1) e T(k* + 1,n) sao as sub-drvores construidas pelo Al-

goritmo da Razdo para os subvetores [a1,...,ax—1] € [@g*y1,-..,0y], Tes-

pectivamente. Sejam C; = Zfzzl c(a;) e Cy = Y71 .. c(ag). Neste caso,

concluimos a partir de (3-7) e da hipétese indutiva que
c(Tg) < nc(ag~) + 4C, In(k*) + 4Cy In(n — k™ + 1).

Como In(k*) < In(n—k*+1) paral < k* < [n/2] e C; +Cy, < C,

concluimos que

c(Tg) < nc(ag)+4(CL+ Co)In(n — k" + 1)
< ne(ag) +4C1In(n — k* + 1),

Por outro lado, como k* < [n/2], concluimos a partir da Proposi¢ao
3.3 que

4Ck*

c(ak*) < m

Logo, temos

4Ck*
T 4C'In(n — k* 4+ 1).
c( R)<n+2+ Cln(n —k*+1)
Seja
4 *
f(k*) = Ck +4CIn(n — k" +1).
n+2
Derivando, obtemos
4C 4C
f'(k7)

Thn+2 n—k+1

Como f'(k*) é negativa para k* € [0,n], f(k*) atinge seu valor maximo

dentro do intervalo [0, [n/2]] quando k* = 0. Portanto, concluimos que
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c(Tr) < f(0) =4CIn(n+1) =4In(n + 1),

o que conclui este prova . 0

Finalmente, apresentamos dois corolarios do teorema anterior.

Corolario 3.5 O custo médio de busca de uma solu¢ao otima para PBCM

nao € maior que 41n(n + 1).

Prova. Este resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 3.4 e do
fato de que uma ABB 6tima nao pode ter um custo maior que o da arvore

construida pelo Algoritmo da Razao. O
Corolario 3.6 O Algoritmo da Razdio é 41n(n + 1)-aprozimado.

Prova. Este resultado é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.4 e do
fato de que Y-, ¢(a;) = 1 é um limite inferior para o custo de uma ABB

6tima. N

Vale mencionar que, para algumas estruturas de custo, o custo médio
de busca de uma ABB étima é Q(logn). Por exemplo, no caso onde todas
as chaves tém custo 1/n, a proposi¢ao 3.1 prova que este custo médio de
busca nao é menor do que logn — 1. Observe que este custo difere do limite

superior dado pelo Teorema 3.4 por um fator de

4In2+o(1) < 2.773 + o(1).

Por isto, podemos concluir que este limite superior é assintoticamente
apertado a menos de um fator constante, como funcao apenas de n.

No entanto, existem exemplos onde o custo de uma ABB étima é O(1).
Por exemplo, isto ocorre quando c(a;) = 2°71/(2" — 1), parai=1,2,...,n.
Neste caso, observe que uma estratégia que sempre acessa primeiro a chave
de menor custo do subvetor corrente tem um custo médio de busca dado

por

1 = . i1 n
T (Z(n—z+1)2 =2- 5
i=1

Um problema que ainda estd aberto consiste em determinar se existe
alguma constante & tal que cg(A) < k x ¢*(A) para qualquer estrutura de

custos do vetor de entrada A.
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3.3.2
Anadlise de Desempenho

Agora, analisamos o desempenho assintético do Algoritmo da Razao.
Proposigao 3.7 O Algoritmo da Razdo executa em tempo O(nhg)

Prova. Claramente, a maior parte de esfor¢co computacional realizado pelo
Algoritmo da Razao corresponde as buscas pelas raizes das sub-arvores.
Observe que cada chave a do vetor de entrada A é testada exatamente uma
vez a cada ancestral de a escolhido como raiz. Como A tem exatamente n
chaves, cada uma com até hg + 1 ancestrais na arvore T, o Algoritmo da
Razao executa em tempo O(nhg). O

Como hgr < n, o tempo de execucao dado pela proposicao anterior é

O(n?) no pior caso.

3.3.3
Experimentos

Nesta subse¢ao, relatamos alguns experimentos que comparam a qua-
lidade das solugoes obtidas por varios algoritmos encontrados na literatura
para o PBCM, para duas estruturas de custo especificas. Estes experimen-
tos sugerem que o Algoritmo da Razao é o melhor algoritmo nao exato para
estas estruturas de custo.

Consideramos os seguintes quatro algoritmos:

Exato: um algoritmo exato que roda em tempo O(n?) [11];

Razao: o Algoritmo da Razao (descrito nesta se¢do), que roda em tempo
O(nhg);

ECBM: o Algoritmo ECBM (descrito na se¢ao 3.4) com o =2, K =10 e

t = 00, que roda em tempo linear;

Minimo: uma estratégia gulosa proposta em [29], que sempre acessa

primeiro a chave de menor custo do subvetor corrente;

BBin: uma busca bindria.

Vale mencionar que o Algoritmo Minimo foi proposto para uma
aplicacao especifica em recuperacao de textos [29]. Conseqiientemente, este
algoritmo s6 obtém solucoes de custo compardvel ao 6timo para estruturas

de custo com a seguinte propriedade: dado um subvetor qualquer de A com &
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chaves, cada chave tem um custo minimo neste subvetor com probabilidade
1/k.

Utilizamos duas estruturas de custo em nossos experimentos. A pri-
meira estrutura corresponde a uma aplicagdo em projetos de filtros [11].
Neste caso, o valor do custo c¢(a;) é proporcional a i‘, parai = 1,...,n, onde
t é uma constante positiva. Chamamos esta estrutura de custos de custos
polinomiais. A segunda estrutura de custos é aleatoéria. Para i = 1,...,n,
o valor do custo c¢(a;) é proporcional a um valor sorteado no conjunto
{1,...,c*}, onde cada valor pode ser sorteado com probabilidade 1/c¢* inde-
pendentemente dos outros sorteios. Neste caso, ¢* é uma constante positiva.
Chamamos esta estrutura de custos de custos aleatdrios. Para manter a
compatibilidade com os padroes adotados nesta tese, normalizamos todos

vetores de custos de modo a garantir que Y., ¢(a;) = 1.

Custos Polinomiais

A Tabela 3.2 descreve os custos das ABBs construidas para custos
polinomiais, com ¢t = 1,2,3,4 e n = 50,200, 800. Nesta tabela, os custos
obtidos pelo algoritmo Exato sao valores absolutos enquanto os custos
obtidos pelos outros algoritmo sdo apresentados como diferencas percentuais

em relacao ao custo 6timo.

Tabela 3.2: Custos das ABBs construidas para custos polinomiais

t 1 2
n 50 | 200 | 800 | 50 | 200 | 800

Exato | 4.75 | 6.66 | 8.62 | 4.39 | 6.27 | 8.23
Razdo (%) | 2.15 | 1.63 | 1.27 | 1.83 | 1.27 | 0.97
ECBM (%) || 6.55 | 6.02 | 5.01 | 4.80 | 3.97 | 3.16
BBin (%) | 1.75| 1.53 | 1.25 | 3.22 | 2.65 | 2.13

t 3 4
n 50 | 200 | 800 | 50| 200 | 800

Exato | 4.09 | 5.94 | 7.89 | 3.85 | 5.67 | 7.61
Razdo (%) | 2.74 | 0.87 | 1.42 | 1.49 | 1.85 | 1.42
ECBM (%) || 5.40 | 4.02 | 3.04 | 4.99 | 3.34 | 2.46
BBin (%) || 3.59 | 2.92 | 2.35 | 3.50 | 2.88 | 2.33

Observe que todos os algoritmos obtém solugoes de boa qualidade,
apresentando um erro de no maximo 7% em relacdo ao custo 6timo. Vale

mencionar que o Algoritmo da Razao apresenta o melhor desempenho dentre
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os algoritmos nao exatos em todos os casos exceto para t = 1. Em todos os
casos, ele obtém solucdes com no maximo 3% de erro. Para ¢ = 1, a busca
bindria apresenta um desempenho ligeiramente melhor do que o Algoritmo
da Razao. Nesta tabela, omitimos os resultados relativos ao Algoritmo
Minimo porque esta estrutura de custos nao tem a propriedade necessaria
para um desempenho razodvel deste algoritmo. De fato, as solucoes obtidas
por este algoritmo para esta estrutura apresentam custos muitas vezes

maiores do que os respectivos custos 6timos.

Custos Aleatorios

A Tabela 3.3 descreve os custos das ABBs construidas para custos
aleatorios, com ¢* = 2,5,100,1000 e n = 50,200,800. Da mesma forma
que na Tabela 3.2, os custos obtidos pelo algoritmo Exato sao valores
absolutos enquanto os custos obtidos pelos outros algoritmo sao diferencas
percentuais em relagao ao custo 6timo. Para obter resultados mais estaveis,
repetimos cada experimento uma centena de vezes, para cada par (c*,n).
A cada repeticao, uma nova estrutura de custos foi sorteada. Neste caso,
cada custo relatado representada uma média de cem custos obtidos para

instancias aleatdrias diferentes.

Tabela 3.3: Custos das ABBs construidas para custos aleatérios

c* 2 3
n 50| 200] 800| 50| 200] 800
Exato 381 5.07| 639 3.01] 3.67] 4.34

Razao (%) 0.60 0.55 0.48 | 0.75 0.77 0.72
ECBM (%) || 28.21 | 33.29 | 37.13|10.63 | 16.15| 21.79
Minimo (%) | 1.01 0.84 0.76 | 3.21 2.92 2.43
BBin (%) 28.21 | 33.29 | 37.13|62.88 | 86.03 | 100.33

c* 100 1000
n 50 200 800 50| 200 800
Exato 248 267 275| 247| 262] 270

Razdo (%) | 0.47| 048] 052| 048] 049 | 0.52
ECBM (%) | 2.41| 293| 3.75| 1.94| 256| 248
Minimo (%) | 9.16 | 10.00 | 9.58 | 9.56 | 10.45 | 10.84
BBin (%) | 97.93 | 154.07 | 215.27 | 96.97 | 161.70 | 220.99

Com relacao aos resultados da Tabela 3.3, fazemos os seguintes

comentarios:
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1. O custo 6timo esperado diminui a medida que ¢* aumenta, pois c*
determina a razao maxima entre o maior e o menor custo de uma

chave;

2. Em todos os casos, o Algoritmo da Razao obteve os menores custos
médios dentre os algoritmos ndo exatos, sempre apresentando um erro

médio abaixo de 1% em relacao ao custo Gtimo.

3. O algoritmo ECBM apresenta um comportamento idéntico ao da
busca bindaria para ¢* = 2, pois ele pode nao fazer distin¢ao entre
dois custos que diferem por um fator menor ou igual a o = 2. Neste
caso, o ECBM apresenta solu¢des cujo erro relativo estd entre 25% e
40%. Este erro relativo diminui sensivelmente & medida que o valor de

¢* aumenta, chegando a menos de 3% para ¢* = 1000.

4. O Algoritmo Minimo apresenta solucées cujos custos médios sao
préoximos aos obtidos pelo Algoritmo da Razdo para ¢* = 2, mas
aumentam a medida que o valor de ¢* aumenta, chegando a ter um

erro relativo de 10% para ¢* = 1000.

5. A busca bindria tem um desempenho ruim para esta estrutura de
custos. De fato, nao é dificil provar que o custo esperado da busca
bindria é ©(logn) neste caso [29]. Conseqiientemente, o erro relativo
desta estratégia aumenta a medida que ¢* aumenta, o que estd de

acordo com os comentarios do Item 1.

3.4
Algoritmos por Escala de Custos

Nesta secao, apresentamos os algoritmos de Escala de Custos para
Busca Média (ECBM), para o PBCM, e de Escala de Custos para a Pior
Busca (ECPB), para o PBPC.

De forma semelhante ao Algoritmo da Razao, tanto ECBM quanto o

ECPB tentam balancear dois objetivos:

(i) produzir uma arvore razoavelmente balanceada;

(ii) acessar primeiro as chave de custo mais baixo.

Para isto, as chaves do vetor de entrada sdo agrupadas segundo uma
escala de custos de acesso. Ao longo deste capitulo, dizemos que uma chave

tem posto 2 quando ela pertencem ao i-ésimo grupo desta escala em ordem
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crescente de custo. Entao, ambos os algoritmos utilizam a regra do menor
posto para construir uma ABB T, ou seja, as chaves de menor posto sao
sempre acessadas antes das de maior posto. Observe que esta regra persegue
o objetivo (i). O objetivo (ii), por sua vez, é perseguido quando o algoritmo
qual chave deve ser acessada primeiro dentre todas as chaves de posto
minimo do subvetor corrente.

Assim como o Algoritmo da Razao, ambos os algoritmos constroem
uma ABB através de uma abordagem top-down. Primeiro, todas as chaves
de posto minimo do subvetor corrente sao selecionadas. Além disso, cada
subseqiiéncia contigua de chaves que ndo foram selecionadas neste subvetor
é condensada em um tunico né. Neste caso, se as chaves a; e a;y; foram
selecionadas, entao assumimos que existe uma subseqiiéncia vazia de chaves
nao selecionadas entre a; e a;11. De forma semelhante, se a primeira (dltima)
chave foi selecionada, entao assumimos que existe uma subseqiiéncia vazia de
chaves ndo selecionadas antes (depois) desta chave. Cada subseqiiéncia vazia
mencionada anteriormente também é condensada em um né. Em seguida,
ambos os algoritmos constroem uma AEBB auxiliar (ver defini¢do na se¢ao
3.1) Tp, onde cada né interno corresponde a uma chave selecionada e cada
folha corresponde a uma subseqiiéncia condensada. A unica diferenca entre
o ECBM e o0 ECPB esta no algoritmo utilizado para construir 7p.

Agora, observe que cada subseqiiéncia condensada também corres-
ponde a um subvetor do vetor de entrada. Por isto, ambos os algoritmos
resolvem recursivamente os subproblemas associados a estas subseqiiéncias.
A ABB associada ao subvetor corrente é obtida apds a substituicao de cada
folha de Tp pela ABB construida recursivamente para a subseqiiéncia con-
densada correspondente. Mais adiante, descrevemos a construcao de 7p para
cada um dos dois algoritmos.

Agora, ilustramos o ECBM através de um exemplo. Seja L =
[a1,...,a9] um subvetor do vetor de entrada cujos vetor de custos de acesso

é

[0.1,0.1,0.05,0.03,0.3,0.1,0.08,0.2,0.04]. (3-8)

Neste vetor, os custos das chaves de posto minimo estao em negrito.
A Figura 3.2 representa alguns passos da construcao de uma ABB 77,
pelo ECBM, quando L é o subvetor corrente. Primeiro, o ECBM divide L
em sete subseqiiéncias de chaves: Ly = [a1, as], Lo = [as], L3 =[], L4 = [a4],
Ls = [as,...,as], Le = [ag] € Ly = []. Observe que cada subseqiiéncia de

indice par (Lg, L4 € Lg) contém exatamente uma chave. Cada chave contida
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(b)

[alaaz] [] [a51a5!a71ag] []

(©

[a,]

[a]

Figura 3.2: (a) Uma AEBB auxiliar T), cujos nds internos estao associados
as chaves a3, a4 € ag. (b) Uma ABB construida pelo ECBM, para o subvetor
Ly = [a1,a9]. (¢) Uma ABB construida pelo ECBM, para o subvetor
Ls = [as,a6,a7,ag]. (d) Uma ABB T}, construida pelo ECBM, para o
subvetor corrente L.

em uma destas subseqiiéncias é associada a um né interno de uma AEBB
auxiliar T, representada pela Figura 3.2.(a). Além disso, as subseqiiéncias
de indice impar (L, L3, Ls e L;) sao condensadas e associadas as folhas
de Tp. O ECBM constréi uma ABB para cada uma destas subseqiiéncias
através de chamadas recursivas. As Figuras 3.2.(b) e 3.2.(c) representam
as ABB construidas para as subseqiiéncias L; e Ls, respectivamente. Por
ultimo, o ECBM substitui cada folha de Tp pela ABB construida para a
subseqiiéncia correspondente. No caso das subsequéncias vazias L3 e L7,
as folhas correspondentes sao removidas de Tp. A ABB resultante 17, é
representada na Figura 3.2.(d).

Agora, formalizamos a nogdo de posto. Seja ¢ um nuimero inteiro

positivo e a um fator de escala real e maior do que 1. Nas andlises de
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aproximacao do ECBM e do ECPB apresentadas na se¢ao 3.5, atribuimos
valores apropriados a « e t. A escala de custos utilizada por estes algoritmos
particiona o intervalo real [0,1) em t + 1 sub-intervalos de forma que
[0,1/at) é o primeiro sub-intervalo e [1/a!~"2 1/a!~**1) é o i-ésimo, para
t=2,...,t+ 1. Com isto, definimos o posto de uma dada chave a; como
sendo igual a i quando o seu custo c(a;) estd contido no i-ésimo sub-
intervalo, para ¢ = 1,2,...,t + 1. Além disso, definimos o posto de um
subvetor L como sendo igual ao posto minimo de uma chave contida em L.
Denotamos o posto de L por r(L). Por exemplo, observe que poderiamos
ter t = 4 e a = 2 para o vetor de custos dado por (3-8). Neste caso, como
o primeiro sub-intervalo é [0,1/16), apenas as chaves a3, as € ag tém posto
igual a 1.

A Tabela 3.4 contém um pseudocddigo comum para o ECBM e para o
ECPB. A tnica diferenca entre os dois algoritmos é a construcao da AEBB
auxiliar T, que é realizada pela Funcao Caso-Médio no caso do ECBM e
pela Funcao Pior-Caso no caso do ECPB. Observe que cada argumento da
Funcao Caso-Médio fornece o niimero de chaves associadas a um né (folha ou
né interno) da drvore que serd construida. Por outro lado, os argumentos
passados para a Func@o Pior-Caso sdo os custos (piores custos de busca)
das ABB que substituirao as folhas de Tp. Vale mencionar que a Fungao
Construir retorna, além da ABB construida para o subvetor L, o pior custo
de busca desta ABB. Este ultimo valor retornado nao é utilizado quando o
problema é o PBCM.

Para reduzir o fator de aproximacao demonstrado para ambos os
algoritmos, a Funcao Construir constréi uma ABB 6tima para qualquer
subvetor L com até K chaves (|L| < K), onde K é um parametro fixo. Esta
arvore 6tima sempre é construida através de um algoritmo por programagcao
dindmica em tempo O(|L[*). No caso do PBCM, utilizamos o algoritmo

proposto em [11]. Este algoritmo utiliza a seguinte expressao:

(a1, ..., a,)) = z:rrlunn{nc(az) +c*([ar, ..., a;1]) + ¢ ([aip1, - - -, an)) }-

Ja no caso do PBPC, modificamos este algoritmo para considerar o
pior custo de busca ao invés do custo médio. Apds esta modificacao, obtemos

seguinte expressao:

w*([a, ..., a,]) = ,minn{c(ai) +max{w*([a1, ..., a;—1]), w* ([@Git1, - -, an])}-

i=1,...,

Dadas estas expressoes, os respectivos algoritmos exatos resultam de
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Funcgao Construir(L : vetor de chaves) : ABB e custo;

Se |L| < K entao

Tr, < uma ABB 6tima para L;

retornar 77, e o seu pior custo de busca w(77);
Fim Se
iy, iy, - - -, A, <— as chaves de L cujo posto é r(L);
Go <= 0; dpy1 < |L|+1;
Para j=1,...,k faca

L2j — [a’ij];
Fim Para
Para j =0,...,k faca

L2j+1 — [aij-f-l; aij+27 R aij+1—1:|;
Fim Para

Para j =0,...,k faca
(Try; 41> w(TLy,;,,)) + Construir(Lgji);

Fim Para
Se o problema é o PBCM entao

Tp < Caso-Médio(|L1|, |La|, - - -, | Lok s1]);
Senao

Tp « Pior-Caso(w(TL,), w(TL,), - - -y w(TLy,,));
Fim Se

Para j=1,...,k faca
associar a;; a0 j-ésimo n¢ interno de Tp,
na ordem dada por um percurso em ordem;
Fim Para
Para j =0,...,k faga
substituir a (j + 1)-ésima folha de Tp por Ty, ,,
na ordem dada por um percurso em ordem;
Fim Para
Tt + a ABB resultante;
retornar 17, e w(Ty);
Fim Funcgao.

Tabela 3.4: Um pseudocddigo comum para o ECBM e para o ECPB

uma aplicagao imediata da técnica de programacao dinamica [15].

3.4.1
A Funcao Caso-Médio

Para descrever esta funcao, definimos o problema conhecido como Pro-
blema do Comprimento Ponderado de Caminho (Weighted Path Length Pro-

blem). Dada uma lista de pesos [w1, ..., Wa,11], 0 comprimento ponderado
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de caminho de uma drvore estritamente bindria 7" com 2n+ 1 nds é definido

como

n n
Z Woit1loiy1 + Z wo;(lo; + 1),
i=0 i=1

onde [/; é o nivel do j-ésimo né visitado durante um percurso em ordem em
T. Neste caso, observe que as folhas estao sempre associadas aos valores
impares de j, enquanto os nds internos estao associados aos pares. O Pro-
blema do Comprimento Ponderado de Caminho consiste em encontrar, para
uma dada lista de pesos, uma arvore estritamente bindria cujo comprimento
ponderado de caminho é minimo. Existem varios algoritmos para este pro-
blema [2, 9, 17]. Vérios destes algoritmos sao baseados em critérios simples
para escolha da raiz do subvetor corrente. Entre estes critérios, um dos mais
simples é o Min-Max, que consistem em escolher como raiz o elemento de

peso wo; que minimiza

2i—1 2n+1
max E wy, E w;
j=1 j=2i+1

Vale mencionar que a construcdo de uma AEBB segundo este critério
admite uma implementacao que roda em tempo linear [5]. Pela sua sim-
plicidade, a Fun¢ao Caso-Médio utiliza esta implementacao. Este algoritmo
constréi uma arvore estritamente binaria Tp para uma lista de pesos que
contém a cardinalidade de cada subvetor L;, ou seja, ele utiliza a lista de
pesos [|Li1],|Lal, ..., |Lok+1|]- Por exemplo, no caso do vetor de custos dado
por (3-8), a Fungao Caso-Médio utiliza a lista de pesos [2,1,0,1,4,1,0] para

construir a drvore da Figura 3.2.(a).

3.4.2
A Funcao Pior-Caso

Em [26], Seb6 e Waksman propéem um algoritmo para resolver o
seguinte problema: dada uma lista de nimeros W = [wi,ws,...,w,],

encontrar uma arvore binaria 7' com ¢ folhas que minimiza
f(r,w) = ig%axq{li + w; },
=1,

onde [; é o nivel da i-ésima folha de T', na ordem dada por um percurso em
ordem. Chamamos este problema de Problema de Busca com Folgas. Este

algoritmo roda em tempo O(q).
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Seja Tp a arvore obtida pelo algoritmo proposto em [26], para a lista

de numeros
W' = [w(Ll)ath(LH-l’ w(L?,)at*T(LH-l’ . w(L2k+1)atfr(L)+1].

Se r(A) > 1, entao a Funcdo Pior-Caso recebe como argumentos os
valores de w(L1),w(Ls),...,w(Loks1) € retorna a drvore T construida por
este algoritmo. Vale mencionar que 7p também é uma arvore 6tima para
o seguinte problema: encontrar uma arvore binaria 7' com k + 1 folhas que

minimiza

UJ’(T) = 'man{ZQZ}l/CEtiT(LH_l + UJ(LQ,‘+1)}, (3-9)

1=0,...
onde ly;.1 € o nivel da i-ésima folha de 7', na ordem dada por um percurso
em ordem. Como w'(T) é igual a f(T,W') para qualquer 7" a menos de um

fator multiplicativo 1/af"(P)+1

, qualquer soluc¢do 7' que minimiza f (7, W')
também minimiza w'(T).
No caso em que r(L) = 1, a Funcdo Pior-Caso retorna uma AEBB

balanceada, ou seja, todas as folhas de Tp estao em nivel menor ou igual a
[log(k +1)].

3.5
Andlise de Aproximacao por Escala de Custos

Nesta secao, introduzimos uma nova técnica para analisar o fator de
aproximagcao de algoritmos para problemas de busca com custos de acesso
variados. Com base nesta técnica, analisamos os algoritmos ECBM e ECPB,
propostos na secao 3.4 para o PBCM e para o PBPC, respectivamente.
Provamos que ambos os algoritmos constroem solugoes (2 + € + o(1))-

aproximadas, para qualquer € > 0 fixo.

3.5.1
Técnica de Particao

Agora, introduzimos uma técnica para obtencao de limites inferiores
para problemas de busca que se aplica tanto ao PBCM quanto ao PBPC.
Chamamos esta técnica de T'écnica de Particao.

Seja L = [ay, - - ., ap] um vetor de chaves e 7' uma ABB para L. Além

disso, considere uma particao genérica do vetor L em k subsequéncias de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 75

chaves contiguas e ndo vazias denotadas por [ay, ..., a;], [@Gi 41y« iyl - - -,
(@i 1415 - - -, Q). Denotamos por L; o subvetor
[a'i];l—}—la SR a’ij]a

associada a j-ésima subseqiiéncia da particdo de L, onde i = 0 e i, = m.
A Técnica de Particao é uma abordagem que pode ser utilizada para obter
limites inferiores para o custo médio (pior custo) de busca de uma ABB

6tima para L como fungao dos custos médios (piores custos) de busca de

ABBs 6timas para os subvetores L1, ..., L. Este técnica utiliza o seguinte
lema.
Lema 2 Para cada i € {1,...,k}, existe uma chave no subvetor L; que é

ancestral em T de todas as chaves de L;.

Prova. Se |L;| = 1, entao a corretude deste lema é trivial. Logo, assumimos
que |L;| > 1. Neste caso, seja a uma chave de L; com o nimero maximo de
descendentes em T'. Provamos por absurdo que a é ancestral em 7" de todas
as chaves de L;. Primeiro, suponha que existe uma chave b em L; que nao
¢é descendente de a. Entao, temos dois casos: b ¢ ancestral de a ou b nao é
ancestral de a. Se b é ancestral de a, entao b tem mais descendentes em 1T
do que a, o que contradiz a nossa suposi¢ao inicial. Absurdo. No segundo
caso, se b nao é ancestral de a, entao seja c o ancestral comum de a e b que
tem o nivel maximo em 7. Neste caso, observe que a e b ndo podem ser
descendentes do mesmo filho de ¢. Em caso contrario, o critério utilizado
na escolha de c daria preferéncia a este filho de ¢. Como a e b pertencem
a sub-arvores diferentes de ¢, concluimos que a chave ¢ estd posicionada
entre as chaves a e b no vetor L. Logo, como a,b € L; e L; corresponde a
uma subseqiiéncia contigua de chaves, concluimos que ¢ também pertencem
a L;. Portanto, o fato de que ¢ tem mais descendentes em 7" do que a
também contradiz a nossa suposicao inicial. Absurdo. Dai concluimos que

a é ancestral em T de todas as chaves de ;. Il

Se uma chave a de L; é ancestral em T de todas as chaves de L;, entao
dizemos que a é o piwo de L; em T. Dada uma chave a € L;, se a nao é
o pivo de L; em T, entdo definimos ¢(a) como o ancestral estrito de a que
pertence a I; e tem nivel maximo em 7. Em caso contrario, se a é o pivo
de L; em T, entao ¢(a) = a. Com isto, o procedimento apresentado a seguir

constréi uma arvore 7; para as chaves do subvetor L; a partir de 7.

Procedimento Particao(7, L;)
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Para toda chave a € L; tal que ¢(a) # a, faga
Se a é descendente do filho & esquerda de ¢(a) em T entao
conectar a como o filho & esquerda de ¢(a) em T;;
Senao
conectar a como o filho & direita de ¢(a) em Tj;
Fim Se

Fim Para

Por exemplo, seja L = Jai,...,a11], L1 = [a1,a9,a3], Ly =
[a4, as, ag, ar,ag] € Ly = [ag, a1, a11]. Neste caso, a Figura 3.3.(a) mostra
uma ABB T para L. As arvores 17,15 e T3 construidas pelo Procedimento
Partigao a partir de T sao representadas pelo Figura 3.3.(b). Nestas figuras,
o numero que aparece dentro de cada né representa o indice da chave cor-
respondente. Além disso, tanto os nés de T" que pertencem a Ly quanto os
nos de T; estao pintados de cinza na Figura 3.3. Para este exemplo, observe

que os pivos de L1, Ly e L3 em T sao ao, ag € ag, respectivamente.

Figura 3.3: (a) Uma ABB T para o vetor [a,...,a11]. (b) As drvores T,
T, e Ty construidas para os subvetores L = [a1, az, as], Ly = [a4, ..., as] €
L3 = [ag, a19, a11], respectivamente.

A seguir, provamos que as arvores construidas pelo Procedimento

Particao sao sempre ABBs. Para isto, temos o seguinte lema.

Lema 3 Dados um vetor L, uma ABB T para este vetor e um subvetor
L; associado a uma subseqiiéncia contigua de chaves de L, se T; é a drvore

construida pela execu¢ao de Parti¢io(T, L;), entao T; é uma ABB.

Prova. Demonstramos este lema provando por indugao sobre o nimero de

chaves de L; que T; é uma ABB cuja raiz é o pivo de L; em T.
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Se |L;| =1, a afirmacao anterior vale pois um né isolado é uma ABB.
Agora, assumimos que esta afirmacao vale para qualquer subvetor de L com
menos do que k chaves. Entao, provamos esta afirmacao para o caso onde
|Li| = k.

Seja a o pivd de L;. Sejam também L; e L? os subvetores de L; &
esquerda e & direita da chave a, respectivamente. Além disso, sejam T} e 17
as drvores construidas pelas execugoes de Particao(7, L}) e Particao(T, L?),
respectivamente. Pela hipétese indutiva, 7' e T7? sao ABBs cujas raizes
sdo os pivos de L e L2, respectivamente. Como a é ancestral de todos os
nés de T que pertencem a L; e as chaves de L} (L?) estdo todas & esquerda
(direita) de a, concluimos que nenhum né de T que pertence a L} é ancestral
ou descendente de um né que pertence a L?. Dai, concluimos que nenhum né
de T; que pertence a L} é pai ou filho de um n6 que pertence a L?. Também
observamos que apenas o pivo de L] (L?) pode ser filho & esquerda (direita)
de a em Tj, pois, para qualquer outro n6 de T que pertence a L} (L?), o pivd
de L} (L?) é um ancestral que tem maior nivel em 7'. Logo, para uma dada
chave b de L} (L?) exceto o pivd, quando o Procedimento Parti¢do escolhe
o pai de b em T; ele escolhe obrigatoriamente um né que também pertence a
L} (L?). Portanto, o né escolhido é o mesmo que na construgao de T} (T7?).
Conseqiientemente, as ABBs T! e T? sao sub-arvores de T;. Como as raizes
de T! e T? (os pivos de L} e L?) sao os filhos & esquerda e a direita de a,

respectivamente, concluimos que 7; é uma ABB cuja raiz é a. O

Observe que, para qualquer estrutura de custos, a soma dos custos
médios de busca das arvores T, T, e T3 representadas pela Figura 3.3.(b)
nao ¢ maior que o custo médio de busca de 7. Isto sempre ocorre com
as arvores construidas pelo Procedimento Particao porque, por construcao,
qualquer ancestral de uma dada chave a em T; também ¢é ancestral de a em
T. De forma semelhante, observamos que o pior custo de busca de T nao
é menor do que o maior dentre os piores custos de busca de 711,75, e Ts.
Com base nestas observagoes, a Técnica de Particao permite obter limites
inferiores para o custo médio e para o pior custo de busca de uma ABB
6tima da seguinte forma. Por exemplo, suponha que a ABB T apresentada
na Figura 3.3.(a) é uma solugdo étima para o PBCM(L). Como T; é uma
solugdo vidvel para o PBCM(L;), para i = 1,2, 3, concluimos que o custo

médio de busca de T; ndo pode ser menor do que c¢*(L;). Dai, obtemos que

c*(L) > c*(L1) + ¢ (La) + c*(L3). (3-10)

De forma semelhante, também obtemos que
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w* (L) > max{w" (L), w" (L), w"(L3)}.

O lema apresentado a seguir generaliza estes limites inferiores.

Lema 4 Seja L um vetor particionado em k subvetores L1, Lo, . .., Ly, cada
um deles associado a uma subsequéncia nao vazia e contigua de chaves de

L. Neste caso, temos

RUES
i=1
e
wi(L) > max {u' (L)}
Prova. Segue da discussao anterior. O

Apesar destes limites inferiores nao serem suficientes para demonstrar
a existéncia de fatores de aproximacao constante para o ECBM e para o
ECPB, a mesma abordagem pode ser estendida para obter limites melhores.
Nas subsecoes seguintes, mostramos como melhorar estes limites inferiores
utilizando caracteristicas especificas de cada funcao de custo.

Para isto, assumiremos sempre que um dado subvetor L recebido como
argumento pela Funcao Construir é particionado em 2k + 1 subvetores
Ly, Lo, ..., Lo, 1, cada um deles associado a uma subseqiiéncia contigua de
chaves de L. Ambos os algoritmos realizam este particionamento nos dois
primeiros lacos do pseudocéddigo apresentado na Figura 3.4. Vale enfatizar
que esta particao de L nao inclui as subparticoes realizadas nas chamadas

recursivas & Fun¢ao Construir. Além disso, definimos

I(L)={i| |Lil| >0er(L;) >r(L)}

I'(L) = {2,4,...,2k).
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3.5.2
Extensao da Técnica de Particao para o PBCM

Aqui, estendemos a Técnica de Particao apresentada anteriormente a
fim de aprimorar o limite inferior para o custo médio de busca de uma ABB
6tima dado pelo Lema 4. O limite inferior obtido é funcao de um parametro
real d, que sera discutido mais adiante.

Para isto, definimos uma instancia paramétrica do PBCM. Dados um
nimero real d maior ou igual a minger{c(a)} € um vetor L, denotamos por
PBCM(L, d) uma instancia do PBCM tal que o custo da chave a é c¢(a) —d,
para todo a € L. Com isto, o custo médio de busca de uma ABB T para o
PBCM(L, d) é dado por

ca(T) = Z Z (c(z) — d).

a;€L x€N(a;,T)

A idéia chave para aprimorar o limite inferior dado pelo Lema 4 é
decompor o custo ¢(a) de cada chave a € L em duas parcelas: uma igual a d
e outra igual a ¢(a) —d. A partir desta decomposi¢do, mostramos um limite
inferior para c¢*(L) pode ser escrito como a soma de dois limites inferiores
distintos: um para o PBCM(L, d) e outro para uma insténcia particular do
PBCM(L, d) onde todas as chaves tém custo igual a d. O préximo teorema
apresenta uma formalizacao desta idéia.

Antes, porém, introduzimos mais alguns defini¢es. Denotamos por
T7(d) uma ABB étima para o PBCM(L, d). Para simplificar, denotamos o
custo médio de busca desta arvore por ¢*(L,d) ao invés de cq4(T7(d)). No

caso em que d = 0, omitimos o argumento d, obtendo ¢*(L) = ¢*(L,0).
Teorema 3.8 Sejam di e dy dois nimeros reais nao negativos tais que
di + dy < min{c(a)}.
a€l
Neste caso, sempre temos

C*(L, dl) > dg X |L|(10g |L| — 1) + C*(Li,dl + dg)

i€I(L)UI' (L)

Prova. Seja a uma chave contida no subvetor L. Denotamos por [(a) o nivel
do né a na arvore T5(d;) e por Ny (a) o conjunto de todos os ancestrais de a

nesta arvore. Como T (d;) é uma solugao vidvel para o PBCM(L, d; + ds),
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o custo médio de busca desta arvore para esta instancia nao pode ser menor
do que ¢*(L, d; + dy). Dai, obtemos

(Lydy) = Y > datd. > (e —dy)  (3-11)

a€L zeNy(a) a€L z€Nr(a)
> Y dy(Ua) + 1) + (L, dy + ). (3-12)
a€L

Além disso, pelo Lema 4, temos

c(L,dy +ds) > c*(Li, dy + dy) (3-13)
i€ I(L)UI'(L)

Como T} (d;) também é uma solugdo vidvel para uma instancia do
PBCM(L) onde todos os custos sdo iguais a ds, pela proposi¢ao 3.1, o custo
médio de busca desta arvore para esta instancia nao pode ser menor do que
ds|L|(log |L| — 1). Logo, temos

dy Y (I(a) +1) > dy|L|(log|L| — 1).

acL

Portanto, combinando a desigualdade anterior com (3-12) e (3-13),

concluimos que

¢*(L,dy) > d|L|(log |L| — 1) + *(Li, dy + dy).

ieI(L)UI'(L)

g

Por exemplo, aplicando o teorema anterior a particao representada

pela Figura 3.3, obtemos

C*(L, dl) 2 27d2 + C*(Ll, d1 + dg) —+ C*(LQ, d1 + dg) + C*(L3, d1 —+ dg)

Em particular, assumindo que d; = dy = 0, obtemos o mesmo limite
inferior dado por (3-10).

Vale mencionar que o principal limite inferior utilizado na andlise do
Algoritmo ECBM aplica recursivamente o resultado do teorema anterior
para todos os subvetores de A passados como argumento para a Funcao
Construir. Este limite inferior é estabelecido mais adiante no Teorema 3.10.

No préoximo teorema, apresentamos uma desigualdade que relaciona
os valores de ¢*(L) e ¢*(L, d;). Esta desigualdade é 1til para demonstrar um

fator de aproximacao constante para o ECBM, no Teorema 3.14.
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Teorema 3.9 Sejam dy e dy tais que
0 < d; < dy < min{c(a)}.
a€L

Neste caso, sempre temos

C*(L) < d2
c* L,dl) - dg—dl'

Prova. Seja a uma chave contida no subvetor L. Denotamos por Ni(a) o

conjunto de todos os ancestrais de a na drvore 75 (d;). Por defini¢ao, temos

c(Lyd) =) Y (c(z) —dy).

a€Ll zeNp(a)

Como T} (dy) é uma solugao vidvel para o PBCM(L, 0), o custo médio
de busca desta drvore para esta instancia ndo pode ser menor do que ¢*(L),

ou seja, sempre temos

L)< D ).

a€L zeNL(a)

Agora, seja a* = arg minge{c(a)}. Obtemos a partir da desigualdade

anterior que

> Y de)

c* (L) a€L €N (a)

H(Lyd) = NN (e(w) - do)

a€L €Ny (a)

S Ol

aclL a) — d1 c(a*) - dl’

Como ds < ¢(a*), concluimos que

c*(L) < c(a*) < ds
c* L, dl) o C(CI,*) — d1 - d2 - d1



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 82

3.5.3
Extensao da Técnica de Particao para o PBPC

Aqui, estendemos a Técnica de Particdo apresentada anteriormente
a fim de aprimorar o limite inferior para o pior custo de busca de uma
ABB 6tima dado pelo Lema 4. Para isto, analisamos os niveis dos pivos dos
subvetores numa ABB 6tima 77, (L) para o PBPC(L). Por exemplo, no caso
da Figura 3.3, o pior custo de busca da ABB T para o subvetor L nao pode
ser menor do que o pior custo de busca da ABB 77 para o subvetor L. Este
limite inferior pode ser aprimorado da seguinte forma. Seja d um nimero
real nao negativo menor ou igual a min,ez{c(a)}. Como o né de nimero 2,
que é o pivo de L, tem nivel 2 em 7', podemos concluir que o pior custo de
busca de T" também nao pode ser menor do que o pior custo de busca de T}
somado com 2d. O lema que apresentamos a seguir formaliza esta idéia.

Antes, porém, introduzimos mais alguns defini¢oes. Para j € I(L) U
I'(L), seja y; o pivo do subvetor L; na drvore Ty, (L). Seja também I} o

nivel do né y; na arvore T3, (L).
Lema 5 Seja d um nimero real tal que

0 < d < min{c(a)}.

a€L

Neste caso, sempre temos

w* (L) > iEI(Lm)%(L){d x IV 4+ w*(L;)}. (3-14)
Prova. Seja a uma chave do subvetor L;. Denotamos por N (a) o conjunto
de todos os ancestrais do né a na arvore T3, (L). O né a tem dois tipos de
ancestral em T}, (L): aqueles cujas chaves estdao em L; e aqueles cujas chaves
nao estao em L;. Como as chaves associadas aos ancestrais estritos de y; em
Ty, (L) ndo estdo em L;, podemos concluir que o custo de buscar a segundo

a arvore T};,(L) nao é menor do que
dx 1V + Z c(x).
mE(NL(a)ﬂLi)

Logo, o pior custo de busca de uma chave que estd em L; segundo a

arvore Ty, (L) ndo é menor do que

d x I}V 4+ max Z c(x) p . (3-15)

acl;
zE(NL(a)ﬂLi)
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Observe que a segunda parcela de (3-15) é igual ao pior custo de busca
da drvore T; construida pelo Procedimento Partigao (T3, (L), L;). Como T; é
uma solug¢do vidvel para o PBPC(L;), concluimos que o pior custo de busca
da &rvore T; nao é menor do que w*(L;). Portanto, o pior custo de busca de

uma chave que estd em L; segundo a drvore T}, (L) ndo é menor do que
dx IV +w*(Ly).

Dai, estabelecemos o resultado enunciado por este lema tomando

o méximo dentre os limites inferiores associados aos subvetores {L;| i €

I(L) U I'(L)}. O

Mais adiante, ao analisar o Algoritmo ECPB atribuimos valores a
d de acordo com o posto do subvetor atual L. Precisamente, fazemos
d = 1/a!7"")*2 quando 7(L) > 1 e d = 0 em caso contrario. Vale
mencionar que estas escolhas sdo adequadas no sentido de satisfazer a
hipétese d < minger{c(a)}, utilizada pelo Lema 5.

3.5.4
Analise do Algoritmo ECBM

Nesta se¢ao, analisamos o fator de aproximacao do Algoritmo ECBM.

Para isto, introduzimos mais algumas idéias e definicoes. Seja Z o
conjunto de todos o subvetores nao vazios de A que sao passados como
argumento para a Fungao Construir em algum momento durante a execugao
de Construir(A). Além disso, seja Zx o conjunto de todos subvetores
contidos em Z com mais de K chaves. Vale lembrar que, a Funcao Construir
constréi uma ABB 6tima para todo subvetor passado como argumento com
até K chaves.

Em nossa andlise, estabelecemos limites inferiores para uma ABB
Otima e o limites superiores para a ABB construida pelo ECBM. A andlise de
aproximagao do ECBM é realizada através de comparacoes entre estes dois
tipos de limites. Estas comparacoes sao possiveis porque tanto o principal
limite inferior, estabelecido pelo Teorema 3.10, quanto o principal limite
superior, estabelecido pelo Teorema, 3.13, sdao escritos como fun¢ao do posto
e do nimero de chaves de cada subvetor de Z.

Dados um vetor de entrada A e o conjunto Z obtido através da
execucdo de Construir(A), definimos uma drvore 7'(Construir) da seguinte
forma. Cada né de T'(Construir) estd associado a um subvetor de Z. O né

associado a A é a raiz de T'(Construir). Para um dado subvetor L € Z, os nés
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Figura 3.4: Uma &rvore 7' (Construir)

filhos de L em T (Construir) estdo associados aos subvetores {L;|i € I(L)}
de L. Observe que os subvetores Lo, Ly, ..., Ly nao sao passados como
argumento para a Fun¢ao Construir. Por isto, eles nao pertencem a Z e nao
estao associados a nenhum né de T'(Construir).

Por exemplo, sejam um vetor de entrada A = [ay, ..., ag] € um vetor
de custos associado [0.1,0.1,0.05,0.03,0.3,0.1,0.08,0.2,0.04]. Além disso,
suponha que o = 2, t = 4 e K = 2. Neste caso, a Figura 3.4 representa
uma &rvore T'(Construir) obtida através da execugdo de Construir(.A).
Observe que, para esta arvore, temos Zy = {[ai,...,a9|,[as,...,as]} e
Z — Zy = {[a1, az], [as], [as]}-

Agora, apresentamos uma visao geral da utilizacio da &arvore
T (Construir) ao longo desta subse¢do. Observe que o Teorema 3.8 fornece
um limite inferior para ¢*(L) como funcdo dos custos de ABBs 6timas para
os subvetores de L. De forma semelhante, o Corolario 3.12, que serd apre-
sentado mais adiante, fornecerd um limite superior para ¢(L), como fun¢ao
dos custos de ABBs construidas pelo ECBM para estes mesmos subvetores.
Por isto, uma comparagao entre estes limites inferior e superior precisa-
ria de alguma hipdtese indutiva relacionando os custos destas ABBs. Vale
lembrar que os subvetores de L estao associados aos filhos do n6 L na
arvore T (Construir). Portanto, se avaliarmos cada um destes limites recur-
sivamente ao longo de T'(Construir), obteremos novos limites que s6 depen-
dem dos custos de ABBs para os subvetores de A associados as folhas de
T (Construir). Esta abordagem serd utilizada nas provas dos Teoremas 3.13
e 3.10. Vale lembrar que os subvetores associados as folhas de 7'(Construir)
nao tém mais do que K chaves. Como o ECBM sempre constréi ABBs

otimas para estes subvetores, a comparacao entre os novos limites inferior e
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superior permitird provar um fator de aproximacgao constante.

Ao longo desta subsegdo, denotamos por g¢g(L) o posto do vetor
associado ao pai do né L na arvore T'(Construir). Logo, se o né L é filho
do n6 L' em T'(Construir), entdo g(L) = r(L'). Para o vetor de entrada
A, definimos que g(A) = —oo. Finalmente, denotamos por 7; a ABB
construida pelo ECBM para o subvetor L.

Limite Inferior

Aqui, demonstramos um limite inferior para o custo médio de busca
de uma ABB étima, para o vetor de entrada A.

Para isto, aplicamos recursivamente o limite inferior dado pelo Teo-
rema 3.8 ao longo da &rvore T (Construir), comecando pelo né A. Antes

porém, definimos

R(L) = { 0, caso r(L) =1

1/at="W+2 caso r(L) > 1

Observe que R(L) é um limite inferior para o custo de qualquer chave

de L, ou seja,

R(L) < min{c(a)}.

a€L

Também definimos G(L) da seguinte forma. Se o né L' é o pai do né
L na 4rvore T'(Construir), entdo G(L) = R(L'). Para o vetor de entrada A,
definimos G(A) = 0.

O préximo teorema fornece o limite inferior mencionado anterior-

mente.

Teorema 3.10
max{ 1, (R(L) - G(L)ILI(log|LI=1) + Y (L,G(L))
LeZyk Le(Z—-Zk)
é um limite inferior para c*(A).

Prova. Demonstramos este teorema por inducdo sobre os niveis da arvore

T (Construir). Para isto, definimos Z¢ e Zi da seguinte forma:

Z'={L| L € Z e o nivel do né L em T(Construir) é <3 }
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Zi.={L|Le Z"e|L| > K}.
Neste caso, basta provar que

(A) > 1 (3-16)

e que

¢(A) > Y (R(L) - GL)|LI(og LI =)+ Y (LG(L)),

LeZi Le(z+1-zk)

(3-17)
para qualquer numero natural [. A expressao deste teorema é obtida
tomando-se 0 maximo entre (3-16) e (3-17) e fazendo [ igual a altura da
arvore T (Construir). Neste caso, temos Zt = Zx e Z' = 7 = Z.

Como »"7 | ¢(a;) =1, ¢*(A) ndo pode ser menor do que 1. Isto prova
a validade de (3-16).

Agora, provamos a validade de (3-17) por indu¢do sobre o valor de [.
Para | = 0, se |A| < K, entdo (3-17) decorre do fato de que Z! = {A},
Z% = 0 e G(A) = 0. Substituindo-se estes valores em (3-17), obtemos
c*(A) > ¢*(A), o que é ébvio. Logo, assumimos que |A| > K. Primeiro,
observamos que Z% = {A} e definimos {A;|i € I(A)} = Z' — ZY%. Neste

caso, precisamos provar que

¢*(A) > R(A) x |A|(log |[A| = 1) + D ¢"(4;, G(A))
i€I(A)

Observe que G(A;) = R(A)). Além disso, como G(A) = 0, temos que

R(A) + G(A) < min{c(a)}.
Aplicando o Teorema 3.8 para o vetor de entrada A, com d; = G(A) =
0 e do = R(A), obtemos

¢(A) > R(A)Al(log|A = 1)+ D (A, R(A) + > ¢ (A, R(A))
i€l (A) i€I(A)
R(A)|A|(log |A] - 1) + ) ¢"(A;, G(Ay)).
icI(A)

v
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Portanto, (3-17) vale para [ = 0.
Agora, assumindo que o resultado vale para [ = p provamos que ele

vale para [ = p+ 1. Aplicando a hip6tese indutiva, obtemos

¢(A) = Y (R(L) - GL)ILlog Ll =)+ Y ¢(L,G(L))

LeZ¥, Le(zr+1—-2Z%)

Basicamente, o passo indutivo consiste em expandir as parcelas do
lado direito da desigualdade anterior que correspondem aos subvetores que
estao em nivel p + 1 em 7T'(Construir) e tém mais de K chaves. Para isto,
aplicamos o Teorema 3.8. Como o conjunto Z2™" — Z2 contém exatamente
estes subvetores, reescrevemos o conjunto ZP*!' — Z% como a unido de dois
conjuntos disjuntos dados respectivamente por Z?*' — Zbt e Zb¥T _ 7P

Dai, concluimos que

(A > Y (RL)-GO)LI(oglLl =)+ Y (LG(L)

LeZ” Le(zv 125
+ > ¢(LGL) (3-18)
Le(25"~2%)

Seja L € (Z% — Z%). Observe que G(L;) = R(L). Além disso, como
R(L) < zflellg{c(al)}, concluimos que G(L) + (R(L) — G(L)) < glélg{c(al)}
Dai, aplicando o Teorema 3.8 para o subvetor L, com d; = G(L) e
dy = R(L) — G(L), obtemos

¢(L,G(L) > (R(L)—G(L))|Ll(log|L| 1)+ Y ¢ (L, R(L))

i€l (L)
+ 3 (L, R(1L)
i€I(L)
> (R(L) = G(L)|L|(log [L| = 1) + Y ¢*(Li, G(Ly)).
i€I(L)

Somando a desigualdade anterior para todo subvetor L € (Z5%" —Z%),

obtemos

Y, LG = Y. (R(L) = G(L))|L|(log|L| - 1)

Le(#8F—72) Le(zPH—77)
K K K K
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+ ) (LG (3-19)

Le(zpt2—7zp+1)

Substituindo-se a ultima parcela do lado direito de (3-18) pelo lado
direito de (3-19) e utilizando o fato de que Z7+2 — ZpPtl ¢ ZP+l — ZP¥! 30

. .- . . .~ , . 1
conjuntos disjuntos cuja unido é o conjunto ZP+2 — Z;}Jr , obtemos

(A > Y (RIL)-GIL)|LI(og|L =1)+ Y (L,G(L)
LeZ” Le(zr 125
+ ) (R(L)-G(L)|L|(log|L| = 1)
Le(Zy™ ~7)
+ Y, (LG
Le(zpt+2—7zp+1)
= Y (RL)-GE)LQog|LI =)+ Y (L G(L),
LezzH! Le(zrt2-ziH)
0 que completa esta prova. 0

Limite Superior

Aqui, demonstramos um limite superior para o custo médio de busca
¢(A) de uma ABB T4 construida pelo ECBM, para o vetor de entrada 4.
Seja L um subvetor que pertence a Z. Consideramos separadamente

os seguintes dois casos:

(i) [L| < K (L ¢ Zk);
(i) |L| > K (L € Zg).

Lembre que, no caso (i), temos

(L) < ¢*(L), (3-20)

pois o ECBM sempre constréi uma ABB étima para L quando |L| <
K. Por isto, o principal limite superior apresentado nesta subsecao, dado
pelo Teorema 3.13, é funcao dos postos e das cardinalidades dos subvetores
que pertencem a Zg, e dos custos de ABBs 6timas para os subvetores que
pertencem a Z — Zk.

Agora, consideramos o caso (ii). O préximo teorema fornece um limite
superior para c¢(L), como fun¢do dos niveis dos nés da AEBB auxiliar

construida pela Fungao Caso-Médio (ver subsegao 3.4.1). Vale lembrar que
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denotamos por 77, a ABB retornada pela Func¢ao Construir para o subvetor
L.

Teorema 3.11 Para todo j € I(L) U I'(L), seja l; o nivel do nd associ-
ado ao subvetor L; na AEBB auziliar Tp construida pela Funcao Caso-
Médio(|L1|,|Ls|,- .., |Loks1|). Neste caso, temos

(L) < ﬁ DL+ D G+ |+ D elly)

JeI(L) JeI'(L) JeI(L)

Prova. Seja a uma chave do subvetor L;, para um dado j € I'(L) U I(L).
O né a tem dois tipos de ancestral em T7: aqueles que pertencem a L; e
aqueles que nao pertencem a L;. Por constru¢ao de Tp e Tf, existe uma
relacao de um para um entre os ancestrais de a em 7T, que nao pertencem
a L; e os ancestrais do né associado a L; em Tp. Por isto, o niumero de
ancestrais de a em 7}, que nao pertencem a L; é sempre igual a /;. Além
disso, qualquer ancestral de a em 77, que nao pertence a L; tem posto r(L).
Logo, o custo de buscar a segundo a arvore T, nao pode ser maior do que
li
Py TSI Z c(z),

a:e(NL(a)ﬁLj)

onde denotamos por Np(a) o conjunto de todos os ancestrais do né a em
TL.

Por construcao de Tp e 17, também existe uma relacdo de um para
um entre os ancestrais de a em 77, que pertencem a L; e os ancestrais de a
em T7,. Por isto, somando o limite superior anterior para todas as chaves
de L;, obtemos o seguinte limite superior para o custo de buscar todas as

chaves do subvetor L; segundo a arvore 17:
lj Ll
Z at—r(L)+1 + Z C(.Z') = at-r(L)+1 + C(Lj)'
aclL; z€(Nr(a)NLj)

Como temos c(L;) < 1/at~"E)+! para todo j € I'(L), somando o
limite superior anterior para todo j € I(L) U I'(L), obtemos que

1
o) < o—r(+1 Z 1Ll + Z i | + (L) + Z c(Ly)
(L)

jJeI(L) jJeI'(L) jer jeI(L)
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1
SW Z|L|Z+Zl a +1+Z

jJeI(L JEI'(L jJEI(L)
1
T gt Z Ll + Z G+1) |+ Z
JEI(L JEI'(L jeI(L

O

Agora, refinamos o resultado anterior, obtendo um limite superior para

¢(L) onde os niveis dos nés da AEBB auxiliar T, ndo aparecem. Para isto,
utilizamos o fato de que a Funcao Caso-Médio constréi uma AEBB auxiliar
recursivamente, utilizando o critério Min-Max para escolha da raiz (ver

subsecao 3.4.1).

Corolario 3.12

1
(L) < — e | 1ElTog LI +2IL1 = 37 ILilog|Li] | + 37 el

i€l(L) i€l(L)

Prova. Sejam hq, ..., ho,y1 0s niveis dos nés de uma AEBB construida
recursivamente, utilizando o critério Min-Max para escolha da raiz. Além

disso, sejam w1, . . ., Wo,+1 respectivos pesos. Neste caso, Bayer [6] prova que
) 9 ) n-+ )

n n
Z Waiy1hoip1 + Z waihg; <
i=0 i=1
2n+1 2n+1 2n—+1 2n—+1
(Z wz> log (Z w,) — Z w; logw;) + 2 Z w;.
=1 i=1

De fato, o limite superior provado por Bayer é menor do que o
limite dado pela desigualdade anterior. No entanto, nao precisamos deste
limite mais justo em nossas demonstragoes. Também vale mencionar que
a expressao deste limite superior que é apresentada em [9] é um diferente
devido a normalizacao que é aplicada aos pesos.

Agora, considere o caso da AEBB auxiliar Tp construida pela Funcao
Caso-Médio, para a lista de pesos [|L1], ..., |Logs1|]- Como Iy, ..., logy1 s@0

os niveis dos respectivos nés em Tp, pela desigualdade anterior, temos

DL+ Y G +1) < |[Lllogl|Ll+ 2Ll = ) |Ly|log|Ly]

JEI(L) jer(L) jeI(L)

Logo, combinando a desigualdade anterior com o Teorema 3.11 obte-

mos que
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1
e(L) <~y | [ Elog | LI +2/L] — > Lillog|Lil | + > e(Ly).
i€I(L) i€I(L)
O

Agora, apresentamos a prova do principal limite superior para o custo
da ABB construida pelo ECBM para a lista de entrada A.

Teorema 3.13

(< Y <|L\108|L\ _ [Lflog|L| 2|1 )+

at—r(L)+1 at—9(L)+1 at—r(L)+1
LeZg

) |L|log |L|
Z (C (L) = at-9(L)+1

Le(Z-Zk)

Prova. Demonstramos este teorema por inducao sobre os niveis da arvore
T'(Construir). Para isto, utilizamos a mesma notagao da prova do Teorema

3.10. Seja [ um nimero natural. Neste caso, basta provar que

c(A) < Z <|L|log|L| _ |L|log|L| N 2|L| )+

at—r(L)+1 at—9(L)+1 T pt—r(L)+1
LeZ,

. (3-21)
> (ew- SR,

Le(zi+1-7L)

pois (3-21) equivale ao limite superior deste teorema quando fazemos [ igual
a altura da drvore T'(Construir). Isto pode ser verificado observando-se que,
neste caso, temos Z4 = Zy, Z'™' = Z e ¢(L) = ¢*(L) paratodo L € Z—Z.

Provamos a corretude de (3-21) por indugdo sobre o valor de [. Seja
[ =0.Se |A| < K, entdo a desigualdade vale porque Z' = {A}, Z% =0
e g(A) = —oc. Por isto, assumimos também que |A| > K. Neste caso,
observamos que Z% = {A} e definimos {A;|i € I(A)} = Z' — Z%. Com

isto, precisamos provar que

(A) < ——

S G

\Allog [A] +2|A] = > [Aillog|Ail | + D c(Ay).

i€T(A) i€I(A)

Como a desigualdade anterior ¢ uma conseqiiéncia imediata do Co-

rolario 3.12, para L = A, temos que (3-21) vale para [ = 0.
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Agora, assumindo que esta desigualdade vale para [ = p, provamos
que ela também vale para [ = p + 1. Neste caso, pela hip6tese indutiva,

temos que

L|log|L L|log|L 2|L
e y (Lol Llloglt) ALY

at—r(L)+1 at—9(L)+1 at—r(L)
LeZb,

L] log| L (3-22)
2 (C(L)—ng)

Le(zp+1—2%)

De forma semelhante a prova do Teorema 3.10, o passo indutivo
consiste em expandir as parcelas do lado direito da desigualdade anterior que
correspondem aos subvetores que estdo em nivel p+1 em T'(Construir) e tém
mais de K chaves. Para isto, aplicamos o Corolario 3.12. Como o conjunto
ZPH — 7P contém exatamente estes subvetores, reescrevemos o conjunto
Zpt1 — Z% como a uniao de dois conjuntos disjuntos dados respectivamente

1 1 , ,
por ZP+l — 7851 o ZPF — 7P Dai, concluimos que

|[Llog|L| _ |L|log|L| 2|L|
oA < (atr(LH-l Tt emi Tgrrmi ) T
LeZy,
|L|log|L|
Z c(L) - Z at—9(L)+1 + (3-23)
Le(zb - 78 Le(Z5 - 75%)

| L|log |L|
2 (C(L)—W -

Le(zptl—zPth)

Aplicando o Corolério 3.12 para um dado subvetor L € (Z2 — z2),

obtemos que

(L) <

1
— @1 | [Lllog | L[ +2|L] - Z |Li|log |Li| | + Z (L)
)

a,tfr . '
ieI(L i€I(L)

Somando a desigualdade anterior para todos os subvetores que per-

tencem a (Z%™ — Z%), obtemos que

|L|log|L| + 2|L|
Z e(L) < Z at—r(L)+1 o

Le(z8H —2%) Le(zH —2%) (3_24)

|L|log |L|
Z of 9@ T Z c(L).

Le(zrt2—Zptl) Le(zrt2—Zptl)
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Substituindo-se o segundo somatério do lado direito de (3-23) pelo
lado direito de (3-24), obtemos que

(A< N (|L|10g|L\ _ [Lllog|L|  _ 2|L| >+

at—r(L)+1 at—9(D)+1 T gt—r(L)+1
LeZY,

Lilog|L Ll|log|L 2|L
> (gLt 2y )y,

- at—rL)+1 at—9(L)+1 at—rL)+1
Le(zg -75)

|L|log |L|
> (C(L) ~ e )t
Le(zpt2—Zp+l)
|L|log |L|
2 (C(L) ~ = ) -
Le(zp+1-ZPFh
A corretude de (3-21) para [ = p+ 1 é uma conseqiiéncia imediata da
desigualdade anterior e do fato de que (ZP+2 — ZPt1) e (ZP+! — Z2F1) 50
dois conjuntos disjuntos cuja unidio é dada por (Z7+2 — Z%™). Isto completa

esta prova. ]

Fator de Aproximacao

Nesta subsecdo, provamos que o Algoritmo ECBM sempre obtém
solugbes (2 + € + o(1))-aproximadas para o PBCM, para qualquer ¢ > 0.
Para isto, apresentamos uma comparacao entre o limite inferior dado pelo
Teorema 3.10 e o limite superior dado pelo Teorema 3.13. Como o valor de
e depende do valor de K utilizado na execucao do algoritmo, mostramos
que, para qualquer € > 0, sempre existe um valor de K que garante o fator
de aproximacdo (2 + € + o(1)). Em nossas andlises, sempre assumimos que
K > 2.

Teorema 3.14

c(A) _nlogn+2n a ala—1)log(K +1) + 2a?
cA) ST o +maX{a— 1" (a— D(log(K + 1) — 1) }

Prova. Se |A| < K, entdo o ECBM obtém uma ABB étima. Neste caso,
este teorema vale porque ¢(.A) = ¢*(.A). Portanto, assumimos que |A| > K.

Dividimos nossa analise em dois casos:

Primeiro, analisamos o caso (i). Pelo Teorema 3.13 temos que
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log | A| + 2
oty < Ao A +2)
[0
[L|log|L| |L[log|L| 2[L| ;
> (atr(L)—i—l T el T gprmit ) T >, W)
Le(Zx—{A}) Le(Z—Zk)

Por outro lado, o Teorema 3.10 garante que

c*(A) >

max {1, > (R(L) - G)|LI(log|LI =)+ Y ¢(L,G(L))
LeZk Le(Z—Zk)
(3-26)
Dividindo (3-25) pela desigualdade anterior e utilizando o fato de que
1/t "0+ = qR(L) e aG(L) < 1/at 9+ para todo L € Zx — {A},

obtemos que

c(A) |Allog | A + 2| A|
c(A) = o +

Y. (a(R(L) - GL)|Lllog|L| +2aR(L) L)+ Y (L)

Le(Zg—A) Le(Z—-Zk)

Y (RL)-GO)ILIlog LI -1)+ Y ¢(LG(L)

LeZx Le(Z—-Zk)

(3-27)
Agora, sejam

— e {a(R(L) — G(L))log|L| + 2aR(L) }
Le(Zk—A) (R(L) — G(L))(log|L| — 1)

A partir de (3-27), concluimos que

c(A) _ |Allog|Al +2[A
c(A) — ol
Primeiro, analisamos P. Como temos 0 < G(L) < R(L) < mei]{l{c(a)}

+ max{P, Q}. (3-28)

para todo subvetor L € (Z — Zk), o Teorema 3.9 garante que
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P= 8% {%} = % {%} '

No entanto, sempre temos G(L) < R(L)/«. Dai, concluimos que

R(L) e
Ps e {R(L) —G(0) } Sa-T (3-29)

Agora, analisamos ). Como G(L) < R(L)/a e |L| > K, para todo
L € (Zx — A), concluimos que

QR < max

{ a(R(L) - G(L))

re(zx—A) | (R(L) — G(L))(1 —1/log|L|)
2aR(L) }
(R(L) — R(L)/a)(log|Z] — 1)
« 2c

S T 1/lg(K+1) T (1= 1/a)(og(K + 1) = 1)

_ alog(K +1) 902
~ log(K+1)—1 + (o —1)(og(K +1)— 1) (3-30)

Como | A| = n, combinando (3-28), (3-29) e (3-30), obtemos que

c(A) < nlogn+2n+max{ a a(a—1)log(K +1) + 202
a—1’

(o —1)(log(K +1) — 1) } - (3-31)

Finalmente, analisamos o caso (ii), onde r(A) > 1. Este caso é muito
semelhante ao caso (i). A tnica diferenga é o fato de que o vetor de A nao

precisa ser tratado separadamente. Logo, pelo Teorema 3.13, temos que

[L|log|L| [L|log|L| 2|L| )
c(A) < Z <at—r(L)+1 T e+ + o)1 + Z c*(L).
LeZk Le(Z—Zx)
(3-32)

Dividindo (3-32) por (3-26) e utilizando o fato de que 1/a* ")+ =
aR(L) e aG(L) < 1/at~9")+! para todo L € Zg, obtemos que
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c(A)
@) =
> (a(R(L) = G(L))|L]log |L| +2aR(L)|L) + Y (L)
LeZyk Le(Z-Zk)
Y (R(L) - GL)|LI(log|L| =)+ Y ¢(L,G(L)
€4k €(Z—-Zk) (3_33)
Seja
Q' = max {a(R(L) — G(L))log|L| + 2aR(L) }
LeZk (R(L) — G(L))(log |L| — 1)
A partir de (3-33), concluimos que
c(A) /
= (A) < max{P,Q'}. (3-34)

Como G(L) < R(L)/a e |L| > K, para todo L € Zi, concluimos que
2

Q< alog(K +1) N 2a .

log(K+1)—1 (a—1)(log(K+1)—1)

Vale mencionar que a anélise de @' é idéntica & andlise que resulta em
(3-30). Combinando (3-34), (3-29) e (3-35), obtemos que

(3-35)

c(A) a ala—1)log(K + 1) + 2a?
o) = { a—1 (a—Dlog(K+1)-1) J~ (3-56)
o que conclui esta prova. O

Coroldrio 3.15 O Algoritmo ECBM é (2 + € + o(1))-aprozimado, para
qualquer € > 0.

Prova. Considere um valor arbitrario de € > 0. Fazendo o = 2, ¢ = 2logn e
K = 2'+[10/¢l _ 1 obtemos a partir do Teorema 3.14 que

c(A) < nlogn+2n+2 10 < nlogn + 2n

CA ST W@ THo ST 2 TETE
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3.5.5
Analise do Algoritmo ECPB

Nesta subsecao, analisamos o fator de aproximacdao do Algoritmo
ECPB. Para isto, utilizamos os resultados e a notacao definida na subsegao
3.5.3. Além disso, definimos uma 4rvore 7,,(L) onde cada né esté associado
ao pivo de um subvetor L; na arvore Ty, (L), para i € I'(L) U I(L). Para
cada pivd y;, seja ¢(y;) o ancestral estrito de y; que tem o maior nivel e que
é pivo de algum subvetor L; em T}, (L), para j € I'(L) UI(L). A arvore

Ty (L) pode ser construida da seguinte forma.

Para todo y € {y;|i € I'(L) U I(L)} faca
Se y é descendente do filho a esquerda de ¢(y) em T}, (L) entao
conectar y como filho & esquerda de ¢(y) em T}, (L);
Senao
conectar y como filho & direita de ¢(y) em T}, (L);
Fim-Se

Fim-Para

A Figura 3.5.(b) mostra um exemplo de uma drvore 7, (L) construida

a partir da ABB Tj;, (L) representada pela Figura 3.5.(a), para o caso em

que o subvetor L = [aq,...,a9| é particionado nos subvetores L; = [a1, as],
Ly =las], Ly =[], Ly = [a4], Ls = [as, ..., as], Ls = [ag] € L7 = [].
(b) [a,]
a,] [ag]
a
fa,] [a]

[a,]

Figura 3.5: (a) Uma ABB 6tima T}, (L) para o subvetor L = [a4,..., ag].
(b) A arvore T,,(L) correspondente, para a particdo de L em Ly = [a4, as],
Ly = [as], Ly =[], Ly = [a4], Ls = [as, ..., as], Lg = [ag] e L7 = [].

Neste caso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.16 7,,(L) ¢ uma ABB.
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Prova. Seja y, a raiz de Ty, (L). Além disso, seja r tal que L, contém a
chave y,. Pela definicao de pivo, . é o pivd de L,. Dai, podemos concluir
que qualquer pivo y; # y, de um subvetor L;, para i € I'(L) U I(L), tem
pelo menos um ancestral estrito em 7};,(L) que é pivé de um subvetor L;,
para j € I'(L) U I(L). Logo, qualquer y; # y, tem um pai em T, (L).

Agora, considere uma seqiiéncia de nés construida da seguinte forma.
Comecgamos com um né qualquer y; de Tp,(L). Se a é o né atual, entao
o préximo né é o pai de a em T, (L). Se tal pai ndo existe, entdo a
seqiiéncia termina. Por construcdo de T,,(L), esta seqiiéncia ndo pode ter
nés repetidos. Portanto, ela termina. Como né de T,,(L) exceto y, tem um
pai em T,,(L), esta seqiiéncia termina em y, independentemente do né de
inicio. Daf concluimos que T}, (L) tem uma tnica raiz y,, que é ancestral de
todos os seus nos.

Com isto, basta provar que qualquer né y; tem no maximo um filho a
esquerda e um & direita, em 7}, (L). Provamos isto por contradi¢do apenas
para o filho a esquerda, pois o caso do filho a direita é simétrico. Sejam y; e yj
dois filhos & esquerda de y; em T},,(L). Assumimos sem perder generalidade
que a chave y; estd a esquerda da chave gy, no subvetor L. Observe que y;
nao ¢é ancestral nem descendente de y; em 77, (L). Em caso contrario, y; ndo
poderia ser escolhido como pai de ambos os nés y; e y,. Neste caso, como
Ty, (L) é uma ABB, y; e y, tém pelo menos um ancestral comum a cuja
chave estd entre y; e y; no subvetor L. Além disso, como a também estd
entre y; e y; e y; é ancestral de y;, y; também ¢ ancestral do né a em Ty, (L).
Pelo mesmo argumento, podemos concluir que a é ancestral de qualquer né
de Ty, (L) cuja chave estd entre y; e y,. Como y; e yi sdo nés de Tp,, (L),
eles sdo pivos seus respectivos subvetores L; e Ly. Logo, a pertence a outro
subvetor, que esta entre L; e L. Em caso contrério, a seria o pivo de L;
ou de Li. Como a é ancestral de qualquer né de T3, (L) cuja chave estd
entre y; e Yy, concluimos que a ¢ pivo do subvetor a que ele pertence. Por
isto, existe um né associado a a em T},,(L). Como a é descendente de y; e
ancestral de y; em Ty, (L), y; ndo poderia ter sido escolhido como pai de y;.

Dai, concluimos que y; tem no maximo um filho a esquerda em 7,,(L). O

Nossa estratégia para demonstrar um fator de aproximacgao constante
para o ECPB ¢é obter um limite inferior para o valor de w*(L) e um limite
superior para o valor de w(L), ambos como fun¢do dos niveis dos nés de
Ty (L). Desta forma, é possivel analisar a razdo entre estes dois limites.

Para isto, utilizamos uma propriedade de ABBs para relacionar os
niveis das folhas da AEBB auxiliar T, com os niveis dos nds de T,,(L).

Esta propriedade é apresentada no préximo lema.
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Lema 6 Paraic I(L)UI'(L), sejal; o nivel de y; em Tp,(L). Neste caso,

existe uma ABB T' com os mesmos nds de T,,(L), onde:

(i) para cada i € I(L), y; é uma folha de T' em nivel menor ou igual a
2; + 2;
(i) para cada i € I'(L), y; é um nd (folha ou nd interno) de T' em nivel

menor ou igual a 2l;.

Prova. Provamos este lema por indugao sobre o niimero de nés de T}, (L).

Para |T,,(L)| = 1, temos I(L) = {1}, I'(L) = e l; = 0. Como y; é
uma folha em T,,(L), fazemos T" = T,,(L), o que satisfaz este lema.

Agora, assumimos que este lema vale para qualquer ABB T}, (L) com
menos do que m nds. Neste caso, dada uma ABB 7},,(L) com exatamente
m nds, temos que provar que o lema também vale para T}, (L).

Seja y, a raiz de Tp,(L). Denotamos por 7% e T" as sub-arvores a
esquerda e a direita de y, em T}, (L), respectivamente. Além disso, sejam T
e T™ as duas drvores obtidas a partir de T¢ e T, respectivamente, aplicando
a hipétese indutiva. Vale observar que o nivel de qualquer né y;, para i # r,
em T ouTr é1l;— 1.

Dividimos em dois casos:

(a) re I'(L);
(b) r € I(L).

No caso (a), podemos construir uma ABB 7’ da seguinte forma:
fazemos de y, a raiz 1" e de T¢ e T as sub-arvores & esquerda e a direita
de v,, respectivamente. Por construcao, o nivel de y; em 7", para qualquer
i € I(L), ndo é maior do que 2(l; — 1) + 2+ 1 < 2l; + 2, o que satisfaz a
condi¢do (i). Além disso, o nivel de y; em T”, para qualquer 7 € (I'(L)—{r}),
nao é maior do que 2(l; — 1) + 1 < 2[;, o que satisfaz a condigao (ii).

Para o caso (b), assumimos inicialmente que 2 < r < 2k. Além disso,
utilizamos dois nés temporérios y e y'. Com isto, podemos construir uma
ABB T' da seguinte forma:

1. fazemos de y a raiz de T";
2. fazemos de y' o filho & esquerda de y;
3. fazemos de y, o filho & direita de y';

4. fazemos de T a sub-arvore & esquerda de ¢’
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5. fazemos de T" a sub-arvore a direita de y.

A Figura 3.6 representa a construcao descrita anteriormente. As
arvores Ty, (L) e T" sao representadas respectivamente pelas Figuras 3.6.(a)
e 3.6.(b).

Figura 3.6: (a) Uma ABB T,,,(L) de pivos onde r € I(L). (b) Uma ABB 7"
obtida a partir de 7}, (L), satisfazendo as condicoes do lema 6.

Observe que o né y, é uma folha em nivel 2 em 7. Além disso, por
construgao, o nivel de y; em 7", para qualquer 7 € I(L) — {r}, ndo é maior
do que 2(l; — 1) + 2+ 2 = 2[; + 2. Adicionalmente, o nivel de y; em 7", para
qualquer 7 € I'(L), ndo é maior do que 2(l; — 1) + 2 = 2l;. Portanto, as
duas condicoes sao satisfeitas no que diz respeito aos niveis dos nés em 71".
Agora, basta substituir os nés temporarios 3’ e y em T" por nés removidos
de Tt e T", respectivamente, respeitando a ordem definida pelo subvetor L.
Neste caso, os nés y' e y devem ser substituidos respectivamente pelo né
mais a direita y,_; de Tt e pelo n6é mais a esquerda y,,1 de Tr. Quando
removemos ¥, 1 (yr11) de T¢ (T"), conectamos o filho do né removido, se
existir, ao né que era pai do né removido. Observe que nenhuma destas
operacoes aumenta o nivel de nenhum né de T”. Por isto, comor—1er+1
pertencem I'(L), as condigoes (i) e (ii) valem para 7T".

Finalmente, basta analisar o caso (b) para r = 1, pois o caso (b)
para r = 2k + 1 é simétrico. Neste caso, a construcao de 71" é idéntica a
construcdo anterior, exceto pela escolha do né que substitui y’. Como T*
nao existe neste caso, substituimos 3’ por y,. Com isto, como ¥, continua
sendo uma folha de 7" e as consideragoes feitas sobre os niveis dos nés em

T' continuam valendo, as condigdes (i) e (ii) valem para T". O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 101

Limites Inferiores

Nesta subsegao, apresentamos limites inferiores para o valor de w*(L).
O préximo lema apresenta o principal limite inferior desta subsecao, que é

uma aplicagao direta do Lema 5.

Lema 7 Seja l; o nivel de y; em Tp,(L). Se r(L) =1, entdo

* > *(L;)}- -
w'(L)> | max (' (L) (3-37)

Por outro lado, se (L) > 1, entdo

(L) > Li/at " @2 (L)} 3-38
wi(L) > max {li/a +w(Li)} (3-38)
Prova. Seja 1}V o nivel de y; em T}, (L). Por construcio de Ty, (L), sempre
temos I; < IV, para todo 7 € I(L) U I'(L). Logo, (3-37) e (3-38) sdo
conseqiiéncias imediatas do Lema 5 para d = 0 e para d = 1 /at_T(L)“,

respectivamente. Il

Em seguida, demonstramos mais um limite inferior para w*(L), que
sera utilizado apenas para analisar o impacto dos subvetores com K chaves
ou menos sobre o fator de aproximagao do ECPB. Este limite inferior é
necessario porque o limite dado pelo Lema 7 s6 pode ser aplicado aos
subvetores com mais de K chaves, que sao particionados pela Funcao

Construir.

Proposicao 3.17 Seja L um subvetor de A, com r(L) > 1. Neste caso,

. log(|L| +1)
wil) >
Prova. Observe que w*(L) nao pode ser menor do que o pior custo de busca
de uma ABB 6tima 7™ para um vetor de |L| chaves, onde o custo de acesso
de qualquer chave é 1/ ot~ "(1)+2_ Togo, esta proposicdo é uma conseqiiéncia

imediata da Proposicao 3.2. 0
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Limites Superiores

Nesta subsegao, apresentamos limites superiores para o valor de w(L).
O primeiro limite superior, dado pelo préximo lema, é fun¢do dos niveis das

folhas da AEBB auxiliar Tp construida pela Funcao Pior-Caso.

Lema 8 Seja Tp uma AEBB auxiliar Tp construida pela Funcdo Pior-
Caso, para os argumentos de entrada w(Ly),w(Ls),...,w(Logs1). Neste

caso, temos

w(L) < w'(Tp) = Rl {1541/ fw(Loiya) },

D 1D D ~ : . ~
onde Iy, 13 ,...,l3,_ sdo os respectivos niveis das folhas de Tp e a fungdo

w'() € definida por (3-9).

Prova. Seja a uma chave de L cujo custo de busca segundo 77, é maximo.
Denotamos por Ny(a) o conjunto de todos os ancestrais de a em 77,. Além
disso, seja i € I(L)UI'(L) tal que a € L;.

Se ¢ € I(L), entdo concluimos que

w(L) = Z c(z) + Z c(z) =w(Ll;) + c(z).

ZENL (a)NL; €N (a)—L; €N (a)—L;

Neste caso, a segunda igualdade se deve ao fato de que a chave a
também tem um custo de busca maximo segundo 77,. Além disso, como o
custo de acesso de qualquer né interno de Tp é menor ou igual a 1/~ L)+t

obtemos que

w(L) = w(L;) + c(z) < w(L;) + 1P /ot "D <! (Tp).

l‘ENL(a)—Li

Por outro lado, se i € I'(L), entdo i + 1 € I(L). Além disso, como [P
é o nivel de um n6 interno, [, é o nivel de uma folha e os dois tém indices

consecutivos em Tp, concluimos que I” < (2. Logo,
w(L) = Z c(w) <15 /ot <! (Tp)

O

Agora, apresentamos o principal limite superior desta subsecao. Assim

como o limite inferior dado pelo Lema 7, este limite superior é funcgao
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dos niveis dos nés de Ty, (L). Vale observar que, exceto por alguns termos
aditivos, os dois limites diferem por um fator de 2a.

Para provar o préximo limite superior, construimos um AEBB 7"
acrescentando folhas & ABB 7" dada pelo Lema 6. Entao, demonstramos
que w'(Tp) < w'(T").

Lema 9 Seja l; o nivel de y; em Tp,(L). Se r(L) > 1, entdao temos

2; + 2

i€I(L)UI' (L)

Prova. Para simplificar a nossa notacao, definimos (L) = 1/a/~"*! Seja
T' a ABB dada pelo Lema 6. Além disso, denotamos por [; o nivel de y;
em T’ para qualquer ¢ € I(L) U I'(L). Para i € {1,3,...,2k+ 1} — I(L),

definimos

ly+1,casoi=1
li =< max{ll |, Lo }+1,casol <i<2k+1
Iy, +1, caso i =2k+1

Observe que podemos inserir na arvore 7" uma folha em nivel ]
para cada valor de I} dado pela definicdo anterior. Neste caso, cada folha

acrescentada corresponde a um subvetor vazio que pertence ao conjunto
{Lili € {1,3,...,2k+ 1} — I(L)}. Seja T" a AEBB resultante. Com isto,

concluimos que

w'(T") =  max  {liv(L) + w(L;)}. (3-40)

i=1,3,...,2k+1

Agora, seja

" =argmax;_y 5 o1 {li7(L) + w(Ls)}.

Se i* € I(L), entdo, pelo Lema 6, temos [} < 2[;x+2. Logo, concluimos

que
ly(L) + w(Lir) < (2 +2)3(L) + w(Lir).

Por outro lado, se i* € {1,3,...,2k+1}—1I(L), entdo temos l;. = I’+1,
para algum j € I'(L). Portanto, pelo Lema 6, temos Il. < 2I; + 1.

Conseqiientemente,

Ly (L) + w(Li-) = Ly(L) < (21 + 2)7(L) + w(Ly).
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Dai, concluimos que

w/(T/I) < ieI(LIn)%}I('(L) {2+ 2)y(L) + w(L;)} - (3-41)

Como 7(L) > 1, a Fung¢do Pior-Caso retorna uma AEBB Tp étima
para o Problema de Busca com Folgas, definido na subsecao 3.4.2. Por
isto, como 7" é uma solucao vidvel para este mesmo problema, temos que
w'(Tp) < w'(T"). Logo, combinando (3-41) com a desigualdade dada pelo

Lema 8, concluimos que

w(L) S w(Tp) Sw/(T) < max  {(L+21(L) +w(L)}.

Fator de Aproximacao

Nesta subse¢ao, provamos que o Algoritmo ECPB sempre obtém
solugbes (24 €+o0(1))-aproximadas para o PBPC, para qualquer € > 0. Para
isto, o préximo lema relaciona w(A) e w*(A) no caso em que r(A) = 1.
Para qualquer subvetor L de A (inclusive o préprio) com r(L) > 1, a
relacdo entre w(L) e w*(L) é analisada pelo Lema 11. Com isto, provamos o
fator de aproximagao mencionado anteriormente no Teorema 3.18, aplicando

sucessivamente os Lemas 10 e 11.

Lema 10 Suponha que o vetor de entrada A € particionado pela Fung¢do
Construir nos subvetores Ay, As, ..., Agpi1.

Além disso, seja m tal que w(Ay) = max{w(A;)|i € {1,2,...,2k +
1}}. Ser(A) =1, entao

w(A) < nlogn+n  w(Ay,)
wi(A) T o w*(Am)

Prova. Como r(.A) = 1, a Fun¢ao Pior-Caso retorna uma AEBB balanceada.

Logo, temos

w(A) < [log(k +1)] N

< logn +1 n
< o —

w(Ap,) < w(Apm).

ot

Como w*(A) > w*(An) > 0 e w'(A) > max {c(a;)} > 1/n,

i=1,...,n
concluimos que

w(A)

(logn+1)/a’  w(An) nlogn+n N w(Ap)
w*(A)

ST 1n TwAy) T o w0 (A



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924915/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9924915/CA

Transporte em redes de dutos e Busca com custos de acesso 105

O

O préximo lema compara o limite superior dado pelo Lema 9 como os

limites inferiores dados pelo Lema 7 e pela Proposicao 3.17.

Lema 11 Seja L um subvetor passado como argumento para a Funcdo
Construir, com mais de K chaves e posto maior do que 1. Além disso,

seja p um indice tal que o valor de

21, + 2
at—r(L)+1

+w(Ly)

é mdzimo em I(L) UI'(L). Se |L,| > K, entdo

L 9 [t—T(L)+1 L
w*( ) < max {2@, fo . +wl p)} (3-42)
w*(L) w*(Lyp)
Em caso contrdrio, se |Ly| < K, entdo
L 2
w(L) Y 4+ (3-43)

w (L) = Tog(K + 1)

Prova. Primeiro, consideramos o caso em que |L,| > K. Neste caso, pelo
Lema 9, temos que w(L) < (21, + 2)/at""EH+L 4+ ap(L,). Além disso, o
Lema 7 garante que w*(L) > I,/at"")+2 4 *(L,). Dividindo a primeira

desigualdade pela segunda, obtemos que

w(L) < 2,/ BIFL 49 [ot=r (L)L gy (L)
wi(L) = I, /o= 0+2 + (L)
p p

9 t—r(L)+1 9 t—r(L)+1 L
< [l 20T )
lp/ o=t w*(Ly)

9/ at—rL)+1 L
= max{?oz, /e + uf p)}.

w*(Ly)

Agora, consideramos o caso em que |L,| < K. Este caso ¢ idéntico ao
anterior, exceto pelo fato de que w(L,) = w*(L,), pois a Fungao Construir

retorna uma ABB étima para L,. Logo, obtemos que

w(L) - Q/at—r(L)H 2lp/at—r(L)+1 +w*(Lp) - 2/at—r(L)+1
w*(L) —  w*(L) lp/atrE)+2 4 w*(L,) —  w*(L)

+20. (3-44)

Como, pela Proposicio 3.17, temos w*(L) > log(K + 1)/at7(1)+2,

concluimos que
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w(L) < 2a
w*(L) ~ log(K +1)

+ 2a.

Finalmente, provamos um fator de aproximacao para o ECPB.

Teorema 3.18

w(A) < logn+n N 202

A ST o (a—Dlog(K+1) T 2™

Prova. Se |A| < K, entdo w(A)/w*(A) = 1. Por isto, basta considerar o
caso em que |A| > K. Neste caso, obtemos um limite superior para o valor

de w(A)/w*(A) construtivamente da seguinte forma:
Passo 0: Comegamos com a prépria razao w(A)/w*(A) como o limite
superior atual.

Passo 1: Se r(A) = 1, entdo substituir esta razao pelo limite superior dado

pelo Lema 10.

Passo 2: Enquanto o limite superior atual é fun¢do da razdo w(L)/w*(L)
para algum subvetor L de A, substituir a expressio w(L)/w*(L) pelo

limite superior dado pelo Lema 11.

Se r(A) = 1, entdo, pelo Lema 10, temos que

w(A) _nlogn+n w(Ap)
A S o TwA,)

Neste caso, definimos L° = A,,. Com isto, temos

w(A) _nlogn+n  w(L%
w*(A) = at + w*(L9)’

ao final do Passo 1. Em caso contrario, definimos L° = A, o que nos da

wld) _ w()
w*(A)  w*(LO)

ao final do Passo 1. Em ambos os casos, basta provar que o Passo 2 substitui

w(LY) /w*(L°) por uma expressao menor ou igual a
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20
(o —1)log(K + 1)

Seja ¢ + 1 o nimero de iteragoes realizadas pelo Passo 2 e L*"! o

+ 2a. (3-45)

subvetor considerado como L na i-ésima iteragao, parat =1,2,...,9 + 1.

Se g = 0, entao o teorema vale, pois

200 202

—— 42 2
ogK+1) ‘S la—Dogk+D

Por isto, assumimos que g > 0. Neste caso, observe que o limite
superior dado pelo Lema 11 ¢é funcdo da razdo w(L,)/w*(L,) para algum
subvetor L, de L quando |L,| > K. Em caso contrdrio, este limite ndo
depende da razido w(L,)/w*(L,) para nenhum subvetor L, de L. Dai,
concluimos que L'~! > K, parai = 1,2,...,¢+ 1. Além disso, se o limite
superior obtido apés a i-ésima iteragio do Passo 2 substitui w(L%)/w*(L°)

por

2 /at—r& )+ Li
u_)—i-max{2a, [o +w(l) ,

w* (L)
parai=1,2,...,9 — 1, entdo ele substitui w(L°)/w*(L°) por

Q/O!tfr(Li)-H + w(LHY) } }

Q/Ojtfr(Li*l)—H
w*(L*)

Iy 2 -
W + max { a, W (L)

+ max {204,

apos a (i + 1)-ésima iteracao, o que pode ser reescrito como

9 t—r(Li~1)+1 9 t—r(LH)+1 i+
(w—i-/a— + max ¢ 2« /o + uf ) .

w (L) w (L)

Como w = 0 apés a primeira iteracdo do Passo 2, concluimos
que o limite superior obtido apds a iltima iteracao do Passo 2 substitui
w(L?)/w*(L°) por

g-1 2/at—r(Li_1)+1 ) 2/at—r(L971)+1 20 )
Z —w*(Li) + max { 2a, w(L9) + Tog(K + 1) + 2«

=1

_ zg: 2/at=r(L "+ 20

. + + 2«
—~  w(L) log(K + 1)

(3-46)
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Agora, basta provar que (3-46) ndo é maior do que (3-45). Para isto,

observamos que

g 00
2 2 1
Z at—r(Li=h)+1 = at—r(L9=1)+1 Z J
=1 1=0
2 1

a,t—r(Lg—l)-f—l X 1— 1/a
2/at—r(L9)+1

_ 3-47
a—1 ( )
Além disso, utilizando o fato de que |L9| > K e a Proposigao 3.17,

obtemos que

log(K +1)

w (L) 2w (1) 2

(3-48)
para i = 1,2,...,¢. Utilizando os limites dados por (3-47) e (3-48),

concluimos que (3-46) ndo é maior do que

at—T(L9)+2 2/at—r(L9)+1 20

X 2
log(K +1) a—1 * log(K +1) T

200 n 200
(a—1)log(K +1) log(K +1)

+ 2

B 202 90
~ (a—1)log(K + 1) '

O

Corolario 3.19 O Algoritmo ECPB é (2 + € + o(1))-aprozimado, para
qualquer € > 0.

Prova. Considere um valor arbitrario de € > 0. Fazendo o« = 1 + €/4,

t = [2log, n] e K = 2[1%¢*/€l _ 1 o Teorema 3.18 garante que

w(A) o nlogn+n 8a? nlogn +n

2+2< 2.
w*(A) ~ n? * [16a2/€?]e Te/2+2s< n? et
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3.6
Implementacao de Escalas de Custos

Nesta secao, apresentamos uma implementacao dos algoritmos ECBM
e ECPB, apresentados na secao 3.4. Esta implementagao roda em tempo
O(n) e utiliza um espaco O(n). Para isto, assumimos um modelo de
computacao onde operagoes de soma, subtragao, multiplicacao, divisao e
poténcias de dois sdo executadas em tempo O(1). Apesar desta consideragao
ser menos comum para a ultima operagao, trata-se de uma hipotese razoavel
uma vez que calcular uma poténcia de dois corresponde deslocar os bits do
operando, o que pode ser feito com apenas uma instrucao de maquina na
maioria dos computadores atuais. Por isto, consideramos inicialmente que

a=2et=[logn?].

3.6.1
Calculo dos Postos das Chaves

Seja r(a;) o posto da chave a;. Calculamos os postos de todas as chaves
em tempo O(n) construindo uma tabela 7' com 2n células, onde o valor da
j-ésima célula T'[j] é dado por [log(j+1)] +1, para j =0,...,2n— 1. Para
construir esta tabela em tempo O(n), observamos que o valor da segunda
célula é 2, os valores das duas células seguintes sao iguais a 3, os valores das
quatro células seguintes sao iguais a 4 e assim por diante. Por isto, basta

executar o seguinte lago:

T0] «1; i< 0; j « 1;
Enquanto j < 2n faga
Para k =j,... ,min{j +2° —1,2n — 1} faga
T(j] < i;
Fim-Para;
JJ+ 2 i1+ 1;

Fim-Enquanto
Para calcular o posto de a;, utilizamos a seguinte proposicao.

Proposicio 3.20 Dada uma chave a; de A, se c(a;) < 2M°8"17t entdo o

posto de a; € dado por
r(a;) = T[|e(a;) x 2]].

Em caso contrdrio, se 2M°8n1—t < c(a;) < 1, entdo o posto de a; é dado

por
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r(a;) = T[|e(a;) x 2071087 |] + [log n].
Prova. Primeiro, consideramos o caso onde c¢(a;) < 1/2'. Neste caso, temos
0<c(a;)x2 <1 = |e(a;) x 2| =0.

Além disso, pela definigdo de posto, temos r(a;) = 1. Como T[0] =
[log(0 +1)] + 1 = 1, esta proposi¢ao vale para este caso.

Agora, suponha que 1/2! < ¢(a;) < 2M1°8"1=*. Seja r tal que 1/2077+2 <
c(a;) < 1/2871 Neste caso, pela definicdo de posto, temos r(a;) = r <
[logn] + 1. Além disso, temos

2% < efay) x 28 < 27!
r—2 < log(c(a;) x 2 <r—1
r—2 = |log(c(a;) x 2Y)]
= [log[(c(ai) x 2°)]]
[log([(e(a;) x 2| +1)] -1
ro= [log(|(c(a:) x 2)] + )T +1 =T[[(c(a:) x 2°)]].

No caso em que r > [logn] 4+ 1, a demonstracdo é quase idéntica.
A tnica diferenga é que multiplicamos as duas primeiras desigualdades da

seqiiéncia anterior por 2~ 671 Com isto, obtemos que
r — [logn] = T[|c(a;) x 2t~Menl|]

no final desta seqiiéncia. 0

Observe que o tempo necessario para calcular o posto de cada chave
de A utilizando T é O(1). Na subsecdo 3.6.4, mostramos como calcular o
posto de a; em tempo O(1) para a = 2'/P onde p é um ndmero inteiro
maior de que 1. Isto é necessario porque o algoritmo ECPB obtém fatores
de aproximacao menores para valores de o préximos a 1. Neste caso, sempre
podemos obter uma solugao (2 + €' + o(1))-aproximada para qualquer ¢ > 0
utilizando esta implementacao o PBPC. Para isto, aplicamos o Corolario
3.19 para o maior valor de € < € tal que p = 1/log(1 + ¢/4) é inteiro. Isto
sempre é possivel porque 1/log(1 + ¢/4) — oo quando € — 0 por valores
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positivos.

3.6.2
Anadlise da Funcao Construir

Antes de apresentar a nossa implementacao para a Funcao Construir,
analisamos uma implementacao imediata a partir do pseudocédigo dado
pela Tabela 3.4. Se o subvetor L recebido como argumento pela Funcao
Construir tem |L| < K, entdo uma ABB 6tima é construida através de um
dos algoritmos por programagao dinamica descritos na subsecao 3.4. Neste
caso, a Funcio gasta um tempo O(|L|?). Por outro lado, se o subvetor L tem
|L| > K, entdo a Fungéo Construir percorre o vetor L para obter as chaves
cujo posto é r(L), gastando um tempo O(|L|). Seja k(L) o niimero de chaves
no subvetor L cujo posto é r(L). Todas as outras operagoes executadas pela
Funcao Construir, incluindo as chamadas a Funcao Caso-Médio ou Pior-
Caso e excluindo as chamadas recursivas, gastam um tempo O(k(L)). Por

isto, a complexidade de total das chamadas a Funcao Construir é dada por

O > KI)+ > L+ > [LP], (3-49)

LeZk LeZk Le(Z—-Zk)

onde Z e Zk sao definidos no inicio da secao 3.5.4.

Como os subvetores de (Z — Zx) nao se sobrepoem, temos

Y. [P =0mK?),

Le(Z—Zk)

que é linear em n quando K é fixo. Além disso, como cada chave tem

posto r(L) em no maximo um subvetor L € Zg, temos

Y k(L) = O(n).

LeZk

Dai, concluimos que todas as chamadas a Funcao construir gastam um

tempo total O(n) exceto pela parcela Z |L| de (3-49), que corresponde

LeZg
as buscas pelas chaves de posto minimo. Nesta implementacao, esta busca

pode gastar um tempo ©(nlogn), em algumas instancias. Para reduzir a
complexidade desta busca, evitamos percorrer todas as chaves do subvetor
L em busca das O(k(L)) chaves de posto r(L). Realizando esta tarefa
em tempo O(k(L)), obtemos uma complexidade total O(n). Para isto,

implementamos mais um pré-processamento.
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3.6.3
Pré-processamento

Primeiro, construimos ¢+1 listas duplamente encadeadas Ry, ..., Ry1.
Na lista R;, inserimos todas as chaves do vetor de entrada A cujo posto é
1 ordenados pelas respectivas posi¢oes em A. Claramente, todos as listas
podem ser construidas em uma tnica passada sobre o vetor A, gastando
um tempo O(n).

Em seguida, aplicamos o pré-processamento proposto em [30] para o
Problema de Consultas de Minimo em Intervalos (Range Minimum Query
ou RMQ) para o vetor de postos [r(a1),7(as),. .., r(a,)]. Dado um vetor de
nimeros [z1, xg,...,Z,] € indices i < j, o RMQ consiste em encontrar um
elemento de valor minimo no subvetor [z;,;41,...,2;]. Em [30], Bender
e Farach-Colton mostraram que qualquer consulta pode ser respondida
em tempo O(1) depois de aplicado um pré-processamento sobre o vetor
(1, X2, - . ., Ty]. Este pré-processamento gasta um tempo O(n). Logo, para
qualquer subvetor L, todas as chaves de L cujo posto é r(L) podem ser

obtidas em tempo O(k(L)) da seguinte forma.

Passo 1: Encontrar uma chave de L cujo posto é minimo em tempo O(1),

utilizando o algoritmo de Bender;

Passo 2: percorrer as k(L) chaves de L cujo posto é r(L), utilizando a lista

duplamente encadeada R, (z,).

3.6.4
Calculo de Postos em Escalas Fracionarias

Agora, seja p um nimero inteiro positivo maior do que 1. Mostraremos
como calcular os postos de todas as chaves de A, para a = 27 ¢
t = p[logn?®] + p — 1, gastando um tempo O(n). Para isto, utilizaremos
uma tabela U com p valores constantes. Nesta tabela, temos U[l] = !, para
[=0,1,...,p—1. Como p é fixo e estes valores nao dependem da instancia,
assumimos que eles ja estdao calculados no inicio da execugao do algoritmo.

Seja r'(a;) o posto da chave a; quando o fator de escala é 2 (ao invés
de @) e o niimero total de postos é t' = [logn?]. Chamamos o 7'(a;) de posto
auziliar da chave a;. Observe que os postos auxiliares de todas as chaves de
A podem ser calculados em tempo O(n), como descrito na subse¢ao 3.6.1.

Agora, considere a seguinte proposicao.
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Proposigao 3.21 Para toda chave a; do vetor de entrada A, temos r'(a;) =

g

Prova. Dividimos em trés casos:

Demonstramos apenas o caso (iii), pois os demais casos sdo quase
idénticos. Seja a; uma chave de A cujo posto é r(a;). Pelas definigoes de t e

', temos t/p =t +1 — 1/p. Logo, pela defini¢ao de posto, obtemos que

1ol "@42 < o(g) < 1/atr@)l
1/2t/p—r(ai)/p+2/p < ela;) < 1/2t/p—r(ai)/p+1/p
—t/p+r(ai)/p—2/p <logc(a;) < —t/p+r(a;)/p—1/p
—t'+7r(a)/p+ (1—=1/p) —2 <loge(a;) < —t' +7r(a;)/p—1
—t' + [r(a;)/p] —2 <loge(a;) < —t' + [r(a;)/p] —1
1/2t’*ﬁ(ai)/p1+2 < cla;) < 1/2t’*fT(ai)/1ﬂ+1

Dai, concluimos que o posto auxiliar de a; é r'(a;) = P(ai)-‘. Para
os demais casos, a unica diferenca é que os limites inferiores dos custos sao
substituidos por zero desde o inicio (caso (i)) ou apenas na ultima linha
(caso (ii)). O

Pela proposi¢io anterior, uma vez que o valor do posto auxiliar 7'(a;)
de uma chave a; é calculado, a; passa a ter apenas p postos possiveis, dados
por pr'(a;)) —p+ 1,pr'(a;)) —p+ 2,...,p7r'(a;). Neste caso, para calcular
7(a;) de forma mais eficiente, construimos mais uma tabela U’ durante o pré-
processamento. Para calcular U'[j] = 1/2" 9+ paraj=1,...,t, gastamos
um tempo O(logn). Observe que o intervalo de custos definido para as

chaves de posto 7(a;) = pr'(a;) — | tem como limite superior estrito o valor

1 B 1 B 1 _ Ur'(a:)]
at=pr'(a)+1l T gt/p+1/p—r'la) /e ot+1—r'(a)+lp T U[]]
para l = 0,1,...,p — 1. Por isto, se [ ¢ o maior indice entre 0 e p — 1 tal

que c(a;) < U'[r'(a;)]/U[l], entao concluimos que r(a;) = pr'(a;) — I. Como
s6 precisamos testar um numero fixo de valores para [, o posto de a; pode

ser calculado em tempo O(1).
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