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4
O Problema de Escalonamento em Processadores Paralelos
Idénticos (P||Ciax)

Um dos componentes da heuristica hibrida de melhoria HI_BP, apre-
sentada no capitulo anterior para o problema de bin packing, é o uso de
abordagem dual que remete ao problema de escalonamento em processado-
res paralelos idénticos (P]|Cax)- Neste capitulo investiga-se a aplicabilidade

da heuristica HI_BP a instancias deste problema.

4.1
Definicao do Problema

Considera-se o problema de escalonamento de tarefas em processa-
dores paralelos idénticos (P||Ciax) definido pelo conjunto de n tarefas
T = {t1,...,t,} com tempos de processamento w; (i = 1,...,n) e pelo
conjunto de m processadores P = {Py,...,P,}, m > 2, cada um deles
podendo processar uma unica tarefa de cada vez. O problema consiste em
alocar cada uma das n tarefas a exatamente um dos m processadores de
forma a minimizar o tempo de escalonamento, dado pelo maior tempo de
processamento entre todos os processadores (makespan). Utiliza-se P; para
representar tanto o j-ésimo processador, assim como também o conjunto

das tarefas nele alocadas. A funcao w(P;) = ), p, Wi fornece o tempo

i€
de processamento necessdrio para executar todas as tarefas no processador
P;. Uma solucao S = (Py,...,P,) é representada pela lista das tarefas
alocadas aos processadores, com makespan Crmax(S) = maxjL, w(Pj). Seja
2pP||Cnax (I, m) 0 valor da solugao 6tima do problema caracterizado pelo con-
junto de tarefas 7" e pelo niimero m de processadores. Quando nao houver
ambiguidade, zpc,,.,, serd usado para denotar zpjc,,,, (1, m). Este problema
é NP-dificil [10, 32].
Assume-se que as tarefas sao ordenadas de tal modo que

w12w22'~->’wn. (4—1)
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Além disso, assume-se, sem perda de generalidade, que os tempos de
processamento w; sao inteiros positivos.

No contexto dos problemas de escalonamento, o problema de bin
packing pode ser visto como aquele de encontrar o menor niumero de
processadores necessarios para processar todas as tarefas dentro de um certo

limite de tempo.

4.2
Revisao Bibliografica

O problema de escalonamento em processadores paralelos idénticos
(P||Cmax) ¢ um dos mais estudados dentro da teoria de seqiienciamento e
escalonamento deterministicos, ver Graham et al. (1979) [41], Cheng e Sin
(1990) [11] e Lawler et al. (1993) [60]. Nesta secao faz-se um breve resumo
dos principais algoritmos de aproximacao para este problema, para os quais
a razao de execucao de pior caso é conhecida. Além disso, apresentam-se
alguns exemplos de métodos exatos e heuristicos. Em particular, destacam-
se as constribuicoes que serviram de base para a heuristica proposta no
préximo capitulo.

Considerando a possibilidade de preempgao (pode-se interromper uma

tarefa), McNaughton (1959) [67] introduz o seguinte limite inferior:

T
L, = max { [E Zz:; wi-‘ ,1II11aXn{’LUZ}}

Este limite diz que o escalonamento vai ser no minimo tao longo quanto o

méximo entre a carga média dos processadores (limite Lg) e o maior tempo

de processamento entre todas as tarefas (impede-se que uma tarefa seja

executada em paralelo em diversos processadores).

A classe de algoritmos baseados em “processamento de listas” (list
scheduling algorithms) considera uma lista de prioridades de tarefas. A
proxima tarefa disponivel é escalonada para o primeiro processador dis-
ponivel. Graham (1966) [38] prova que qualquer algoritmo baseado em
“processamento de listas” para P||Cpax possui razao absoluta de pior caso
r(LS) = 2—1/m. Posteriormente, Graham (1969) [39] mostra que se a tarefa
selecionada for a mais longa (longest processing time LPT), a razao abso-
luta de execugao de pior caso é r(LPT) = 4/3 — 1/3m. Sua complexidade
O(nlogn + nlogm) é dominada pela ordenacao inicial.

O algoritmo de aproximagao MULTIFIT (MF) proposto por Coffman

et al. (1978) [13] explora a relacao entre BP e P||Cpay procurando encontrar,
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através de pesquisa bindria, a menor capacidade C (makespan) tal que a
solugao obtida pela heuristica FFD para empacotar as n tarefas (objetos)
use no maximo m processadores (caixas). Na busca bindria, utilizam o
limite inferior igual a L; e o superior igual ao maximo entre 2L, e
Ly. Os autores mostram que se a heuristica FFD for aplicada k vezes,
MF (k) (a versao do algoritmo MF que especifica o niimero de k iteracoes)
possui complexidade O(nlogn + knlogm) e provam que sua razao de
pior caso é r(MF(k)) = 1.22 + 2%, Comparam o desempenho de MF (k)
com o de LPT. Quando £ > m, LPT é superior em relacao ao tempo
computacional. Entretanto, os autores mostram que um bom valor de k
é 7. Assim, para valores grandes de n, os dois algoritmos sao dominados
pela ordenagao inicial. Posteriormente, Friesen [29] (1984) melhorou este
limite para r(MF(k)) = 1.20 + 27% e Yue [90] (1990) para 13/11. Friesen
e Langston (1986) [30] refinaram MF (k) para obter o algoritmo melhorado
MFI(k) com mesma complexidade O(nlogn+ knlogm) e razao de pior caso
r(MFI(k)) = 72/61 + 27,

Finn e Horowitz (1979) [24] apresentam o algoritmo 0/1-
INTERCHANGE. Inicialmente, as tarefas sao atribuidas aos processadores
de forma aleatdria. A seguir, considera-se os processadores ordenados em or-
dem nao crescente de carga e a diferenca entre os tempos de processamento
dos processadores mais carregado e menos carregado. Se existe uma tarefa
no processador mais carregado cujo tempo de processamento é menor do
que esta diferenca, entao esta tarefa é transferida para o processador menos
carregado. Este procedimento é repetido até que nao haja mais tarefas
nesta situacao. Uma caracteristica deste método é que nao ha necessidade
de ordenacao inicial das tarefas. Sua complexidade é O(nlogm) e sua razao
de execucao de pior caso é 2. Os autores mostram que, considerando-se o
nimero de tarefas no processador mais carregado e fazendo o valor deste
parametro maior do que 6, a razao de pior caso é menor do que 1.22 para
qualquer valor de m. Comparam a heuristica 0/1-INTERCHANGE com
LPT para um conjunto de problemas testes em que os tempos de processa-
mento foram gerados segundo diversas distribuicoes. Pouca diferenca existe
entre a qualidade das solugoes dos dois algoritmos.

Blackstone e Phillips (1981) [7] introduzem uma heuristica simples
para melhorar a solucao obtida por LPT, quando esta nao é comprovada-
mente 6tima, isto é, o valor obtido é diferente do limite Ly. A heuristica tenta
identificar pares de tarefas que, se trocadas entre os processadores, reduzem
seu makespan. Para o caso especial em que m = 2, mostram as condicoes

necessarias para que um makespan 6timo possa ser obtido através destas
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trocas. Experimentos computacionais foram realizados com 700 instancias.
Os autores observam que a heuristica LPT nao produz solucoes de quali-
dade quando o intervalo de tempos de processamento possiveis é pequeno.
A heuristica proposta resolve de forma exata a maioria das instancias nestas
circunstancias.

Langston (1982) [59] observa que a alocagao aleatéria das m tarefas
iniciais em 0/1-INTERCHANGE pode gerar escalonamentos muito ruins e
propoe duas alteragoes. O algoritmo interchange with improvement (ICI)
fixa as m tarefas mais pesadas, uma em cada um dos m processadores, e
nao permite que elas sejam trocadas nos passos seguintes determinados
pela regra de 0/1-INTERCHANGE. A razao de pior caso é r(ICI) =
3/2—1/(2m). O segundo algoritmo ICII coloca as 2m tarefas mais pesadas
usando a mesma regra que a utilizada pela heuristica LPT e em seguida usa a
regra de 0/1-INTERCHANGE. A razao de pior caso é r(ICII) = 4/3—1/3m.
Estas modificacoes melhoram a razao de pior caso da heuristica 0/1-
INTERCHANGE significativamente, sem comprometer a complexidade de
O(nlogm).

O método de diferenciacao de Karmarkar e Karp (1982) [55], descrito
na Secao 3.2 para o caso especial em que m = 2, é extensivo para um nimero
arbitrario de processadores e produz escalonamentos em que a diferenca
dos tempos de processamento dos processadores mais e menos carregado ¢
O(n—c'e™) para um valor positivo c.

Blazewicz (1987) [8] propoe um algoritmo exato baseado em uma
abordagem que usa programacao dinamica. Sua complexidade é O(nC™),
onde C é um limite superior do makespan. Assim, para valores fixos de m,
o algoritmo proposto é pseudopolinomial e, para valores pequenos de m e
C, é computacionalmente viavel.

Hochbaum e Shmoys (1987) [48] propoem uma nova abordagem para a
construgao de algoritmos de aproximacao dual (que serd explicada detalha-
damente na Se¢ao 4.2.1), em que o objetivo é encontrar solugdes invidveis
porém superdtimas. Sugerem que esta nova abordagem seja considerada
para outros problemas de otimizacao combinatéria. Os autores mostram que
encontrar uma e-aproximagao para o problema P||Chax pode ser reduzido
ao problema de encontrar uma e-aproximacao dual para BP. Em particular,
apresentam uma e-aproximacgao dual para BP com e = 1/5. Este algoritmo
gera uma solugao com garantia de que o nimero de caixas nao ¢ maior do
que o valor 6timo e a capacidade da caixa é ultrapassada no maximo em
1/5 de seu valor. Aplicando a mesma abordagem de MF e substituindo-se

o algoritmo FFD por este de aproximacao dual, obtém-se uma 1/5 + 2 -
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aproximacao para o problema P||Cy.x (razao equivalente a do MF) com
complexidade O(n(k + logn)), onde k é o nimero de iteracoes da busca.
Anteriormente, Sahni [73] (1976) e Graham [39] (1969) apresentaram es-
quemas de e-aproximacao para valores fixos de m, porém com complexidade
exponencial em m.

Lee e Massey (1988) [62] apresentam uma extensao do algoritmo MUL-
TIFIT [13] chamada EXTENDED. Substituem a heuristica FFD pelo algo-
ritmo Repetitive Modified Greedy (RMG) da seguinte forma. Inicialmente,
consideram-se as tarefas em ordem nao-crescente de tempos de processa-
mento, um limite dado para o makespan e um processador. Sucessivamente,
colocam-se as tarefas no processador enquanto seu tempo total de proces-
samento nao atingir o limite dado. Este processo é equivalente a heuristica
gulosa padrao para o problema de soma de conjuntos (Standard Greedy -
SG). Aplicando-se iterativamente SG a uma instancia de P||Cyax produz-se
uma solucao semelhante a gerada pelo procedimento FFD para a mesma
instancia. A versao modificada RMG, em cada iteracao, compara os re-
sultados obtidos por duas versoes de SG. A primeira versao considera o
conjunto completo de tarefas e a outra versao elimina do conjunto de ta-
refas aquela mais longa. A versao de SG que gerou o maior makespan de-
termina o conjunto de tarefas a serem escalonadas para o processador cor-
rente. No final do procedimento RMG tem-se, assim como quando usando-se
FFD, o nimero de processadores necessarios para escalonar todas as tarefas.
Em seguida, EXTENDED aplica RMG da mesma forma como MULTFIT
aplica FFD. A complexidade é igual a do MULTIFIT. Os autores provam
que, para o problema restrito a dois processadores, a razao de pior caso é
7(EXTENDED(k)) = 1.1 4+ 27% onde k ¢ o ntimero de iteragdes da busca
bindaria.

Posteriormente, Lee e Massey (1988) [63] combinam os algoritmos
LPT e MF para compor uma nova heuristica denominada COMBINE. A
motivagao é ter um algoritmo cuja complexidade nunca seja pior do que a do
LPT e o desempenho de pior caso nunca seja pior do que o do MF. A partir
de uma solucao inicial gerada pela heuristica LPT, COMBINE aplica MF.
Os limites inferior e superior utilizados na busca bindria sao mais fortes do
que os utilizados por MF. Na pior hipdtese, o nimero de iteracoes é o mesmo
do que o nimero de iteragoes usado por MF, embora na prética este nimero
costuma ser menor. A qualidade da solugao ¢ melhor ou igual a gerada por
LPT. Os autores provam que a razao de pior caso nunca sera pior do que a
do MF. Sua complexidade é igual a do MF, isto é, O(nlogn + knlogm).

Miiller (1993) [70] e Franga et al. (1994) [26] apresentam o algoritmo
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3-PHASE composto das seguintes fases: na primeira, as tarefas sao classi-
ficadas de acordo com seus tempos de processamento e alocadas a proces-
sadores de forma a obter cargas razoavelmente balanceadas. Assim como
em 0/1-INTERCHANGE, nao ha necessidade de ordenagao nesta fase. Na
préxima fase, tarefas do processador mais carregado sao transferidas para
o processador menos carregado, com o objetivo de melhorar o balancea-
mento da carga. Por fim, na terceira e tltima fase, um balanceamento de
carga mais sofisticado é realizado envolvendo a troca de duas tarefas en-
tre dois processadores. Um experimento computacional é realizado envol-
vendo instancias com tempos de processamento selecionados de trés inter-
valos distintos considerando-se distribui¢oes uniforme, normal e exponen-
cial. Em [26] apresentam somente os resultados da distribui¢ao uniforme,
visto que, segundo observacao dos autores, as demais distribui¢oes mostram
basicamente o mesmo comportamento. O algoritmo é comparado com as
heuristicas LPT, 0/1-INTERCHANGE e a versao melhorada de Langston.

Hiibscher e Glover (1994) [49] propoem um algoritmo de busca tabu
que usa 2-ezchanges e utiliza influential diversification (ver Se¢ao 2.2.3).

Ho e Wong (1995) [45] apresentam o algoritmo Two Machine Optimal
Scheduling (TMO) para a solucao exata do problema, baseado em busca
exaustiva, considerando o caso particular em que m = 2. Uma extensao
deste algoritmo (X-TMO) é proposta para o caso com m > 3 processadores.
Dada uma solugao inicial (obtida por qualquer heuristica), considera-se dois
processadores alvo, os de maior e menor carga no problema inicial, e aplica-
se o algoritmo TMO para a solucao exata deste problema particular. Caso
o resultado melhore o makespan corrente, a solucao do problema original é
atualizada. Este processo é repetido para os processadores de maior carga
e de menor carga ainda nao considerados, enquanto suas cargas forem
diferentes e tal par existir. Extenso estudo computacional é realizado para os
dois casos comparando as heuristicas LPT, MF e Repetitive Modified Greedy
(RMG) de Lee e Massey [62]. Para o primeiro caso, em que se conhece
a solucao 6tima obtida por TMO, observam que o desempenho das trés
heuristicas é melhor quando o nimero de tarefas cresce. Enquanto RMG
possui um desempenho melhor do que o de LPT quando n é pequeno, o
contrario acontece quando n é grande. Para o caso geral, X-TMO mostra
ser capaz de melhorar consideravelmente as solucoes iniciais geradas por
LPT, MF e RMG.

Dell’Amico e Martello (1995) [16] desenvolvem um algoritmo de
branch-and-bound, daqui por diante referenciado por B&B, para a solucao

exata para P||Cpnax. A abordagem MF apresentada por Coffman e posteri-
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ormente utilizada por Hochbaum, substituindo o FFD por um algoritmo de
aproximacao dual, também foi por eles utilizada usando, na busca binaria, a
versao aproximada do algoritmo MTP de Martello e Toth [65]. MTP, como
citado no capitulo anterior, ¢ um algoritmo de branch-and-bound para a
solucao exata de BP. Sua versao aproximada é obtida especificando-se um
limite para o ntimero de backtrackings permitidos. Nos casos em que MTP
retorna a solu¢do exata (quando o nimero de backtrackings necessarios é
menor do que o permitido) e o valor retornado é maior do que o nimero
m de processadores, entao é possivel melhorar o limite inferior do problema
P||Cinax. Segundo os autores, apesar desta abordagem ser capaz de resolver
otimamente diversas instancias, o algoritmo exato proposto para P||Cpax €
superior. Outra heuristica proposta, chamada MULTI-SUBSET (MS), tem
duas fases. Na primeira, considera-se um processador de cada vez e nele
coloca-se o subconjunto das tarefas ainda nao escalonadas de valor mais
préximo a um determinado limite inferior. Se todas as tarefas foram escalo-
nadas, tem-se uma solugao étima. Para determinar o subconjunto de tarefas,
usam o algoritmo G? proposto por Martello e Toth [65] para o problema de
Subset Sum. A segunda fase considera as tarefas restantes em ordem decres-
cente de tempo de processamento e os processadores em ordem crescente de
carga, colocando cada tarefa em um processador. As heuristicas LPT, MS e
a abordagem de MF com MTP sao utilizadas para gerar uma solugao inicial
para o branch-and-bound. Outra contribuicao dos autores é a introducao de
novos limites inferiores, que serao descritos com detalhes na Secao 4.2.2.
Scholl e Vofi (1996) [78] consideram duas versoes do problema classico
de balanceamento em linhas de produgao (simple assembly line balancing
- SALBP). SALBP-1 consiste em alocar tarefas a estacoes de trabalho
de forma que, para uma dada taxa de producao (medida em funcao do
tempo de execucao de um ciclo de producao), o nimero necessirio de
estacoes é minimizado. SALBP-2 consiste em maximizar a taxa de producao
ou, de forma equivalente, minimizar a soma de tempos ociosos para um
dado nimero de estacoes. Nos dois casos deve-se considerar restricoes de
precedéncia. SALBP-1 se reduz ao problema de bin packing, enquanto
que SALBP-2, se as restricoes de precedéncia sao omitidas, reduz-se ao
problema de escalonamento em processadores paralelos idénticos. Os autores
descrevem heuristicas construtivas para o problema SALBP-1, com regras
de prioridade dinamicas. Estas heuristicas sao aplicadas, de forma iterativa
e usando diferentes métodos de busca, com o objetivo de resolver o problema
SALBP-2. Os métodos de busca considerados sao: método de limite inferior,

método de limite superior, busca bindaria, busca de Fibonacci e variacoes.
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Consideram a abordagem de busca tabu. Discutem a dificuldade de se definir
um movimento de busca tabu para o problema SALBP-1. O movimento
natural baseado em troca de tarefas entre processadores dificilmente produz
efeito no valor da funcao objetivo. Considera-se, por exemplo, uma solu¢ao
viavel cujo valor da funcao objetivo é m estacoes. Para diminuir este valor
seria necessario remover todas as tarefas de uma dada estacao. Os possiveis
movimentos podem ser categorizados em trés tipos: m é reduzido de uma
unidade, m permanece igual ou m ¢é incrementado de uma unidade. A
quantidade de movimentos possiveis diminui a medida que m se aproxima
do valor 6timo. Considerando-se ainda as restricoes de precedéncia, uma
situacao possivel é a existéncia somente de movimentos do segundo ou
terceiro tipos, sem distincao de como avaliar qual é o melhor. Para resolver
este problema, usam a rela¢ao entre SALBP-1 e SALBP-2 (que chamaram
de relagao dual) para propor a seguinte estrutura de um método genérico de
busca. A abordagem de busca tabu [37][pdg. 296] para o problema SALBP-
2 tenta encontrar uma solucao viavel com m estacoes e tempo do ciclo de
producao nao maior do que um dado valor. Se tal solucao for encontrada, m
¢ um limite superior no niimero de estacoes, do contrario a busca continua
com valores maiores para m. O procedimento BISON [77] para a solugao
exata do BP, apresentado na Secao 2.2.1, usa esta abordagem. A heuristica
hibrida HI_BP proposta nesta tese, também. Antes, porém, no contexto de
algoritmos para 0 P||Cpayx, Coffman et al. [13], Hochbaum e Shmoys [48] e
Dell’Amico e Martello [16], apresentaram abordagem semelhante. Hiibscher
e Glover [49] também exploraram a relacao entre P||Cyax € BP.

Fatemi-Ghomi e Jolai-Ghazvini (1998) [21] propéem uma busca local
baseada na troca de um par de tarefas de diferentes processadores, visando
minimizar a soma das diferencas de tempos de término entre todos os
pares de processadores. Foi realizada uma andlise do comportamento do
algoritmo em relacao a variacao de trés fatores: solucao inicial, distribuicao
dos tempos de processamento e tamanho do problema. O maior erro
percentual foi observado para a distribuicao uniforme e problemas pequenos.
Foram propostas quatro diferentes estratégias para a construcao da solucao
inicial. Considerou-se uma versao do algoritmo para cada uma destas quatro
estratégias e uma quinta versao composta por uma iteracao de cada uma
delas. Considerou-se 80 instancias do pior caso (distribui¢ao uniforme e
problemas pequenos) e comparou-se o desempenho das cinco versoes do
algoritmo com os resultados obtidos pelas heuristicas LPT e MF. Os
melhores resultados foram obetidos pela versao composta.

Algoritmos de melhoria baseados em fluxo em redes sao métodos de
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busca local que executam sequéncias de movimentos dependentes (chama-
dos multi-exchanges) e que utilizam técnicas de fluxo em redes para identi-
ficar movimentos promissores. Baseados nessa abordagem, Frangioni et al.
(2000) [27, 28] propoem diversos algoritmos de melhoria para o problema
de escalonamento em processadores paralelos, que executam diversas tro-
cas de tarefas entre processadores. Apresentam um trabalho metodoldgico
de estudo de diferentes técnicas de construcao de estruturas de vizinhancas
para este problema, explorando propriedades peculiares dos grafos e inves-
tigando em que condigoes as novas estruturas podem produzir solucoes de
qualidade. O problema com processadores idénticos (P||Chax) € selecionado
para um estudo de caso. Os autores disponibilizam instancias de uma nova
classe “altamente nao-uniforme” de problemas testes.

Recentemente, Costa et al. (2002) [15] apresentam heuristica de busca
local inspirada em sistemas imunoldgicos artificiais. Experimentos computa-
cionais sao realizados com dois grupos de problemas testes: a classe de pro-
blemas uniformes criadas por Franca et. al [26] e 25 instancias com tempos
de processamento muito grandes e apenas dois processadores. A abordagem
proposta mostra melhores resultados em especial para esta ultima classe de

problemas.

4.2.1
Relacao de Dualidade

Nesta secao apresentam-se nocoes de algoritmos de aproximacao dual,
segundo Hochbaum e Shmoys [47, 48], e uma e-aproximacao para o problema
P||Cryax-

Tradicionalmente, algoritmos de aproximacao primais tentam encon-
trar solucoes vidveis sub-6timas, onde a medida de qualidade é dada pelo
grau de afastamento em relacao ao valor 6timo. Alternativamente, algorit-
mos de aproximacao dual buscam solucoes superdtimas, porém nao viaveis,
onde a medida de qualidade é medida pelo grau de inviabilidade. Para o pro-
blema BP, o primeiro tipo de algoritmo produz solugoes vidveis em que o
numero de caixas utilizadas pode ser superior ao valor 6timo. O segundo tipo
encontra empacotamentos aproximados onde no maximo o numero 6timo
de caixas ¢ utilizado, porém permite-se ultrapassar a capacidade das cai-
xas. Existem aplicacoes praticas que se enquadram neste modelo: seja, por
exemplo, um conjunto de tarefas que devem ser alocadas a um conjunto de
recursos idénticos (trabalhadores, por exemplo) que estao disponiveis por

um custo fixo por um determinado tempo (o tempo regular) e que podem
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ser usados por um custo adicional, proporcional ao tempo (o tempo extra),
se necessario [17].

Seja zgp(N, C) o valor da solucao 6tima do problema BP caracterizado
pelo conjunto de objetos N e pela capacidade da caixa C. Analogamente
2P||Cnax (N, M) € 0 valor da solugao 6tima do problema P||Cyax caracterizado
pelo mesmo conjunto N de tarefas e por m processadores. Observa-se
que zpp(N,C) < m se e somente se zp|cy,.. (N, m) < C. Logo, se existe
um procedimento para resolver otimamente o problema BP, este pode
ser utilizado em conjunto com pesquisa bindria para obter um solucao
6tima para o problema P||Cyax. Uma analogia natural seria fazer a mesma
consideracao para algoritmos de aproximacao. Esta é a abordagem utilizada
em MULTIFIT (MF) [13]. No entanto, segundo Hochbaum e Shmoys,
utilizar um algoritmo para o problema BP como uma “caixa preta” nao
é garantia de sucesso, a ferramenta ideal seria usar o dual do BP.

Considera-se o problema de decisao onde existem dois parametros
criticos, por exemplo o nimero de caixas (processadores) e a capacidade da
caixa (makespan): “Existe empacotamento vidvel do conjunto N de objetos
em m caixas com capacidade C'?7”. Dois problemas de otimizacao podem
ser gerados deste problema de decisao fixando-se um dos dois parametros
e entao otimizando-se o outro sujeito as restricoes. Entao, as seguintes

consideracoes podem ser feitas:

1. Problema P||Cpax: dados N e o nimero de processadores m, mini-
mizar o makespan C, sendo zp|c,,..(N,m) seu valor étimo. Uma e-
aproximacao primal obtém solugdo com makespan no maximo (1 +

€) 2P||Cmax (N, M) € niimero de processadores m.

2. Problema BP: dados N e a capacidade da caixa C, minimizar o
nimero de caixas m, sendo zgp(N, C) o valor da solu¢ao étima. Uma
e-aproximagao dual obtém solu¢do com no maximo zgp(N, C) caixas
e capacidade até (1 +¢)C.

Encontrar uma e-aproximacao primal para o problema P||Chay equi-
vale a encontrar uma e-aproximacao dual para o problema BP.

No Apéndice B apresenta-se o pseudo-cédigo do algoritmo
1/5-dual-BP para o problema BP. Os autores provam que o numero
de caixas utilizadas nunca ultrapassa zgp(NV,C) e que nenhuma caixa pe-
sard mais do que 6/5. Para finalizar esta se¢ao, como o objetivo primeiro do
trabalho citado é apresentar uma e-aproximacao para o problema P||Chax,

Hochbaum e Shmoys utilizam a mesma abordagem de MF [13] substituindo
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Procedimento AHS

Entrada: N=A{1,...,n},w; i=1,...,n),L,Um
Saida: S={P,...,Py}, Lus.

esquerda < L;

2 direita <+ U;

3 enquanto esquerda < direita — 1 faga

4 C <+ |(esquerda + direita)/2];

5 S’,m' «+ 1/5_dual BP(N,w;/C);
6

7

8

—

se m' > m entao esquerda <+ C;
senao direita < C; S + S';
fim-enquanto
9 S',m' < 1/5_dual BP(N,w;/esquerda);
10 se m' > m entao faga
11 S,m' + 1/5_dual BP(N,w;/direita);
12 Lys < direita;
13 senao
14 Lys <+ esquerda; S + S';
15 fim-se
16 retorne
fim AHS

Figura 4.1: Pseudo-cddigo do algoritmo AHS

a heuristica FFD por esta aproximacao dual na busca binaria. O algoritmo
resultante é uma e-aproximacao para o problema P||Cyax com € = 1/5+2°F
e complexidade O(n(k + logn)), onde k é o nimero de iteracoes da busca.
O pseudo-cédigo da Figura 4.1 descreve este algoritmo, daqui por diante
referenciado por AHS (Algoritmo de Hochbaum e Shmoys). Como entrada,
considera-se o conjunto de tarefas/objetos N e seus tempos/pesos w;; 0s
limites inferior L e superior U para o makespan; e o nimero de processa-
dores m. No final da busca binaria, além da solucao aproximada S para o

problema P||Cpax, tem-se também o limite inferior Lyg para o makespan.

4.2.2
Limites e Estrutura da Solucao

Dell’Amico e Martello [16] introduzem novos limites inferiores, anali-
sam a estrutura da solugao 6tima e determinam condigoes suficientes para
se estabelecer limites inferiores e superiores no nimero de tarefas por pro-
cessador. Descreve-se nesta secao os limites inferiores apresentados neste
trabalho, que serao utilizados pelo algoritmo proposto no proximo capitulo.

O limite Ly (em qualquer escalonamento algum processador deve
atingir a média da carga dos processadores), apresentado na se¢ao anterior,
possui desempenho de pior caso R(Lg) = 0, que é muito ruim. Isto é possivel

de se verificar considerando-se a série de instancias com n = m—+1, w; = m,
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wy = wy = -+ = w, = 1,onde Ly = 2 e zp|c,.., = m. Logo a razao
Lo/2p|jcya, € arbitrariamente préxima de 0 para m muito grande. O limite
melhorado L; (qualquer escalonamento deve processar cada tarefa) possui
performance de pior caso R(L;) = 1/2 (ver prova em [16]). A complexidade
para calular Lo e Ly é O(n) , uma vez que nao é necessario ordenar as tarefas
segundo (4-1).

Considerando-se a relaxacdo de P||Chax obtida retirando-se as (n —
m — 1) menores tarefas t,,.o,...,t,, tem-se que o valor da solugao 6tima
do problema nao pode ser menor do que w,, + w11, resultando no limite

inferior melhorado
L, = max {Ll, Wy, + wm+1},

o que melhora a razdo do desempenho de pior caso para R(Ly) = 2/3. A
complexidade para calular Ly é O(n) , uma vez que nao é necessario ordenar
as tarefas segundo (4-1).

O limite inferior descrito a seguir usa o mesmo principio utilizado
para o calculo do limite Lgg, detalhado na Secao 4.2.1. Para qualquer
algoritmo para BP, caracterizado pelo conjunto de objetos T" de tamanho
w; (i =1,...,n) e capacidade da caixa L, se o valor da solugao 6tima excede

m, entdo L 4+ 1 é um limite inferior valido para P||Ciax.

Teorema 4.1 [16]. Dados uma instincia do P||Crax, € dois valores L e
w < L/2, sejam

L={ieT:w,>L—-w}
L={ieT:L—-w>w;> L/2};
L={ieT:L/2>w >}

Bo(L,w) = |I1] + [I5| 4+ max {O, [E"E% wi_(qu'/'L_Zielz wz‘)-‘ } e

L—w;
Bg(L,w) =[] + || + max {0, [m ZEI:]L T J—‘ }

Se Bo(L,w) > m ou Bg(L,w) > m, entao L+ 1 € um limite inferior vdlido

para esta instancia de P||Cpax.

Considera-se a instancia de BP definida pelos objetos de peso w; (i =
1,...,n) e capacidade da caixa L. Os objetos em [; e I, nao podem ser
combinados com nenhum outro objeto nestes conjuntos. Desta forma, o
nimero de objetos nos dois conjuntos é um limite inferior no ntimero de

caixas. Objetos em I3 s6 podem ser combinados com objetos em I5. Para
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B, (L,w), caso a soma dos pesos dos objetos em I3 seja maior do que a soma
da capacidade residual das caixas ocupadas pelos objetos de I5, o limite pode
ser aumentado pelo termo mais a direita, que aplica a mesma regra de L
(ver Secao 2.2.4.2). Para Bs(L,w) relaxa-se a instancia assumindo-se que

todos os objetos de I3 possuem tamanho igual a w, assim LL_E“’ZJ é a maior

quantidade de objetos de I3 que pode ser colocada na caixa com o objeto de

tamanho w;(i € ), logo |Is| =Y., | “52 | € 0o menor niimero de objetos de

I3 que devem ser colocados em caixas extra. Uma vez que cada nova caixa
comporta no maximo | L/w| objetos de I3, B,(L,w) é um limite inferior no

ntimero de caixas valido para a instancia de BP.

Coroldrio 4.1 [16]. Um limite inferior vdlido para P||Cyax €
__L _ _
Ly=max{L+1:3 w < 5 tal que B, (L,w) > m ou Bg(L,0) > m}.(4-2)

Para ilustrar o calculo dos limites inferiores descritos acima, considera-
se um pequeno exemplo com n = 10 tarefas, m = 4 processadores e tempos
de processamento w = (99, 76, 76, 75,25, 13,13,13,1,1), onde Ly = 98, L; =
99, L, = 100. Aplicando-se o Teorema 4.1 com L = 100 e w = 13, tem-se
que I = {1}, I, = {2,3,4}, I3 = {5,6,7,8}. Logo

B, (100, 13) = 1+3+max{o, [w”z |

Bs(100L,13) = 1+ 3 + max {0, [4(“

Logo, 101 é um limite valido para esta instancia.

Tanto B, (L,w) como Bg(L,w) sao calculados para instancias relaxa-
das obtidas eliminando-se as tarefas com tempo de processamento w; < .
Dada uma instancia relaxada obtida eliminando-se as tarefas t,,,9, ..., t,,
entao o valor de L, é o valor 6timo. Esta observacao prova a proposicao a

seguir, 1util para o calculo eficiente de Ls.

Proposigao 4.2 [16]. Uma vez que Ly tenha sido calculado, valores melho-
res para o limite inferior podem ser obtidos através do Teorema 4.1 somente

para valores de L e w tais que L > Ly e W < Wpy4o.

Como provado pelos autores, o limite inferior L3 pode ser calculado
em tempo O(n?logU), onde U ¢ um limite superior para Cyax.
A seguir, descreve-se como calcular os limites inferior e superior no

nimero de tarefas por processador considerando um valor para uma solugao
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viavel, e de que forma estes limites podem estabelecer um novo limite inferior
para Chax.

A partir do valor U de uma solucao vidvel para uma instancia de
P||Cinax, € possivel definir o seguinte limite superior no nimero de tarefas

por processador:

@:max{q: z”: w1-<U}.

i=n—q+1

Este limite implica em que nenhuma solucao com valor inferior a U
pode ter mais do que © tarefas por processador. Além disso, o caso especial
onde © = 2 (n < 2m) implica na solugao 6tima com a seguinte configuragao:
associar a tarefa t; ao processador w; para 1 =1,...,m e a tarefa t,,,; ao
processador P,_j.1 para k =1,...,n —m. Seja o nimero médio de tarefas
por processador = |n/m|. Entao um limite inferior ) no nimero de tarefas
por processador tem que ser menor ou igual a pu. A seguir duas condicoes

suficientes para determinar valores de o para os quais 1 > o.

Proposicao 4.3 [16]. Dada uma instincia de P||Cpax € um inteiro o < p,
seja L(o) um limite inferior no valor da solu¢do da instancia relazada com
m—1 processadores e tarefast,, . .., t,. Se L(c) > U, entdo qualquer solu¢do
com valor menor do que U deve possuir pelo menos o tarefas em cada

processador.

Prova. Para cada valor possivel de o considera-se uma solucao onde um
processador, por exemplo, P, possui 0 —1 ou menos tarefas. Sobram para os
demais processadores P, ..., P, pelo menos n— (o0 —1) tarefas. O makespan
correspondente é pelo menos igual a L(o), onde L é um limite inferior para
a instancia com m — 1 processadores e as tarefas t,,...,t,. A solugao final

nao pode ter valor menor do que U. 0]

Proposicao 4.4 [16]. Dados uma instincia de P||Cmax, um limite L no
valor da sua solugao e um inteiro o < i, se Z;’:l w; < L entdo eriste uma

solugao otima com pelo menos o tarefas por processador.
As Proposigoes 4.3 e 4.4 levam ao seguinte teorema:

Teorema 4.5 [16]. Para qualquer instincia de P||Chax, dados uma solug¢do
vidvel de valor U e um limite inferior L, entdo o limite inferior ¥ no nimero

de tarefas por processador é dado por

¥ = max {a: L) >U ou Zw < L}, (4-3)

=1
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onde L(o) é definido sequndo a Proposicdo 4.3.

Os tempos para calcular ¥ e © dependem da forma como U, L e
L(o) sao calculados. Se as tarefas estao ordenadas de acordo com (4-1); U
é determinado utilizando o algoritmo LPT (ver Secao 4.2); L e L(o) sao
calculados usando L, (dado L(o), L(c + 1) pode ser calculado em tempo
constante), entao ¥ e © podem ser determinados em tempo O(nlogn).

O caso especial ® = 9 + 1 permite determinar o nimero my de
processadores com exatamente 1) tarefas e o numero mg de processadores
com exatamente O tarefas, resolvendo-se o sistema m = my + me e

n = 1vmy + Ome:

my = (0+1)m—n (4-4)

me =n — 9Im (4-5)

Sabe-se entao que a solucao 6tima é formada pela uniao das solugoes
de dois problemas menores, ainda que também dificeis. Entretanto, estas
consideragoes permitem introduzir um novo limite para P||Cpax.

Dado o nimero médio de tarefas por processador n/m, pelo menos um

processador devera possuir v = [n/m] ou mais tarefas. Assim, o somatério

n
L,= > w,; das v menores tarefas ¢ um limite vélido para a instancia
i=n—v-+1
caracterizada pelo conjunto N de tarefas e m processadores.

Quando o caso especial © = ¥ 4+ 1 acontece, dependendo dos valores
dos limites inferior e superior correntes (uma vez que O é funcao de U e ¢

é fungao de L e U), tem-se

b —ml] S e[ S wml) o

i=n—v¥my+1 i=n—Omeg+1

Quando © = 2, a solucao para Ly(L,U) é a solucao 6tima descrita
anteriormente. Quando © > 9 + 1, deve-se considerar instancias relaxadas
obtidas eliminando-se as iltimas 72 tarefas (m = 1,2, .. .), determinando-se 1
de tal forma que o caso especial ocorra e calculando-se entao Ly(L,U) para
a instancia relaxada. Seja L o valor de Ly(L,U) para a instancia (original

ou relaxada) em que o caso especial © = 1 + 1 acontece. Entao

Ly = max{L, L,} (4-7)
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é um limite valido para Cp,x. O tempo para calcular Ly é O(n + nlogn),
considerando-se a ordenacao inicial.

Para ilustrar o calculo do limite Ly, considera-se a instancia definida
por n = 50, m = 5 e tempos de processamento w;(i = 1,...,n). A Tabela 4.1
mostra os seguintes valores: na primeira coluna tem-se a identificacao da ta-
refa i =1,...,n; a seguir o tempo de processamento correspondente w;, em
ordem nao-crescente; a terceira coluna mostra os tempos de processamento
acumulados das 7 tarefas w; = wy; +wy + ...+ w; para ¢ = 1,...,n; na

ultima coluna tem-se o limite superior U; obtido aplicando-se a heuristica

LPT a instancia relaxada definida pelas ¢ tarefas, i = 1,...,n.
1w W; U; i P W U; i P W U;
1 100 100 100 || 18 96 1766 392 (| 35 93 3385 678
2 100 200 100 | 19 96 1862 392 | 36 93 3478 769
3 99 299 100 || 20 96 1958 392 | 37 93 3571 770
4 99 398 100 || 21 96 2054 487 || 38 92 3663 770
5 99 497 100 || 22 96 2150 487 || 39 92 3755 770
6 99 596 198 || 23 96 2246 488 || 40 92 3847 770
7 99 695 198 || 24 96 2342 488 || 41 92 3939 861
8 98 793 198 || 25 96 2438 488 || 42 92 4031 861
9 98 891 198 || 26 96 2534 583 || 43 92 4123 861

10 98 989 198 || 27 95 2629 583 || 44 91 4214 861
11 98 1087 295 || 28 95 2724 583 || 45 91 4305 861
12 98 1185 296 || 29 95 2819 583 | 46 91 4396 952
13 98 1283 296 || 30 95 2914 583 || 47 91 4487 952
14 97 1380 296 || 31 95 3009 677 || 48 91 4578 952
15 97 1477 296 || 32 95 3104 678 || 49 90 4668 952
16 97 1574 392 || 33 94 3198 678 || 50 11 4679 952
17 96 1670 392 || 34 94 3292 678

Tabela 4.1: Dados da instancia usada como exemplo para o céalculo do limite
Ly

Calculando-se o limite trivial tem-se Ly = [w,/m] = [4679/5] = 936.
Os limite Ly e Ly nao melhoram este resultado. A aplicacao do algoritmo
LPT a instancia resulta no limite superior U = 952. O limite superior no
nimero méaximo de tarefas por processador © é funcao de U e é definido pelo
maior numero de tarefas que podem ser alocadas em um processador sem
atingir o limite superior U, sendo igual a 11. O niimero médio de tarefas por
processador é y = [n/m| = 10. A seguir calcula-se o limite inferior ¥ < g no
nimero de tarefas por processador em funcao de L e U. A propriedade (4.3) é
satisfeita para valores de o < 9, como pode ser verificado, por exemplo, para
o = 9. Calculando-se o limite Ly para a instancia com m — 1 processadores

Z;%jlwq — @] — [46794—793‘| _

972 > U. A propriedade (4.4) é satisfeita para valores de 0 < 9 como

e tarefas to, t1g,...,tn, tem-se Ly = |

pode ser verificado, por exemplo, para ¢ = 9, na coluna wg da tabela.
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Entao, ¥ = 9 satisfaz o Teorema (4-3) e uma vez que © > 9 + 1, relaxa-
se a instancia I eliminando-se a ultima tarefa t5y e obtendo-se a instancia
relaxada I49. A seguir, repete-se os calculos para Iy9. O limite inferior Lg
é dado por [%2] = 934. O limite superior U é dado por Uy = 952 e, em
funcao de U, calcula-se © = 10. O niimero médio de tarefas por processador

éu=|n/m|=149/5] = 9. Fazendo-se 0 = 9 e calculando-se o limite Ly (o)

para a instancia com m — 1 processadores e tarefas tg, t1q, ..., ts9, tem-se
49 ) _ _ .
Lo(0) = [2Zi==1] = [@ae_ts] — [4663-T937 — 957 > [/, Este ¢ o maior valor

possivel para o < p que satisfaz a Proposicao (4.3). Como © = 9+ 1, pode-
se entao calcular o niimero de processadores mg com exatamente © tarefas
e o niimero de processadores my com exatamente v tarefas resolvendo-se o
sistema (4-4), resultando em mg = 4 e my = 1. A seguir, substituindo-se

os valores na expressao (4-6) tem-se

Ly(934,952) = max { L@_i "“H [ f: EH _

(9-1)+1=41 i=49—10-4+1=10

— max { [w“g _ wﬂ , [“’49 = “’ﬂ } — max{[8217, [3777/4]} = 945

1

Por fim, a expressao (4-7) é calculada e Ly = max{945,832} = 945.
A heuristica proposta para P||Chax, apresentada no préximo capitulo,
usa os limites Lo, L3, Ly e Ly e os algoritmos de aproximacao LPT e AHS

apresentados nesse capitulo.
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