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5
Relacao entre Analise Limite e Programacé&o Linear

5.1.
Modelo Matematico para Anélise Limite

Como foi explicado anteriormente, a andlise limite oferece a facilidade
para o cdculo da carga de ruptura pelo fato de utilizar a andlise rigido-pléstica,
simplificando significativamerte asleis constitutivas.

As variaveis que caracterizam os campos de tensdes, ditas variaveis
estéticas, relacionamse entre si e com as cargas aplicadas através de expressdes
gue traduzem o equilibrio, enquanto as variaveis que caracterizam os campos de
deslocamentos e deformacdes, ditas varidvels cinemédticas, relacionam-se entre s
através de expressdes que traduzem a compatibilidade.

A identificagdo dos problemas da andlise limite como problemas de
programacdo linear se constituiu em um marco de maior importancia no
desenvolvimento da andlise estrutural, pois permitiu a utilizacdo de programas
computacionalmente mais eficientes quando comparados com os que se utilizam
da andlise incremental iterativa convencional, na obtencédo da carga de colapso da
estrutura.

A condicdo de resisténcia representada pela superficie de escoamento
constitui, juntamente com as equacdes de equilibrio, as principais restri¢cbes do
problema de programacdo matemética, correspondente ao problema da analise
limite pelo limite inferior. A linearizagdo da superficie de escoamento, quando
possivel, transforma o problema num caso particular da programacéo matematica,
em que todas as relagdes séo lineares, denominado programacao linear (PL).

Nesse trabalho é utilizado o teorema do limite inferior (safe theorem) para
a formulacdo do problema de andlise limite. Como é usada a trelica de Morsch
para representar a viga no colapso, as incognitas, que representam os campos de

tensdes, serdo as forgas internas nas barras datrelica e o fator de cargaestatico | |.
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A funcéo objetivo do problema de programacao linear € maximizar o fator

de carga |l | para um campo de forgas estaticamente admissivel, onde N & o vetor
das incognitas do problema de PL e o vetor de cargas aplicadas F, em equilibrio
com N, € majorado por um fator estéticol .. Asforcas N devem satisfazer ainda

ao critério de resisténcia.

TEOREMA DO LIMITE INFERIOF
max | |
Sujeito a
CN=I F
N! £N, £N/
Onde:

C - matriz de equilibrio
N - esforcos internos das barras
F - vetor de cargas aplicadas

N e N! - sdo respectivamente os limites superior e inferior das

forcas nas barras

Como ja mencionado, na formulacéo apresentada a seguir, desenvolveuse
um problema de programacdo linear para aplicagdo do Teorema do Limite
Inferior, com o objetivo de maximizar a carga de colapso, utilizando o modelo de
Trelica de Morsch.

Para 0 estudo da andlise limite em vigas foi criado um modelo dividindo-
se o comprimento L da viga pela dtura z do modelo de trelica, o inteiro mais

préximo deste valor representa o nimero de divisdes ().
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Figura 5.1 — Modelo generalizado de trelica
L L
Ne =>inteiro de — (5.2)
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z=d(1- 04k, ) (5.3)
d=h-d (5.4)

emax
kx = maxc (55)
€. te
tang=— (5.6)
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Figura 5.2 — Distribuicdo das tensdes de compressdo no concreto
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Onde:
L — comprimento da viga;
h— alturatotal da secéo transversal;

d — distancia do bordo mais comprimido até o centro de gravidade das barras
de aco que constituem a armadura longitudinal de tracdo ra flexdo (As);
d —adiferenca(htd), ousga d =h —d;
d’; — disténcia do bordo superior a0 centro de gravidade da armadura
longitudinal de compressdo (AS));
z — brago de alavanca entre as resultantes de compressdo no concreto e de
trac@o no ago, provocadas pelo momento fletor atuante na secéo;
by, — largura da se¢éo transversal daviga;
Ne — NUMero de divisdes daviga
a— espacamento entre os tirantes
e — o encurtamento do concreto na fibra mais comprimida;
es— 0 alongamento do aco da armadura principal de flexao;
kx — coeficiente que define a posi¢éo da linha neutra;

g - angulo de inclinagdo das bielas;

As condicBes fundamentais impostas para a obtencéo do modelo de trelica
foram: condi¢des de equilibrio nos nés da estrutura articulada e limites superiores
e inferiores para os esforcos N.

Temse assim para as variaveis do problema, os esforcos axiais de

compressao nas barras comprimidas e as armaduras nos tirantes.

Para cada uma destas barras temos dois limites: inferior (N :) e superior

(N?).
Para as barras horizontais superiores:
N!=-(085" " A+As, f,) (5.7)

N!=As,~ f (5.8)

yk
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Para as barras horizontais inferiores:
N!=-(085 f, A+As,” f,) (5.9)
N' =As,” f (5.10)

yk

Para as bielas inclinadas;

N =-(06 f, a,) (5.11)
N' =0 (5.12)
Onde:
a, =1- Toc ? fyemMPa
250

Para as barras verticais (estribos):
N! =0 (5.13)

N/ =A~ fyk +0,6° f etcint “b, d (5.14)

A parcela do cortante, referente a contibuicdo do concreto foi calculada

pela nova norma NBR 6118 como serd mostrado a seguir.

Sendo
A=08" b, x (5.15)
1
A=2 0, A, (>.16)
S

A, =a senq b, (5.17)
_ fctk,mf (518)

fctd -

g

fctk,inf :0’7, fctm (519)
(5.20)

2
fn=03 f,3

ctm
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Onde:
fo - valor caracteristico daresisténcia do corcreto a compressao;
fyk - valor caracteristico daresisténcia do ago atracéo;
A — area do banzo comprimido de concreto;
As - &rea da secdo transversal da armadura principal superior;
As, - &rea da secdo transversal da armadura principa inferior;
Ay - &reada secdo transversal das bielas inclinadas;
A; — &rea da secéo transversal das barras verticais (estribos);
x — atura da linha neutra da se¢éo;
S— espacamento entre os estribos;
Npe — NUMero de pernas do estribo;
A — é@readabarrado estribo;
fcta — resisténcia de calculo do concreto atracéo direta;
fetk int — resisténcia caracteristica inferior a tracéo do concreto;
0. — coeficiente de ponderacéo da resisténcia do concreto;
fetm — resisténcia média do concreto a tragéo direta;

N — esforgo normal nas barras,

Paracalcular a contribuicdo do concreto na resisténcia do esforco cortante,
foram consideradas as recomendacfes das normas NBR 6118-1978 [27] e a
NBR 6118-2003 [2] e o trabalho de Lopes e Barbosa [19].

Segundo a NBR 6118-2003, este modelo admite para o dimensionamento
ao esforgo cortante que a biela inclinada de compressio tenha a = 45° em relagdo
a0 exo longitudinal do elemento estrutural e que a parcela V. tenha valor
constante independente de V sg.

O dimensionamento da armadura transversal € obtido de manera
satisfatdria quando sdo atendidas as seguintes condicoes.

a) O esforco cortante solicitante de célculo Vg4 ndo exceda a forga cortante

resistente de calculo, relativa a ruina das diagonais comprimidas de concreto V.

Vg < Veago (5.21)
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b) A resisténcia ao cisalhamento da sec8o kg exceda o esforco cortante

solicitante de calculo Vg

Vg > Vg (522)

A resisténcia Vrgs da secdo é a forca cortante resistente de célculo relativa
a ruptura por tragdo diagonal, sendo dada pela soma da parcela resistente do
concreto V., e da parcela absorvida pela armadura transversal Vg, onde:
Vg =V, +V, (5.23)

A determinacéo da parcela de concreto (V.) depende de mecanismos
complementares ao da trelica para absorver a forca cortante. Para elementos
estruturais em concreto submetidos a flexdo simples ou flexo-tracdo com a linha
neutra cortando a se¢éo, V. é dado por:

V, =V, (5.24)

Sendo:
V,=06"f, b, d (5.25)
Onde:
V. — parcela de contribui¢do do concreto naresisténcia ao esforco cortante
Vg4 — esforco cortante solicitante de cdlculo
Vo — valor de referéncia para V; quando g = 45°

fcta — definido anteriormente na equacgéo 5.19

Pela antiga norma NB-1-1978 [27], a parcela de contribuicdo do concreto
na resisténcia ao esforgo cortante (V¢) € calculada conforme mostrado abaixo.

Para a flexéo simples temos:

te =Y /fy (5.26)
_As (5.27)
r,=—
Ac
y, =0,07 para r , £ 0,001 (5.28.9)

y, =014 parar ® 0015 (5.28.b)
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y, =5 ,+0,065 para 0,001£r, £ 0,015 (5.28.c)
V.=t. b, d (5.29)

Onde:
r, - menor taxa da armadura longitudinal de trag&o do trecho de comprimento

2h a partir da face do apoio;

As condicBes de equilibrio para cada n6 da estrutura sdo feitas com o

somatoério das forgas indicado na Fig. 5.3, nadirecéo x e nadirecéo y:

y
7 Ni

hi N3

P

N\ Np
o) X

Figura 5.3 - Condic&o de equilibrio

Sendo a positivo no sentido anti-horario e as forcas positivas quando

estiverem no sentido do sistema de eixos.

Parao no i, temos:
= Nadiregdo x:
NB (5.30)
a N, cosa, +1 |k, =0

i=1

* Nadiregdoy:

NB (5.31)
a Nsena, -1 F,-P=0

i
i=1
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Onde:
NB - nimero de barras convergentes no no;
N; - esforco axial nabarrai;
Fri - valor da forca concentrada horizontal aplicada ao no;
Fvi - vaor daforca concentrada vertical, aplicada ao ng;
a; - angulo que a barra de ordem i fazcom o eixo Ox;

P - peso proprio no no .

Nos elementos estruturais de concreto armado, a area da se¢ao transversal
das barras verticais (tirantes) sdo geralmente limitadas a valores maximos, em
funcdo do tipo de elemento e de sua se¢éo transversal de concreto e como a
armadura usada ndo pode ser negativa, obtém-se;

N2 0 (5.32)

No caso das barras horizontais ndo se sabe se uma barra trabalhard como
um tirante submetido a tracdo, ou se trabalhard como uma biela submetida a

Ccompressao.

5.2.
Modelo Mateméatico para o Dimensionamento Otimo

Além de formular a andlise limite como um problema de programacéo
linear para se calcular a carga de colapso, fazse também um dimensionamento
otimo, utilizando a programacdo linear, com o objetivo de minimizar o custo de
armadura.

Com base na carga de colapso calculada inicialmente define-se uma carga
de projeto como sendo a carga de colapso dividida por um fator de seguranga ao
colapso. Fazse um dimensionamento para calcular a secdo de armadura
necessaria para esta carga de projeto. A formulacéo teve como base aNBR 6118 /
2003, para estabelecer aguns limites para os esfor¢os no concreto e limitagdes de
armadura minima para alguns casos estudados.

O critério de otimizagdo utilizado é estritamente econbémico, ou sga,

aquele que conduzir a0 menor custo para a solucdo. Uma vez que a geometria da
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peca € considerada neste trabalho inalterdvel, 0 menor custo da solucéo

corresponde assim ao minimo volume de armadura a ser usada.

Z

E R 5.33
A i,IWi+é.As,i,|i 539

SwW |
i=1

Minimizar Z=

Qo

1l
sy

FORMULACAO DO PROBLEMA DE PL

: o" , - S
mnzZ=a Ay lutaAs |

i=1 ' i1
Sujeito a

NB
é N, cosa; +| F, =0

i=1

NB
a Ngena, + F, +R =0

i=1
Barras Verticais
N, -f. As £0

ASNmin <A<A3Nmax

Barras Horizontais
N, -f, As £0
0,85° Ab " f, +fyd' As, +N. 20

As,, <A<As_,

mi

Barras Inclinadas
-(06"a, fy)EN, £0

f
a,=1- =
250

Sendo :
Z —*custo da solucao” ou funcdo objetivo;
NE — nimero de estribos;

NH — nimero de barras longitudinais;
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Asy,; — area de armadura transversal i;

Iwi —comprimento do tirante i;

Asi — armadura nas barras longitudinais i datreliga;

li — comprimento das barras longitudinais i;

fya — valor de resisténcia de cédlculo do aco a tragdo, para as barras
longitudinais;

fywa — valor de resisténcia de calculo do ago & tragdo para as barras
transversais,

fok - valor caracteristico daresisténcia do concreto a compressao;

fea - valor de célculo daresisténcia do concreto a compressao.

As novas restri¢Oes passam a ser os limites das areas das armaduras, que

variam de ASmin 8 ASmax.

Na flexdo (barras inferiores e superiores) os limites s&o:

As.. =015% b, h (5.34)

As._ =4% b, h (5.35)

No caso de ndo ser necess&rio armadura, considera-se somente armadura

de montagem. Foi adotado como armadura minima de mortagem 2 f 5
(As = 0,4cn?).

E no cisalhamento (barras verticais):

& 0 (5.36)
fﬂj b, a

ywk @&

As,;, =0,2

Onde (como ja dito anteriormente)

2
f. =03 f,3

ctm

Como ndo foi encontrado na literatura, nenhum limite maximo para area

de armadurado estribo foi adotado As,, =4%" b, " a.

w
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A resolucdo deste problema matematico obtémse recorrendo a um
algoritmo apropriado sendo o mais conhecido o SIMPLEX. Para resolver estas
equacdes de equilibrio utilizouse o programa LINGO, onde a partir da resolucéo

do problema encontra-se 0 modelo 6timo para a estrutura.
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