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3
Calculo de escoamentos com superficie livre de solug oes po-
lim éricas

3.1
Introdug &o

Este caftulo resume as equaes, as condiies de contorno e o @odo
computacional usado para analisar os escoamentos désslpglinéricas com
superfcie livre usando a equag de transporte geral do tensor conforéwag

O modelo matemtico do escoamento com supeié livre requer resolver
um problema de condép de contorno livre, isté problemas onde o ddmio de
definicdo das equdies diferenciais que descrevem o escoamedisconhecido
e sua localizago faz parte da sol@p do problema.

O método usado para resolver os escoamentos com stipdifre de
fluidos Newtoniano® tamim apli@vel para resolver os mesmos problemas
com liquidos viscodlsticos. Diferentes formas de lidar com o problema de su-
perficie livre sa0 discutidos em detalhe por Kistler (1983-1984)[17], Gbdeu-
lou (1990) [30], e deAlmeida (1995) [37].

A discus&o do neétodo usado na solag do problema de supésie livre &
um dnteses do trabalho apresentado por Carvalho (1996) [40].

Os netodos computacionais para resolver escoamentos \@stioels 80
ainda umaarea de pesquisa ativa, e algunstados de resolver as eqoag
diferenciais parciais de tais escoamentos foram propestanos recentes, una
revisio destes &todos foi apresentada por Baaijens (1998) [46].

O meétodo usado agweé uma pequena modificag do DAVSS-G/SUPG
(Discrete Adaptive Viscous Split Stress, independentarsidsradient interpo-
lation, Streamline Upwind Petrov-Galerkin) de Sun et a@99) [50], o mais
novo membro de uma familia de@bdos de Réduos Ponderados com fuies
base de elementos finitos que foi originado a partir édawaaio EVSS (Elastic-
Viscous Split Stress) proposto por Rajagopalan (1990) [31].

O método EVSS foi aplicado em escoamentos de revestimento por Ca
(1993) [35]. O neétodo DAVSS-G/SUPG e suas variantes converge de forma
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rapida e exata paraimeros de Weissenberg moderados como mencionado por
Szady et al. (1995) [38], Guenette et al. (1995) [39], Azakal. (1996), [42],
Fan (1997) [43] e Sun et al. (1999) [50].

A aplicag@o do netodo de resluos ponderados e 0 DAVSS-G/SUPG neste
casoas equages de transporte de massa, quantidade de movimento e tensor
conforma@o polinérica junto com as equaes de gerd@p de malha @btica
e as condiges de contorno adequadaiodorigem a um sistema de eqtias
algébricas @o lineares qué resolvido pelo retodo de Newton com umé&todo
de continuago de pseudo comprimento de arco de primeira ordem (Bolstad et
al., 1986 [22]) .

Devido ao elevado imero de equdigs diferenciais (12 ou 13 por ele-
mento para escoamentos bidimensionais, 22 por elemerd@papamentos tri-
dimensionais), um granddéimero de derivadas devem ser calculadas para obter
0 Jaconiano aniico.

Para reduzir o iimero de derivadas afitas a serem implementadas num
programa computacional, os campos que descrevem o mapeanedacidade,
gradiente de velocidade e as edieg dos rdguos da equap de gera@o
de malha éptica, equago de quantidade de movimento linear, a defiaiclo
gradiente de velocidade interpolado e a e@oade transporte para o tensor
conforma@o, §.0 mantidos em sua forma vetorial ou tensorial respectintane

O nomero de inbgnitasé reduzido dessa forma a 5 e como cofigegia
acontece o mesmo com amero de derivadas afitas coma apresentado por
Pasquali (2000) [52].

As equades dos régduos ponderados e os elementos da matriz Jacobiana
do método de Newton dependem da forma particular da energia évdos
termos de gera&p na equadp de transporte do tensor conforiaag

Um método geral de escrever édigo computacional que independe da
escolha do modelo constitutivo foi apresentado por Pas(R@0) [52]; dessa
forma & neces#io modificar somente algumas subrotinas ejgas de um
programa computacional para resolver escoamentos dedsslymlingricas
com supeifitie livre com diferentes equaes constitutivas.

3.2
Método de gera¢ ao de malha eliptica.

Para calcular um escoamento com sup@&flivre, o doninio fisico des-
conhecidae mapeado num dadmio de refeéncia fixo, conhecido como ddmo
computacional.
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Figura 3.1: Mapeamento do d@mo fisico desconhecido apriori num dgmo
computacional de reféncia.

Formas comuns de construir o mapeamerédo ® netodo de "spli-
nes”(Kistler, 1983 [18]); ratodo de gerdp de malha @btica (Christodoulou,
1990 [30]), onde a furiip de mapeamentdeterminado a partir da soha de
uma equago diferencial éptica; e o nétodo de deformam do dormio (deAl-
meida, 1995 [37]), onde a fuhQ de mapeamentoobtida resolvendo a equix
de equilbrio de um $lido elastico hipoético cujo estado deforma@oo donmnio
fisico.

A versao do netodo de geraip elptica de malha apresentado de forma
resumida aqui & descrita em detalhe por de Santos (1991) [32] e Benjamin
(1994) [36].

Quando o dormio fisicoé complexo, uma ftica usuaé subdivid-lo em
varios subdormios mais simples, estes devem ser quadrangularese eada
um desseé mapeado em subddnios separados no dénio computacional.

Comoé mostrado na Fig. 3.1 a poai no donmio fisico Q & denotado
por X, e a posiéo no donmio computacionaf)q por&.

A funcdo de mapeamento que relaciona o @@mcomputacional com o
dominio fisicoé chamado de mapeamento dire®a@ado pela furiox = x(&).

O mapeamento do ddmio fisico para o dofimio computacionaé cha-
mado de mapeamento inversé eepresentado pela fulgé = &(x). O mapea-
mento deve ser inveirgel e deve mapear os contornos dos subiddaras compu-
tacionais para os contornos do daio fisico. Ambos o mapeamento direto e 0
inverso §io necesaios para calcular as integrais que aparecem nas @esidos
redduos ponderados e os elementos da matriz Jacobian&tolonde Newton;
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porem, $ um deles deve ser calculado explicitamente, a partir dbajoatro
pode ser achado.

O mapeamento inverso deve satisfazer a egquddferencial éptica:

0-D-0E=0 (3-1)

ondell = % denota a diferenci@p no espacoigico, e o tensob controla o
espacamento entre as linhasde- constantee &, — constantgBenjamin, 1994
[36]).

Embora a equap. 3-1 descreva o0 mapeamento inverso, 0 mapeamento
diretox = x(§) & constrido usando a furlies base de elementos finitgs(§),

x=x05(&);  x=xX0x(&) (3-2)

ondex® sao um conjunto de irmgnitas chamadas de coeficientes das desc
base, e dndicei indica a dire@o no espacadico, e recebe os valores 1, 2 no
escoamento bidimensional e 1, 2, e 3 no escoamento tridiomaths

E usada a conveAQ do somdirio de Einstein no caso dedices repetidos
serem iélicos ou gregos. @ndice subscrito das fubes base indica a vawel
queé aproximada por esta fuag base € necesaria porque diferentes futies
base &0 usadas para aproximar diferentesasagis.

A letra grega identifica cada fuag base do tipo de elemento escolhido
para representar a vaviel de interesse e pode tomar o valor entre 1 éroaro
de fun@es base do tipo de elemento escolhido. As Gaschase &0 precisam
deindices iillicos porque as mesmas fi@as based usadas para aproximar as
componentes de mesma @l fisica.

O indice subscrito &@lico nos coeficientes das fuigs base representam as
componentes vetoriais ou tensoriais no espaco e o soiboesen letras gregas,
identifica cada coeficiente . Os componentsigbs do valor aproximado de uma
variavel 0 identificados corindices ifilicos subscritos (Pasquali, 2000 [52]).

As poséveis condifes de contorno usadas para resolver a égua€l §o
mostradas na figura 3.2 as

1. angulo prescrito: 0 angulo® entre as linhag; e o contorncé determi-
nado,n - ¢ = || cosB, i = 1 ou 2, esta cond#ip é usada tanto para
contornos conhecidos quanto para contornos cuja localizexema parte
do problema,;

2. deslizar sobre o contorno os pontos nodaisa® livres para deslizar numa
linha cuja equagoé f(x) = 0;
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3. pontos nodais fixosa localiza@o dos pontos nodais no contoradixa,
X% = x¥, ondex® & a predeterminada podig do ponto nodatl, esta
condi@oé usada para contornos fixos ou conhecidos;

4. distribuicao dos pontos nodais prescritaos pontos nodaisa® dis-
tribuidos ao longo do contorno do damo fisico de acordo a uma fuag
de esticamentg que controla o seu espagamergio= g(s), i = 1 ou 2;

5. condicao cinematica: o liquido rio pode cruzar a supérie livre, esta
relag@o localiza impicitamente a pos&p da supeftie livre,n-v =0, esta
condig@@oé usada para contornos cuja local&aforme parte do problema.

Deslizamento sobre
o0 contorno

f(xl,x2)=0

0 sz_/:\/

v &1 .Xl
X
2
\V il‘ Pontos nodais

Angulo prescrito

X, fixos
)_(OL
X xo-1
Distribuicao nodal 2 —atl
prescrita N X
o 1
s=0 2;2: 8 (SOL)

Nao penetracao

£,=0 s=1 cond. Cinematica
=0 gas
*2 > &=1 . n
Xy liquido
.xl X

1

Figura 3.2: Condiges de contorno das equ®s de gerap de malha @btica.
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3.3
Equac des de Transporte.

As equages de transporte de massa, quantidade de movimento linear e
conforma@o em regime permanente, i8ohico, incompresgel e escoamento
nao difusivo de uma sol@p polinérica dilida ou semi-dilida, 0 apresenta-
das a sequir:

0 = O-v (3-3)
0 = —pv-Ov+0-T+pg (3-4)
0 = v.-OM-— ZE%M

—Z(M-D+D-M—Z%M)

~M-W-WT.M

+%(90| +01M +g2M?) (3-5)

ondev é a velocidade ddduido,p € a densidadd, & o tensor das tefiss (Ten-
sor de Cauchy)g & a gravidade e representa as forcas de corpo por unidade de
volume,M é o tensor conforma@p adimensionab é a taxa de deformag, W
é a vorticidade, ondelv =D +W e\ & o tempo de relax@p caractéstica do
polimero. A fun@o constitutivé (M ) representa a res&icia dos segmentos po-
liméricos ao estiramento ao longo do seu efX®) ) representa a resétcia dos
segmentos rota@o relativa com respeit@svizinhanca &o(M),g1(M),g2(M)
definem a taxa de relaxag dos segmentos poléricos. A taxa de rot@p média
dos segmentos polienicos coincide com o tensor vorticidadé

O tensor das te@esT € dividido em 3 componentes: isopica, viscosa,
e ebstica; respectivamente:

T=—-pl+T+0 (3-6)
onde a pres® p € constitutivamente indeterminada porquéquido & incom-
pres$vel, a tenfo viscosd obedece a lei de Newton da viscosidade,

T=2uD (3-7)

e a tendo ehsticaO tem a seguinte rel@p constitutiva:

92 | ontm - 92 (3-8)

M
0 =2p(&— Z)—M M 3
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Balanco de
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Figura 3.3: Condiges de contorno para a eqaage quantidade de movimento
linear.

ondea(T,M) & a energia livre esp#ica.

Uma forma particular das fubes constitutivag,(M), {(M), go(M),
01(M), 92(M), ea(T,M) deve ser escolhida para descrever o escoamento de
um liquido polirmérico particular (ver tabel@?). Poém, tanto o ratodo como
0 programa computacional necases para efetuar osatculos independem da
escolha espéfica das fundes constitutivas, e ela§® explicadas em detalhe
por Pasquali (2000) [52] visando preservar a flexibilidade@ma modular do
programa.

As condi@es de contorno para a eqéaagde transporte da quantidade de
movimento linear, que inclui derivadas de segunda ordenelmidade, devem
ser impostas em todo o contorno do doim. Estaé uma equepo vetorial, por
essa razo deve ser imposta uma coréicde contorno vetorial na velocidade ou
na tra@o. Elas 8o ilustradas na figura 3.3 as

1. Nao penetra@o e rao escorregamentono caso de uma paredélisia,
condi@@o de contorno impernagel a velocidade doduido iguala da
parede 8lida, v = vy—uma condi@o de contorno vetorial,

2. Balanco de for¢as na supeitie livre: a componente tangencial da tag
desaparece na supkeit livre porque a terd cisalhante exercida pelag
sobre oliquido & desprewel, tn : T = 0; a componente normal da téex
dentro doiquido deve ser equilibrado pela prassio @s p, € a presdo
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capilar induzida pela curvaturan : T = —pa+ ¢, - n, ondeg € a ten&@o
superficial doilquido, e[}y = (I —nn) -0 & o gradiente de supéefe. Num
escoamento bidimensional, o balaco da &neormal pode ser escrito
como:nn: T = —pa+¢n-dt/ds ondet & a tangenté superitie livre,

e s é arco de comprimento ao longo da sufmeflivre. A forma vetorial
das duas condies anterioreé dada porn-T = —pan+¢dt/ds

3. Condi¢des de entrada e daa: Trés condifes de contorno podem ser
impostas na entrada ouida: prescrever a velocidade= vp(x), prescrever
a presao e poiultimo, a condigo de escoamento totalmente desenvolvido
n-Ov = 0. Como estas condies de contornodo $.0 impostas pelddica
do problema mas pela necessidade de limitar oidmnile escoamento, a
solu@o do problema deve ser independente da locd@zaps contornos
abertos (entradas eida).

4. Condicao de simetria Se a geometri@ sinmetrica com respeito a uma
linha ou supeitie e as condiles de contornod® sinetricas tambm,
enfio & conveniente analisar somente a metade daoimione impor uma
condi@o de contorno sigtrica na linha ou supédie de simetria: As
condi@des de simetriaa®: (i) a linha de simetri@ uma linha de corrente
n-v=0; (ii) a ten§o cisalhante desaparece ao longo da linha ou dojeerf
de simetriatn : T =0.

A equa@o de transporte do tensor conforrdagquago 3-5€ hipertblica
e suas caractiticas num escoamento permanerée as linhas de corrente;
por essa ra& as condiges de contorno soment@c neceswias na entrada
onden-v < 0. Como a equdp 3-5€& uma equaio tensorial, uma condiQ
de contorno tensori@ necesaria (Pasquali, 2000 [52]).

As componentes do tensor conforrdagia entradag® desconhecidas em
geral. Um procedimento comum em simagnunérica de escoamentos vis-
coehsticosé colocar as condigs de entrada em régis totalmente desenvol-
vidas, escoamento paralelo e rigido, onde o perfil de conformagé algumas
vezes conhecido analiticamente ou este possa ser calquiedamente resol-
vendo a equap de transporte de conforngmais simples em regime perma-
nente num escoamento paralelo e ne¢ib ( Pasquali, 2000 [54]).

Se 0 escoamento na entragtotalmente desenvolvido, a conforraaglo
polimero rao muda ao longo das linhas de corrente[IM = 0, e a equaio
algébrica mostrada a seguir:

D:M D:M
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1
—M«N—WTM+X@m+mM+mM% (3-9)
e valida na entrada. A equag 3-9é independente de tofeses constitutivasée

usada como condip de contorno tensorial na entrada.

3.4
Equac des de transporte modificadas.

As equages diferenciais parciais de continuidade, transporteudet
dade de movimento, confornig e gerago de malha @btica junto com as
condigdes de contornoa® resolvidas com o @todo de Rdsluos Ponderados
e fun@es base de elementos finitos. Algumas moditieacforma feitas nas
equa@es antes de colaeas na forma fraca.

3.4.1
Gradiente de velocidade interpolado.

Uma varavel adicionalL & introduzida para representar o gradiente de
velocidade com uma interpolag continua,

0=L—0Ov (3-10)

A variavel L é chamadagradiente de velocidade interpolagh@ra distin-
guir esta do gradiente de velocidade original

A equa@o do tensor conformag é reduzida para uma rekag algebrica
entre o tensor conformag e o gradiente de velocidade nasdegide estagnag
do escoamento, tais como contorndsidos estacioarios e em redies de
escoamento refileo totalmente desenvolvido. Por ess@oe3zady (1995) [38]
sugere que o tensor conforndace o gradiente de velocidade na e@u8-5
devem ser representados pela mesmadam@se, e o gradiente interpolado deve
ser usado em lugar do gradiente de velocidade original nacgqule transporte
de conformago. Isso foi feito para melhorar a estabilidade e cor&me@ do
método computacional.

Szady (1995) [38] usou a teis polimérica em lugar do tensor
conforma@o como va@vel independente, e seus argumentos envolvem o tensor
das ten8es polingéricas e os modelos constitutivos Oldroyd-B e Giesekus.

O tensor taxa de deformag D e o tensor vorticidad&V na equago
de transporte do tensor conformaacsio definidos em termos do gradiente de
velocidade interpoladh,
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D=Z(L+L"); W=Z(L-LT). (3-11)

1
2

3.4.2
Gradiente de velocidade interpolado com traco zero.

Em escoamentos isodcos o traco do gradiente de velocidade interpolado
e igual a zero[1-v =trL = 0. Como foi explicado por Pasquali (2000) [52] o
campo de velocidade calculado pelostodo de Elementos Finito§a satisfaz
esta condigo ponto a ponto e sim de forma integral e o valor aproximado
do gradiente de velocidade interpolad@ortem exatamente traco igual a zero,
principalmente em reges onde existem altos gradientes de velocidade.

A taxa de variago ao longo das linhas de corrente do determinante do
tensor conforméado € relacionado diretamente com o tracd.de

Porisso se o traco dendoé calculado de forma precisa, o determinante de
M pode mudar de sinal, originando resultados computaciaeassignificado
fisico.

O traco del pode ser calculado de forma exata com a egoac

1
O:L—Dv+tr—|(D-v)l (3-12)
em lugar da equap 5-8. A equago 3-12 garante quelir= 0, independente
do valor dell- v esta equadp € usada para definir o gradiente interpolado neste
trabalho.

3.4.3
DAVSS-G Discrete adaptive viscous stress split.

Guenette (1995) [39] escreveu a edaagle quantidade de movimento,
desprezando a @nmcia, as forcas de corpo e considerando que @&teviscosa
igual a zero (modelo UCM), da seguinte forma:

O-(—pl +0)+0-na(Ov+OvT —L —LT) =0 (3-13)

ondena € um paémetro nurdrico e mostrou que @timo termo na equap 3-13
estabiliza o ratodo computacional.

Guenette (1995) [39] afirma que a introdocdeste termo estabilizante
0-Na(0Dv+0OvT —L —LT) na equago de quantidade de movimento linear
e legitima porque este tern® zero na formulago forte das equées e, na
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formulago fracaé aproximadamente zero quando a satugunérica se apro-
xima da solugo exata.

A hipotese feita por Guenette (1995) [39] habilita o uso de uma
combina@o do gradiente de velocidade original e o gradiente de izlde in-
terpolado para calcular a té&sviscosa, definida como:

T=pL+LT)+na(Ov+0OvT —L—LT) (3-14)

junto com a equap de transporte de quantidade de movimento linear (Pasqual
2000 [52]).
Um resumo do conjunto de equiss a ser resolvidaapresentado a seguir:

0 = O0.-D-0& (3-15)
0 = O-v (3-16)
0 = pv-Ov—-0O-T—pg (3-17)
0 = L—Dv+%(D-v)l (3-18)
0 = v-DM—za%M—z(M.DJrD.M—z%M)

—M -W—WT-M+%(QOI +0iM +gM?) (3-19)

junto com a definigo de tendo Eq. 3-6, a equag constitutiva do tensorastico
equa@o 3-8, e equap 3-14 da terdo viscosa .

O conjunto completo das condigs de contorno para a eqaagle gera@o
de malha 8o:

n-0& = |[0&|cosd,i=1lou2 (3-20)
f(x) = 0 (3-21)
X = x@ (3-22)
& = g(s),i=1lou2 (3-23)
nv = 0 (3-24)

e as condiges de contorno para a eqaage quantidade de movimento:

V = Vy (3-25)
n-T = —pan+cdt/ds (3-26)
vV = Vo(X) (3-27)
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P = Po (3-28)
n-v = 0 (3-29)

a condi@o de contorno proposta por Pasquali (2000) [52] para a,aqude
transporte do tensor conformnéa;

D M D:M
-M-W-—WT. M+)\(gol+glM +g2M?) . (3-30)

3.5
Forma fraca das equa¢ Oes de transporte no dominio de refer éncia pelo
Método de Galerkin dos elementos finitos.

A forma fraca das equaes de transporte apresentadas anteriormente
descrita a seguir:

R /qJ‘X*D-f)-DEdQ (3-31)
rea — / WI0-vdQ (3-32)
(ma / Wl (pv-Ov—D0-T — 00)dQ (3-33)
RLO — /qJL (L Dv+t1|(D )I)dQ (3-34)
RMa — /q;ﬁ,l (v OM — ZEMM {(M-D+D-M— ZMM)
R M
—M-W-WT-M+Z= (gol+glM + oM )) dQ (3-35)

ondeQ & o doninio de escoamento desconhecig, ..., Py, sao os conjuntos
de fun®es peso definidos no démio fisicoQ, er*®, ... RM® sio as equdies
dos regduos ponderados chamadas t@mkforma fraca das equaes de trans-
porte.

O primeiro sobrescrito na equagresidual identifica o tipo de eq@acde
redduo, o segundo (grego) sobrescrito identifica a furigase que foi usada para
modelar a vaével.
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A equa@o residual de continuidadeescalar, as equags de gerap de
malha e de quantidade de movimento line&o setoriais, e as do gradiente de
velocidade interpolada e do tensor conforameio tensoriais. As componentes
fisicas das equaes dos rdduos ponderadosas identificadas com subscritos
italicos.

Cada varavel independente aproximada como uma combi@adinear de
um namero finito de funges base:

x=xPo%, p=pPob, v=vPel, L=LPo}, M =MPo, (3-36)

Para fazer a notap mais clara os mesmosrdolosx, p,v,L, e M sao
usados para representar os coeficientes dadésrgase, como nas eqiiag 3-
31— 5-23, e seus valores exatos, como nas épsa@d-15 — 3-19. O contexto
deixa@ claro quando o valor exato ou os coeficientes dastempase &
referenciados.

Aplicando o teorema da diveggcia nas equées 3-31 e 5-21 diminuimos
a ordem das derivadas de ordem maior dasavais independentes,

xa /n,wgf). Ogdr — / Oyl - B - 0EdQ (3-37)
r Q

rme — /Lp?n (pv-Dv—De)dQ+/Dm?n-TdQ—/n-w%Tdr(S-SS)
Q Q r

ondel" & o contorno do doimio fisicoQ e n & o vetor normal apontando para
fora do doninio.

As fungdes base usadas para representar asweasiindependentes (Szady
etal., 1995 [38], Guenette et al., 1995 [39], Baaijens, 1983¢ Sun et al., 1999
[50]) sao:

posi@o ¢x: polindmio Lagrangeano biquaatico;

pres&o¢p: linear desconhuo;

velocidadep,: polindmio Lagrangeano biquaatico;

gradiente de velocidade interpolafio: polindbmio Lagrangeano bilinear;

tensor conformap ¢y : polindmio Lagrangeano biquaatico.

As fungdes peso usadas nas eqies;dos rasuos ponderados [38, 39, 46, 50]
sao:
— Yy = dx na equago de gerago de malha(Galerkin);

— Y = ¢p na equago de continuidade(Galerkin);
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— Ym = ¢y na equago de quantidade de movimento linear(Galerkin) ;

— Y = ¢ nas equago de gradiente interpolado (Galerkin, onde coincide
com 0s ninimos quadrados);

— Yuv = odpm +hv-Odnm, ondeh” & o padmetro "upwind”, que foi escolhido
convenientemente para coincidir com o tamanho cafigtitear de um
elemento na equag de transporte do tensor conforrdagEste rétodo
€ chamado SUPG (Streamline-Upwind Petrov-Galerkin).

As integrais da formul@p fraca 8o calculadas pelo mapeamento das
equades para o doimio computacionado,

xa /n,wgﬁ.gzgdro_ / Oyl - B - DE fdQq (3-39)
o Qo

oo _ / WeO-vFdQ (3-40)
Qo

(ma _ /¢g(pv.mv—me)fon+/DL|J%-deQo
Qo Qo

- / n- Wl Tedro (3-41)
Mo
RLO — /Lpﬁ‘ (L —[Ov+ %(D-v)l) fdQo (3-42)
Qo
RM.a _— /qJﬁ‘,l (V-DM —ZEMM —{(M-D+D-M —ZMM)
I : M 1: M
Qo
~M-W-WT-M+ %(gol + oM +gzM2)) fdQo (3-43)
onde 40

€ 0 Jacobiano da fuBg de mapeamento e representa asantre um elemento
de area infinitesimal do domio fisico e um elemento darea do dormio
computacional no caso de escoamentos bidimensionais eld®es no caso
tridimensional, a mesma coisa para

_dar

~dio
gueé a raao entre um elemento do contorrisi€o e um elemento do contorno
computacionaé uma raao de comprimentos para um escoamento bidimensional
e uma deareas para o caso tridimensional.

(3-45)
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F & o gradiente da fud® de mapeamente;] simboliza o gradiente no
doninio computacional e asdicesi, j representam as dirégs no espacadico
e podem tomar os valores de2lno caso bidimensional e 2 e 3 no caso
tridimensional.

FEQXEZ—)E(EXB<¢§; Fj=+ =<]ix = i (3-46)
As fungdes peso nas equzgs 3-39-3-4330 definidas no domio com-
putacionalQq. Para simplificar a not@p o mesmoismbolo sea usado para re-
presentar a furiges peso e as fuies base definido no danio fisico e com-
putacional porquéP(x(&)) = ¢P(&); o contexto deixa claro qual fungo sea
referenciada.

3.6
Solug do do sistema n &o linear pelo M étodo de Newton.

A integra@o nunérica das equégs de resluos ponderados, foi feita
usando o ratodo da quadratura de Gauss co@és fpontos de integrag em cada
direcao.

Quando as equaes diferenciais parciaisae discretizadas pelo &wodo
dos Elementos Finitos/Galerkin @nh-se um sistema de eqdas rdo lineares
algébricas Egs. 3-39-3-43.

Este sistema de equiags pode ser representada de forma compacta por:

R(u) =0 (3-47)

ondeu & o vetor solugo, isto €&, os coeficientes das fuigs base queas
incognitas do problemaR & o vetor dos réduos ponderados associados com
os graus de liberdade do problema.

A Equago 3-47€ resolvida pelo etodo de Newton

Jou=—R(u) (3-48)
ukt = k4 3y (3-49)

ondeJ & a matriz Jacobiana géeconstrida elemento por elemento. Cetodo
de Newton resolve um sistema lineddu = —R a cada itera@o. E este sistema
por ser esparsé resolvido pelo algoritmo de solag frontal desenvolvido por
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deAlmeida (1995) [37] de acordo com o algoritmo frontal diésgoor Duff
(1989) [28], este algoritmo usa a decompasit.U completa.

Para calcular as entradas da matriz Jacobiana devem s&adasgahs
derivadas an#éticas das equégs 3-39-3-43 e suas condgs de contorno com
respeito aos coeficientes das fias baseP?, p?,vP, LB, eM?B.

Se cada componente das @aeis fsicas das equaes dos rdguos pon-
derado® considerada como um escalar, o conjunto de émstem 13 equées
e 13 indgnitas em um escoamento bidimensional e 22 dipsge inégnitas em
um escoamento tridimensional.

A iteracdo do netodo de Newton comeca com um valor inicial estimado
u® e continua & que a norma-2 dos vetores doide® |du| e da solugo |R| seja
menor que a tol@nciac estipulada como cétio de parada.

W[ +|r] <€ (3-50)

O método de Newton converge quaticamente quando o valor inicial
estimado et dentro do raio de conveggcia do nétodo, istcé , quando o chute
inicial est perto da soll#p.

Algumas brmulas necessias para oalculo das componente cartesianas
das derivadas das eqi&s dos résuos ponderados, essas derivades cm
respeito aos coeficientes das fias base queds as nossas idgnitas como foi
apresentado por Pasquali (2000) [52Jp snostradas a seguir:

— Derivada do Jacobiano da figmapeamentb com respeito aos coefici-
entes funges base da poﬁgx‘l?‘:

of
~— = 009 ; (3-51)
X’ X

— Derivada do gradiente da fuéag de mapeamento dirdtacom respeito aos
coeficientes das fulgs base da pogigxy:
0Fij 0p
— = O = ] 3-52
— Derivada do gradiente da fuixg de mapeamento inverKacom respeito
aos coeficientes das fubes base da poﬁgx‘j":

OKyi

5@ = Kibex (3-53)
j
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— Derivadas do gradiente de um escalar, componente vetotatom-
ponente tensorial; com respeito aos coeficientes das fues base da
posi@ox|":

aDkg _ ) a . _
i~ (DG (3-54)

— Derivadas da componerdagde um vetora com respeito a componerdg
do mesmo vetor:

0g;
a—aj = Uij (3‘55)
onded;; € o delta de Kronecker, ou i@ da identidadd, e tem como
propriedade
Lifi—
Gi={ (3-56)
Oifi# |

— Derivada da componentg; de um tensor com respeitocomponentéy

do mesmo tensor:
0Aij
0A
— Derivadas dos invariantes de um tensor com respeito asa@njes do
mesmo tensor @ necessariamente ftnico):

= didjl ; (3-57)

(;)IT/:- = 9 (3-58)

3%,. = %a%” [(trA)? —tr (A%)] = 1aBij —Aji (359

gmﬁ = AjiAc — 1aAji + 148 = I aA;? (3-60)
ondelp =trA=1:A,ll o =detA, eAj‘i1 € aji componente da inversa do

tensorA;

— Derivada do tensor das téresT com respeito aos coeficientes das fues;
base da posapX{'

0Tyi a a1 .
ﬁ=—na[(mjvi>mk¢x+(D,-vk>Di¢x] : (3-61)

— Derivadas da te@® T com respeito aos coeficientes das foeg base da

velocidade/‘j’ :

0Tyi
K N (3 Ok + 819 (3-62)
ovj
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— Derivadas da te@® ehsticaO com respeito aos coeficientes das fues;
base do tensor conformagM :

doji 0¢ ¢ \M:A §—¢ . 3
My Z(OMjk_ank> Y M"_Z(I :M)ZA'MM"E""
— 0
+Z% (AijIi +Mpqa%;ilvlli +M: A5j|5ki)
0 0Ap;
+26TZ]'|(MIpApi+2Z (6jIAki+MlpaTFj)|l(> (3-63)

ondeA & a derivada da energia livre com respeito ao tensor conf@ana

da da

As Equades 3-51-3-64a \alidas tanto para escoamentos bidimensio-
nais como tridimensionais.

3.6.1
Derivadas da equa¢ a0 de gerac o de malha eliptica.

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base da posi¢c ao

ot _ / Ok O YYDy Kii f + Ok WDy it ki 21 ) do
ax? = k®x UjPxDiKji kWx Dk axj?‘ kWx Dk i 5@ 0
Qo

j
+ termos do contorno (3-65)

3.6.2
Derivadas da equa¢ &o de continuidade.

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung¢  des base da posic o

ory /qﬂ(af O.-v— f0 qu)“) do (3-66)
= S gV jVidi 0 -
aX(Jx QO C 6X(Jx X
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Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  6es base da velocidade

orcY
av“

l]JVD](IJV fdQo (3-67)
Qo

3.6.3
Derivadas da equag¢ &o de transporte de quantidade de movimento linear.

Derivadas com respeito aos coeficientes das fun¢  des base da posi¢c ao

or"Y {
5@ = | @ WhP(v- DV —[i®) + D Ti
o~ | o Wb |

oT,
~Whpv- 06503V — D00 T+ Dh = o d

}dQO

+ termos do contorno (3-68)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung¢  &es base da velocidade

o Ty
a\',cjx = Q/[ Whp(9S0vi + &ijv- 09F) + Ok aval fdQo
0
+ termos do contorno (3-69)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base da press ao

armY

- =~ [ Dwhe faoo
Q

op

+ termos do contorno (3-70)
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Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base do gradiente de
velocidade interpolado

or™Y

/¢L { H—Na) (O Whdki + OkWhdij) — D|¢an[]a(Ln+Ln) fdQo
ik

—1— termos do contorno (3-71)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  6es base do conformag¢ &o

arim’y 00j;

Wy, Vi — Ly + Ojvi — L fdQ
aM?k /¢M I Wm {GM, (Oyvi — Ly + Oivi — Ly ) + aMJk 0

+ termos do contorno (3-72)
3.6.4

Derivadas da equa¢ &o do gradiente de velocidade interpolado.

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base da posi¢c ao

oR;° / of 1
= 1y { (Lij — Oivj + —=0-v&;j)
OXK 4 L GXE ij ) trl 1)
1
+f(Di¢XDij—mDpd)}('Dkvaij) dQo (3-73)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  6es base da velocidade

oR;;
ov)

1
:/¢E(-5jkﬂi¢¥+U—|Dk¢¥5ij)fon (3-74)
Qo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9916672/CA

Cagpitulo 3. Calculo de Escoamentos com Supeids Livres. 58

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base do gradiente de
velocidade interpolado

aaﬁ*’

A / o513 ¢! FdQo (3-75)

3.6.5
Derivadas da equa¢ &o de transporte do tensor conforma¢c  &o

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base da posi¢c ao

oR;; Y af oh

1
(v-OMij + R -I—XSj)—fLUKAV-D(I)ngMij}dQO (3-76)

onde
D:M D:M
R = —ZEWMU — (M Dyj + Dy My — 2| v Mij)
—Mi W — W My (3-77)
Sj = 0o0ij +01Mij + g2Mj My (3-78)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  6es base da velocidade

M7
Ry
Vi

1
:/[QJKAq)SDkMij+h¢SDk¢KA(V‘DMij+Hj+X3j) fdQ, (3-79)
Qo

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  des base do gradiente de
velocidade interpolado

7y
RIJ Mkl +Mik

/LIJMCI)L{ E—0O——— M Mij

1
—§Z<Mik5jl + M) & + dikMij + Oy M)
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1
—E(Mik5jl—Miléjk‘f'éilej—éilej) fdQo  (3-80)

Derivadas com respeito aos coeficientes das fung  6es base do conformag¢ &o

aRi,\l'/w y a a 3 0¢ .D:M
aM% = ({LIJM {V' |:|(I)M6ik5j| +¢M _2(6Mk| - aMkl) Y MIJ

D D:M D:M

—2(§ - Z)( kl _(I >5kIM|J+ 6|k51I)

¢

al\/l ~——(MipDpj+ DipMpj) — Z(éilej—f‘Dikéjl)

990 001

+5 (aMkI dij + M Mij + 910ik0j

0

o Moy + (8 + Mudy) )| | a0 (-6)

As integrais dérea e de linha nos rielslos ponderados e nos elementos da
matriz Jacobiana aritita foram avaliadas em 9-pontos e 3-pontos na intégrac
Gausseana.
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