
3
Cálculo de escoamentos com superfı́cie livre de soluç ões po-
lim éricas

3.1
Introduç ão

Este caṕıtulo resume as equações, as condiç̃oes de contorno e o ḿetodo

computacional usado para analisar os escoamentos de soluções poliḿericas com

superf́ıcie livre usando a equação de transporte geral do tensor conformação.

O modelo mateḿatico do escoamento com superfı́cie livre requer resolver

um problema de condição de contorno livre, istóe problemas onde o domı́nio de

definiç̃ao das equaç̃oes diferenciais que descrevem o escoamentoé desconhecido

e sua localizaç̃ao faz parte da solução do problema.

O método usado para resolver os escoamentos com superfı́cie livre de

fluidos Newtonianośe tamb́em aplićavel para resolver os mesmos problemas

com ĺıquidos viscoeĺasticos. Diferentes formas de lidar com o problema de su-

perf́ıcie livre s̃ao discutidos em detalhe por Kistler (1983-1984)[17], Christodou-

lou (1990) [30], e deAlmeida (1995) [37].

A discuss̃ao do ḿetodo usado na solução do problema de superfı́cie livre é

um śınteses do trabalho apresentado por Carvalho (1996) [40].

Os ḿetodos computacionais para resolver escoamentos viscoelásticos s̃ao

ainda umaárea de pesquisa ativa, e alguns métodos de resolver as equações

diferenciais parciais de tais escoamentos foram propostasem anos recentes, una

revis̃ao destes ḿetodos foi apresentada por Baaijens (1998) [46].

O método usado aquíe uma pequena modificação do DAVSS-G/SUPG

(Discrete Adaptive Viscous Split Stress, independent velocity Gradient interpo-

lation, Streamline Upwind Petrov-Galerkin) de Sun et al. (1999) [50], o mais

novo membro de uma familia de Ḿetodos de Resı́duos Ponderados com funções

base de elementos finitos que foi originado a partir do método EVSS (Elastic-

Viscous Split Stress) proposto por Rajagopalan (1990) [31].

O método EVSS foi aplicado em escoamentos de revestimento por Cai

(1993) [35]. O ḿetodo DAVSS-G/SUPG e suas variantes converge de forma
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rápida e exata para números de Weissenberg moderados como mencionado por

Szady et al. (1995) [38], Guenette et al. (1995) [39], Azaiezet al. (1996), [42],

Fan (1997) [43] e Sun et al. (1999) [50].

A aplicaç̃ao do ḿetodo de reśıduos ponderados e o DAVSS-G/SUPG neste

casoàs equaç̃oes de transporte de massa, quantidade de movimento e tensor

conformaç̃ao poliḿerica junto com as equações de geraç̃ao de malha elı́ptica

e as condiç̃oes de contorno adequadas dão origem a um sistema de equações

algébricas ñao lineares quée resolvido pelo ḿetodo de Newton com um ḿetodo

de continuaç̃ao de pseudo comprimento de arco de primeira ordem (Bolstad et

al., 1986 [22]) .

Devido ao elevado ńumero de equaç̃oes diferenciais (12 ou 13 por ele-

mento para escoamentos bidimensionais, 22 por elemento para escoamentos tri-

dimensionais), um grande número de derivadas devem ser calculadas para obter

o Jaconiano analı́tico.

Para reduzir o ńumero de derivadas analı́ticas a serem implementadas num

programa computacional, os campos que descrevem o mapeamento, velocidade,

gradiente de velocidade e as equações dos reśıduos da equação de geraç̃ao

de malha elı́ptica, equaç̃ao de quantidade de movimento linear, a definição do

gradiente de velocidade interpolado e a equação de transporte para o tensor

conformaç̃ao, s̃ao mantidos em sua forma vetorial ou tensorial respectivamente.

O número de inćognitasé reduzido dessa forma a 5 e como conseqüência

acontece o mesmo com o número de derivadas analı́ticas comóe apresentado por

Pasquali (2000) [52].

As equaç̃oes dos reśıduos ponderados e os elementos da matriz Jacobiana

do método de Newton dependem da forma particular da energia livre e dos

termos de geração na equaç̃ao de transporte do tensor conformação.

Um método geral de escrever o código computacional que independe da

escolha do modelo constitutivo foi apresentado por Pasquali (2000) [52]; dessa

forma é necesśario modificar somente algumas subrotinas especı́ficas de um

programa computacional para resolver escoamentos de soluc¸ões poliḿericas

com superf́ıcie livre com diferentes equações constitutivas.

3.2
Método de geraç ão de malha elı́ptica.

Para calcular um escoamento com superfı́cie livre, o doḿınio fı́sico des-

conhecidóe mapeado num doḿınio de refer̂encia fixo, conhecido como domı́nio

computacional.
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Figura 3.1: Mapeamento do domı́nio fı́sico desconhecido apriori num domı́nio
computacional de referência.

Formas comuns de construir o mapeamento são o ḿetodo de ”spli-

nes”(Kistler, 1983 [18]); ḿetodo de geraç̃ao de malha elı́ptica (Christodoulou,

1990 [30]), onde a funç̃ao de mapeamentóe determinado a partir da solução de

uma equaç̃ao diferencial elı́ptica; e o ḿetodo de deformação do doḿınio (deAl-

meida, 1995 [37]), onde a função de mapeamentóe obtida resolvendo a equação

de equiĺıbrio de um śolido eĺastico hipot́etico cujo estado deformadoé o doḿınio

fı́sico.

A vers̃ao do ḿetodo de geraç̃ao eĺıptica de malháe apresentado de forma

resumida aqui ée descrita em detalhe por de Santos (1991) [32] e Benjamin

(1994) [36].

Quando o doḿınio fı́sicoé complexo, uma prática usuaĺe subdivid́ı-lo em

vários subdoḿınios mais simples, estes devem ser quadrangulares e então cada

um desseśe mapeado em subdomı́nios separados no domı́nio computacional.

Comoé mostrado na Fig. 3.1 a posição no doḿınio fı́sico Ω é denotado

porx, e a posiç̃ao no doḿınio computacionalΩ0 por ξ.

A função de mapeamento que relaciona o domı́nio computacional com o

doḿınio fı́sicoé chamado de mapeamento direto eé dado pela funç̃aox = x(ξ).

O mapeamento do domı́nio fı́sico para o doḿınio computacionaĺe cha-

mado de mapeamento inverso eé representado pela funçãoξ = ξ(x). O mapea-

mento deve ser inversı́vel e deve mapear os contornos dos subdomı́nios compu-

tacionais para os contornos do domı́nio fı́sico. Ambos o mapeamento direto e o

inverso s̃ao necesśarios para calcular as integrais que aparecem nas equações dos

reśıduos ponderados e os elementos da matriz Jacobiana do método de Newton;
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poŕem, śo um deles deve ser calculado explicitamente, a partir do qual o outro

pode ser achado.

O mapeamento inverso deve satisfazer a equação diferencial elı́ptica:

∇ · D̃ ·∇ξ = 0 (3-1)

onde∇ ≡ ∂
∂x denota a diferenciação no espaço fı́sico, e o tensor̃D controla o

espaçamento entre as linhas deξ1−constanteeξ2−constante(Benjamin, 1994

[36]).

Embora a equação. 3-1 descreva o mapeamento inverso, o mapeamento

diretox = x(ξ) é constrúıdo usando a funç̃oes base de elementos finitosϕα
x (ξ),

x = xαϕα
x (ξ) ; xi = xα

i ϕα
x (ξ) (3-2)

ondexα são um conjunto de inćognitas chamadas de coeficientes das funções

base, e óındice i indica a direç̃ao no espaço fı́sico, e recebe os valores 1, 2 no

escoamento bidimensional e 1, 2, e 3 no escoamento tridimensional.

É usada a convenção do somat́orio de Einstein no caso deı́ndices repetidos

serem it́alicos ou gregos. Óındice subscrito das funções base indica a variável

queé aproximada por esta função base ée necesśaria porque diferentes funções

base s̃ao usadas para aproximar diferentes variáveis.

A letra grega identifica cada função base do tipo de elemento escolhido

para representar a variável de interesse e pode tomar o valor entre 1 e o número

de funç̃oes base do tipo de elemento escolhido. As funções base ñao precisam

deı́ndices it́alicos porque as mesmas funções base s̃ao usadas para aproximar as

componentes de mesma variável f́ısica.

O ı́ndice subscrito it́alico nos coeficientes das funções base representam as

componentes vetoriais ou tensoriais no espaço e o sobrescrito, em letras gregas,

identifica cada coeficiente . Os componentes fı́sicos do valor aproximado de uma

variável s̃ao identificados coḿındices it́alicos subscritos (Pasquali, 2000 [52]).

As posśıveis condiç̃oes de contorno usadas para resolver a equação 3-1 s̃ao

mostradas na figura 3.2 e são:

1. ângulo prescrito: o ânguloθ entre as linhasξi e o contornóe determi-

nado,n ·∇ξi = |∇ξi|cosθ, i = 1 ou 2, esta condiç̃ao é usada tanto para

contornos conhecidos quanto para contornos cuja localizac¸ão forma parte

do problema;

2. deslizar sobre o contorno: os pontos nodais são livres para deslizar numa

linha cuja equaç̃aoé f (x) = 0;
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3. pontos nodais fixos: a localizaç̃ao dos pontos nodais no contornoé fixa,

xα = x̄α, onde x̄α é a predeterminada posição do ponto nodalα, esta

condiç̃aoé usada para contornos fixos ou conhecidos;

4. distribuiç ão dos pontos nodais prescrita: os pontos nodais são dis-

tribúıdos ao longo do contorno do domı́nio fı́sico de acordo a uma função

de esticamentog que controla o seu espaçamento,ξi = g(s), i = 1 ou 2;

5. condição cineḿatica: o lı́quido ñao pode cruzar a superfı́cie livre, esta

relaç̃ao localiza impĺıcitamente a posiç̃ao da superfı́cie livre,n ·v = 0, esta

condiç̃aoé usada para contornos cuja localização forme parte do problema.

Ângulo prescrito Deslizamento sobre
o contorno

Distribuição nodal
prescrita

Pontos nodais
fixos

Não penetração
cond. Cinemática

líquido

gás

Figura 3.2: Condiç̃oes de contorno das equações de geraç̃ao de malha elı́ptica.
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3.3
Equaç ões de Transporte.

As equaç̃oes de transporte de massa, quantidade de movimento linear e

conformaç̃ao em regime permanente, isotérmico, incompressı́vel e escoamento

não difusivo de uma solução poliḿerica dilúıda ou semi-dilúıda, s̃ao apresenta-

das a seguir:

0 = ∇ ·v (3-3)

0 = −ρv ·∇v+∇ ·T +ρg (3-4)

0 = v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M

−ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M

+
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) (3-5)

ondev é a velocidade do lı́quido,ρ é a densidade,T é o tensor das tensões (Ten-

sor de Cauchy),g é a gravidade e representa as forças de corpo por unidade de

volume,M é o tensor conformação adimensional,D é a taxa de deformação,W

é a vorticidade, onde∇v = D+W e λ é o tempo de relaxação caracterı́stica do

poĺımero. A funç̃ao constitutivaξ(M) representa a resistência dos segmentos po-

liméricos ao estiramento ao longo do seu eixo,ζ(M) representa a resistência dos

segmentos̀a rotaç̃ao relativa com respeitos̀a vizinhança eg0(M),g1(M),g2(M)

definem a taxa de relaxação dos segmentos poliméricos. A taxa de rotação ḿedia

dos segmentos poliḿericos coincide com o tensor vorticidadeW.

O tensor das tensõesT é dividido em 3 componentes: isotrópica, viscosa,

e eĺastica; respectivamente:

T = −pI +τ+σ (3-6)

onde a press̃ao p é constitutivamente indeterminada porque o lı́quido é incom-

presśıvel, a tens̃ao viscosaτ obedece a lei de Newton da viscosidade,

τ = 2µD (3-7)

e a tens̃ao eĺasticaσ tem a seguinte relação constitutiva:

σ = 2ρ(ξ−ζ)
M

I : M
M :

∂a
∂M

+2ρζM ·
∂a
∂M

(3-8)
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Perfil de velocidade

Balanço de
forças

líquido

gás

Escoamento
totalmente desenvolvido

Não penetração e
não escorregamento

Figura 3.3: Condiç̃oes de contorno para a equação de quantidade de movimento
linear.

ondea(T,M) é a energia livre especı́fica.

Uma forma particular das funções constitutivasξ(M), ζ(M), g0(M),

g1(M), g2(M), e a(T,M) deve ser escolhida para descrever o escoamento de

um ĺıquido poliḿerico particular (ver tabela??). Poŕem, tanto o ḿetodo como

o programa computacional necessários para efetuar os cálculos independem da

escolha especı́fica das funç̃oes constitutivas, e elas são explicadas em detalhe

por Pasquali (2000) [52] visando preservar a flexibilidade ea forma modular do

programa.

As condiç̃oes de contorno para a equação de transporte da quantidade de

movimento linear, que inclui derivadas de segunda ordem na velocidade, devem

ser impostas em todo o contorno do domı́nio. Estaé uma equaç̃ao vetorial, por

essa raz̃ao deve ser imposta uma condição de contorno vetorial na velocidade ou

na traç̃ao. Elas s̃ao ilustradas na figura 3.3 e são:

1. Não penetraç̃ao e ñao escorregamento: no caso de uma parede sólida,

condiç̃ao de contorno impermeável a velocidade do lı́quido igual à da

parede śolida,v = vw—uma condiç̃ao de contorno vetorial;

2. Balanço de forças na superf́ıcie livre: a componente tangencial da tração

desaparece na superfı́cie livre porque a tensão cisalhante exercida pelo gás

sobre o ĺıquido é despreźıvel, tn : T = 0; a componente normal da tração

dentro do ĺıquido deve ser equilibrado pela pressão do ǵaspa e a press̃ao
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capilar induzida pela curvatura,nn : T = −pa + ς∇II ·n, ondeς è a tens̃ao

superficial do ĺıquido, e∇II ≡ (I −nn) ·∇ é o gradiente de superfı́cie. Num

escoamento bidimensional, o balaço da tensão normal pode ser escrito

como:nn : T = −pa + ςn · dt/ds, ondet é a tangentèa superf́ıcie livre,

e s é arco de comprimento ao longo da superfı́cie livre. A forma vetorial

das duas condiç̃oes anterioreśe dada por:n ·T = −pan+ ςdt/ds;

3. Condições de entrada e sáıda: Três condiç̃oes de contorno podem ser

impostas na entrada ou saı́da: prescrever a velocidadev = v0(x), prescrever

a press̃ao e poŕultimo, a condiç̃ao de escoamento totalmente desenvolvido

n ·∇v = 0. Como estas condições de contorno ñao s̃ao impostas pela fı́sica

do problema mas pela necessidade de limitar o domı́nio de escoamento, a

soluç̃ao do problema deve ser independente da localização dos contornos

abertos (entradas e saı́da).

4. Condição de simetria: Se a geometriáe siḿetrica com respeito a uma

linha ou superf́ıcie e as condiç̃oes de contorno são siḿetricas tamb́em,

ent̃ao é conveniente analisar somente a metade do domı́nio e impor uma

condiç̃ao de contorno siḿetrica na linha ou superfı́cie de simetria: As

condiç̃oes de simetria são: (i) a linha de simetriáe uma linha de corrente

n ·v = 0; (ii) a tens̃ao cisalhante desaparece ao longo da linha ou superfı́cie

de simetria,tn : T = 0.

A equaç̃ao de transporte do tensor conformação equaç̃ao 3-5é hiperb́olica

e suas caracterı́sticas num escoamento permanente são as linhas de corrente;

por essa raz̃ao as condiç̃oes de contorno somente são necesśarias na entrada

onden · v < 0. Como a equaç̃ao 3-5é uma equaç̃ao tensorial, uma condição

de contorno tensorialé necesśaria (Pasquali, 2000 [52]).

As componentes do tensor conformação na entrada são desconhecidas em

geral. Um procedimento comum em simulação nuḿerica de escoamentos vis-

coeĺasticosé colocar as condiç̃oes de entrada em regiões totalmente desenvol-

vidas, escoamento paralelo e retilı́neo, onde o perfil de conformação é algumas

vezes conhecido analiticamente ou este possa ser calculadopreviamente resol-

vendo a equaç̃ao de transporte de conformação mais simples em regime perma-

nente num escoamento paralelo e retilı́neo ( Pasquali, 2000 [54]).

Se o escoamento na entradaé totalmente desenvolvido, a conformação do

poĺımero ñao muda ao longo das linhas de corrente,v ·∇M = 0, e a equaç̃ao

algébrica mostrada a seguir:

0 = −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)
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Caṕıtulo 3. Cálculo de Escoamentos com Superfı́cies Livres. 46

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) (3-9)

é válida na entrada. A equação 3-9é independente de hipóteses constitutivas ée

usada como condição de contorno tensorial na entrada.

3.4
Equaç ões de transporte modificadas.

As equaç̃oes diferenciais parciais de continuidade, transporte de quanti-

dade de movimento, conformação e geraç̃ao de malha elı́ptica junto com as

condiç̃oes de contorno são resolvidas com o ḿetodo de Reśıduos Ponderados

e funç̃oes base de elementos finitos. Algumas modificações forma feitas nas

equaç̃oes antes de colocá-las na forma fraca.

3.4.1
Gradiente de velocidade interpolado.

Uma varíavel adicionalL é introduzida para representar o gradiente de

velocidade com uma interpolação continua,

0 = L −∇v (3-10)

A variávelL é chamadagradiente de velocidade interpoladopara distin-

guir esta do gradiente de velocidade original∇v.

A equaç̃ao do tensor conformação é reduzida para uma relação alǵebrica

entre o tensor conformação e o gradiente de velocidade nas regiões de estagnação

do escoamento, tais como contornos sólidos estaciońarios e em regiões de

escoamento retilı́neo totalmente desenvolvido. Por essa razão Szady (1995) [38]

sugere que o tensor conformação e o gradiente de velocidade na equação 3-5

devem ser representados pela mesma função base, e o gradiente interpolado deve

ser usado em lugar do gradiente de velocidade original na equaç̃ao de transporte

de conformaç̃ao. Isso foi feito para melhorar a estabilidade e convergência do

método computacional.

Szady (1995) [38] usou a tensão poliḿerica em lugar do tensor

conformaç̃ao como varíavel independente, e seus argumentos envolvem o tensor

das tens̃oes poliḿericas e os modelos constitutivos Oldroyd-B e Giesekus.

O tensor taxa de deformação D e o tensor vorticidadeW na equaç̃ao

de transporte do tensor conformação s̃ao definidos em termos do gradiente de

velocidade interpoladoL ,
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D ≡
1
2
(L +LT); W ≡

1
2
(L −LT) . (3-11)

3.4.2
Gradiente de velocidade interpolado com traço zero.

Em escoamentos isocóricos o traço do gradiente de velocidade interpolado

é igual a zero,∇ · v = trL = 0. Como foi explicado por Pasquali (2000) [52] o

campo de velocidade calculado pelos método de Elementos Finitos não satisfaz

esta condiç̃ao ponto a ponto e sim de forma integral e o valor aproximado

do gradiente de velocidade interpolado não tem exatamente traço igual a zero,

principalmente em regiões onde existem altos gradientes de velocidade.

A taxa de variaç̃ao ao longo das linhas de corrente do determinante do

tensor conformaç̃aoé relacionado diretamente com o traço deL .

Por isso se o traço deL nãoé calculado de forma precisa, o determinante de

M pode mudar de sinal, originando resultados computacionaissem significado

fı́sico.

O traço deL pode ser calculado de forma exata com a equação

0 = L −∇v+
1

tr I
(∇ ·v)I (3-12)

em lugar da equação 5-8. A equaç̃ao 3-12 garante que trL = 0, independente

do valor de∇ ·v esta equaç̃aoé usada para definir o gradiente interpolado neste

trabalho.

3.4.3
DAVSS-G Discrete adaptive viscous stress split.

Guenette (1995) [39] escreveu a equação de quantidade de movimento,

desprezando a inércia, as forças de corpo e considerando que a tensão viscosáe

igual a zero (modelo UCM), da seguinte forma:

∇ · (−pI +σ)+∇ ·ηa(∇v+∇vT −L −LT) = 0 (3-13)

ondeηa é um par̂ametro nuḿerico e mostrou que óultimo termo na equação 3-13

estabiliza o ḿetodo computacional.

Guenette (1995) [39] afirma que a introdução deste termo estabilizante

∇ · ηa(∇v + ∇vT − L − LT) na equaç̃ao de quantidade de movimento linear

é legitima porque este termóe zero na formulaç̃ao forte das equações e, na
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formulaç̃ao fraca,́e aproximadamente zero quando a solução nuḿerica se apro-

xima da soluç̃ao exata.

A hipótese feita por Guenette (1995) [39] habilita o uso de uma

combinaç̃ao do gradiente de velocidade original e o gradiente de velocidade in-

terpolado para calcular a tensão viscosa, definida como:

τ = µ(L +LT)+ηa(∇v+∇vT −L −LT) (3-14)

junto com a equaç̃ao de transporte de quantidade de movimento linear (Pasquali,

2000 [52]).

Um resumo do conjunto de equações a ser resolvidáe apresentado a seguir:

0 = ∇ · D̃ ·∇ξ (3-15)

0 = ∇ ·v (3-16)

0 = ρv ·∇v−∇ ·T −ρg (3-17)

0 = L −∇v+
1

tr I
(∇ ·v)I (3-18)

0 = v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) (3-19)

junto com a definiç̃ao de tens̃ao Eq. 3-6, a equação constitutiva do tensor elástico

equaç̃ao 3-8, e equaç̃ao 3-14 da tens̃ao viscosa .

O conjunto completo das condições de contorno para a equação de geraç̃ao

de malha s̃ao:

n ·∇ξi = |∇ξi|cosθ, i = 1ou2 (3-20)

f (x) = 0 (3-21)

xα = x̄α (3-22)

ξi = g(s), i = 1ou2 (3-23)

n ·v = 0 (3-24)

e as condiç̃oes de contorno para a equação de quantidade de movimento:

v = vw (3-25)

n ·T = −pan+ ςdt/ds (3-26)

v = v0(x) (3-27)
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p = po (3-28)

n ·∇v = 0 (3-29)

a condiç̃ao de contorno proposta por Pasquali (2000) [52] para a equac¸ão de

transporte do tensor conformação,

0 = −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2) . (3-30)

3.5
Forma fraca das equaç ões de transporte no domı́nio de refer ência pelo
Método de Galerkin dos elementos finitos.

A forma fraca das equações de transporte apresentadas anteriormenteé

descrita a seguir:

rx,α =
∫

Ω

ψα
x ∇ · D̃ ·∇ξdΩ (3-31)

rc,α =
∫

Ω

ψα
c ∇ ·vdΩ (3-32)

rm,α =
∫

Ω

ψα
m (ρv ·∇v−∇ ·T −∇Θ)dΩ (3-33)

RL ,α =
∫

Ω

ψα
L

(

L −∇v+
1

tr I
(∇ ·v)I

)

dΩ (3-34)

RM ,α =
∫

Ω

ψα
M

(

v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2)

)

dΩ (3-35)

ondeΩ é o doḿınio de escoamento desconhecido,ψα
x , . . . ,ψα

M são os conjuntos

de funç̃oes peso definidos no domı́nio fı́sicoΩ, e rx,α, . . . ,RM ,α são as equaç̃oes

dos reśıduos ponderados chamadas também forma fraca das equações de trans-

porte.

O primeiro sobrescrito na equação residual identifica o tipo de equação de

reśıduo, o segundo (grego) sobrescrito identifica a função base que foi usada para

modelar a varíavel.
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A equaç̃ao residual de continuidadeé escalar, as equações de geraç̃ao de

malha e de quantidade de movimento linear são vetoriais, e as do gradiente de

velocidade interpolada e do tensor conformação s̃ao tensoriais. As componentes

fı́sicas das equações dos reśıduos ponderados são identificadas com subscritos

itálicos.

Cada varíavel independentée aproximada como uma combinação linear de

um ńumero finito de funç̃oes base:

x ≡ xβϕβ
x, p≡ pβϕβ

p, v ≡ vβϕβ
v, L ≡ Lβϕβ

L , M ≡ Mβϕβ
M (3-36)

Para fazer a notação mais clara os mesmos sı́mbolosx, p,v,L , e M são

usados para representar os coeficientes das funções base, como nas equações 3-

31 – 5-23, e seus valores exatos, como nas equações 3-15 – 3-19. O contexto

deixaŕa claro quando o valor exato ou os coeficientes das funções base s̃ao

referenciados.

Aplicando o teorema da divergência nas equações 3-31 e 5-21 diminuimos

a ordem das derivadas de ordem maior das variáveis independentes,

rx,α =
∫

Γ

n ·ψα
x D̃ ·∇ξdΓ−

∫

Ω

∇ψα
x · D̃ ·∇ξdΩ (3-37)

rm,α =
∫

Ω

ψα
m (ρv ·∇v−∇Θ)dΩ+

∫

Ω

∇ψα
m ·TdΩ−

∫

Γ

n ·ψα
mTdΓ(3-38)

ondeΓ é o contorno do doḿınio fı́sico Ω e n é o vetor normal apontando para

fora do doḿınio.

As funç̃oes base usadas para representar as variáveis independentes (Szady

et al., 1995 [38], Guenette et al., 1995 [39], Baaijens, 1998 [46] e Sun et al., 1999

[50]) são:

– posiç̃aoϕx: polinômio Lagrangeano biquadrático;

– press̃aoϕp: linear descontı́nuo;

– velocidadeϕv: polinômio Lagrangeano biquadrático;

– gradiente de velocidade interpoladoϕL : polinômio Lagrangeano bilinear;

– tensor conformaç̃aoϕM : polinômio Lagrangeano biquadrático.

As funç̃oes peso usadas nas equações dos reśıduos ponderados [38, 39, 46, 50]

são:

– ψx ≡ ϕx na equaç̃ao de geraç̃ao de malha(Galerkin);

– ψc ≡ ϕp na equaç̃ao de continuidade(Galerkin);
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– ψm ≡ ϕv na equaç̃ao de quantidade de movimento linear(Galerkin) ;

– ψL ≡ ϕL nas equaç̃ao de gradiente interpolado (Galerkin, onde coincide

com os ḿınimos quadrados);

– ψM ≡ ϕM +huv ·∇ϕM , ondehu é o par̂ametro ”upwind”, que foi escolhido

convenientemente para coincidir com o tamanho caracterı́stico de um

elemento na equação de transporte do tensor conformação. Este ḿetodo

é chamado SUPG (Streamline-Upwind Petrov-Galerkin).

As integrais da formulaç̃ao fraca s̃ao calculadas pelo mapeamento das

equaç̃oes para o doḿınio computacionalΩ0,

rx,α =
∫

Γ0

n ·ψα
x D̃ ·∇ξ`dΓ0−

∫

Ω0

∇ψα
x · D̃ ·∇ξ f dΩ0 (3-39)

rc,α =
∫

Ω0

ψα
c ∇ ·v f dΩ0 (3-40)

rm,α =
∫

Ω0

ψα
m (ρv ·∇v−∇Θ) f dΩ0 +

∫

Ω0

∇ψα
m ·T f dΩ0

−
∫

Γ0

n ·ψα
mT`dΓ0 (3-41)

RL ,α =
∫

Ω0

ψα
L

(

L −∇v+
1

tr I
(∇ ·v)I

)

f dΩ0 (3-42)

RM ,α =
∫

Ω0

ψα
M

(

v ·∇M −2ξ
D : M
I : M

M −ζ(M ·D+D ·M −2
D : M
I : M

M)

−M ·W−WT ·M +
1
λ
(g0I +g1M +g2M2)

)

f dΩ0 (3-43)

onde

f ≡
dΩ
dΩ0

= detF (3-44)

é o Jacobiano da função de mapeamento e representa a razão entre um elemento

de área infinitesimal do doḿınio fı́sico e um elemento déarea do doḿınio

computacional no caso de escoamentos bidimensionais e de volumes no caso

tridimensional, a mesma coisa para

` ≡
dΓ
dΓ0

(3-45)

queé a raz̃ao entre um elemento do contorno fı́sico e um elemento do contorno

computacionaĺe uma raz̃ao de comprimentos para um escoamento bidimensional

e uma déareas para o caso tridimensional.
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F é o gradiente da função de mapeamento,¢ simboliza o gradiente no

doḿınio computacional e ośındicesi, j representam as direções no espaço fı́sico

e podem tomar os valores de 1,2 no caso bidimensional e 1,2 e 3 no caso

tridimensional.

F ≡¢x ≡
∂x
∂ξ

≡ xβ
¢ϕβ

x ; Fi j ≡
∂x j

∂ξi
≡¢ix j ≡ xβ

j
∂ϕβ

x

∂ξi
(3-46)

As funç̃oes peso nas equações 3-39–3-43 s̃ao definidas no doḿınio com-

putacionalΩ0. Para simplificar a notação o mesmo śımbolo seŕa usado para re-

presentar a funç̃oes peso e as funções base definido no domı́nio fı́sico e com-

putacional porqueϕβ(x(ξ)) ≡ ϕβ(ξ); o contexto deixaŕa claro qual funç̃ao seŕa

referenciada.

3.6
Soluç ão do sistema n ão linear pelo M étodo de Newton.

A integraç̃ao nuḿerica das equações de reśıduos ponderados, foi feita

usando o ḿetodo da quadratura de Gauss com três pontos de integração em cada

direç̃ao.

Quando as equações diferenciais parciais são discretizadas pelo ḿetodo

dos Elementos Finitos/Galerkin obtém-se um sistema de equações ñao lineares

algébricas Eqs. 3-39–3-43.

Este sistema de equações pode ser representada de forma compacta por:

R(u) = 0 (3-47)

onde u é o vetor soluç̃ao, isto é, os coeficientes das funções base que são

incógnitas do problema,R é o vetor dos resı́duos ponderados associados com

os graus de liberdade do problema.

A Equaç̃ao 3-47é resolvida pelo ḿetodo de Newton

Jδu = −R(u) (3-48)

u
k+1 = u

k +δu (3-49)

ondeJ é a matriz Jacobiana queé constrúıda elemento por elemento. O método

de Newton resolve um sistema linearJδu = −R a cada iteraç̃ao. E este sistema

por ser esparsóe resolvido pelo algoritmo de solução frontal desenvolvido por
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deAlmeida (1995) [37] de acordo com o algoritmo frontal descrito por Duff

(1989) [28], este algoritmo usa a decomposição LU completa.

Para calcular as entradas da matriz Jacobiana devem ser avaliadas as

derivadas analı́ticas das equações 3-39–3-43 e suas condições de contorno com

respeito aos coeficientes das funções basexβ, pβ,vβ,Lβ, eMβ.

Se cada componente das variáveis f́ısicas das equações dos reśıduos pon-

deradośe considerada como um escalar, o conjunto de equações tem 13 equações

e 13 inćognitas em um escoamento bidimensional e 22 equações e inćognitas em

um escoamento tridimensional.

A iteraç̃ao do ḿetodo de Newton começa com um valor inicial estimado

u
0 e continua at́e que a norma-2 dos vetores do resı́duo|δu| e da soluç̃ao|R| seja

menor que a tolerânciaε estipulada como critério de parada.

|u′|+ |r| < ε (3-50)

O método de Newton converge quadráticamente quando o valor inicial

estimado está dentro do raio de convergência do ḿetodo, istóe , quando o chute

inicial est́a perto da soluç̃ao.

Algumas f́ormulas necessárias para o ćalculo das componente cartesianas

das derivadas das equações dos reśıduos ponderados, essas derivadas são com

respeito aos coeficientes das funções base que são as nossas incógnitas como foi

apresentado por Pasquali (2000) [52], são mostradas a seguir:

– Derivada do Jacobiano da função mapeamentof com respeito aos coefici-

entes funç̃oes base da posiçãoxα
j :

∂ f
∂xα

j
= f ∇ jϕα

x ; (3-51)

– Derivada do gradiente da função de mapeamento diretaF com respeito aos

coeficientes das funções base da posiçãoxα
k :

∂Fi j

∂xα
k

= δk j
∂ϕα

x

∂ξi
; (3-52)

– Derivada do gradiente da função de mapeamento inversaK com respeito

aos coeficientes das funções base da posiçãoxα
j :

∂Kki

∂xα
j

= −K ji ∇kϕα
x ; (3-53)
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– Derivadas do gradiente de um escalar, componente vetorial, ou com-

ponente tensorialG com respeito aos coeficientes das funções base da

posiç̃aoxα
j :

∂∇kG

∂xα
j

= −(∇ jG)∇kϕα
x ; (3-54)

– Derivadas da componenteai de um vetora com respeito a componentea j

do mesmo vetor:
∂ai

∂a j
= δi j (3-55)

onde δi j é o delta de Kronecker, ou ai j da identidadeI , e tem como

propriedade

δi j =

{

1 if i = j

0 if i 6= j
; (3-56)

– Derivada da componenteAi j de um tensor com respeitoà componenteAkl

do mesmo tensor:
∂Ai j

∂Akl
= δikδ jl ; (3-57)

– Derivadas dos invariantes de um tensor com respeito as componentes do

mesmo tensor (ñao necessariamente simétrico):

∂IA
∂Ai j

= δi j (3-58)

∂II A

∂Ai j
≡

1
2

∂
∂Ai j

[

(trA)2− tr(A2)
]

= IAδi j −A ji (3-59)

∂III A

∂Ai j
= A jkAki − IAA ji + II Aδi j = III AA−1

ji (3-60)

ondeIA ≡ trA ≡ I : A, III A ≡ detA, eA−1
ji é a ji componente da inversa do

tensorA;

– Derivada do tensor das tensõesT com respeito aos coeficientes das funções

base da posiç̃aoxα
j :

∂Tki

∂xα
j

= −ηa
[

(∇ jvi)∇kϕα
x +(∇ jvk)∇iϕα

x
]

; (3-61)

– Derivadas da tensãoT com respeito aos coeficientes das funções base da

velocidadevα
j :

∂Tki

∂vα
j

= ηa
(

δi j ∇kϕα
v +δ jk∇iϕα

v
)

; (3-62)
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– Derivadas da tensão eĺasticaσ com respeito aos coeficientes das funções

base do tensor conformaçãoM :

∂σli

∂M jk
= 2

(

∂ξ
∂M jk

−
∂ζ

∂M jk

)

M : A
I : M

Mli −2
ξ−ζ

(I : M)2A : MMli δ jk

+2
ξ−ζ
I : M

(

Ak jMli +Mpq
∂Aqp

∂M jk
Mli +M : Aδ jl δki

)

+2
∂ζ

∂M jk
Ml pApi +2ζ

(

δ jl Aki +Ml p
∂Api

∂M jk

)

(3-63)

ondeA é a derivada da energia livre com respeito ao tensor conformação,

A ≡
∂a
∂M

; Ai j ≡
∂a

∂Mi j
(3-64)

As Equaç̃oes 3-51–3-64 s̃ao v́alidas tanto para escoamentos bidimensio-

nais como tridimensionais.

3.6.1
Derivadas da equaç ão de geraç ão de malha elı́ptica.

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da posiç ão

∂rx,γ
i

∂xα
j

=
∫

Ω0

(

∇kϕα
x ∇ jψ

γ
xD̃klKli f +∇kψγ

xD̃kl
∂Kli

∂xα
j

f −∇kψγ
xD̃klKli

∂ f
∂xα

j

)

dΩ0

+ termos do contorno. (3-65)

3.6.2
Derivadas da equaç ão de continuidade.

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da posiç ão

∂rc,γ

∂xα
j

=
∫

Ω0

ψγ
c

(

∂ f
∂xα

j
∇ ·v− f ∇ jvi∇iϕα

x

)

dΩ0 (3-66)
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Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da velocidade

∂rc,γ

∂vα
j

=
∫

Ω0

ψγ
c∇ jϕα

v f dΩ0 (3-67)

3.6.3
Derivadas da equaç ão de transporte de quantidade de movimento linear.

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da posiç ão

∂rm,γ
i

∂xα
j

=
∫

Ω0

{

∂ f
∂xα

j

[

ψγ
mρ(v ·∇vi −∇iΘ)+∇kψγ

mTki
]

+ f

[

−ψγ
mρv ·∇ϕα

x ∇ jvi −∇ jψ
γ
m∇kϕα

x Tki +∇kψγ
m

∂Tki

∂xα
j

]}

dΩ0

+ termos do contorno. (3-68)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da velocidade

∂rm,γ
i

∂vα
j

=
∫

Ω0

[

ψγ
mρ(ϕα

v ∇ jvi +δi j v ·∇ϕα
v )+∇kψγ

m
∂Tki

∂vα
j

]

f dΩ0

+ termos do contorno. (3-69)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da press ão

∂rm,γ
i

∂pα = −
∫

Ω0

∇iψ
γ
mϕα

p f dΩ0

+ termos do contorno. (3-70)
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Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base do gradiente de
velocidade interpolado

∂rm,γ
i

∂Lα
jk

=
∫

Ω0

ϕα
L

[

(µ−ηa)(∇ jψ
γ
mδki +∇kψγ

mδi j )−∇l ψ
γ
m

∂ηa

∂L jk
(Lli +Lil )

]

f dΩ0

+ termos do contorno. (3-71)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base do conformaç ão

∂rm,γ
i

∂Mα
jk

= −
∫

Ω0

ϕα
M ∇l ψ

γ
m

[

∂ηa

∂M jk
(∇l vi −Lli +∇ivl −Lil )+

∂σli

∂M jk

]

f dΩ0

+ termos do contorno. (3-72)

3.6.4
Derivadas da equaç ão do gradiente de velocidade interpolado.

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da posiç ão

∂RL ,α
i j

∂xγ
k

=
∫

Ω0

ψα
L

[

∂ f
∂xα

k
(Li j −∇iv j +

1
tr I

∇ ·vδi j )

+ f (∇iϕ
γ
x∇kv j −

1
tr I

∇pϕγ
x∇kvpδi j )

]

dΩ0 (3-73)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da velocidade

∂RL ,α
i j

∂vγ
k

=
∫

Ω0

ψα
L (−δ jk∇iϕ

γ
v +

1
tr I

∇kϕγ
vδi j ) f dΩ0 (3-74)
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Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base do gradiente de
velocidade interpolado

∂RL ,α
i j

∂Lγ
kl

=
∫

Ω0

ψα
L δikδ jl ϕ

γ
L f dΩ0 (3-75)

3.6.5
Derivadas da equaç ão de transporte do tensor conformaç ão

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da posiç ão

∂RM ,γ
i j

∂xα
k

=
∫

Ω0

{[

∂ f
∂xα

k
ψγ

M + f (
∂h
∂xα

k
v ·∇ϕγ

M −hv ·∇ϕα
x ∇kϕγ

M )

]

×

(v ·∇Mi j +Pi j +
1
λ

Si j )− f ψγ
M v ·∇ϕα

x ∇kMi j

}

dΩ0 (3-76)

onde

Pi j ≡ −2ξ
D : M
I : M

Mi j −ζ(Mil Dl j +Dil Ml j −2
D : M
I : M

Mi j )

−MilWl j −Wli Ml j (3-77)

Si j ≡ g0δi j +g1Mi j +g2Mil Ml j (3-78)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base da velocidade

∂RM ,γ
i j

∂vα
k

=
∫

Ωo

[

ψγ
M ϕα

v ∇kMi j +hϕα
v ∇kϕγ

M (v ·∇Mi j +Pi j +
1
λ

Si j )

]

f dΩo (3-79)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base do gradiente de
velocidade interpolado

∂RM ,γ
i j

∂Lα
kl

=
∫

Ωo

ψγ
M ϕα

L

[

−(ξ−ζ)
Mkl +Mlk

I : M
Mi j

−
1
2

ζ(Mikδ jl +Mil δk j +δikMl j +δil Mk j)
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−
1
2
(Mikδ jl −Mil δ jk +δil Mk j −δikMl j )

]

f dΩ0 (3-80)

Derivadas com respeito aos coeficientes das funç ões base do conformaç ão

∂RM ,γ
i j

∂Mα
kl

=
∫

Ω0

ψγ
M

{

v ·∇ϕα
M δikδ jl +ϕα

M

[

−2(
∂ξ

∂Mkl
−

∂ζ
∂Mkl

)
D : M
I : M

Mi j

−2(ξ−ζ)(
Dkl

I : M
Mi j −

D : M
(I : M)2δklMi j +

D : M
I : M

δikδ jl )

−
∂ζ

∂Mkl
(MipDp j +DipMp j)−ζ(δikDl j +Dikδ jl )

+
1
λ

(

∂g0

∂Mkl
δi j +

∂g1

∂Mkl
Mi j +g1δikδ jl

+
∂g2

∂Mkl
MipMp j +g2(δikMl j +Mikδ jl )

)]}

f dΩ0 (3-81)

As integrais déarea e de linha nos resı́duos ponderados e nos elementos da

matriz Jacobiana analı́tica foram avaliadas em 9-pontos e 3-pontos na integração

Gausseana.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9916672/CA




