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Resumo

Mundim, Bruno Rigonato; Pereira, Luiz Carlos Pinheiro Dias;
Porto, André da Silva. Em Torno da Tese de Church e do Intu-
icionismo Légico. Rio de Janeiro, 2019. 247p. Tese de Doutorado
— Departamento de Filosofia, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

A tese de Church propoe que tanto a nocdo de computavel quanto a
de fungao recursiva (ou equivalentes: maquina de Turing, calculo lambda)
possuem a mesma extensao. Sua peculiaridade, de acordo com as interpre-
tacOes mais consolidadas, deve-se ao fato de nao poder ser matematicamente
demonstrada, uma vez que uma das nocoes envolvidas, a de computavel,
possui um carater informal. Neste trabalho, consideraremos diversas criti-
cas a tese de Church, prestando especial atencao as criticas de carater in-
tuicionista. Acreditamos ter obtido dois resultados, um que diz respeito di-
retamente a tese de Church, e outro que diz respeito a logica intuicionista.
Quanto ao primeiro, propomos, na contramao de um realismo ingénuo, que
0s conceitos matematicos nao sao imutaveis e que, por essa razao, uma
maneira mais adequada de compreender a tese de Church seria levando em
consideracao a génese intencional do conceito de computavel. Quanto ao
segundo resultado, que diz respeito a associagdo que o intuicionismo faz
entre demonstracao e verdade, propoe-se uma maneira coerente de con-
ciliar a condicao contingente e temporal de posse de uma demonstragao
com o carater necessario e atemporal do valor de verdade de proposi¢oes

matemaéticas.

Palavras-chave

Tese de Church;  Formalizagao; Intuicionismo;  Fenomenologia.
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Resumé

Mundim, Bruno Rigonato; Pereira, Luiz Carlos Pinheiro Dias (Ad-
visor); Porto, André da Silva (Co-Advisor). Autour de la Theése
de Church et de P'Intuitionnisme Logique. Rio de Janeiro,
2019. 247p. Tese de doutorado — Departamento de Filosofia, Pon-
tificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

La these de Church suppose que les notions de fonction calculable et
de fonction récursive (ou ses équivalents: machine de Turing, lambda-calcul,
etc.) possedent la méme extension. Sa particularité, selon les interprétations
les plus consolidées, tient au fait qu’elle ne peut pas étre démontrée mathé-
matiquement, car I'une des notions impliquées, celle du calculable, présente
un caractere informel. Dans ce travail, nous examinerons plusieurs critiques
de la these de Church, en accordant une attention particuliere aux critiques
de caractere intuitionniste. Nous pensons avoir obtenu deux résultats, I'un
qui se rapporte directement a la these de Church, et I'autre qui concerne
la logique intuitionniste. Quant au premier, nous proposons, contrairement
a un réalisme naif, que les concepts mathématiques ne sont pas immuables
et que, pour cette raison, une meilleure facon de comprendre la these de
Church consisterait a prendre en compte la genese intentionnelle du con-
cept du calculable. Quant au deuxieme résultat, qui traite de 1’association
que l'intuitionnisme effectue entre démonstration et vérité, nous proposons
une maniere cohérente de réconcilier la condition contingente et temporelle
de possession de la démonstration avec le caractere nécessaire et intemporel

de la valeur de vérité des propositions mathématiques.

Mots clefs

These de Church; Formalisation; Intuitionnisme; Phénoménologie.
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A vida é tdo desgracada que para nos

livrarmos dela é preciso morrer.

scelerum caput
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Introdugao

Conceitos matematicos s@o eternos ou se modificam ao longo do tempo? As
definicdes matematicas, por meio das quais lidamos linguisticamente com tais con-
ceitos, os descrevem ou os criam? Assumindo que a matemdtica seja uma ciéncia
composta por verdades necessdrias, como associar a verdade de uma proposi¢ao
a condicdo empirica e temporal de posse e conhecimento de uma demonstra¢io?
De toda demonstracdo matematica podemos extrair uma estrutura formal e simbo-
lica que represente de maneira explicita e objetiva as inferéncias que a compdem?
Sendo a evidéncia de uma inferéncia ratificada por principios 16gicos, como argu-
mentar em defesa de tais principios, sendo que o principio em questdo pode estar
pressuposto na propria argumentagdo? Tais questdes, apesar de ndo pretendermos
tratar cada uma delas exaustivamente, encontram-se no horizonte tedrico deste tra-
balho, e a melhor maneira que encontramos para vislumbra-lo foi por meio da tese
de Church, que entra aqui mais como um meio do que como um fim. Além do mais,
orientaremos nossa discussdo em dire¢do as criticas a tese de Church que possuem
um embasamento intuicionista, para que assim tenhamos a oportunidade de pen-
sar temas do intuicionismo 16gico que consideramos relevantes. Facamos entdo um

breve apanhado do que encontraremos nos capitulos que se seguem.

No primeiro capitulo, apds uma apresentacao sumaria dos elementos principais
que compdem a histéria da tese de Church, destacando seu envolvimento com a
demonstracdo da incompletude dos sistemas formais, poremos em questdo o fato
dela ser uma tese, ndo uma definicdo, contrapondo-a a conceitos que no principio
possuiam apenas um cardter intuitivo ou empirico, mas que ao passar dos anos ad-
quiriram o estatuto de definicdes matemadticas precisas. Analisaremos entdo duas
maneiras de compreender o que significa adequar uma nocao pré-formal a um con-

ceito definido formalmente: o conceito formal pode ter a pretensdo de identificar
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

uma (Unica) estrutura matemdtica subjacente a nog¢do pré-formal; ou pode simples-
mente ser proposto como um modelo matemético (possivelmente entre outros) que

seja 0 mais proximo possivel da no¢ao pré-formal.

Em seguida, no segundo capitulo, examinaremos alguns argumentos contrarios
a tese de Church. Para Kalmadr, a tese, em ultima instincia, se impde como uma
restricdo a nocao de computabilidade, pois por circunscrevé-la nos limites de uma
nog¢do formal, a relativiza a um momento especifico do desenvolvimento da mate-
matica, ou seja, no futuro podem ser revelados procedimentos que aceitemos como
computdveis, mas que nao se enquadram na definicao de funcdo recursiva (ou equi-

valentes: maquina de Turing, cdlculo lambda, etc.).

De acordo com Péter, que assume uma perspectiva construtivista, a tese de
Church falha no sentido que diz que toda fungdo recursiva € computével, pois nao
basta dizer que uma fun¢ao é computavel simplesmente porque se pode demonstrar
que existe uma fun¢do recursiva que calcula os seus valores, é preciso demonstrar
construtivamente a existéncia de tal fun¢do. No entanto, isso envolve uma circula-
ridade, tendo em vista que o que distingue uma demonstracdo construtiva é o fato
dela ter um cardter computavel — razdo pela qual € possivel extrair de uma tal de-

monstracdo um algoritmo que instrui a constru¢ao do objeto que ela alega existir.

Considerando o outro sentido da tese de Church, apresentaremos um contrae-
xemplo que se deve a um argumento atribuido a Kripke. A partir de uma axioma-
tizagdo da nogdo de sujeito criador, de Brouwer, o argumento consiste em definir

uma fun¢do computavel que ndo € recursiva.

Sundholm, que segue a mesma direcdo das criticas de Péter, alega que, para
uma func¢do ser considerada computdvel, ndo basta a sua mera caracterizacdo ex-
tensional, devemos conhecer um algoritmo que diz como calcular os seus valores.
A partir dai, procuraremos compreender por que no construtivismo toda funcdo e
demonstracdo possuem um carater computdvel. Para tanto, examinaremos detida-

mente no¢des fundamentais da teoria intuicionista de tipos, de Martin-Lof.

Além disso, na secdo extensdo de um algoritmo, argumentaremos que as di-
vergéncias entre cldssicos e construtivistas a respeito da tese de Church nao dizem
respeito a tese em si, mas a maneira de se compreender uma funcao: intensional-

mente ou extensionalmente.

O terceiro capitulo lidard com o teorema da incompletude, de Godel, particu-
larmente como ele € interpretado no contexto do antirrealismo de Dummett. De
acordo com este autor, considerando a formalizagdo como uma descricdo do uso
dos elementos que foram formalizados, e assumindo a tese antirrealista de sentido

como uso, certas formalizacdes, devido ao teorema da incompletude, podem apenas
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

nos dar uma compreensao incompleta do sentido do que se formalizou. Para o an-
tirrealismo, isso significa que a incompletude de um sistema formal (i.e., sistemas
axiomadticos efetivos, onde as regras de inferéncia sdo computaveis, e € possivel de-
cidir mecanicamente se uma dada férmula é um axioma) evidencia a condi¢do de
que certos conceitos sdo indefinidamente extensiveis: assim que tentamos caracteri-
zar definitivamente um conceito de tal natureza, ele se impde, a partir dessa mesma
caracterizacdo, com uma extensdo mais inclusiva. Nessa dire¢do, a nocdo intui-
tiva de demonstracdo seria um conceito indefinidamente extensivel, ndo podendo,
pois, identificar-se a nenhuma classe de demonstragdes caracterizaveis a partir de

um sistema formal em particular.

Compreendido esse ponto, passaremos a analisar uma citacdo em que Dummett
afirma que a tese de Church ndo € plausivel a partir de uma perspectiva intuici-
onista, porque, assumindo-a, estariamos contrariando o teorema da incompletude.
Cogburn, que apresenta um argumento tentando decifrar essa citacio, afirma que a
assuncdo da tese de Church implica um conflito com o fato de, no antirrealismo,
as sentencgas verdadeiras da aritmética elementar serem efetivamente enumeraveis.
Num primeiro momento, essa alegacdo sobre a enumeragdo efetiva das sentengas
verdadeiras nos parecera estranha, contudo, investigando as no¢des de verificaci-
onismo, manifestabilidade da compreensdo, molecularismo e prova candnica, por
meio das quais o antirrealismo dummettiano se afirma, argumentaremos pela sua
plausibilidade. Ao que tudo indica, as condi¢des para haver uma prova candnica

ndo parecem vidveis fora de um contexto formal.

Talvez uma outra maneira de interpretar a citacdo de Dummett se daria pelo
seguinte argumento: demonstracdes construtivas sdo computdveis — ja que delas
podemos extrair algoritmos —; pela tese de Church, o que é computavel € recursivo;
recursividade € uma nog¢ao formal, logo, demonstragdes construtivas sao formaliza-
veis num sistema de equagdes recursivas. Desse modo, se um antirrealista nao abre
mao da tese de Church, ele deve, contra a prdpria vontade, assumir que a no¢ao in-
tuitiva de demonstracao € identificavel a uma nocao de demonstragao caracterizavel
por um certo sistema formal, consequentemente, estabelece-se um conflito entre o
teorema da incompletude e a concepg¢ao intuicionista de que nao héd verdade sem de-
monstra¢do. Mas, levando em consideracio que € a tese de Church que permite que
o teorema da incompletude seja generalizado para qualquer sistema formal, ndo nos
parece que uma op¢ao — incompletude ou tese de Church — possa ser escolhida em
detrimento da outra. Para um intuicionista, o fato de que nenhum sistema formal
¢ capaz de abranger a totalidade de demonstracdes de proposi¢des de uma teoria
aritmética significa, entre outras coisas, que a intui¢do ndo pode ser encerrada nos

limites impostos por um sistema formal. No entanto, se ndo recorremos a tese de
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Church, ndo temos condicdes de dizer com precisdo o que constitui a totalidade
dos sistemas formais, logo, ndo podemos estabelecer quais sdo os limites que o

intuicionista diz serem ultrapassados pela intuicao.

Na retaguarda da discussio sobre os limites dos sistemas formais, investigare-
mos os trabalhos de Lakatos e Azzouni. O primeiro se posiciona de maneira radi-
cal contra as formalizagdes. Dado que um sistema formal, quando consistente, é
completamente fidvel, perde-se o que esse autor caracteriza como elementos quase-
empiricos, 0s quais permitiriam o surgimento de contraexemplos e refutagdes, mo-
tores do desenvolvimento do pensamento matemadtico. Contudo, ao contrario do
que Lakatos propde, acreditamos que ndo hd uma dicotomia excludente entre o for-

malismo e a pritica matemdtica. Vemos esses contextos como complementares.

J& Azzouni propde a nogdo de indicador de derivagdo, a saber, toda demonstra-
cdo (informal) possui uma derivag¢do subjacente, que consiste na formalizacdo, em
algum sistema formal, da demonstracdo em questdo. Nesse sentido, a impossibili-
dade de indicar uma derivacdo subjacente seria condi¢do suficiente para se recusar a
legitimidade da demonstragdo que lhe diz respeito. Além disso, a derivagdo indicada
desempenharia um papel importante na verificacao de resultados matematicos, pois
com ela poderiamos elucidar e explicitar tudo o que se pressupde ou se encontra im-
plicito na demonstra¢do. Azzouni ainda argumenta, apelando ao caréter algoritmico
das verificacdes, que com a no¢ao de derivagdo o convencimento proporcionado por
uma demonstracao seria mais objetivo, indo além das posi¢des mais empiristas, as

quais dizem que a matematica ndo passaria de uma prética social construida.

Aproveitaremos entdo para apresentar um argumento devido a Kripke. Com a
nog¢ao de indicador de derivagdo, encontramo-nos proximos de uma defesa da tese
de Hilbert, que, numa certa interpretacdo, diz que qualquer passo de uma demons-
tracdo matematica pode a principio ser formalizado numa légica de primeira-ordem.
Assim, tomando como premissa, entre outras, a tese de Hilbert, Kripke demonstra
que a tese de Church pode ser derivada como um coroldrio do teorema da comple-
tude.

O quarto capitulo, que contém os principais objetivos alcangados neste trabalho,
tem como pano de fundo a questdo da historicidade da matemadtica. Comecaremos
abordando o modo como Shapiro compreende a tese de Church. Apropriando-se da
nog¢ao de textura-aberta — proposta por Waismann com relagao a conceitos empiri-
cos —, ele avanga a ideia de que uma nocao informal, como a de computabilidade,
ganha cada vez mais precisdo a medida que o desenvolvimento das pesquisas rela-
cionadas a ela progride. Ele defende a demonstrabilidade da tese de Church, cujo

papel ndo seria o de estabelecer algo sobre uma nocao intuitiva inerte, mas o de fazer
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parte do préprio refinamento dessa intuicao. Desse modo, Shapiro desarticula a di-
cotomia que diz haver de um lado uma nocao pré-formal intuitivamente clara e bem
delimitada e de outro lado um conceito formal que procura expressa-la da melhor
maneira possivel. A formalizacdo, ao trazer aspectos que nao estavam presentes no
ambito pré-formal, passa a ser constitutiva daquilo que estd sendo formalizado, ndo

sendo, portanto, uma mera representacao.

Veremos que Smith, um outro autor que analisaremos, apresenta uma perspec-
tiva diferente. De acordo com ele, a nocdo de computdvel ndo € o resultado de
um processo evolutivo que se culmina nas atuais no¢des formais equivalentes. Na
propria noc¢do informal ja encontrariamos condi¢des suficientes para delimitar pre-
cisamente a sua extensao, a qual identificariamos com a extensao de qualquer uma

das nocdes formais que dispomos, demonstrando assim a tese de Church.

Diante de todas essas consideragdes, introduziremos, baseando-nos principal-
mente nos trabalhos de Tieszen e da Silva, a perspectiva tedrica da fenomenologia,
com a qual acreditamos responder algumas questdes tratadas nas se¢des preceden-
tes. Sugeriremos, a semelhanca de Shapiro, que o conceito de computdvel ndo
atravessa inc6lume a histdria, caracterizando-se assim por uma evolugdo concei-
tual. Isso se deve a sua histdria transcendental, constituida pelos atos intencionais
a partir dos quais se intui a sua existéncia. Nessas condicdes, a tese de Church ndo
pode ser dissociada da gé€nese intencional constitutiva do conceito de computével.
Consequentemente, intencionalidades diferentes, presentes em distintos momentos
da histdria transcendental, seja no passado ou no futuro, podem ser incompativeis
com as definicdes formais de computabilidade que por ora dispomos. No entanto,
agora a semelhancga da proposta de Smith, podemos dizer que temos um conceito de
computavel suficientemente preciso para ser identificado a extensdo de uma defini-
cao formal, desde que esse conceito seja compreendido a partir de um periodo da
sua génese intencional, que o postula como um invariante que se preserva em meio
a diferentes visadas da consciéncia — entendida como uma comunidade de egos que

possui como horizonte um mundo objetivo comum.

Uma outra questdo que a perspectiva fenomenoldgica nos ajuda a compreender
diz respeito ao embate entre platonistas e intuicionistas, o qual, como apresentare-
mos no decorrer deste texto — e j& mencionamos nesta introdug@o — esta por tras de
algumas das controvérsias envolvendo a tese de Church. Esse embate pode ser abor-
dado a partir da aceitacdo ou recusa do principio 16gico de bivaléncia, que diz que
uma proposi¢do arbitrdria é verdadeira ou falsa. Platonistas o aceitam, intuicionis-
tas o rejeitam. No entanto, para a fenomenologia, principios 16gicos, pela propria
condicdo de principio, ndo podem ser justificados. O que podemos fazer € uma

investigacao transcendental que elucide as bases em que um principio se legitima.
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Assim, demonstraremos como platonistas e intuicionistas atribuem diferentes sen-
tidos de ser aos dominios que constituem a referéncia de enunciados significativos,

o que necessariamente condiciona a validade ou ndo do principio de bivaléncia.

Além disso, a andlise fenomenoldgica do sentido do ser que os intuicionistas
atribuem ao dominio de seus enunciados significativos nos permitird responder uma
questao importante que tem sido debatida nas criticas a I6gica intuicionista. Para um
intuicionista, a menos que tenhamos a posse de uma prova, ndo podemos conside-
rar que uma proposicao matematica possui algum valor de verdade. Nesse sentido,
uma proposicao se forna verdadeira a partir do momento em que temos a sua prova
em maos. Mas como conciliar esse aspecto temporal e contingente, que se refere a
construcdo de uma prova, com a necessidade e atemporalidade das verdades mate-
maticas? Nossa proposta, que assume como modelo a teoria intuicionista de tipos,
consistird em dizer que, ao concebermos o sentido de uma proposi¢ao, a priori esta-
belecemos compatibilidades e incompatibilidades entre tipos, as quais determinam
a existéncia possivel de uma prova, implicando que toda proposi¢ao, independente-

mente de termos a posse de sua prova, é possivelmente verdadeira.

Como ficard claro, a perspectiva fenomenoldgica, ndo obstante elucidar as ba-
ses do conflito entre platonistas e intuicionistas, ndo nos da condic¢des para eleger
uma posicao em detrimento de outra, pois, ao invés de justificar se o principio de
bivaléncia é véalido ou ndo, apenas esclarece as condi¢des que o valida. O mesmo
tipo de situacdo ocorre com a nocdo de indicador de derivagcdo, de Azzouni. Em-
bora ele pretenda elucidar o que faz os matematicos objetivamente concordarem
sobre uma demonstracao, sua solucao aparenta apenas deslocar essa questdo para
um plano mais profundo. Afinal, como lidar com desacordos acerca dos principios
l6gicos assumidos pelas derivagdes subjacentes? A derivacdo tem a vantagem de
deixar explicito quais principios 16gicos uma demonstragao pressupde, revelando,
por exemplo, se ela tem um cardter platonista ou intuicionista, mas nao nos permite

justificar alguma dessas posigoes.

Levando isso em consideracdo, introduziremos uma discussao acerca do prin-
cipio de equilibrio reflexivo de Prawitz. Gostariamos de apontar que, diante de um
desacordo acerca de principios 16gicos, a saida que nos aparenta mais vidvel € a
que procura estabelecer um equilibrio entre a pratica matemadtica e os principios
que procuram sistematizd-la em algum sistema l6gico. Num primeiro momento,
os principios légicos, que podem ser vistos como generalizacdes da pratica, guiam
e regulamentam esta, todavia, a partir do momento em que nossas praticas entram
em conflito com nossos principios, surge o ensejo destes serem revisados por aque-
las, promovendo assim uma revisdo de mao dupla entre essas duas instancias, cujo

objetivo é chegar a um equilibrio reflexivo entre ambas.
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2

A Tese de Church

2.1 Antecedente historico

Sieg (1994, 73) remonta a questdo da calculabilidade efetiva a duas tradigdes
na légica e na matemaética, ambas partilhando de um contexto em que se procurava
uma solucdo algoritmica para problemas adequadamente representados num certo
simbolismo. Uma dessas tradi¢cOes se encontra em Leibniz, que viu nas solucdes
algoritmicas de problemas 16gicos e matematicos um paradigma a ser generalizado
a solugdes de problemas em geral, o que se evidencia na ideia contida na sua ex-
pressdo calculemos!: baseando-se nas expectativas nutridas por sua lingua charac-
terica, uma linguagem universal do pensamento, e por seu calculus ratiocinator,
um cdlculo de raciocinio, Leibniz conclamava os disputantes de qualquer area a
resolverem suas controvérsias por meio de um cdlculo. A outra tradi¢do, iniciada
na segunda metade do século XIX, estd ligada as investigacdes concernentes aos
fundamentos da matematica, principalmente no que diz respeito a aritmetizagao da
andlise e a axiomatizacdo dos nimeros reais. Nesse contexto, Kronecker e Dede-
king, influenciados por Dirichlet, para o qual uma aritmetizacao sistematica deveria
demonstrar que qualquer teorema da dlgebra e andlise superior pode ser formulado
como um teorema sobre nimeros naturais, colocaram em debate posicdes filosofi-

cas conflitantes que se perpetuaram nas discussdes fundacionais subsequentes.

Para Kronecker, consideracdes mateméticas deveriam se conformar a duas con-
di¢cdes metodoldgicas de cardter restritivo: (1) conceitos devem ser decidiveis numa
quantidade finita de passos, ou seja, se apds um certo nimero de passos nao se
puder demonstrar que um conceito é ou ndo realizdvel, tal conceito ndo foi bem
definido; (2) demonstracdes de existéncia devem apresentar o objeto do tipo re-

querido. Considerando que Kronecker admitia apenas os nimeros naturais como
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objetos de andlise imediata, a partir deles ele construiu os nimeros inteiros, os nu-
meros racionais € os numeros reais algébricos (isolados de maneira efetiva como
raizes de equagdes algébricas), contundo, por causa das duas condi¢des restritivas
acima, uma noc¢ao “completamente geral” de nimero irracional foi rejeitada:
Kronecker also protested against Cantor and Dedekind’s efforts to establish a comple-
tely general theory of irrational numbers. Again, his main objection was the absence
of constructions on the basis of arithmetical laws. Edwards argued that here the stress
should be laid on the words ‘completely general’. Kronecker thought that one should
only work with specific irrational numbers; starting to talk about the totality of irratio-

nal numbers would mean leaving the foundations on which the irrational number was
constructed (HESSELING, 2003, 6).

Mas como Sieg (1994, 73) diz, mais de cem anos mais tarde o redesenvolvimento
da andlise nas linhas concebidas por Kronecker se revelou menos fantasioso! do

que se parecia nos anos 1920.

Dedekind, ao contrdrio de Kronecker, considerava que o fato de um objeto cair
ou ndo sob um conceito era determinado independentemente do nosso conheci-
mento, além de que, a exemplo da sua definicio dos nimeros reais por meio de
cortes, empregava conjuntos infinitos de nimeros naturais como sendo objetos ma-
temadticos legitimos. Para que a existéncia de tais objetos fosse assegurada, Dede-
kind ndo argumentava pela restri¢cdo sobre objetos e métodos matemadticos, sua pro-
posta consistia em apresentar demonstracdes puramente 16gicas para a existéncia
de modelos de nocdes caracterizadas axiomaticamente. Dessa forma, garantia-se a

inexisténcia de contradi¢des internas entre as nogdes caracterizadas?.

De acordo com Sieg (1994, 74), a fundamentagdo 16gica dos nimeros natu-
rais proposta por Frege, tanto no que concerne a justificagdo da indu¢ao quanto no
que concerne a admissao irrestrita do esquema de compreensdo como um principio
l6gico, era reconhecida por Dedekind como sendo conforme a sua concepg¢ao funda-
cional. No entanto, enquanto o desenvolvimento da teoria de Dedekind era rigorosa,
porém informal, a de Frege se dava no ambito da sua conceitografia (Begriffsshrift),
que, em parte realizando algumas das pretensdes do projeto de Leibniz, possibili-
tava a formalizacdo de demonstracdes matemadticas. Assim, no sistema Fregiano,
todas as premissas e assuncoes envolvidas numa demonstragdo sdo explicitadas, e
cada passo inferencial ocorre de acordo com regras especificadas anteriormente,
formando assim uma cadeia inferencial sem lacunas, que, para Frege, permitiria

julgar a natureza epistemoldgica daquilo que se demonstra:

Because there are no gaps in the chains of inference, every ‘axiom’, every ‘assumption’,
‘hypothesis’, or whatever you wish to call it, upon which a proof is based is brought to

I[...] most mathematicians do not seem to have put too much weight on Kronecker’s radical
opinions on these subjects. They were mostly seen as a peculiarity of a temperamental but great man
(HESSELING, 2003, 6).

2(SIEG, 1994, 74).
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light; and in this way we gain a basis upon which to judge the epistemological nature

of the law that is proved (FREGE, 1982, 3).

Sieg ainda observa que no sistema de Frege o fato de se reconhecer uma in-
feréncia como sendo correta leva em consideragdo apenas a forma das sentengas
envolvidas, podendo o conhecimento de seus respectivos conteddos ser negligenci-
ado. Nesse sentido, encontramos aqui a ideia de aplicacdo mecanica de regras de
inferéncia sobre sentengas tomadas como premissas, como podemos ver na citacao
de Godel abaixo, referindo-se a uma extraordindria caracteristica dos sistemas de

Frege e Peano:

[...] the outstanding feature of the rules of inference being that they are purely formal,
i.e., refer only to the outward structure of the formulas, not to their meaning, so that they
could be applied by someone who knew nothing about mathematics, or by a machine.
[This has the consequence that there can never be any doubt [[as]] to what cases the
rules of inference apply [[to]], and thus the highest possible degree of exactness is

obtained.] (GODEL, 1995, 45, acréscimos entre chaves por Godel).

Desse modo, em Frege, formulas seriam representacdes concretas de entidades abs-
tratas, as proposi¢oes, sendo que esse carater concreto possibilitaria a transi¢ao de
uma férmula a outra por meio de uma regra de inferéncia caracterizavel algoritmi-

camente.

Entre os trabalhos de Kronecker, Dedekind e Frege, vemos entao surgir a impor-
tante figura de Hilbert, que propde seu projeto fundacionalista articulando elemen-
tos daqueles trés autores. Como Sieg (1994, 75) observa, contradi¢des podiam ser
derivadas nos sistemas de Frege e Dedekind, assim, em 1904, Hilbert propde uma
abordagem “radicalmente nova” concernindo a consisténcia de teorias matemaéti-
cas. Ao invés de estabelecer por meio de modelos que contradi¢des ndo podem ser
derivadas numa certa teoria matematica, ele sugere que esse fato seja estabelecido

diretamente, empregando demonstracdes matematicas finitistas.

No inicio dos anos 20, Hilbert transforma essa questao num problema de arit-
mética elementar, de maneira que, preservando as concepcdes de Dedekind sobre o
tema, alia os desenvolvimentos originarios da l6gica formal de Frege com as exigén-
cias de Kronecker a respeito do que seria uma matemética genuina. Um outro ponto
importante que influenciou o trabalho de Hilbert foi o aperfeicoamento do método
hipotético-dedutivo no interior das matematicas, que trouxe a tona a separacao entre

sintaxe e semantica, algo que ja era claro para Dedekind?.

Hilbert, reconhecendo as possibilidades de um sistema formal produzir meca-
nicamente inferéncias e solucionar de modo algoritmico alguns problemas (carac-

teristicas que Frege aparentemente ndo considerou como sendo os resultados mais

3(SIEG, 1994, 75, n. 11).
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logicamente significativos de sua conceitografia®), conduziu uma investigacio pro-
gramética que tinha como objetivo justificar por meios finitistas o uso de teorias
classicas T para o estabelecimento de sentengas finitistas que nao levassem em conta
o conteudo de tais teorias. Tomando Prr como o predicado finitista de demonstra-
bilidade para 7', & uma sentenca finitista e ‘@’ a sua tradugdo para a linguagem de
T, o objetivo da investigacdo seria equivalente a dar uma demonstra¢ao finitista do

principio de reflexdo:

Prp(x,®) — &,

que, nas palavras de Sieg (1994, 76), “is directly related to the consistency problem,
because the reflection principle is equivalent to the consistency statement for 7 un-
der well-known conditions”. Ou seja, terfamos uma teoria formal 7 onde a prética
matemadtica pudesse ser representada e uma teoria F' formulando principios de ma-
tematicas finitistas. Demonstrar o principio de reflexdo em F seria equivalente a
reconhecer a verdade das sentencas de F cujas tradugdes foram derivadas em 7', ob-
tendo dessa forma um método capaz de transformar qualquer demonstragcao de ‘@’
em 7" numa demonstracido de ® em F, uma teoria finitista cuja justificacdo filoséfica
€ menos problemadtica em relacdo a T. Assim, sendo F consistente, podemos dizer
que a sentenca que afirma a consisténcia de 7 € equivalente ao principio de reflexdo
enunciado acima, que, no fundo, desempenha o papel de reduzir a consisténcia de

uma teoria a outra .

Na sua investigacdo programatica concernindo os fundamentos da matematica,
Hilbert se alia aos preceitos tedricos da matematica construtiva de Brouwer e Kro-
necker, de modo que a matematica finitista tomada como base era coextensiva a
parte da aritmética aceita por estes dois autores. A ideia era de que o carater restri-
tivo das matematicas finitistas possibilitaria um lugar epistemologicamente menos
problematico a partir do qual se poderia justificar, recorrendo apenas a um “conhe-
cimento primitivo intuitivo™®, o que se passa no que Hilbert denomina matemdtica

ideal (onde se encontram os nimeros transfinitos, por exemplo).

Sieg (1994, 76) nos relata como a discussdo sobre os fundamentos da andlise
estava viva no inicio dos anos 1920, além de apontar fatos que indicam a presenga
de ideias relacionadas a epistemologia de Kronecker tanto na Alemanha quanto na
Franga. Neste pais, por exemplo, podemos mencionar o trabalho de Herbrand, o

qual acreditava que uma demonstragdo finitista de consisténcia do sistema do Prin-

4(SIEG, 1994, 75).
5(SIEG, 2013, 121).
5(BERNAYS, 1998, 216).
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cipia Mathematica traria como consequéncia o fato de que um teorema da aritmética
cuja demonstragdo recorresse a nimeros incomensurdveis ou a funcdes analiticas
poderia ser também demonstrado recorrendo apenas a elementos puros da aritmé-

tica, i.e., nimeros inteiros e funcdes recursivas.

Apesar dos teoremas da incompletude terem abalado o projeto epistemoldgico
finitista subjacente ao programa de Hilbert, os legados dessa empreitada, como o
desenvolvimento do formalismo e da metamatematica, abriram dominios de inves-
tigacdo que se estendem até os dias atuais. No livro Principles of Mathematical
Logic (1928), de Hilbert e Ackermann, podemos encontrar uma descri¢ao de como

esses autores viam a ferramenta que ajudaram a desenvolver, a 16gica matematica:

The logical relations which hold with regard to judgments, concepts, etc., are repre-
sented by formulas whose interpretation is free from the ambiguities so common in
ordinary language. The transition from statements to their logical consequences, as
occurs in the drawing of conclusions, is analysed into its primitive elements, and appe-
ars as a formal transformation of the initial formulas in accordance with certain rules,
similar to the rules of algebra; logical thinking is reflected in a logical calculus. This
calculus makes possible a successful attack on problems whose nature precludes their

solution by purely intuitive logical thinking (HILBERT; ACKERMANN, 1950, 1).

A transformacdo de férmulas de acordo com certas regras pré-estabelecidas
(referida por Sieg como tratamento calculatério, termo que se pode encontrar na
primeira edi¢c@o do livro de 1928), a qual é propiciada por um sistema formal, pos-
sibilitou o estabelecimento do que ficou conhecido como o Problema de Decisio’
(Entscheidungsproblem). Como ressalta Sieg (1994, 77), Herbrand e outros mate-
madticos da época viram na abordagem de Hilbert a abertura de um novo ramo da
matematica. Particularmente, o matematico francés considerou o Problema de De-
cisdo como o “problema mais geral das matemadticas™®, cuja solugéo produziria um
método geral que se infiltraria em todos os ramos das matematicas e traria solugdes

para questdes que até entio escaparam a um tratamento positivo’.

A caracterizacdo do Problema de Decisao na sua forma mais conhecida é dada
por Hilbert e Ackermann, na se¢do 11 do livro Grundziige der Theoretischen Logik,
de 1928. Tal problema demanda o estabelecimento de um método que possa decidir
num numero finito de passos a validade/satisfatibilidade de uma dada expressao
l6gica. Como Sieg (1994, 77) nos indica, Herbrand viu no Problema de Decisdo
uma via alternativa para se estabelecer a consisténcia de um determinado sistema!©.

Dada uma teoria T com finitos axiomas Hji,...,H,, se ~ ¢ for um teorema de T,

TPor se tratar de um dos mais conhecidos problemas de decisdo, escreveremos “Problema de
Decisao”, com iniciais maitsculas, toda vez que nos referirmos ao Entscheidungsproblem.

8(HERBRAND, 1971a, 273).

9(HERBRAND, 1971, 214).

10 particular, we would then be able to recognize whether or not the theory is consistent”
(HERBRAND, 1971, 213).
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segue-se que a validade da férmula (H; &...& H,) — ¢ (que para Herbrand significa

a sua derivabilidade na 16gica de predicados) € equivalente a inconsisténcia de 7.

Os pesquisadores envolvidos com os temas abordados pela escola de Hilbert
se deram conta de que uma solugdo positiva ao Problema de Decisdo para a 16gica
de predicados, mais as hipéteses concernindo a possibilidade de uma axiomatiza-
¢do finita de teorias e a completude (quase-empirical!) do sistema do Principia
Mathematica, teriam como consequéncia a decidibilidade da demonstrabilidade de
qualquer sentenga matematica. Justamente em razao disso, alguns nao tinham a
esperanca de que haveria uma solucdo positiva para o Problema de Decisdao. A
esse respeito, Sieg (1994, 78) toma von Neumann como exemplo, para o qual a
pratica matematica perderia todo o seu sentido se houvesse um método geral de de-
cisdo, ja que seria substituida por uma prescri¢do mecanica absoluta, permitindo a
qualquer um que estivesse munido dela decidir sobre a demonstrabilidade de uma
sentencga arbitrdria. Além disso, von Neumann tem em mente o fato de que resul-
tados matematicos concernindo a insolubilidade de algum problema sao relativos
a certos meios considerados admissiveis, como, por exemplo, a impossibilidade de
se dobrar o volume de um cubo usando apenas régua e compasso. Nesse sentido,
uma solucao negativa ao Problema de Decisdo exige que respondamos primeiro, de
uma maneira matematicamente precisa, em que consiste uma prescricdo mecanica

absoluta.

2.2 Motivacao técnica

2.2.1 O Problema de Decisao

Termos como prescricdo mecanica, tratamento calculatorio, método efetivo,
procedimento algoritmico e outros similares procuram designar o que se entende
intuitivamente por uma tarefa realizavel por uma sequéncia de passos finitos pré-
determinados que ndo exigem inventividade do agente que os executa, como, por
exemplo, a operacdo de somar ou o procedimento de extrair o maior divisor co-
mum de dois nimeros inteiros (o algoritmo de Euclides). Citando o verbete The

Church-Turing thesis, da Stanford Encyclopedia of Philosophy, sumariamos as ca-

Entende-se por isso a crenca, expressa por Lowenheim e Herbrand, por exemplo, de que o
sistema de Russel e Whitehead permitiria a representacdo de todos os argumentos e sentengas ma-
tematicas: “This transformation of arbitrary mathematical theorems into relative equations can be
carried out, I believe, by anyone who knows the work of Whitehead and Russell” (LOWENHEIM,
1967, 246). “Of course, we have no a priori reason to believe that these rules will suffice in every
case; but we have a nearly absolute certainty that every argument considered correct up until now in
mathematics can be carried out using them” (HERBRAND, 1971, 207).
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racteristicas de um método efetivo M da seguinte maneira:

M ¢ estabelecido em termos de um ntimero finito de instru¢des exatas (sendo

cada instrug@o expressa por meio de um numero finito de simbolos);

M produzird num nimero finito de passos o resultado desejado, se executado

S€m CITOSlz;

M pode (em pratica ou em principio) ser executado por um ser humano sem

ajuda de qualquer maquindrio, exceto lapis e papel;

* M nao requer discernimento, intui¢do ou engenhosidade da parte do ser hu-

mano executando o método.

Um método efetivo nos permite reconhecer a possibilidade de solucionar uma
classe infinita contdvel de questdes 1dgicas ou matemaéticas, a qual demanda um
“sim” ou “nd0” como resposta. Por exemplo, existe um método efetivo para a classe
de questdes “a € um fator de 5?”, em que a e b sdo qualquer nimero inteiro positivo.
Trata-se de executar o algoritmo de divisdo, i.e., dividir b por a e observar se o resto
€ 0. O problema de descobrir um método efetivo para uma classe de questdes é

denominado de o problema de decisdo para essa classe!?.

Considerando um sistema formal S, podemos colocar as seguintes classes infi-
nitas contdveis de questdes: “tal expressdo € uma formula?”, “tal sequéncia finita
de féormulas constitui uma demonstracao?”’, “tal férmula é demonstravel?”. As-
sumindo a definicao de férmula presente na caracterizacao do sistema S, podemos
efetivamente verificar se uma expressao arbitrdria estd em conformidade com tal de-
finicdo; quanto ao segundo problema de decisdo, basta considerar ordenadamente
cada férmula que compde a sequéncia dada, examinando se ela € um axioma ou se
segue de uma férmula (ou férmulas) anterior(es) por meio de uma regra de infe-
réncia. E interessante observar que os objetos examinados ao se responder a uma
questdo proveniente de alguma dessas duas classes de questdes sdo partes consti-
tuintes do objeto finito ao qual a questdo se aplica, por exemplo, examinamos as
féormulas que compdem a sequéncia de férmulas sobre a qual perguntamos se é
uma demonstracdo em S; no que diz respeito ao terceiro problema de decisdo, te-
mos algo diferente. Para respondermos se uma dada férmula é demonstravel, temos
que exibir a sua demonstragdo, no entanto, se tal demonstracao existe, ela pode ser
constituida por partes que vao além da férmula examinada, obrigando-nos a olhar

além do objeto ao qual a questdo se aplica. Como a definicdo de demonstra¢io

12Na secdio 3.2, questionaremos a legitimidade desse ponto.
I3(KLEENE, 2002, 223).
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nio estabelece nenhum limite acerca do tamanho da demonstracio, a listagem'*
das sequéncias de férmulas que constituem uma demonstragdo em S ndo nos for-
nece um método efetivo para a terceira classe de questdes acima, pois se a férmula
cuja demonstrabilidade foi questionada nao for demonstrivel, esse fato sé seria es-
tabelecido se tivéssemos condi¢des de percorrer toda a lista e constatar que a sua
demonstracdo nao se encontra nela, algo que ndo pode ser considerado um método
efetivo, uma vez que a lista é infinita'>. Este terceiro problema de decisio cor-
responde ao Entscheidungsproblem, mencionado acima, ao qual retornaremos em

breve.

Ao lado da nogdo de problema de decisdo, podemos acrescentar a de problema
de computacdo. Se no primeiro caso procuramos por métodos efetivos para uma
classe infinita contdvel de questdes que demandam um “‘sim” ou “nido” como res-
posta, no segundo procuramos por métodos efetivos para uma classe infinita con-
tavel de questdes que como resposta demandam a exibi¢do de algum objeto. Por
exemplo, a classe de questdes “Qual € a soma de dois nimeros naturais a e b?”’
exige para a sua solucao um método efetivo cuja execucao tenha como resultado o
objeto resultante da soma dos nimeros a e b. Se quisermos manter uma regulari-
dade nessas distingdes, podemos reservar a expressao procedimento de computacdo
para o método efetivo que resolve um problema de computacdo, e procedimento de
decisdo para o método efetivo que resolve um problema de decisdo'®. Além disso,
¢ importante mencionar que sempre nos referimos a uma classe infinita contavel
de questdes, pois, pelo menos a partir de um ponto de vista classico, a solucao de
um problema de decisdo referente a uma classe finita de questdes seria trivialmente
obtida por meio da preparacao de uma lista contendo todas respostas as questdes da

classe!”’.

Quanto a este ultimo ponto, ao qual voltaremos mais tarde, pois envolve uma
discussdo a respeito da disputa entre cldssicos e intuicionistas, considere o seguinte
problema de decisdo: “E verdadeira alguma proposi¢io do conjunto finito de pro-
posi¢des {A,B,C,D,E}?” Temos aqui uma classe de cinco questdes, uma vez que o
conjunto possui apenas cinco proposi¢des. Um método efetivo para essa classe ndo
seria nada mais do que a lista correta de “sins” e “ndos”. No entanto, se uma das
proposicdes corresponder a um problema em aberto, a conjectura de Godbach, por

exemplo, apenas um cldssico consideraria que existe um procedimento de decisdo

4Dado que temos um método efetivo que responde ao segundo problema de decisio, o conjunto
das sequéncias finitas de férmulas que constituem uma demonstragio € recursivamente enumeravel.

I5(KLEENE, 2002, 224).

16Em contextos mais gerais, utilizaremos o termo problema de decisdo para nos referirmos tanto
a um problema de decisdo quanto a um problema de computacao.

I7(KLEENE, 2002, 226).
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para essa classe de questoes'S.

Como aponta Smith (2013, 340), a no¢do de método efetivo aparentemente nao
coloca grandes problemas, uma vez que se pode reconhecer sem dificuldade quando
um dado método realiza ou ndo nossas intui¢des bésicas que ratificariam a sua efe-
tividade. Contudo, se, por um lado, podemos reconhecer sem maiores problemas
que estamos de posse de um método efetivo, por outro, trata-se de algo mais com-
plicado afirmar que ndo existe um método efetivo que possa resolver o problema
de decisdo de uma dada classe de questdes. Retomando o Entscheidungsproblem,
reconhece-se, devido a um resultado de Lowenheim em 1915, que ele tem uma so-
lucdo positiva, mas restrita a 16gica de primeira-ordem monddica. Para se verificar
que o método proposto por Lowenheim soluciona essa parte restrita do Problema
de Decisao precisamos reconhecer que tal método é efetivo, além de demonstrar
que ele sempre retorna a resposta correta. Quanto ao primeiro ponto, ndo € preciso
fornecer condicdes necessdrias que deveriam ser satisfeitas para que um método
seja considerado efetivo, simplesmente o reconhecemos como tal. Em solu¢des po-
sitivas de problemas de decisdo, “we just need to be able to say ‘Look, here’s an

algorithm that does the trick™’.

Nao obstante, se pretendemos estabelecer que um dado problema de decisao é
insoluvel, ou seja, se pretendemos demonstrar que ndo existe um método efetivo
que o solucione, devemos ter condi¢des de demonstrar fatos envolvendo a classe
de todos os métodos efetivos possiveis, ja que, por ser infinita, ndo poderiamos
percorré-la e constatar no final que ela ndo possui o0 método procurado. Quanto a
solu¢do negativa de um problema de decisdo, Kleene diz:

[The] intuitive notion of a computation procedure, which is real enough to separate

many cases where we know we do have a computation procedure before us from many

others where we know we don’t have one before us, is vague when we try to extract
from it a picture of the totality of all possible computable functions. And we must have
such a picture, in exact terms, before we can hope to prove that there is no computation

procedure at all for a certain function, or briefly to prove that a certain function is
uncomputable. Something more is needed for this (KLEENE, 2002, 231, grifo nosso).

Assim, em tais casos, precisamos de uma caracterizac¢do finita e precisa da classe
infinita de métodos efetivos, a fim de demonstrar que nenhum método satisfazendo

tais caracteristicas é capaz de solucionar o problema de decisdo considerado.

2.2.2 Generalizacao dos teoremas de incompletude

De acordo com Shapiro (1983, 212), a tentativa de generalizar os resultados de
Godel sobre a incompletude de sistemas formais pode ser vista como mais um con-

texto em que se demandou uma reflexdo abstrata sobre a natureza de um método

18(KLEENE, 2002, 227).
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efetivo. O principal resultado de 1931 de Godel diz que existe uma sentenga ex-
pressa na linguagem dos Principia Mathematica que € indecidivel pelo seu sistema
dedutivo, ou seja, ndo pode ser demonstrada nem refutada. Todavia, os métodos
empregados por Godel para a demonstragdo desse teorema sugerem a sua genera-
lizagdo: qualquer axiomatizacdo adequada da aritmética seria incompleta. Diante
disso, foi levantada uma demanda pela elucida¢do do que constitui, face ao pro-
grama de Hilbert, uma axiomatiza¢do adequada, a fim de que a generalizagdo do

teorema de Godel pudesse ser clarificada e possivelmente demonstrada.

Um dos papeis desempenhados por um sistema axiomaético dedutivo é o de co-
municar demonstra¢des do discurso matemético que foi codificado e representado
pelo sistema. Nessa direcdo, a sintaxe de uma axiomatizacao adequada deve ser efe-
tiva, i.e., por meio de recursos finitistas devemos ser capazes de determinar se uma
sequéncia de caracteres constitui uma férmula, se determinadas férmulas sdo axio-
mas, e se uma sequéncia de féormulas constitui uma demonstracdo (algo que, como
j& mencionado, compde o que Godel denominou de “extraordindria caracteristica”,

referindo-se aos sistemas de Frege e Peano).

Assim, Shapiro (1983, 213) declara nos seguintes termos a generalizacdo que os
resultados de 1931 de Godel sugeriam: “there is no (®-consistent) effective axioma-
tization of arithmetic in which every sentence is either provable or refutable” (grifo
do autor). Formulado dessa maneira, notamos, a semelhanca do que vimos ao tratar
do Problema de Decisdo, a possibilidade de se estabelecer um resultado negativo
acerca de métodos efetivos, ja que se afirma ndo existir um sistema efetivamente
axiomatizdvel da aritmética em que todas as suas sentengas possam ser decididas.
Mais uma vez somos conduzidos a refletir sobre o que caracteriza um método efe-
tivo, pois sO a partir dessas caracteristicas teremos condi¢cdes de demonstrar que

nenhum método que as realiza pode solucionar um certo problema de decisao.

No artigo de Godel de 1934!°, que é uma continuacio do artigo de 1931%°, po-
demos observar, como sugere Shapiro (1983, 213), vdrios indicios de que questdes
relacionadas a caracterizacdo de um método efetivo tenham surgido, talvez pela pri-
meira vez, no contexto dos resultados de incompletude. Logo na primeira pédgina,

encontramos a exigéncia de que o sistema axiomadtico dedutivo seja efetivo:

We require that the rules of inference, and the definitions of meaningful formulas and
axioms, be constructive; that is, for each rule of inference there shall be a finite proce-
dure for determining whether a given formula B is an immediate consequence (by that
rule) of given formulas Ay, ...,A,, and there shall be a finite procedure for determining

whether a given formula A is a meaningful formula or an axiom (GODEL, 1965, 41).

Mais adiante, no inicio da secdo 6, cujo titulo se refere as condi¢des que um sistema

19(GODEL, 1965).
20(GODEL, 1986c¢).
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formal deve satisfazer a fim de que os argumentos precedentes apresentados no

artigo possam ser aplicaveis, Godel escreve:

[...] the class of axioms and the relation of immediate consequence shall be recursive.
This is a precise {condition which in practice suffices as a substitute for the unprecise}

requirement of §1 that the class of axioms and relation of immediate consequence be

constructive?!,

Vemos aqui a sugestdo de adequar a nog¢ao intuitiva de método efetivo (ou, na ter-
minologia de Godel, procedimento construtivo) a no¢do formal de recur¢do primi-
tiva’2. Em seguida, nas piginas 62 e 63, apresenta-se o teorema, semelhante ao
do artigo de 1931, de que toda axiomatizacdo recursiva primitiva da aritmética é
incompleta. Todavia, como a classe das fun¢des recursivas primitivas ndo compre-
ende todas as fun¢Oes computdveis (i.e., calculdveis por um método efetivo), como
Godel (1965, 69, nota 33) observa ao apresentar uma funcdo semelhante a uma
func¢do obtida por Ackermann num artigo de 1928, a qual € computdvel mas nao é
recursiva primitiva, ndo se segue que foda axiomatizacao adequada (i.e., efetiva) é
incompleta. Nesse sentido, € relevante citar a nota 3 do mesmo artigo de 1934, onde
Godel, ap6s chamar a atengdo para o fato de que as funcdes recursivas primitivas

possuem a importante propriedade de serem computdveis, escreve:

The converse seems to be true, if, besides recursions according to the scheme (2) [i.e.,

as equacdes que caracterizam as fungdes recursivas primitvas], recursions of other

forms (e.g., with respect to two variables simultaneously) are admitted. This cannot
be proved, since the notion of finite computation is not defined, but it serves as a heu-
ristic principle.

Contando que esse artigo se encerra com a formulacdo de uma ampliacdo, a
qual Godel atribui a Herbrand, das funcdes recursivas primitivas>>, que se mostrou
mais tarde coextensiva as funcdes computdveis por maquina de Turing ou célculo
lambda, ndo € descabido considerar que Godel passou perto de formular a tese
de Church, além de podermos ver no mesmo artigo a sugestdo de um resultado
negativo concernindo métodos efetivos, o de que nenhuma axiomatizacao efetiva

da aritmética é completa.

Diante disso, entretanto, algumas ressalvas precisam ser consideradas. Davis
(1965, 40) nos informa que Godel declara, numa carta, que na época em que as
notas de curso que deram origem ao artigo de 1934 foram escritas ele ndo estava
completamente convencido de que seu conceito de recursdo englobaria todas as

recursoes possiveis. Como podemos ler em Kleene (1981, 61), Godel parece ter-se

2INessa edicdo, o que se encontra entre chaves se refere a acréscimos e correcdes feitos pelo
proprio Godel.

220 que se chama aqui de recursivo é equivalente ao que hodiernamente entendemos por recursivo
primitivo, cf. (SIEG, 1994, 81).

ZPosteriormente, tais fungdes ficaram conhecidas como “recursividade geral de Herbrand-
Godel”.
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convencido da tese de Church apenas apds a formulacao dada por Turing. De fato,
no postscriptum ao artigo de 1934, escrito especialmente para a coletanea de artigos

editada por Davis, de 1965, Godel escreve:

In consequence of later advances, in particular of the fact that, due to A. M. Turing’s
work, a precise and unquestionably adequate definition of the general concept of formal
system can now be given, the existence of undecidable arithmetical propositions and
the non-demonstrability of the consistency of a system in the same system can now be
proved rigorously for every consistent formal system containing a certain amount of
finitary number theory (DAVIS, 1965, 71, grifo do autor).

Uma outra questdo a ser considerada, levantada por Shapiro (1983, 214), é:
os resultados de 1936 de Turing e Church sdo originéarios de discussdes acerca do
programa de Hilbert ou de uma generalizacdo dos teoremas de Godel de 19317
De acordo com Shapiro, Church e Turing ndo mencionam explicitamente que seus
trabalhos sdo uma contribui¢do aos resultados de 1931, ao contrario de Post, que
faz tal mencdo no primeiro pardgrafo do seu artigo de 19362*. Turing (1936) diz
que seus resultados sdo superficialmente similares ao de Godel, ja Church, cujo
artigo de 1936 contém um tratamento das funcdes recursivas gerais de Herbrand-

Godel, menciona numa nota de rodapé25

que a possibilidade de uma relagao entre
recursividade e método efetivo foi levantada por Godel numa conversacdo, mas
nao prové indicacdes que nos permitam justificar de maneira suficiente que o seu
tratamento sobre computabilidade se deve a um desenvolvimento do trabalho de

Godel.

2.3 Apresentacao da tese de Church

De acordo com o que vimos, apesar de termos uma nog¢ao intuitiva clara que
nos permite dizer quando estamos diante de um método efetivo, tal intuicdo se
torna insuficiente quando tentamos a partir dela dizer algo sobre a classe de to-
dos os métodos efetivos. Assim, antes que possamos demonstrar algum resultado
que estabeleca algo sobre os limites do que é executdvel por um método efetivo,
devemos ter uma caracterizacao que nos permita circunscrever a totalidade de todos

esses métodos.

Nesse contexto se insere a tese de Church, cuja pretensdo é adequar a nocao
vaga e intuitiva de método efetivo a nocao formal de funcdo recursiva. Contudo,
como pode ser constado na caracterizacdo informal de método efetivo apresentada

acima (secao 2.2.1), tal caracterizacdo carece de rigor, ja que um de seus elementos

24“The present formulation should prove significant in the development of symbolic logic along
the lines of Godel’s theorem on the incompleteness of symbolic logics and Church’s results concer-
ning absolutely unsolvable problems.”

25(CHURCH, 1936, 356, nota 18).
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chaves, o de que o método ndo demanda discernimento, intuicao ou engenhosidade
da parte de quem o executa, é deixado sem explicacio?®. Dessa forma, a tese em si
mesma nao pode ser demonstrada no sentido rigoroso de uma demonstracao mate-
matica, apesar de que, uma vez aceita, ela nos permite demonstrar fatos envolvendo

a classe de todos os métodos efetivos.

Diante disso, podemos considerar a tese de Church, como diz Kleene (1974,
318), uma hipdtese sobre a nogao intuitiva de método efetivo ou uma definicao ma-
tematica dessa no¢do. Neste tltimo caso, para que a teoria baseada em tal definicao
tenha o significado pretendido, o que se tem a fazer € levantar evidéncias de que a
no¢do formal definida matematicamente nao entra em conflito com a nocao intui-
tiva, ou seja, que toda funcao ratificada por nossa intuicdo como sendo executavel

por um método efetivo (i.e., calculdvel) seja uma fungdo recursiva.

Acompanhamos aqui as evidéncias levantadas por Kleene (1974, 319), que as
dividiu em trés grupos principais, (A)-(C), mais um grupo (D), que como ele mesmo

diz, pode ser incluido no primeiro grupo.
(A) Evidéncias heuristicas.

(A1) Nao se encontrou até entdo um contraexemplo que instanciasse o fato de
haver uma funcéo calculdvel mas ndo recursiva geral. Em maiores detalhes, tem-se
demonstrado que todas as funcdes calculdveis investigadas sdo funcdes recursivas
gerais, e que todas as operacdes que obtém fungdes calculdveis a partir de fungdes
calculdveis permitem obter fungdes recursivas gerais a partir de fungdes recursivas
gerais, mesmo diante de uma investigacao abrangendo uma grande variedade de tais

fungdes e operacdes, buscando exaurir todos os tipos que se tem conhecimento.

(A2) Os métodos empregados para demonstrar que uma certa funcio calculavel
€ recursiva geral se encontram bastante desenvolvidos, a tal ponto que “virtualmente
se exclui dividas” quanto a capacidade desses métodos de transformar um método

efetivo numa fungdo recursiva geral.

(A3) O emprego de diversos métodos com o intuito de produzir uma fungdo fora
da classe de fungOes recursivas gerais apenas se revelou insuficiente em produzir
tal funcdo, ou a fun¢do produzida ndo possuia uma definicdo que a permitisse ser

considerada calculavel?’.

26(COPELAND, 2017, §1).

2TA esse respeito, € curioso ler o que Soare (2014, 486, §8.2) relata sobre os primérdios do
célculo lambda, nos anos de 1931-1934: “In a remarkable discovery, Alonzo Church was the first to
notice that the A-calculus provided a formal definition of the informal notion of effectively calculable
function, even though unlike Turing, he did not define the latter notion precisely or convince Godel
that this was a correct formalization. Not even Church’s own student, Kleene, was convinced until
he tried unsuccessfully to diagonalize out of the class of partial recursive functions, and discovered
instead the Kleene fixed point theorem.”


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 2. A TESE DE CHURCH 30

(B) Diversas formulagdes equivalentes.

(B1) Demonstrou-se a coextensdo de diferentes caracterizacdes — igualmente
possuindo as evidéncias heuristicas descritas em (A) — da classe de funcdes calcu-
laveis. Para citarmos as mais conhecidas, podemos mencionar as seguintes nogoes,
que surgiram de maneira independente por volta do ano de 1936: recursividade ge-
ral, defini¢cdo lambda e computabilidade. A segunda nocao se deve a Church e a
Kleene (entre 1933-1935), a terceira, a Turing (1936-7) e a Post (1936). Church,
Kleene e Rosser demonstraram a equivaléncia entre as fun¢des A-definiveis e as
fungdes recursivas gerais; Turing demonstrou a equivaléncia entre sua nocdo de
computdvel e fungdes A-definiveis. Como ressalta Kleene (1974, 320), o fato de
haver diversas no¢des divergindo drasticamente a partir de um ponto de vista inten-
sional, mas todas elas tendo como extensdao uma mesma classe de func¢des, constitui
um forte indicio de que tal classe € fundamental. Sumariando, mencionamos outras
andlises formais de método efetivo que se mostraram extensionalmente equivalen-
tes: definibilidade combinatdria (comecado por Schonfinkel, em 1924; Curry, 1929,
1930, 1932; e continuado por Rosser, 1935, 1942); calculabilidade (reckonability)
de Godel, 1936; os sistemas candnico e normal de Post, 1943, 1946; algoritmos de

Markov, 1960; maquinas de registro, Shepherdson and Sturgis, 1963.

Church, referindo-se a equivaléncia entre fungdes recursivas gerais e fungdes
A-definiveis, faz a seguinte declaragdo, salientando a plausibilidade do que conhe-

cemos como a sua tese (a qual é defendida no artigo que contém a citacdo abaixo):

The fact, however, that two such widely different and (in the opinion of the author)

equally natural definitions of effective calculability turn out to be equivalent adds to

the strength of the reasons adduced below for believing that they constitute as general

a characterization of this notion as is consistent with the usual intuitive understanding

of it (CHURCH, 1936, nota 3).

Gandy (1995, 72), ademais, informa que Kleene, impressionado por esse argu-
mento, esfor¢cou-se em dar diferentes caracterizagdes para o seu conceito de fungdo

recursiva de tipo finito, para entdo demonstra-las equivalentes.

Todas essas equivaléncias conduzem a ideia de que a no¢do de método efetivo
¢ independente do formalismo que a analisa, uma vez que todas as andlises formais
se referem a mesma classe de funcdes. A esse respeito, € importante observar que
Godel, referindo-se ao seu sistema S1, compreendido numa hierarquia de sistemas

Si(i=1,2,3,...) que empregam sucessivamente varidveis de tipos superiores, diz:

It can, moreover, be shown that a function computable in one of the Systems S;, or
even in a System of transfinite order, is computable already in S;. Thus the notion
‘computable’ is in a certain sense ‘absolute’, while almost all metamathematical no-
tions otherwise known (for example, provable, definable, and so on) quite essentially

depend upon the System adopted (GODEL, 1986d, 399, grifo nosso).
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Mais tarde, na mesma dire¢c@o, encontramos a seguinte afirmagdo de Godel, desta-
cando o porqué da importancia da no¢do formal de recursividade geral:
Tarski has stressed in his lecture (and I think justly) the great importance of the concept
of general recursiveness (or Turing’s computability). It seems to me that this impor-

tance is largely due to the fact that with this concept one has for the first time succeeded
in giving an absolute definition of an interesting epistemological notion, i.e., one not

depending on the formalism chosen (GODEL, 1990, 150).

(C) O conceito de Turing de méquina de computacao.

As fungdes computdveis de Turing representam uma tentativa direta de fazer
uma formula¢do matemadtica da no¢do de método efetivo, independentemente de
qualquer sistema formal, ao passo que as outras formulagdes surgiram em outros
contextos e apenas posteriormente foram identificadas a nocao intuitiva. Assim,
a andlise de Turing se aproxima mais daquilo que entendemos intuitivamente por
método efetivo, dado que ela pretende capturar, oferecendo hipdteses bastante plau-
28

siveis“®, o que um computador humano seguindo mecanicamente um conjunto de

instrugdes €, em principio, capaz de realizar.

Kleene alega que Post (1936) apresentou uma formulagdo semelhante a de Tu-
ring, contudo, é valido mencionar que Sieg (1994, 91) discorda dessa afirmacao,
sustentada pela maioria, alids. Turing, ao propor sua nocao de computabilidade,
parte de uma andlise ampla da no¢do informal de método efetivo e a reduz a uma
nog¢ao mais restrita, a de computdvel por uma maquina (de Turing). Por outro lado,
Post, por meio da sua formulacdo 1, pretende, a titulo de uma hipétese em anda-
mento, tomar uma no¢do formal estreita de método efetivo e amplid-la, por meio de

uma sustentacao quase-empirica, a nocao informal de método efetivo.
(D) Logicas simbdlicas e algoritmos simbdlicos.

Esta evidéncia se baseia na apresentacdao que Church (1936, §7) d4 de dois
métodos, os quais, de acordo com ele, contém os elementos bésicos envolvidos na
caracterizacao de um método efetivo. Tais métodos consistem num algoritmo, por
meio do qual o valor F(n) de uma fungao F € obtido, ou numa derivagdo de F(m) =
n a partir de axiomas sobre F' num certo sistema formal. A ideia basica de sua
argumentacgdo se resume no seguinte: se o que consideramos como método efetivo
pode ser caracterizado por esses dois métodos, compostos por passos computaveis
de um algoritmo ou por passos dedutivos num sistema formal, e tais passos sdo
recursivos gerais, segue-se que F, como um todo, é uma funcao recursiva geral.
Shapiro faz o seguinte comentdrio a respeito do argumento empregado por Church:

He [Church (1936)] takes it as obvious that any elementary operation represents a re-

cursive function and he proves that many ways to combine elementary operations into
algorithms do not lead out of the class of recursive functions (SHAPIRO, 1981, 354).

28Cf. (TURING, 1936, argumento I, se¢io 9).
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O argumento aparenta conter, a0 menos em parte, uma justificacdo heuristica.
Se até o momento uma funcio definida algoritmicamente ou derivada num sistema
formal ndo se apresentou como impassivel a uma defini¢do recursiva, mais dificil
ainda € imaginar os passos simples que compdem tais métodos como ndo sendo re-
cursivos?®. Por essa razio que Kleene (1974, 323) diz podermos incluir a evidéncia

(D) sob a categoria de evidéncias (A).

2.4 Por que uma tese?

Ser um método efetivo diz respeito a uma propriedade cuja caracterizacio se
relaciona, em primeira instancia ao menos, a entidades ndo matematicas, como dis-
positivos mecanicos e habilidades humanas. Por essa razao, nao se procura demons-
trar a tese de Church como se procuraria demonstrar, por exemplo, a conjectura de
Goldbach, i.e., extraindo consequéncias de certos principios assumidos numa deter-
minada teoria matematica. Nesse sentido, concordando que a tese de Church niao se
trata de uma questdo matemadtica, o que podemos fazer é oferecer argumentos nao

matemadticos que procuram sustent-la ou refuta-la.

Por outro lado, se tentarmos argumentar matematicamente a respeito da tese
de Church, uma via que podemos tomar € caracterizar axiomaticamente a nog¢ao de
método efetivo, demonstrando, em seguida, que os axiomas admitidos s6 podem
ser satisfeitos pela classe de funcdes recursivas3!. No obstante, mesmo neste caso,
diante da aceitacio ou rejeicao de certos axiomas, a discussdo seria conduzida a um

terreno nao matematico.

Diante disso, Shapiro (1981, 354) procura argumentar que uma defesa da tese
de Church depende, ao menos em parte, de uma consideracao filoséfica que estabe-
leca uma relagdo entre dois tipos de realidade, uma matemadtica e outra ndo matema-
tica. Ele apresentard duas consideragcdes: uma faz uma interpretacdo estruturalista

da tese de Church, a outra a toma como um modelo matematico.

Voltemos nossa aten¢do a primeira consideracdo. De acordo com o estrutura-
lismo, aqui entendido como uma posicao filosoéfica oriunda da filosofia da mate-
matica, a realidade ndo matemadtica exibe uma estrutura matemadtica subjacente as
suas inter-relagdes. Se adotarmos essa posicao filoséfica, uma de suas implicacdes
quanto a tese de Church seria que a propriedade de ser um método efetivo teria uma

extensdo fixa e determinada no conjunto de fun¢des da teoria dos nimeros. Conse-

2(BRANQUINHO; MURCHO; GOMES, 2006, Verbete Tese de Church).
30(SHAPIRO, 1981, 353).
3I'Shapiro (1981, nota 3) diz que Harvey Friedman elaborou essa proposta numa palestra.
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quentemente, como a propriedade de recursividade, pela propria maneira em que foi
constituida, também possui uma extensdo fixa e determinada no mesmo conjunto de

fungdes, ambas as propriedades seriam necessariamente coextensivas.

Essa coextensdo necessdria € tdo menos surpreendente quanto mais temos em
vista que o estruturalismo tenta captar uma estrutura matematica subjacente a uma
realidade ndo matematica que se apresenta — que no nosso caso diz respeito a no¢ao
de método efetivo. Esta seria entdo, ainda que informal na superficie, uma no¢ao

matematica. Assim:

[T]he structuralist supposes either that there is a mathematical structure common to
all mechanical computation devices or that all minds have a common mathematical
structure in virtue of which they have the potentiality to grasp and execute algorithms
and, therefore, the ability to compute (SHAPIRO, 1981, 355).
Portano, dizer que uma fungdo é executdvel por um método efetivo corresponde a
lhe atribuir uma propriedade caracterizavel a partir de uma das estruturas matema-

ticas aludidas na cita¢ao acima.

Shapiro (1981, 355) d4 trés exemplos de autores que podem ser interpreta-
dos como sustentando uma visdo estruturalista da tese de Church: Turing, por ter
considerado os processos computacionais como passiveis a um estudo matematico;
Myhill, que ao relacionar teoremas de teoria da computabilidade a leis psicolédgicas,
pode ser visto como sugerindo uma estrutura matematica subjacente ao comporta-
mento humano; Post, para o qual a verificacdo da tese de Church demandaria uma
andlise psicoldgica, uma vez que, para esse autor, a mente humana se articularia por

meio de processos 16gico-matemaéticos.

Além disso, a interpretac@o estruturalista pode ser subdivida em outras duas
maneiras de compreendé-la: como (1) identificando a extensao fixa, ainda que nao
analisada, de uma propriedade matemaética pré-formal a extensdo de uma proprie-
dade matemadtica precisa e bem definida; (2) igualmente a (1), exceto pelo fato de

que a propriedade pré-formal diz respeito a algo ndo matematico.

Quanto a primeira subdivisdo, Shapiro (1981, 356) nos oferece trés exemplos.
Hodiernamente, ao contrario do que faziam os matematicos da Grécia antiga, iden-
tificamos magnitudes a niimeros reais, tomados como unidades de uma magnitude.
Isso nos permite definir a area de um tridngulo como sendo a metade da sua base
multiplicado pela sua altura; a drea de um poligono como sendo a soma das dreas
dos tridngulos que o constituem; e, em geral, a drea de uma figura plana fechada
como sendo o limite superior minimo das dreas dos poligonos que podem ser ins-
critos em tal figura. Contudo, apesar de Euclides ndo ter a sua disposicdo uma
defini¢do explicita como a apresentada, isso ndo o impediu de, por meio de uma

noc¢ao pré-formal de drea, demonstrar, por exemplo, que “se um paralelogramo e
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um tridngulo estiverem sobre a mesma base e entre as mesmas paralelas, o para-
lelogramo sera o dobro do triangulo” (Livro I, proposi¢cdo 41). O ponto € que a
defini¢do moderna de 4rea é uma andlise da no¢ao pré-formal de drea (uma nogao
matematica), ja empregada, ainda que de maneira intuitiva, h4 bastante tempo pela
comunidade matemética. Podemos falar assim, como diz Shapiro (1981, 357), de
uma tese de drea, a qual procura identificar a nocao moderna de drea a no¢ao pré-
formal Euclidiana, de modo que, 2 semelhanca da categoria (A)*? de evidéncias
da tese de Church, hé o fato de que todos os teoremas de Euclides envolvendo a
no¢do de area podem ser demonstrados com a definicdo moderna, nao tendo sido

encontrado nenhum contraexemplo.

Ainda concernindo a primeira subdivisdo, que identifica a extensao de uma pro-
priedade matematica pré-formal a extensdo de uma propriedade matematica formal,
Shapiro (1981, 357-358) apresenta outros dois exemplos: a andlise de Eudoxus
da nog¢do pré-formal de igualdade entre razdes, a formulacdo € — ¢ de Cauchy-
Weierstrass da nocao pré-formal de continuidade. Contudo, diferentemente da tese
de Church, em tais exemplos as no¢des pré-formais analisadas — drea, proporcao,
continuidade — fazem parte da matemadtica, ou seja, ndo dizem respeito a estrutura

de algo que se situa fora do dominio dessa disciplina.

No que concerne a segunda subdivisdo que compde o ponto de vista estrutu-
ralista, i.e., a andlise de uma noc¢ao pré-formal proveniente de um dominio ndo
matematico, Shapiro (1981, 358) diz que também podemos encontrar na histéria
da matematica diversas “teses” constituidas nessas condigdes. Como exemplo, ele
apresenta o tratamento matematico da no¢do de “defini¢do” — em outras palavras,
como se define o que é uma definicdo? Neste caso, a estrutura a que a no¢do pré-
formal analisada se refere € a estrutura do discurso da pratica matemadtica, a qual,
apesar de ser subjacente ao discurso matematico, ndo integra o dominio da mate-
madtica, mas o da légica matematica, que para um estruturalista “‘can be construed
as the study of the structures behind mathematical discourse — the study of the ‘un-
derlying logics’ of mathematical practice. From this perspective, the formal treat-
ment of ‘definition’ is to be related to these underlying structures”. Assim, quando a
l6gica matematica propde uma caracterizacao formal da no¢do pré-formal de defini-
cdo — tal como ela é comumente empregada no discurso matemaético —, estipulando
critérios de eliminabilidade, ndo criatividade, extensibilidade3, o que se faz é uma
andlise direta dessa nocao, propondo teses a respeito da sua adequacao formal. No
seu artigo, Shapiro (1981, 358) menciona a defini¢do semantica de defini¢cdo dada

por Corcoran, a qual ele chama de fese de Corcoran, e a formalizagdo da nocao

32Cf. secdo 2.3.
3Cf. (MATES, 1972, 197).
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de defini¢do dada por Lesniewski, que ele chama de tese de Lesniewski. Além do
mais, tendo em vista a demonstracdo de Corcoran de que as duas definigdes sdo

equivalentes, pode-se considerar isso uma evidéncia do tipo (B) a essas teses.

Tal como Kleene (2002), Shapiro (1981, 359) categoriza os mesmos tipos de
evidéncia que se podem levantar para teses semelhantes a de Church, que por envol-
verem uma parte pré-formal ndo podem ser demonstradas num sentido matematico.
Analogamente a0 que vimos na secio 2.3, temos os seguintes tipos de evidéncia*:
(A) excecao de contraexemplo; (C) andlise direta; (B) equivaléncia extensional (ar-
gumentos de invariincia). Analisando-as de um ponto de vista estruturalista, iSso

quer dizer que:

(A) Se existe uma estrutura definitiva subjacente a um método efetivo, a qual ca-
racteriza a mesma extensdo da no¢do formal de recursividade, entdo nao deve
existir um método efetivo que ndo possa ser computado por uma fung¢ao recur-
siva. Diante de um suposto contraexemplo da tese de Church — um método
efetivo ndo computdvel por uma fungdo recursiva —, a tnica maneira de a
continuar defendendo consiste em argumentar que o método em questao nao
¢ efetivo ou que existe uma func¢do recursiva que o compute. Referindo-se a
Kalmar (1967, 193, n. 1), Shapiro diz que a tese de Church seria, num certo
sentido, empirica, ja que, apesar de ndo poder ser demonstrada, ela pode ser

refutada por uma “observacao” futura.

(C) Uma defesa direta de uma tese semelhante as que aqui foram mencionadas
consiste em analisar e comparar as caracteristicas relevantes concernentes a
realidade, matemdtica ou ndo, sob consideracdo. Pressupondo que haja uma
estrutura matemadtica fixa e determinada subjacente a tal realidade — sendo
este o ponto principal dessa forma de andlise —, certas consequéncias sao
deduzidas, as quais sdo comparadas a estrutura bem definida concernente a

contraparte formal articulada pela tese em questao.

(B) No caso de uma defesa direta, um problema que se evoca diz respeito a sufi-
ciéncia das caracteristicas concernentes a realidade analisada: seriam elas su-
ficientes para determinar a estrutura matemadtica subjacente? Assim, quanto
mais se acumulam diferentes andlises concentrando em diferentes aspectos
da realidade investigada, e tais andlises revelam circunscrever uma mesma
extensdao, maior € a evidéncia de que se identificou a estrutura matematica

correta.

34Por uma questio de coeréncia didética, invertemos propositadamente a ordem da apresentagio.
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Uma outra maneira de considerar a tese de Church, que como dissemos no ini-
cio desta se¢do consiste, para Shapiro, em estabelecer uma relagdo entre dois tipos
de realidade, sendo uma delas ndo matematica, é interpretd-la como propondo um
modelo matemadtico para a nocao de método efetivo. De acordo com essa interpreta-
cdo, recusa-se a concepg¢ao de que haja uma estrutura matematica fixa e determinada
subjacente a noc¢ao pré-formal de método efetivo, ndo havendo, portanto, a delimi-
tacdo de uma extensdo que pudesse ser identificada a extensao da nocdo formal de
recursividade. Desse modo, a no¢do formal, usada como substituto da noc¢ao pré-
formal, seria empregada como um expediente para obter resultados matematicos.
Nas palavras de Shapiro, a tese de Church encarada como um modelo matematico

é descrita da seguinte maneira®

The precise extension of recursiveness is rather close to the vague extension of compu-

tability. The extensions are close enough for many theorems about recursive functions

to correspond to facts about computation (SHAPIRO, 1981, 360).

Para ilustrar essa concep¢do de modelo matemético, Shapiro se refere a teo-
ria dos nds, citando uma passagem do livro Introduction to Knot Theory (1963),
de Crowell e Fox. Nesta passagem, onde a definicdo matemdtica de n6 € proble-
matizada, os autores dizem que, apesar de podermos experimentalmente constatar
com um pedaco de corda que um no de mdo € diferente de um né em oito, ja que
um ndo pode ser transformado no outro sem que antes um deles seja atado ou de-
satado, isso de nada serve a uma demonstracdo matematica. Para se demonstrar
matematicamente que dois ndés sdo distintos, deve-se, antes de mais nada, dar uma
definicdo matemadtica do que € um nd, pois a matematica ndo demonstra nada sobre
algo que ndo seja matematico. Nessas condi¢des, procura-se definir um objeto ma-
temadtico que seja o mais préoximo possivel do objeto fisico em questao, conduzindo
ao problema mais geral de apresentar um modelo matemético da situagdo fisica a
qual se pretende aplicar uma determinada teoria matematica. A qualidade do mo-
delo dependerd de quao bem sucedida é a correspondéncia entre a matemaética e a
realidade. Além do mais, tal como observamos a respeito da tese de Church, ndo
se pode demonstrar que a definicdo matematica € uma descricao exata da situacio
fisica. Nessa concepcao, a tese de Church seria um modelo matemético da nocao
de método efetivo, onde a demonstracdo de teoremas no ambito de uma teoria da

recursdo revelariam fatos, ainda que de maneira aproximada, a respeito dessa no¢ao.

A semelhanca do que vimos na interpretacio estruturalista, Shapiro (1981, 361)
observa que a partir da interpretacdo da tese de Church como um modelo matema-
tico podemos notar na histéria da ciéncia e da engenharia vdrias outras feses. Assim,

além da tese de Crowell e Fox, que procura dar uma definicao da nogdo pré-formal

33Shapiro utiliza o termo “computabilidade” para se referir 2 nogio pré-formal, o qual corresponde
ao termo “método efetivo”, que temos dado preferéncia.
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de nd, teriamos, por exemplo, a fese da mecdnica cldssica, que seria um modelo
matematico para a nocdo de atracdo gravitacional. Isso nos levaria a outras duas
sub-teses: ‘““a mecanica classica € rigorosa o suficiente para a constru¢io de aero-
naves” e “a mecanica cldssica é rigorosa o suficiente para cdlculos interestelares
precisos”. Estas duas sub-teses ndo sdo equivalentes, ja que uma € verdadeira, e a
outra, falsa. Mas, de acordo com Shapiro, podemos manter uma tese mesmo que
exista um outro modelo mais preciso, geralmente porque este ¢ mais complicado
de lidar com relagdo a um determinado propdsito que demanda menos precisdo.
De todo modo, como ndo se considera a hipdtese de que haja uma estrutura fixa
subjacente as nocdes equiparadas pela tese, tais teses nao se contradizem. Assim,
nesse contexto, ndo colocariamos em questdo se a tese de Church € verdadeira, mas
se a correspondéncia que ela propde entre a matematica e a realidade é “boa”, ou
seja, se a extensao delimitada pela nocao de recursividade € “préxima o suficiente”
da extensdo delimitada pela no¢do de método efetivo. A tese teria como propdsito
apenas possibilitar uma correspondéncia entre teoremas demonstrados no modelo

de recursividade e fatos concernindo a no¢ao de método efetivo.

Essa maneira de interpretar a tese de Church nos revelaria, contudo, uma ma
correspondéncia no que diz respeito a outra direcdo da tese — i.e., toda fungao re-
cursiva € executdavel por um método efetivo —, que em geral € considerada trivial.
Como existem fungdes recursivas cuja implementagdo € inviavel de um ponto de
vista prético, pois sua complexidade pode demandar uma quantidade de tempo e
matéria que inviabilize a sua execucgdo efetiva, a teoria da recursdo demonstraria
teoremas que em nada corresponderiam ao que, de fato, um método efetivo € capaz

de executar®.

Para um estruturalista, essa correspondéncia inadequada ndo seria uma sur-
presa, pois seria o reflexo natural da lacuna que existe entre forma e matéria, entre
o mundo fisico e as estruturas ideais que o formatam, semelhante ao que acontece
quando se diz que uma figura geométrica nunca poderia ser instanciada na realidade
fisica. No entanto, como na interpretacdo por modelo a concep¢do de uma estru-
tura matemadtica subjacente a realidade ndo se encontra disponivel, tais lacunas nao

podem assim ser elucidadas’”.

Diante disso, Shapiro (1981, 362) conclui que, apesar da teoria da recursdo
ndo fornecer um modelo que corresponda adequadamente teoremas positivos sobre
fungdes recursivas a fatos sobre computacao, tal modelo € adequado quando se trata
de estabelecer resultados negativos, pois da demonstragdo de que uma certa fungao

¢ recursiva ndo obtemos garantias da sua viabilidade computacional efetiva, mas,

36(SHAPIRO, 1981, 362).
37(SHAPIRO, 1981, n. 11).
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em contrapartida, da demonstracdo de que uma funcio ndo é recursiva se segue o
estabelecimento de um fato relevante, o de que a execugdo de tal fun¢do por um

algoritmo €, por principio, impossivel.

Andlogo ao que fizemos logo acima com a interpretacdo estruturalista, analisa-
mos aqui as categorias de evidéncia (A)-(C) a luz da interpretacdo que considera a

tese de Church como o estabelecimento de um modelo matemético>®:

(A) Neste contexto, o mais apropriado € falar ndo da mera inexisténcia de contra-
exemplos do modelo, mas da inexisténcia de contraexemplos relevantes aos
propositos do modelo. Como visto, se o propdsito do modelo for reconhecer
casos de fun¢des que ndo sdo recursivas, e assim estabelecer o que nao pode
ser executado por um método efetivo, a existéncia de fungdes recursivas invia-
veis de um ponto de vista pratico ndo pode ser vista como um contraexemplo

relevante do propdsito do modelo;

(B) Podemos falar de uma evidéncia por equivaléncia de diferentes modelos, toda-
via ela ndo tem o0 mesmo peso que esse tipo de evidéncia tem na interpretacao
estruturalista. Uma vez que ndo mais se assume uma estrutura matematica
unica subjacente a no¢do de método efetivo, a divergéncia entre as extensoes
de dois modelos propostos ndo conduz necessariamente a rejei¢ao de um de-
les, seja porque a propriedade de ser um método efetivo € vaga, podendo os
modelos propostos se divergirem em casos limites, seja porque cada modelo

possui propositos diferentes, o que se reflete em suas extensoes.

(C) Ao contrério da visdo estruturalista, a tese de Church interpretada como um
modelo matematico ndo permite uma andlise direta da nocao de método efe-
tivo, o que ela nos oferece sdo sugestdes de analogias entre as operacoes
envolvidas num método efetivo e operacdes envolvidas em certas funcdes

matematicas.

Assim, uma das principais diferencas entre a interpretacao estruturalista e a
interpretagdo por modelo matemaético € que, enquanto para esta dois modelos diver-
gentes podem conviver mutuamente — tendo em vista que o que se leva em conta
é o modelo mais apropriado para um determinado propésito® —, para a outra, di-

ferentes andlises de uma noc@o que levam a diferentes extensdes sao mutuamente

33(SHAPIRO, 1981, 362).

39Como exemplo, Shapiro (1981, 363) comenta sobre os modelos mateméticos que a fisica utiliza
para descrever a luz. Ha dois modelos incompativeis entre si, 0 modelo que a descreve como onda, e
o modelo que a descreve como particula, contudo: “there is no (a priori) conflict between the models
as long as they account for different phenomena and have different purposes. It is not a question of
which model is correct, but of which model is appropriate for wich purpose”.
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conflitantes, devendo uma delas ser excluida, dado que s6 pode haver uma andlise

que verdadeiramente exprime a estrutura matemdtica subjacente, que € tnica.
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3

Contra-argumentos a tese de Church

Este capitulo analisard alguns argumentos contrdrios 2 tese de Church. A ex-
cecdo do argumento de Kalmadr, todos eles a criticam a partir de uma perspectiva
intuicionista, o que conduzird a um exame das nogdes bésicas do intuicionismo. O
ponto de vista de Kalmadr, no entanto, serd interessante para ilustrar o que temos pra

falar, no dltimo capitulo, acerca do desenvolvimento conceitual da matemaética.

3.1 Kalmar

Consideremos a tese de Church no sentido que diz: se uma funcdo for com-
putdvel, entdo ela € recursiva geral. A contraposi¢do dessa proposicao, que lhe é
equivalente, é: se uma funcdo nao for recursiva geral, entdo ela ndo € computavel.
Diante disso, no artigo An Argument Against the Plausibility of Church’s Thesis,
Kalmar (1959, 74), valendo-se de um exemplo, atribuido a Kleene, de uma fungao
ndo recursiva, pretende argumentar que a nao aceitacdo de que tal funcdo € compu-
tdvel nos leva a consequéncias estranhas, levantando assim suspeitas a respeito da
plausibilidade da tese de Church. O exemplo € o seguinte, onde ¢ € uma fungao

recursiva geral de dois argumentos:

.
0 menor nimero natural y para o qual

W) = 1 (0(x,y) = 0) = ¢(x,y) = 0, se houver um tal y;

0, se ndo houver um niimero natural y

tal que ¢(x,y) = 0.

Kalmar entdo alega que, para qualquer nimero natural p para o qual existe

um ndmero natural y tal que ¢(p,y) = 0, uma maneira de se computar o menor y
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consiste em calcular sucessivamente ¢(p,0),0(p,1),0(p,2)..., dado o fato de que ¢
é recursiva geral, até que se encontre 0(p,q) = 0, para um certo ndmero natural g.

“On the other hand”, Kalmar acrescenta,

for any natural number p for which we can prove, not in the frame of some fixed
postulate system but by means of arbitrary — of course, correct — arguments that no
natural number y with ¢(p,y) = 0 exists, we have also a method to calculate the value
y(p) in a finite number of steps: prove that no natural number y with ¢(p,y) = 0 exists,
which requires in any case but a finite number of steps, and gives immediately the value

y(p)=0 (KALMAR, 1959, 74, grifo nosso).

Assumindo, contudo, a tese de Church e a demonstracdo de Kleene de que a
fun¢do Y ndo € recursiva geral, segue-se, por contraposi¢do, que Y ndo € com-
putavel, logo, nenhum dos métodos acima descrito por Kalmar serd suficiente em
computd-la. A partir disso, Kalméar (1959, 74) conclui duas coisas, sem deixar
de observar que isso representa uma consequéncia bastante implausivel da tese de
Church:

(a) Deve existir um nimero natural p tal que ~ Jy(0(p,y) = 0);

(b) O fato (a) ndo pode ser demonstrado por nenhum meio correto.

Se ndo assumirmos essas duas consequéncias, eventualmente obteremos o valor de
y(p), mas isso faria de Yy uma fung¢do computavel, contrariando a tese de Church.
Desse modo, a proposi¢do 3y(¢(p,y) = 0) deve ser absolutamente indecidivel, pois,
por um lado, sendo falsa! ela nio pode ser demonstrada, por outro, sua negagio

também ndo pode ser demonstrada, ja que isso nos daria o valor 0 para y(p).

Kalmar (1959, 75) salienta que a indecidibilidade € absoluta pois ndo se trata
de uma proposicao que nio é demonstrivel nem refutdavel no contexto de um certo
sistema formal, como vemos nos resultados de Godel, tampouco, como vemos no
resultado de indecidibilidade de Church, trate-se de “a problem with a parameter for
which no general recursive methods exists to decide, for any given value of the pa-
rameter in a finite number of steps, which is the correct answer to the corresponding

particular case of the problem, ‘yes’ or ‘no™’.

Além disso, apontando para mais uma consequéncia estranha, e assim melhor
justificando o argumento pela sua implausibilidade, Kalmér diz que a tese de Church
implica ndo somente uma proposi¢do absolutamente indecidivel, mas uma proposi-

cdo absolutamente indecidivel que pode ser decidida, visto que ela € falsa:

[T]his “absolutely undecidable proposition” has a defect of beauty: we can decide it,
for we know, it is false. Hence, Church’s thesis implies the existence of an absolutely

'Uma vez que ~ Jy(¢(p,y) = 0) é verdadeira, cf. logo abaixo.
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undecidable proposition which can be decided viz., it is false, or, in another formula-
tion, the existence of an absolutely unsovable problem with a know definite solution, a

very strange consequence indeed (KALMAR, 1959, 75, grifo do autor).

De fato, as consequéncias implicadas pela tese de Church, tal como Kalmdr as
descreve, sdo estranhas, dando boas razdes para desconfiarmos da sua plausibili-
dade. No entanto, estaria a andlise de Kalmar correta? Voltemos nossa atengdo a
funcdo y. Kleene (1974, 317), logo no inicio do capitulo sobre funcdes parciais
recursivas, apresenta uma fungdo equivalente, mas com o intuito de exemplificar
uma funcdo ndo computdvel. De acordo com ele, sua ndo computabilidade se jus-
tifica da seguinte maneira: se for o caso de existir um y para o qual ¢(p,y) =0,
basta persistirmos o suficiente nos célculos sucessivos de 0(p,0),0(p,1),0(p,2)...
que eventualmente encontraremos um ¢ tal que ¢(p,q) = 0. Nao obstante, se ndo
existir tal y, a persisténcia calculando suas instancias sucessivas, por maior que seja,
nunca serd suficiente para nos assegurar que ele ndo existe. Como y tem infinitas
instancias, mas s6 podemos examinar um nimero finito delas, o fato de ndo termos
encontrado um g tal que ¢(p,q) = 0 pode-se dever apenas a um exame incompleto.
Nesse sentido, a computabilidade de y depende de termos condi¢des de determinar
efetivamente o valor de verdade da proposi¢do Jy(¢(p,y) = 0). Parafraseando Kle-
ene, Y é computdvel se e somente se a proposi¢do Jy(d(p,y) = 0) for efetivamente

decidivel.

O fato do carater computdvel de ¥ depender da decidibilidade da proposicao
Jy(0(p,y) = 0) é fundamental para compreender que a andlise de Kalmar ndo afeta
a tese de Church. Como visto na cita¢do acima, Kalmar diz que, quando ndo existe
um y tal que ¢(p,y) = 0, o método para calcular y(p) consiste em demonstrar, num
numero finito de passos e fora do contexto de um sistema fixo de postulados, que
tal y ndo existe. Contudo, ele ndo apresenta um método efetivo por meio do qual
tal demonstracao poderia ser executada. Nao havendo um método efetivo, eventual-
mente, a demonstracao de que ndo existe um y satisfazendo aquelas caracteristicas
pode vir a tona, mas isso dependeria da engenhosidade de alguém que demonstrasse
tal resultado. Desse modo, o0 método proposto por Kalmar nao € efetivo justamente
porque ndo tem a caracteristica de ser mecanico, consequentemente, a proposicao
Fy(d(p,y) = 0) ndo é decidivel, logo, o argumento de que W seria computével, acar-

retando assim a implausibilidade da tese de Church, nao tem fundamento?.

Kleene, que esteve presente no coléquio que deu origem ao artigo de Kalmdr,

2Na literatura, encontramos diversos artigos e resenhas que criticam a posi¢io de Kalmar, como:
(NELSON, 1987), (MENDELSON, 1963), (SZABO, 2017), (KLEENE, 1987). Em particular, Mos-
chovakis (1968, 472), a semelhanga do que apresentamos aqui, alega que o procedimento apresen-
tado por Kalmdr, o de demonstrar por um meio correto arbitrdrio, ndo € efetivo. Cabe também
mencionar Mendelson (1963, 203), para o qual a argumentacdo de Kalmar s seria vélida se assu-
missemos a hipdtese de que “o conjunto de demonstracées por ‘meios corretos arbitrdrios’ fosse
efetivamente enumerdvel”.
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faz o seguinte relato’:

I was present at the Amsterdam Colloquium of 1957 when my good friend Laszl6 Kal-
madr presented his argument against the plausibility of Church’s thesis; I immediately
concluded, as fast as I heard it, that he had not given an effective procedure for deciding

as to the truth or falsity of (x)7 (n,n,x). He would not be able to tell me in advance in
a finite communication (no matter how long we both should live) what set of atomic
rules would completely govern the concrete steps in his search for proofs by “arbitrary

correct means” of (x)T(n,n,x). I refrained from embarrassing him at the Colloquium

by asking him for them on the spot (KLEENE, 1987, 494).

Se considerarmos o que Kalmar entende por calculabilidade efetiva, podemos
compreender melhor a sua posicdo, apesar disso ndo ser suficiente para validar o
seu argumento. Szabd (2017), com bastante detalhes, nos mostra como o entendi-
mento de Kalmar dessa nocao estd estreitamente vinculado ao seu posicionamento
filoséfico, que, no que diz respeito ao nosso interesse, pode ser sumariado nestes

dois pontos:

(i) Kalmér partilha com Hilbert a convic¢do de que ndo ha ignorabimus na ma-
temdtica — uma solucdo sempre pode ser encontrada para um problema bem

formulado;

(i1) O desenvolvimento da matematica ndo tem fim, assim, além de seus funda-
mentos nunca poderem ser fixados de um vez por todas, novos métodos sao
constantemente incorporados, permitindo que problemas antes tidos como
insoludveis sejam solucionados, ou melhor, “todo problema se tornara soluci-

ondvel em algum momento™*.

Diante disso, causa menos estranhamento o fato de Kalmar ter argumentado
pela computabilidade de y. Em consonincia com o seu ponto de vista filoséfico,
ainda que o valor dessa fun¢do ndo seja no presente conhecido, em algum momento
ele se revelard, gracas ao incessante desenvolvimento da matematica, que incorpora
novos métodos e soluciona problemas até entio nio resolvidos. E nesse sentido que
Kalmar parece empregar o termo “efetivo”, i.e., pretendendo dizer que a solugdo de

um problema matemadtico bem formulado estd determinada a ser encontrada:

We regard as effectively calculable any arithmetical function, the value of which can be
effectively calculated for any given arguments in a finite number of steps, irrespective
how these steps are and how they depend on the arguments for which the function
value is to be calculated. In particular, I do not suppose the calculation method to be

‘uniform’ (KALMAR, 1959, 73).

A uniformidade de um método € alcancada apds o estabelecimento de uma certa

pratica ou teoria, unificando o que antes parecia desconexo: ‘“‘several methods in

3Ele emprega aqui o predicado T', o qual é explicado na se¢io 3.2, abaixo.
4(SZABO, 2017, 2).
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algebra, geometry and theory of numbers which are now regarded group-theoretic
methods were not considered as uniform before group-theory has been discovered”
3. Consequentemente, se exigirmos de um método efetivo que ele seja uniforme,
ele serd relativizado a uma época especifica do desenvolvimento da matematica, o
que contrariaria a posi¢ado filoséfica descrita em (ii). De fato, assumindo o ponto de
vista de Kalmar, a tese de Church seria uma restri¢do a noc¢ao de calculabilidade efe-
tiva, além de que, por meio dela, poderiamos concluir que existem problemas cuja
solucdo nunca seria alcancada, a despeito de todo desenvolvimento da matematica

futuro®.

No entanto, essa interpretacdo ndo corresponde ao que comumente se entende
por computdvel, ou seja, ao que se entende por uma func¢ao executada por um mé-
todo efetivo. De acordo com o que ja esclarecemos sobre essa nocdo, é essencial
a um método dito efetivo que a execucdo que ele descreve possa ser conduzida de
maneira mecanica, nao basta meramente que o resultado esperado seja determinado
ap6s um numero finito de passos. E, notoriamente, ndo ha nada de mecanico em
contar com o desenvolvimento da matemdtica para que um problema possa ser so-

lucionado.

3.2 Péter

Péter (1959), ao contrério de Kalmar, argumenta contra o que se chama de sen-
tido fraco da tese de Church, i.e., o que diz: se uma fun¢do for recursiva geral,
entdo ela é executdvel por um método efetivo. O ponto central de seu argumento
defende a ideia de que ndo se pode substituir construtivamente a no¢ao intuitiva de
func¢do calculdvel pela nocdo formal de funcao recursiva. No seu artigo — comuni-
cado no mesmo coléquio em que se apresentou Kalmér —, apds apresentar diversos
exemplos de fungdes recursivas, alegando a importancia que a exigéncia de cons-
trutividade exerce na formagdo do conceito que as caracterizam, ela pergunta: “can
the general recursive functions be correctly called all ‘effectively calculable’, i.e.,
‘constructive’’?” Em seguida, Péter diz o que ela entende por funcgio recursiva

geral:

A general recursive function is indicated by a system of equations, where it is assumed
that from any given place there is a finite calculation procedure by which the values for
the variables and substitutions of identicals by the identicals is established, and clearly

3(KALMAR, 1959, 73).

6(SZABO, 2017, 8-9).

"Note-se que Péter trata ‘construtivo’ como sinénimo de ‘efetivamente calculdvel’. Nesse sen-
tido, quando ela fala sobre a definicdo de construtividade, estd falando sobre a definicdo da nocao
intuitiva de método efetivo (cf. (MENDELSON, 1963, n. 6)).
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provides the value of the contemplated function at the specified place (PETER, 1959,

grifo nosso).

Chamando a atengdo para o existencial que ocorre na caracterizacdo acima,
Péter argumenta que duas defini¢cdes de funcdo recursiva geral estdo em jogo, uma
na qual aquele existencial € interpretado classicamente, outra na qual € interpretado

intuicionisticamente. A partir disso, ela faz a seguinte afirmagao:

Now, the classic concept of the general recursive function is not constructive, and the

intuitionistic one contains a vicious circle: here the occurrence of ‘there is’ in the
definition should be constructive — but it was precisely with this definition of general

recursiveness that we wanted to exaclty define constructivity.
Para elucidar esse ponto, podemos reconstruir a argumentacao da seguinte ma-

neira, destacando as hipéteses envolvidas:

(1) Uma funcdo € recursiva geral se existe um sistema de equacdes que derive, por

um procedimento de cdlculo finito, seus valores;

(2) O existencial em (1) deve ser interpretado intuicionisticamente. Se assim nao o
fizermos, havera funcdes recursivas gerais nao construtivas, i.e., fun¢des para

as quais ndo conhecemos um método efetivo que as calcule;

(3) Defini-se a no¢do de construtividade por meio da de recursividade geral.

Logo, (3) € circular, pois a nocdo de recursividade geral pressupde a de construti-
vidade. Numa palavra, a inten¢do da interpretacdo intuicionista da no¢ao de recur-
sividade geral era usar esta no¢do para definir a de construtividade, mas a no¢ao
de recursividade geral, se lida intuicionisticamente, envolve a no¢io de construtivi-
dade.

Péter também chama a aten¢do para a ocorréncia de um existencial no teorema
da forma normal, de Kleene, o qual estabelece que toda funcdo recursiva geral pode
ser concebida numa forma especifica. Esse teorema envolve o predicado recursivo
primitivo 7' (i,a,x), que diz o seguinte®: i estd para o indice de uma maquina de
Turing M;, cuja descricdo de seu comportamento foi codificada pela aritmetizacao
de sua sintaxe, dando-nos assim um nimero natural i; Assim, M;, quando aplicada a
um argumento a, completard no Momento x (mas nao antes disso) a computacao de
um valor ¢;(a). Dito isso, qualquer fungao recursiva geral f pode ser representada

na seguinte forma normal:

f(a) =def U(;L‘XT(i7a7x>)>

8Cf. (KLEENE, 2002, 243).
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onde U é uma fung¢@o recursiva primitiva, cujo valor é ¢;(a), e u é o operador de
busca minima, que neste caso se refere a0 momento x em que M; acaba de completar
a computacdo do valor que diz respeito ao argumento a. Péter atenta entdo para o
fato de que tal forma normal corresponde a uma fun¢do recursiva geral apenas no

caso de existir um x tal que 7'(i,a,x) seja o caso, por isso

here, again, we have to deal with this ‘there is’, which must be constructively construed
if one wants to name by it the constructively defined function [...], so here we have the

circle again (PETER, 1959).

Carnielli e Epstein argumentam que no caso desse existencial o problema da
circularidade envolve a questdo de podermos prever recursivamente quais com-
putacdes param, ou seja, se podemos decidir efetivamente (i.e., construtivamente,
usando os termos de Péter) se existe o x que ocorre no predicado 7. Contudo, de
acordo com o que ficou conhecido como O Problema da Parada, pode-se demons-
trar, por uma argumentacao envolvendo diagonalizacdo, que ndo € possivel construir
uma maquina de Turing que compute uma fun¢do y;(a) definida de tal modo a re-
tornar o valor 1 se a mdquina parar quando tiver a como argumento, ou retornar o
valor 0, caso contrdrio. Assim:

[O] requerimento de saber antecipadamente que as computagdes param, a fim de que

a funcdo seja julgada computdvel, ndo tem forga contra a caracterizacdo de processos

efetivos (em oposicao a fungdes) como programas recursivos parciais. A significacdo

da insolubilidade do problema da parada é que a noc@o fundamental € aquela de pro-

cedimento efetivo, ndo de fungdo efetiva: o que € efetivo passo a passo pode nio nos
conduzir a lugar algum (CARNIELLI; EPSTEIN, 2009, 305).

Reforcando essa posicdo, os autores citados acima nos remetem a seguinte opi-

nido de Godel, mencionada por Wang:

Godel points out that the precise notion of mechanical procedures is brought out clearly
by Turing machines producing partial rather than general recursive functions. In other
words, the intuitive notion does not require that a mechanical procedure should always
terminate or succeed. A sometimes unsuccessful procedure, if sharply defined, still is
a procedure, i.e. a well determined manner of proceeding. Hence we have an excellent
example here of a concept which did not appear sharp to us but has become so as a
result of a careful reflection. The resulting definition of the concept of mechanical by
the sharp concept of ‘performable by a Turing machine’ is both correct and unique’
(WANG, 1974, 84).

Considerando isso, é valido notar que ¢;(a) se trata de uma funcio parcial'’, pois
nao estard definida para as varidveis i e a se ndo existir um x que satisfaca o predi-

cado T acima.

Encontramos outras reagdes as criticas de Péter. Mendelson (1963, 202) assume

um ponto de vista cldssico e diz que o existencial que ocorre na tese de Church —

9Mosconi (2014, 39), referindo-se 4 mesma passagem, comenta: “Moreover, this definition
avoids debates about the classical vs. constructivist interpretation of the existential quantifier in-
volved in the definition of a total function.”

10(KLEENE, 2002, 244).
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o que afirma existir um procedimento finito de cdlculo — ndo deve ser interpretado
intuicionisticamente, argumentado que para uma fungdo ser computdvel ndo preci-

samos conhecer o procedimento que a calcula:

[Flor a function to be computable by a system of equations it is not necessary that

human beings ever know this fact, just as it is not necessary for human beings to prove

a given function continuous in order that the function be continuous.

Quanto ao segundo existencial, Mendelson é da mesma opinido de Carnielli e
Epstein: ao se calcular o valor de uma fun¢ao computdvel ndo ha um limite sobre
o nimero de passos envolvidos no cdlculo, tampouco é preciso saber previamente
quantos passos serdo utilizados. Assim, argumentando por uma interpretacao clés-
sica dos existenciais, ndo haveria motivo para se preocupar com um problema de
defini¢do circular, e ndo s6 por isso, Mendelson ainda argumenta que a tese de
Church néo se trata de uma definicdo, mas de uma equiparagdo entre extensoes de

duas nog¢des distintas:

Church’s Thesis is not a definition; rather it states that the class of general recursive

functions has the same extension as the class of effectively computable functions; and

the latter class has its own independent intuitive meaning. Thus, there is no vicious

circle implicit in Church’s Thesis (MENDELSON, 1963, 203).

Moschovakis (1968, 471) também faz um comentério sobre o artigo de Péter.
De acordo com ele, no artigo haveria uma confusdo entre duas nocdes distintas,
a de “demonstracdo construtiva” e a de “funcdo computdvel”. A maior parte das
sentencas da matemadtica informal tem sentido para uma diversidade de matemati-
cos, apesar de que a maneira de compreendé-las estd relacionada as bases filos6ficas
assumidas por cada um. Assim, para um intuicionista, a tese de Church sera convin-
cente apenas se ela implicar que o cardter computdvel de uma determinada funcdo
envolve uma demonstracao construtiva de que ela € recursiva geral, a qual testemu-
nhard a existéncia de um sistema de equagdes que a calcula. J4 para um cléssico,
uma demonstracao indireta de recursividade geral envolvendo o principio do ter-

ceiro excluido seria o suficiente para atestar a computabilidade de uma funcdo.

O mesmo autor ainda acrescenta que € de se esperar uma hesitacao da parte dos
intuicionistas na aceitacao da tese de Church, pois além deles terem uma compre-
ensdo bastante apurada sobre o que consiste ser computavel, a tese demandaria algo

bastante forte, a saber:

[A]ny proof that a proposed algorithm of any kind will always terminate and produce
the values of a function will actually yield a set of equations from which the values of
the same function can be computed in a canonical way (MOSCHOVAKIS, 1968, 472).
Moschovakis conclui dizendo que, apesar de acreditar que a interpretacao intuici-

onista da tese de Church seja a mais relevante (além de considera-la verdadeira —
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neste caso se opondo a visdo de Péter, que a considera circular), ele reconhece que

a interpretacdo cldssica também faz sentido.

Aqui nos concentramos nas criticas de Péter e nas reagdes que dai se origina-
ram. Contudo, € valido deixar registrado que Heyting (1966) também fez 0 mesmo
tipo de critica concernindo o sentido fraco da tese de Church, ressaltando que, se a
demonstracdo que estabelece que uma determinada funcao € recursiva geral ndo for
construtiva, ndo seria legitimo, a0 menos a partir de um ponto de vista intuicionista,

considera-la computdvel.

Tal questdo ndo é desconhecida de Church (1936), que na nota 10 do seu ar-
tigo diz que devemos considerar “the existential quantifier which appears in our
definition of a set of recursion equations in a constructive sense”’, tampouco ¢é des-
conhecida de Kleene (1974, 319): “we should not claim that a function is effectively
calculable on the ground that it has been shown to be general recursive, unless the
demonstration that it is general recursive is effective”. Contudo, nenhum deles pa-
rece se dar conta da circularidade af envolvidall, sobretudo Kleene, que utiliza o
termo “efetivo” tanto para se referir as fungdes definidas como recursivas gerais,
quanto para se referir a como deve ser uma demonstragdo que estabelece que uma

certa funcdo € recursiva geral.

3.3 [Extensao de um algoritmo

A seguir, analisaremos, por meio de alguns exemplos, em que medida algumas
das criticas dos construtivistas a tese de Church se fundamentam na recusa de se

aceitar uma concep¢do meramente extensional de algoritmo.

Rogers (1967, 9) argumenta que devemos fazer uma distin¢gdo entre um algo-
ritmo e uma fun¢do computdvel por um algoritmo, que sdo funcdes cuja atribuicao
de valor a seus argumentos pode ser executada mecanicamente. Nesses termos,
fungdes computdveis sdo extensdes de algoritmos, de modo que uma mesma funcao

pode ser descrita por algoritmos diferentes. Consideremos entdo as fungdes g e g’

abaixo:
Exemplo 3.3.1.
1, se uma sequéncia consecutiva de pelo menos x digitos 5
glx) = ocorre na expansao decimal de T;

0, caso contrario.

"'Para obter a nogio que ird definir o que é um método efetivo, pressupde-se a no¢io de método
efetivo.
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Exemplo 3.3.2.

1, se uma sequéncia consecutiva de exatamente x digitos 5
/ ~ .
gx)= ocorre na expansio decimal de T;

0, caso contrdrio.

Desse modo, distinguindo um algoritmo da sua extensdo, a fungdo g é con-
siderada computdvel, pois ela necessariamente deve estar inclusa na lista abaixo,

composta apenas por funcdes que podem ser especificadas por um algoritmo'?:

h(x) = 1 para todo x

ho(x) = 1 se x = 0; para todos os outros x, hg(x) =0

hi(x) =1 sex =0 ou 1; para todos os outros x, i (x) =0
hy(x) =1sex=0, 1, ou 2; para todos os outros x, (x) =0

he(x) =1sex=0,1,2,..., ou k; para todos os outros x, i (x) =0

Se existem sequéncias arbitrariamente longas de digitos 5 na expansdo decimal de
T, entdo g = h; ndo havendo nenhum digito 5 na expansdo de ®, g = hop; e se, de
modo geral, existe uma sequéncia de no maximo k digitos 5 na expansado de T,
g = hi. Em outras palavras, ou g é uma fun¢@o constante cujo valor para qualquer

argumento € 1, ou existe um certo k, tal que:

g(x) =1, parax <k,
e g(x)=0, parak < x.

Assim, podemos dizer que, para cada um desses dois casos — da fun¢@o cons-
tante e de g(x) para um certo k — existe a derivagdo de uma fungdo recursiva geral,
apesar de ndo sabermos qual derivagcdo lhe corresponde, ou qual algoritmo a tem

como extensao.

Quanto a fun¢do g/, ndo se conhece nenhum algoritmo que a compute, € como a
expansdo decimal de 7 € imprevisivel, ndio podemos apresentar uma lista exaustiva

de fung¢des computdveis na qual g’ se encontraria.

O que podemos concluir desse exemplo € que um intuicionista ndo aceitaria,
pelo menos nos termos da argumentacdo acima, que g € uma fungcdo computével.
A justificacao da existéncia de um procedimento efetivo para computar g se baseou

num principio cldssico rejeitado pelos intuicionistas, a saber, a conclusdao de que

12Cf. (CARNIELLI; EPSTEIN, 2009, 102).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 3. CONTRA-ARGUMENTOS A TESE DE CHURCH 50

algo existe a partir da demonstracdo da impossibilidade de que esse algo nao possa

existir, 1.e.:

~ Vx ~ P(x) — 3xP(x)

Na mesma dire¢do, encontramos este exemplo em Enderton (2010, 5):

Exemplo 3.3.3.

F(x) 1, se a conjectura de Goldbach for verdadeira;
X)) =
0, se a conjectura de Goldbach for falsa.

Ele alega que F' é uma fungdo total constante, e por essa razdo ¢ efetivamente cal-
culdvel. O fato dela ser constante se justifica pelo emprego do principio cldssico
do terceiro excluido: existe ou ndo existe um nimero par que € contraexemplo da
conjectura. Contudo, ainda que F seja efetivamente calculdvel, ndo sabemos qual
procedimento (algoritmo) calcula os seus argumentos, o que s retorna 1 como va-
lor, ou o que s6 retorna 0. Na mesma direcao do que ja apontamos acima, Enderton
afirma que a propriedade de calculabilidade efetiva € extensional, ou seja, hé vérias
maneiras de se descrever F, de lhe atribuir um algoritmo, sendo que o fato de ndo
sabermos qual algoritmo lhe corresponde ndo interfere na sua propriedade de ser
efetivamente calculdvel:
For a function to be effectively calculable, there must exist (in the mathematical sense)
an effective procedure for computing it. That is not the same as saying that you hold
such a procedure in your hand. If, in the year 2083, some creature in the universe
proves (or refutes) Goldbach’s conjecture, then it does not mean that F will suddenly

change from noncalculable to calculable. It was calculable all along (ENDERTON,
2010, 5, grifo do autor).

Para Bridges, exemplos como esse revelam consequéncias indesejaveis origi-
ndrias do uso de principios cldssicos, uma vez que contrariam nossas praticas com-
putacionais, onde o conhecimento de qual algoritmo descreve uma certa funcdo

computavel é fundamental:

What would happen to an employee who, in response to a request that he write soft-
ware to perform a certain computation, presented his boss with two programs and the
information that, although one of those programs performed the required computation,
nobody could ever tell which one?

With classical logic, there seems to be no way to distinguish between functions that are
computed by programs which we can pin down and those that are computable but for
which there is no hope of our telling which of a range of programs actually performs
the desired computation (BRIDGES, 2012b, viii-ix).

Imagine entdo um empregado que apresentasse uma lista infinita de fun¢des com-
putdveis e dissesse que o programa requerido denotaria alguma entre elas, como

vimos no caso respectivo a funcao g.
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Exemplos como as fun¢des g e F' acima seriam um contraexemplo da tese de

Church? Enunciemos a tese nos seguintes termos:
Uma fungdo f é computdvel se e somente se for uma func¢ao recursiva geral.

Uma maneira de falsificar a tese seria apresentar uma fun¢do considerada com-
putdvel — i.e., cuja execugdo segue um procedimento algoritmico —, mas que nao
pudesse ser formalizada por nenhuma fun¢io equivalente as funcdes recursivas ge-
rais. Se a tese tivesse sido enunciada propondo uma equivaléncia entre fungdes
computaveis e funcoes recursivas primitivas, um contraexemplo seria o exponen-
cial generalizado de Ackermann, uma funcao para a qual se tem um algoritmo, mas
que ndo pode ser derivada como uma fung¢ao recursiva primitiva (ROGERS, 1967,
8). Por essa razdo, a tese de Church envolve a nocao formal mais abrangente de

func¢do recursiva geral.

Voltemos ao nosso exemplo. E conveniente que separemos as duas partes do

bicondicional presente na tese:

(1) Se f for uma func¢do computavel, entdo € recursiva geral.

(2) Se f for uma funcgdo recursiva geral, entdo € computdvel.

Se quisermos considerar g ou F um contraexemplo da tese por meio da falsifi-
cacdo de (1), devemos, antes de mais nada, apresentar quais os algoritmos que as
computam, pois, do contrario, ndo as considerariamos computéveis (intuitivamente
falando). Desde um ponto de vista intuicionista, g € F ndo sdo computdveis por-
que nao temos condi¢des de indicar um algoritmo que as execute, logo, elas sequer

podem ser consideradas candidatas a um contraexemplo de (1).

Desde um ponto de vista cldssico, g ou F sdo computdveis, contudo ndo sao
contraexemplos de (1), dado que podemos demonstrar (classicamente) que existem
fungdes recursivas gerais que as calculam, apesar de nao podermos indicar qual é
a funcdo recursiva geral em questdo. Para que g ou F fossem um contraexemplo
de (1), teriamos que mudar nosso ponto de vista classico ao passar do antecedente
para o consequente, ou seja, assumiriamos tais fun¢des como computdveis, mas
acabariamos por dizer que elas ndo sdo recursivas gerais, ja que ndo terfamos como

indicar guais fungdes recursivas gerais as executam.

Considerando que a personalidade de um classico € mais duradoura do que a
passagem de um antecedente a um consequente, analisemos (2). Um intuicionista

nao consideraria g ou F recursivas gerais, justamente porque (ainda, talvez) nao se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 3. CONTRA-ARGUMENTOS A TESE DE CHURCH 52

demonstrou a existéncia'?® de uma funcio recursiva geral que calcule alguma dessas
fungdes, logo, por essa via ndo temos condi¢des de falsificar (2). Por outro lado, um
cldssico diria que g ou F sdo recursivas gerais, argumentando a sua maneira sobre
a existéncia de funcdes recursivas gerais que as calculam, como vimos na sec¢io
anterior. A partir dai, vemos facilmente que as func¢des apresentadas pelo classico
como candidatas a computacao de g ou F' ndo contrariam a nossa no¢ao intuitiva do

que consideramos como computavel.

Nao obstante, alguém por fora da discussao “classico versus intuicionista” po-
deria simplesmente alegar: “ora, g ou F' ndo me parecem de modo algum func¢des
que poderiamos chamar de computaveis, e se alguém me disser que existe uma fun-
cdo recursiva geral que compute alguma delas, posicionar-me-ia de maneira bas-
tante suspeita a respeito da existéncia dessa fungcdao”. O que temos aqui ndo € uma
refutacdo da tese de Church no sentido de que possa haver uma fun¢do recursiva
geral para algo que ndo consideramos computdvel, mas uma suspeita a como um
cldssico concebe a existéncia de tal funcdo. Nesse sentido, podemos dizer que a
tese de Church nao estd sendo refutada, pelo contrério, ela estd sendo utilizada para

demonstrar consequéncias contraintuitivas do pensamento classico.

Quando se fala, por exemplo, que todas as fungdes executdveis por uma ma-
quina de Turing sdo computaveis, o que se pretende dizer € que qualquer tabela de
instrucao que constitui uma méaquina de Turing pode vir a ser referida como a ex-
tensdo de algum algoritmo, ou seja, trata-se de uma questdo puramente extensional,
ndo entra em consideracdo o sentido que uma determinada tabela pode ter — se ela
estd somando nimeros, ou se os valores de saida representam os valores de verdade
de uma certa sentenca, por exemplo. E interessante ressaltar que as méaquinas de
Turing sdo recursivamente enumeraveis, ou seja, podemos produzir mecanicamente
infinitas maquinas de Turing, contudo, conhecer o sentido dessas maquinas — o que
elas estdo computando —, trata-se de uma outra questdo. Numa palavra, apds defi-
nir o que ¢ uma maquina de Turing, podemos dizer: qualquer maquina que venha
a ser construida de acordo com essa defini¢do € computavel, pois serd constituida
por uma tabela de instru¢des que podem ser executadas mecanicamente; ou entao:
qualquer algoritmo que venha a ter alguma dessas maquinas como extensao terd o

seu cardter algoritmico reafirmado.

Argumentos contra a tese de Church que procuram sustentar a ideia de que a
classe de funcdes recursivas gerais € maior do que a classe de fungdes computaveis,
i.e., de que existem funcdes recursivas gerais ndo computdveis, ultrapassam o am-
bito da compreensdo extensional descrita acima. Nao poder identificar qual funcao

recursiva geral (ou qual tabela de instru¢cdes de uma méquina de Turing) executa

I3Existencial compreendido intuicionisticamente, ndo custa lembrar.
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uma determinada tarefa demandada pelo sentido colocado por um método ou pro-
blema de decisdo em nada afeta o cardter computdvel das fungdes recursivas gerais.
A questdo é: diante de qualquer fung¢ao recursiva geral que nos pudesse ser apresen-
tada, pela maneira como seria construida notariamos que ela ndo contrariaria nossas
intuicdes bdsicas que ratificam o que legitimamos como computdvel. Neste caso,

estamos nos referindo a prépria fungdo recursiva geral, nao a sua descric¢ao.

Entendemos que € estranho dizer que F' € computdvel (exemplo 3.3.3), algo
bem mais contraintuitivo do que dizer que ela ndo o €. No entanto, o fato de atribuir
um carater computdvel a /' em nada tem a ver com a tese de Church, pois esta
nao diz respeito a relagdo entre a extensdo de uma funcdo e a sua descricio. A
tese de Church no sentido fraco diz apenas o seguinte: apresentada uma funcado
recursiva geral (ndo a sua descrigcdo), nao temos razdes para duvidar de seu carater
computavel. Agora, que F (uma mera descri¢do) seja dita computével pelo fato de
existir, apesar de ndo termos condi¢des de identificar, uma fun¢do recursiva geral
que a compute € um problema epistemoldgico relacionado a aceitacao do principio

de bivaléncia, ndo um problema que diga respeito a tese de Church.

3.4 Kripke

Consideraremos agora um argumento atribuido a Kripke'4, em que, a partir da
teoria do Sujeito Criador, de Brouwer, constrdi-se uma fungdo computavel que ndo

é recursiva geral .

Seja f uma funcdo definida da seguinte maneira, onde K é um conjunto re-
cursivamente enumerdvel, mas ndo recursivo (como, por exemplo, o conjunto de

teoremas de uma légica de primeira ordem nao monéadica):

Exemplo 3.4.1.

0, se Oun ¢ K;
f(n,m) =

1, se ndo € o caso que [,,n ¢ K.

A notacdo L], p, concebida com o intuito de formalizar alguns dos principios da

filosofia da matemdtica de Brouwer, foi formulada por Kreisel e Kripke, que quer

14 Aparentemente, Kripke nunca publicou esse contraexemplo. Podemos encontré-lo no artigo An
interpretation of intuitionistic analysis (1978), de van Dalen, contundo, por conter erros tipograficos,
que foram corrigidos na apresentacio exposta no artigo The foundations of mathematics as a study
of life: An effective but nonrecursive function (2008), de van Atten, seguimos este dltimo.

SVoltaremos a esse argumento na segdo seguinte, analisando algumas criticas feitas por
Sundholm.
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dizer “O matematico ideal obteve no momento m uma demonstracdo da proposi¢ao

p”. Assim, podemos formular os seguintes principios:

1. A proposicao matematica p é verdadeira se e somente se foi demonstrada em

algum momento pelo matemaético ideal:

p < dml,p

2. O matematico ideal nao esquece o que ele demonstrou (monotonicidade):

VmVn(Opp — Opgnp)

3. Em qualquer momento o matemadtico ideal é capaz de decidir se uma propo-

sicdo p foi demonstrada ou ndo:
Vm(Owp V. ~ Onp)

van Atten analisa a equivaléncia expressa pelo principio (1) em suas duas dire-
coes. A implicacao

p — dmUy,p

se justifica pelo fato de que, intuicionisticamente, uma proposicao sé é verdadeira
a partir do momento em que pode ser demonstrada. E como uma demonstragdo se
d4 por meio de uma experiéncia matemética — a qual ndo pode ocorrer fora do fluxo
temporal — vivida pelo matematico ideal, este pode construir um ndmero m a fim de

indicar 0 momento em que essa experiéncia se passou.
Ja a implicacdo
dmU,p — p

¢ justificada pelo fato do matemadtico ideal ndo cometer erros, ou seja, a sua experi-

éncia de uma demonstragdo de p é condi¢do suficiente para a sua verdade.

Elucidados esses pontos, podemos agora ver que, juntamente com a definicao

da fun¢do f, segue-se que:

n¢ K < Imf(n,m)=0

Assumindo a verdade de Imf(n,m) = 0 para algum n, temos, pela defini¢do de f,
que o matemadtico ideal possui uma demonstragdo de n ¢ K no momento m, i.e.,
n ¢ K é verdadeira (as demonstragdes do matematico ideal sdo sempre corretas).

Por outro lado, assumindo a verdade de n ¢ K, intuicionisticamente isso quer dizer
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que o matemadtico ideal possui a sua demonstracdo, a qual, de acordo com (1) acima,

foi experienciada em algum momento m, logo Imf(n,m) = 0.

Para o matematico ideal, a funcdo f é computavel, dado que, de acordo com
(3), ele pode decidir, para qualquer momento dado, se uma proposi¢ao foi demons-
trada ou ndo, seja consultado sua memoria (monotdnica, (2)), se m situar-se no
passado, seja conduzindo sua atividade matematica até m, caso este esteja situado
no futuro. Contudo, assumindo que f seja uma fungdo recursiva, obtemos uma con-
tradicao, vejamos. Um teorema da teoria da recursdo, vélido tanto classicamente
como intuicionisticamente, diz que, se uma relagdo R(x,y) for recursiva, entdo o
conjunto S definido como S = {x|JyRxy} é recursivamente enumerdvel. Assim,
considerando f(x,y) = 0 uma relagdo recursiva, e levando em conta o fato de que
n¢ K < 3mf(n,m) =0, temos que o complemento do conjunto K é recursiva-
mente enumeravel. Ademais, um outro teorema da teoria da recur¢do afirma que um
conjunto S € recursivo se tanto S como o seu complemento forem recursivamente
enumeraveis. Como, por hipétese, K é recursivamente enumerdvel, segue-se que K
¢ recursivo. Todavia, isso nos coloca em contradicdo com a hipdtese de que K ndo
€ recursivo, ou seja, f € computdvel mas ndo recursiva, pois se a assumimos como

tal, somos levados a uma contradi¢do.

3.5 Sundholm

De acordo com a concepcao cldssica e platonista de funcdo, uma funcdo de-
finida sobre N — N é concebida como um conjunto F de pares ordenados (n,m),
onde ndo hd ms distintos para um mesmo n, i.e., se tivermos os pares (n,m) € (n,m’),
entdo m = m’. Tal conjunto ocorre num nivel bem baixo da hierarquia cumulativa
de conjuntos (cf. se¢do 4.1.1), e apenas ordinais finitos de von Neumann — os ele-
mentos de U{¥,} — ocorrem na primeira posi¢do do par ordenado. Diante disso,
Sundholm (2014, 2) chama a aten¢do para o sentido das palavras calculate, com-
pute e reckon, dizendo-nos que em todas elas se pressupde um suporte sobre o qual
calculamos (computamos, contamos, etc.), sejam dedos, pedras, numerais ou sinais.
Contudo, concebendo uma funcdo por meio do conjunto F acima, um objeto situ-
ado na hierarquia cumulativa e independente de qualquer notagdo, a intuicao basica

de que calculamos sobre algo € perdida.

Consideremos mais uma vez o predicado 7" de Kleene (cf. se¢do 3.2), expresso

no interior da sentencga abaixo:

(Je:N)(Vk:N)(3n:N)(T(e,k,n) & (k,U(n)) € F).
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Nos trés primeiros parénteses, encontramos os quantificadores e a explicitacao de
seus respectivos dominios; do lado esquerdo da conjung¢do se encontra o predicado
T, com sua interpretagdo usual; do lado direito, a forma dos pares ordenados per-
tencentes a F', cujo primeiro elemento consiste no argumento ao qual a maquina M,
se aplica, e o segundo consiste no valor resultante dessa aplicagdo quando o pre-
dicado T € verdadeiro. Lendo essa sentenca a partir de uma perspectiva cléssica,
a sua verdade apenas diz que na ontologia formada pela hierarquia cumulativa de
conjuntos existe um numero natural e com certas propriedades. Neste caso, nada é

dito a respeito da calculabilidade da funcdo cuja extensdo seria F, desse modo:

For calculability to be guaranteed the calculating agent has to know that [the sentence]

is true, and also understand the codings involved in order to reconstruct the algorithm

from the Kleene-code e. Clearly, not just the function graph (extensionally conceived)
is relevant for computability: the way in which the function is actually presented to us
plays a decisive role here (SUNDHOLM, 2014, 2, grifo do autor).

Saber que a sentenga acima € verdadeira envolve apresentar uma mdaquina de
Turing M, cujo comportamento € descrito por e. Neste contexto, ndo seria va-
lida uma demonstracao (classica) indireta da existéncia de e, pois € imprescindivel
termos em maos o procedimento que calcula os argumentos k, que consiste na des-
cricao de um método efetivo que toma uma certa expressao e a transforma por meio

de uma sequéncia discreta de passos.

Se nos atermos apenas ao aspecto extensional de uma func¢ao, distanciamo-nos
da nog¢do de calculabilidade entendida como um método de operar sobre algo, pois
poderiamos, como o faz Enderton (2010, 5) ao se referir a funcao envolvendo a con-
jectura de Goldbach, expressa no exemplo 3.3.3 acima, ignorar qual o procedimento
que calcula seus valores e ainda assim consideréd-la calculdvel. Para Sundholm
(2014, 2), por outro lado, uma func¢io como aquela (se ela for uma fun¢io — como
ele enfatiza) ndo pode ser valorada hoje: “we have no way of reckoning out a va-
lue for, say, [F(14)], or indeed for any other argument. The values of a function,
when calculable, can perhaps be calculated by means of a certain uniform program
or procedure.” Assim, enquanto na concepgao cldssica a descri¢ao do precedimento
que calcula os valores de uma fun¢@o consiste apenas num aspecto linguistico aces-
sorio da no¢do de calculabilidade, na concepg¢do construtivista, € uma caracteristica

fundamental.

A citacdo acima, ao se referir ao que garante a calculabilidade de uma fungdo,
menciona um agente calculador que tem conhecimento do algoritmo que conduz a
valoracdo dos argumentos. No entanto, isso ndo quer dizer que a condicao de cal-
culdvel pressuponha a viabilidade de uma execugdo prética do algoritmo por parte
de um agente, trata-se apenas de uma possibilidade em principio. H4 célculos que,

de um ponto de vista pratico, podem demandar recursos que extrapolam os limites
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da fisica, mas nem por isso deixam de ser um método efetivo de valoracdo — caso
houvesse recursos suficientes, o calculo seria levado a cabo. O mais importante a
ser compreendido nesse caso diz respeito a questao de conhecer o algoritimo. Tanto
para um construtivista quanto para um cldssico uma fungio sé pode ser considerada
calculdvel se a sua operacdo € caracterizdvel por um algoritmo. O que os coloca
numa posicao divergente estd relacionado a como associar a fun¢do que se diz cal-
culdvel ao algoritmo que a define como tal: para um cldssico considerar uma fungao
calculavel, basta demonstrar que existe um algoritmo que a calcula, mesmo que nio
tenhamos condicdes de apresentd-lo. Consequentemente, pode acontecer, como
na funcdo F, de um cldssico ndo saber, dado qualquer argumento, como proceder
(ainda que em principio) com a sua valoracdo, pois o que garante a calculabilidade
de F ndo inclui a posse de um algoritmo, mas apenas uma demonstracdo indireta de
sua existéncia. Tal condi¢ao ndo € toleravel por um construtivista, por esse motivo
se fala de um agente calculador, visando salientar o fato de que ter um algoritmo em

maos, i.e., conhecé-lo, é imprescindivel para a no¢do de calculabilidade construtiva:

For the Platonist, calculability is, as we already said, ‘extensional’, and pertains to

the function as a mathematical object, but in no way as to how, if at all, that object

is epistemically given to mathematical agents. A constructivist mathematician, on the
other hand, will insist on the algorithm being known to define a function, and hence, at
least in principle, possible to execute (SUNDHOLM, 2014, 4, grifo do autor).

No contexto do construtivismo, considerando a no¢do de aplicagcdo como pri-
mitiva, dizer que f € uma funcao de o a f3, i.e., sobre a0 — P, significa que podemos
aplicar f a qualquer argumento a € o e obter, por meio de um cdlculo que nao ig-
noramos, o valor f(a) € B. Adentrando aqui no terreno da teoria intuicionista de
tipos (TIT), de Martin-Lof (1984), isso nos da a explicacdo do sentido (meaning
explanation) de um juizo da forma f : o — . Desse modo, conhecendo esse juizo,

a inferéncia abaixo é vélida por “estipulacio”!®:

aco

fla) B

No paragrafo anterior dissemos que podemos aplicar f a qualquer argumento
a € 0, 0 que nos compromete com uma no¢ao de fungdo total. De fato, de acordo
com Sundholm (2014, 3), no construtivismo uma funcao deve ser definida para to-
dos os elementos do seu dominio, 0 que impde uma certa compreensao paradoxal
a nocao de fungdo parcial, uma vez que uma fun¢@o que nio se aplica a certos ele-
mentos do dominio ndo seria exatamente uma funcao. Nesse sentido, “parcial” ndo
seria uma propriedade especifica a algumas fun¢des, mas uma caracterizagdo que

nos colocaria de fora do préprio terreno das fungdes. Sundholm alerta entdo para o

16(SUNDHOLM, 2014, 3).
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fato de que a expressao fungdo recursiva parcial, introduzida por Kleene, pode ser
enganosa. Se a lemos como “fung¢do parcial que € recursiva”, deparamo-nos com
o problema de falar de uma func@o ndo definida para todos os seus argumentos,
por outro lado, se a lemos como “fun¢@o que € parcialmente recursiva”, isso pode
dar a entender que, apesar de falarmos de uma funcao total, aconteceria, por al-
gum motivo, dela ndo ser totalmente recursiva. O melhor entdo seria falarmos sobre

“relacdes funcionais recursivamente enumeraveis, sejam elas totais ou nao”17,

Voltando a questdo sobre a divergéncia entre um cldssico e um construtivista
a respeito da nocdo de calculabilidade, temos que no caso dos primeiros, os quais
podemos caracteriza-los como platonistas realistas (para os quais objetos abstratos
existem independentemente de serem conhecidos ou ndo), a condi¢do de um ato
epistémico de conhecimento estar correto se deve a um objeto na ontologia; quanto
aos segundos, o préprio ato de conhecer produz o seu objeto de conhecimento!S.
Dadas essas duas concepg¢oes divergentes, Sundholm (2014, 5) observa que tanto
no contexto do construtivismo como no do ndo construtivismo podemos encontrar,
por exemplo, a funcdo +, definida por meio das equagdes recursivas usuais. No
entanto, ele pergunta, trata-se da mesma fungdo, s6 que em contextos diferentes?
Haveria uma parte em comum partilhada entre os diferentes contextos, a qual a
funcdo + pertenceria? Ou haveria um contexto mais amplo (“possivelmente inco-
erente”) que abrangesse igualmente entidades construtivas e ndo construtivas? Sua
resposta consiste em favorecer uma concep¢ao que considera duas funcoes distintas,
~+con» +elas, cada qual pertencente ao seu respectivo contexto. Nesse caso, para um
platonista, a funcdo +.,s, de maneira independente de suas equacdes recursivas,
corresponderia a um conjunto de €nuplas ordenadas, cabendo a ontologia, a me-
dida que € descrita corretamente, ratificar a validade dessas equagdes. Sundholm da
a essa concepcao o nome de descritivismo ontolégico platdnico, em que questdes

sobre sentido, verdade e conhecimento sdo fundamentadas por uma via realista.

Por outro lado, no contexto do construtivismo, 4+, nao existiria sem a sua de-
finicdo, neste caso, dada pelas equacdes recursivas. E ha aqui um aspecto temporal
importante, pois ndo teriamos a fun¢do +,, ainda que fosse logicamente possivel
que a sua definicao tivesse sido obtida num momento anterior ao do seu surgimento
efetivol®. Além disso, se considerdssemos o construtivismo a partir do intuicio-
nismo de Brouwer, estariamos igualmente no ambito de um descritivismo ontol6-

gico, ou seja, em ultima instancia, no que concerne a questdes de sentido, verdade

17“recursively enumerable functional relations, whether total or not” (SUNDHOLM, 2014, 3).

18<The Platonist realist reduces the rightness of the epistemic act of knowledge to an object in the
ontology, whereas for the constructivist the act is sui generis and yields the object of knowledge”
(SUNDHOLM, 2014, 4).

19(SUNDHOLM, 2014, 5).
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e conhecimento, a palavra final € da ontologia, contudo o que teriamos seria uma

ontologia idealista, constituida a partir de constru¢cdes mentais:

Both intuitionism and platonism therefore are versions of ontological descriptivism. In

intuitionism, the ontology is idealist, in the sense that its objects are mental constructi-

ons, whereas in platonism the ontology is realist, in the sense that the objects are not of

our making but self-subsistent (SUNDHOLM; van ATTEN, 2008, 71).

Em todo caso, ndo aparenta haver um lugar neutro a partir do qual tanto um cl4s-
sico como um construtivista poderiam falar de uma mesma funcao +, o que carac-
terizaria o que Quine (1986, 81) denominou de dilema do logico desviante (deviant
logician’s predicament): “when he [the deviant logician] tries to change the doctrine
he only changes the subject”. Ao se optar por um determinado contexto, diferentes
sentidos sao atribuidos ao vocabuldrio subjacente (que, sem as devidas indicagdes,
como os subindices clas e con, ¢ comumente partilhado), consequentemente, cada
contexto serd dotado de uma interpretacio distinta, ou seja, os contextos ndo fa-
rio referéncia aos mesmos objetos. E nesse sentido que Sundholm (2014, 5) diz que
“[n]either [the classical or the constructive mathematician] would have access to the
object of the other”. Assim, ndo havendo um contexto neutro, € preciso a0 menos

deixar claro o que se entende pelo contexto assumido.

Elucidemos entdo o que entendemos por uma funcdo construtiva. Para tanto,
adotaremos o ponto de vista da TIT, cujo sistema formal procura legitimar-se filo-
soficamente. Na secao seguinte faremos uma apresentacao sucinta sobre os elemen-
tos bésico da TIT, e a seguir, na secao subsequente, trataremos especificamente da

no¢ao de fungdo construtiva compreendida a partir dai.

3.5.1 Proposicao, juizo, verdade e outras nocoes

De acordo com o construtivismo matemético, ndo podemos legitimamente ga-
rantir que algo existe se ndo oferecermos explicitamente os meios que produzam (ao
menos em principio) um exemplar do que se alega existir. Em outras palavras, uma
alegacdo de existéncia construtivamente valida envolve a explicitacdo dos meios de
instanciagdo, os quais mostrardo como construir o objeto do qual se afirma a exis-
téncia®®. Na TIT, essa exigéncia se encontra na elucidacio do sentido de um juizo

da forma

o existe.

20(SUNDHOLM, 2014, 7), ou como dizem Bridges e Palmgren (2018): “Constructive mathema-
tics is distinguished from its traditional counterpart, classical mathematics, by the strict interpretation

3 9

of the phrase ‘there exists’ as ‘we can construct’ ”.
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o, é um tipo, seja por ser um tipo basico (como o tipo dos conjuntos?!), introduzido

diretamente pelo axioma

o : tipo,

seja por ter sido gerado pelas regras que se aplicam a esta forma de juizo, deri-
vando novos tipos. Contudo, isso ndo garante a existéncia de o, para tanto é preciso
explicitar como obter uma de suas instancias, o que se da por meio da demonstra-
¢do de um juizo da forma a : o.. Tal forma de juizo ocorre como a conclusao de
uma demonstragdo onde se constréi um objeto a do tipo o, que na TIT pode ser
lido como um método que, quando executado, produz um objeto candnico de d.

Compreendida essa forma de juizo, a inferéncia

a:. o
o existe

manifesta por si mesma a sua legitimidade, exprimindo a ideia construtivista de que
para uma afirmacio de existéncia € imprescindivel a apresentacdo de um procedi-
mento capaz de produzir instincias do que se afirma existir>?. Vale lembrar que a
nog¢ao de existéncia aqui tratada — a existéncia de um tipo ot — ndo é a mesma nocao
de existéncia proposicional, representada pelo quantificador 3. Na ordem das ra-
zdes, esta € posterior aquela. Se ndo houvesse tal distin¢ao, a elucidagdo do sentido

de existéncia incorreria num circulo vicioso?3.

Isso nos leva a distin¢@o entre proposicao € juizo, que por sua vez acarreta uma
distin¢do entre duas nog¢des de verdade, a de verdade de uma proposi¢ado e a de ver-
dade de um juizo. Ao contrdrio do que ocorre no ambito cldssico, no intuicionismo

uma proposi¢do ndo € definida em termos de condi¢des de verdade:

2I(MARTIN-LOF, 1994, 91).

22 A principio, a elucidagdo do sentido de tais juizos pode dar espaco a uma certa ambiguidade,
afinal, o que existe, o tipo & ou o objeto a que o instancia? Incorpora-se aqui, de certa forma, a
nocdo fregiana de que predicagdes de existéncia sdo de segunda ordem, ou seja, ndo predicamos
diretamente de um objeto (entidade impassivel de ser insaturada) que ele existe, mas que o conceito
sob o qual ele cai € instancidvel. Além disso, na TIT, dado um tipo o qualquer, podemos formar o
tipo de seus objetos, i.e., objetos(Qt), 0 que se exprime pela seguinte regra:

o : tipo
objetos(al) : tipo.

Assim, mais uma vez, para que possamos asserir o juizo objetos(a) existe, devemos ter condigdes
de asserir a : objetos(a), o que é bastante natural, pois o que se diz é que um tipo constituido por
objetos de um certo tipo sé existe a partir do momento em que tais objetos possam ser gerados por
um método. A conclusdo da regra de inferéncia acima pode ser entendida como refletindo a no¢éo de
tipo de individuos, retratada por t:tipo, da teoria simples de tipos de Church (cf. Martin-Lof (1994,
91)).

Z3(SUNDHOLM, 2004, 404, n. 6).
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Classically, a proposition is nothing but a truth value, that is, an element of the set of
truth values, whose two elements are the true and the false. Because of the difficulties
of justifying the rules for forming propositions by means of quantification over infinite
domains, when a proposition is understood as a truth value, this explanation is rejected

by the intuitionists (MARTIN-LOF, 1984, 11 (6)).

Baseando-se em Heyting e Kolmogorov, Martin-L&f (1984, 6 (4)) diz que uma
das maneiras de conceber intuicionisticamente a no¢ao de proposi¢cdo € compreendé-
la como a expressdo de uma expectativa a ser realizada, ou como a expressao de um
problema a ser resolvido, de maneria que compreendemos o sentido proposicional
quando sabemos quais seriam as condicdes para realizar a expectativa expressa, ou,
nos termos de Kolmogorov, quando sabemos quais seriam as condi¢des para so-
lucionar o problema expresso. Na TIT, isso € elucidado em termos da no¢ao de
prova, i.e., uma proposi¢do A exprime as condi¢des que nos permitem reconhecer a

existéncia de uma prova a de A quando nos deparamos com ela:

a proposition is defined by laying down what counts as a proof of the proposition,
grllzg(zggtsition is true if it has a proof, that is, if a proof of it can be given (MARTIN-LOF,
1984, 11 (6)).

Entendendo uma proposi¢dao em termos de condi¢cdes de prova, podemos asso-
ciar uma proposicdo A ao tipo prova(A), habitado por objetos-prova que realizam
as condig¢des delimitadas por A. Tal tipo € compreendido em termos de como 0s
objetos-prova canonicos de A podem ser formados e em termos de quando tais ob-

jetos sdo iguais. Isso nos permite a seguinte equagao:

A proposicdo A é verdadeira = prova(A) existe,

onde a nocdo de existéncia deve ser lida intuicionisticamente: prova(A) existe se
temos a posse de uma de suas instancias, i.e., de um dos elementos que o habita.
Dizendo de outra maneira, asserir a verdade de uma proposicao pressupde a posse
de um objeto-prova que realiza as condi¢des de prova delimitadas pela proposi-
95024.

Além de uma proposicdo ser aquilo sobre o qual atribuimos verdade ou fal-
sidade, ela constitui o que combinamos por meio das constantes l6gicas. Assim, a
partir das proposi¢des A e B, podemos formar, por exemplo, a proposi¢ao A A B, que
exprime a expectativa de obter um objeto-prova a de A e um objeto-prova b de B,
i.e., tal proposicdo € verdadeira desde que tenhamos condi¢cdes de obter um objeto-
prova ¢ que tenha ou se reduza a forma < a,b >, um par ordenado constituido pelos

objetos-prova das respectivas proposi¢des componentes da conjuncao.

24(MARTIN-LOF, 1994, 94).
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Entendidas as no¢des de proposi¢do e de verdade de uma proposi¢do, a no¢ao
de juizo se impde de imediato. Uma proposi¢ao, por si sO, ndo tem forca assertiva,
ela apenas veicula um contetido que pode ser verdadeiro ou falso, deixando a um
juizo o papel de se comprometer com um desses valores de verdade. O esquema

abaixo elucida esse ponto®:

A € verdadeira
~—~

proposi¢do

~
juizo

Tal como hé proposi¢des de diferentes formas, obtidas a partir da articulacdo
das diferentes constantes 16gicas, a TIT também possui diferentes formas de juizoS.
O sentido de um juizo € elucidado em termos do que devemos conhecer a fim de
podermos justificd-lo, o que lhe atribui um carater primordialmente epist€émico. No
caso do juizo acima, para sabermos que A é verdadeira devemos conhecer uma
prova que realiza a expectativa expressa por A, ou nos termos da associagdo apre-
sentada cima, devemos conhecer um objeto-prova habitante do tipo prova(A). Isso
elucida, em termos proposicionais, a seguinte regra de inferéncia, andloga a que

tratamos na ocasido em que falamos da existéncia de um tipo:

a: prova(A)
A é verdadeira

Ou seja, a proposicao A é verdadeira porque o conjunto prova(A) existe, cuja exis-

téncia se deve a posse de um de seus habitantes.

Mas como obtemos o conhecimento necessdrio para justificar um juizo? Por
meio de uma demonstracdo, a qual consiste num encadeamento de raciocinio que
conduz a evidéncia do juizo demonstrado, i.e., 0 juizo que figura como conclusio
da demonstracdo. No que concerne a forma de juizo acima, o ato de demonstrar cul-
mina na construcao do objeto-prova cuja existéncia legitima a veracidade do juizo
A é verdadeira. Para salientarmos a distin¢do da nocdo de verdade aqui envolvida,
diremos que um juizo € correto, ao invés de dizermos que ele é verdadeiro. Assim,
temos: uma proposicdo é verdadeira quando existe um objeto-prova que realiza a

sua expectativa, ao passo que um juizo da forma A é verdadeira é correto se po-

25(MARTIN-LOF, 1987, 409).

26«[..] there are also hypothetical judgements, or consequences, general judgements, and
hypothetico-general judgements, which all have their own characteristic forms. [...] as we can-
not limit in advance our logical operations, we cannot limit in advance our forms of judgement”
(MARTIN-LOF, 1998b, 104). Para as diferentes formas de juizo da TIT, cf. (MARTIN-LOF, 1984,
53)).
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demos conclui-lo de uma demonstra¢do na qual se evidencia como construir um

objeto-prova de A.

No esquema acima, que ilustra o envolvimento entre proposi¢cdo e juizo, os
pontos na vertical estdo para uma demonstracdo. Enquanto uma proposi¢cdo ocorre
no interior de um juizo, este ocorre apenas como premissa ou conclusdo de uma
demonstracdo, e dado que esta se caracteriza por ser um ato de conhecimento, jui-
zos, produtos do ato de demonstrar, sdo alegacdes de conhecimento?’. Procurando
entdo fixar uma terminologia, distinguiremos entre objeto-prova, proposi¢ao, ver-
dade, demonstracdo, juizo e corre¢do: uma proposicdo estabelece o que seria um
objeto-prova que a tornaria verdadeira; um juizo assere que uma certa proposi¢ao
¢ verdadeira, estando correto quando a demonstracdo que o tem como conclusio
nos faz conhecer a construcao do objeto-prova que realiza as condi¢des delimitadas

pela proposi¢do cuja verdade € asserida pelo juizo em questdo.

Além das nog¢des acima, precisamos ainda elucidar as nocdes de consequéncia,
implicacdo e inferéncia. Na TIT, essas no¢Oes assumem formas e justificacdes de
validade ou de valores de verdade distintas. Uma consequéncia nao € uma proposi-
cdo, mas um juizo envolvendo proposi¢des, onde a verdade de uma delas depende
da suposicdo da verdade de outra (ou outras, no caso de um contexto abrangendo
mais de uma hipétese). Como lemos em Sundholm (2012, 951), tal como obtemos
a forma de juizo

A é verdadeira

empregando a forma

... é verdadeira

a proposicdo A, a forma de juizo
B € verdadeira sob a condi¢do de que A € verdadeira
¢ obtida empregando a forma de juizo dependente
... € verdadeira sob a condicao de que A é verdadeira
a proposicdo B. Na TIT, representamos essa forma de juizo por
B é verdadeira [A € verdadeira].

Deve-se notar que temos aqui um juizo hipotético, ou, como também podemos cha-

2T(MARTIN-LOF, 1987, 417). Observe-se que um juizo basico, que pode ser introduzido direta-
mente como premissa numa derivacdo, € considerado como uma demonstragio de si mesmo.
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mar, uma consequéncia aberta’®, dado que a dependéncia da hipétese de que A é
verdadeira ndo foi anulada por nenhuma regra inferencial pertinente ou por uma

demonstracdo que evidenciasse a correcdo do juizo A € verdadeira.

Por outro lado, uma implicacdo é uma proposicao de forma A — B. Para que
tenhamos o direito de asserir que uma proposicdo dessa forma é verdadeira, de-
vemos ter condi¢cdes de construir uma func¢do, definida por abstracdo lambda, que

transforma os objetos-prova de A em objetos-prova de B:

x:A [x:A]

b:B
Ax.b(x):A— B

Assim, da hipétese de que a proposicio A é verdadeira®®, que foi feita assumindo
um objeto-prova x, construimos o objeto-prova b da proposi¢cdo B. Dizemos que
este objeto-prova é dependente, uma vez que ele depende da hipotese em aberto
[x : A]. Dito de outro modo, a verdade da proposi¢do B depende da verdade hi-
potética da proposicdo A, i.e., a esta altura, temos a relacdo de consequéncia vista
acima. Contudo, pela operagdo de abstragdo-lambda propiciada pela regra de in-
trodugdo da implicagdo, construimos o objeto-prova independente Ax.b(x), em que
b(a) é um objeto-prova de B desde que a seja um objeto-prova de A. Nisso temos
uma derivacdo fechada da verdade da implicacdo A — B, ja que a dependéncia da
hipétese de que a proposicio A € verdadeira foi anulada ao se introduzir a constante

l6gica da implicacao e ao se fazer a abstracao-lambda sobre o objeto-prova x.

Por tltimo, temos a no¢do de inferéncia, caracterizada por um ato que permite
obter um juizo a partir de outro(s). Note-se que se tratam de juizos, ou seja, a ver-
dade das proposicdes constitutivas dos juizos que ocorrem como premissas € conhe-
civel, e por meio do ato inferencial adquirimos um novo conhecimento: um juizo
feito, que corresponde a conclusdo da aplicacao de uma inferéncia a(s) premissa(s).

Isso concorda com a seguinte concepg¢ao fregiana:

An inference [...] is the pronouncement of a judgment made in accordance with logical

28Sundholm (2006, 631) fala também de uma “assercio categérica de um enunciado condicional”,
mas preferimos, a fim de evitar confusdes, reservar a expressao “asser¢do categdrica” apenas aos
casos em que ndo hd nenhuma dependéncia a hipdteses.

2De fato, derivamos o juizo hipotético x : A [x : A] — que diz que a verdade de A depende de que
A seja verdadeira — da premissa A € uma proposigdo (cf. abaixo). Em deducdo natural, exceto pelo
fato de ndo haver juizos de formagdo, temos algo semelhante. A demonstragdo

A

consiste na demonstracio da férmula A a partir da hipdtese A. Desde que A ndo seja um teorema, tal
demonstragdo se encontra em aberto (cf. (THOMPSON, 1999, 9)).
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laws on the basis of previously passed judgments. Each of the premises is a determi-
nate thought recognized as true; and in the conclusion, too, a determinate thought is
recognized as true (FREGE, 1984, 318, grifo nosso).

Sundholm afirma que tal concepg¢do inferencial, em que premissas e conclusdes sao
compostas por juizos conheciveis, ndo contraria o uso que se faz de hipdteses nas
derivacdes em deducdo natural:
In general these derivations depend on open assumptions: accordingly the endfomula of
a derivation-tree will express a proposition that is not true outright, but only dependen-

tly true, that is, true, given the truth of the propositions expressed by the assumption-
formulae (SUNDHOLM, 2012, 946, grifo do autor).

Desse modo, num sistema de dedu¢@o natural uma das formas de juizo que constitui

os passos inferenciais € esta:

C é verdadeira desde que Ay, ...,A, sejam verdadeiras,

de maneira que uma inferéncia possa ser efetuada sobre juizos hipotéticos. Tratam-
se de juizos porque a no¢do de conhecimento da verdade estd envolvida, neste caso,

conhecimento de uma relacdo condicional.

A esta altura, ¢ importante ressaltarmos uma distingdo que se d4 entre dois

modos de um juizo ocorrer numa derivagdo. Vejamos o exemplo abaixo:

A

AVB

A premissa A, a menos que seja um teorema, trata-se de um juizo hipotético, o juizo
que afirma a verdade hipotética de A. Nesse sentido, a demonstracdo da conclusao
AV B se encontra em aberto. H4 duas maneiras de fechar a demonstracio: ou apre-
sentamos uma demonstracdo da verdade da proposicdo A, de modo que tenhamos
um juizo categdrico; ou anulamos a dependéncia da hipétese de que A € verdadeira,

por meio da regra de introdugio da implicacio’:

Na TIT, onde a disting¢do entre juizo e proposicao é explicita, e uma proposicao
pode ser entendida como o conjunto de seus objetos-prova, o juizo hipotético de

que a proposicdo A € verdadeira se exprime pela seguinte forma

300 juizo A entre colchetes, com o respectivo indice, serve para sinalizar em qual passo infe-
rencial a dependéncia subordinada ao juizo hipotético em questdo foi anulada. H4 também outras
regras inferenciais que anulam hipéteses, como a de eliminagdo da disjun¢éo, e a de eliminag¢do do
existencial.
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x:Ax:A]

o qual diz que o conjunto de objetos-prova A nao € vazio. Como se trata de uma
hipdtese, ndo temos a posse de um objeto-prova atual, por isso o emprego da varia-
vel x, que faz o papel de um nome indeterminado de um objeto-prova da proposi¢ao
(entendida como um conjunto) A. Além disso, como na TIT temos, além das regras
de introducdo e eliminagdo, as regras de formacdo (de conjuntos, tipos, proposi-
coes), introduzimos tal varidvel x a partir da premissa de que A € um conjunto, pois
para termos condi¢des de enunciar a forma de juizo A é um conjunto, devemos saber
como seus elementos candnicos sdo formados®!. Assim, temos a seguinte regra de

inferéncia:

A é um conjunto
x:A [x:A]

A respeito dela, Petersson e Smith fazem o seguinte esclarecimento:

Applying the assumption rule on the premise A set gives us the judgement x : A [x :
A]. We can see the variable x as a name of an indeterminate proof-element of the
proposition A. One way to discharge the assumption x : A is to find an element a in

the set A and substitute it for all free occurrences of x (NORDSTROM; PETERSSON;;
SMITH, 1990, 37, adaptamos a notacio a nossa)>~.

Como lemos na citacdo, uma maneira de eliminar a dependéncia subordinada a
hipétese [x : A] é encontrar um elemento a do conjunto A e fazer as substitui¢des
devidas nas ocorréncias de x, o que corresponde a obter uma demonstracio do juizo
categdrico a : A. Outra maneira da hipdtese ser eliminada, como j4 afirmamos, seria

pela regra de introducdo da implicagdo.

De acordo com Sundholm e van Atten, ao empregarmos a variavel x num juizo
hipotético da forma x : A [x : A], manifestando a intengdo de assinalar que ndo te-
mos a posse atual de um objeto-prova para a proposi¢ao A, isso nao quer dizer que

construgdes hipotéticas estdo sendo introduzidas:

In natural deduction, a derivation commonly begins with assuming that a proposition
A is true. One then shows that under this assumption, certain propositions are also

31(MARTIN-LOF, 1984, 8 (5)).

32Estamos utilizando o simbolo “:” tanto para os casos em que exprimimos a condicdo de um
objeto pertencer a um conjunto como para os casos de um elemento habitar um tipo, evitando assim
usar o simbolo “€” para exprimir a primeira condi¢do. Desde que A seja um conjunto, podemos
formar o tipo dos elementos de A, sendo que os elementos que habitam esse tipo sdo 0s mesmos ob-
jetos que pertencem a A, o que nos permite a seguinte definicdo (cf. (NORDSTROM; PETERSSON;
SMITH, 1990, 139)):

a€A = a:EIlA).

[t

De fato, usando “:” para tudo, resta apenas ao contexto determinar se num juizo da forma x: A a
expressdo A se trata de um tipo ou de um conjunto.
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true, for instance B, and may continue by concluding that the proposition A — B is true
outright, discharging the assumption that A is true. In terms of proof constructions,
it might seem (and it did to Griss) as if we had to start this derivation by introducing
a hypothetical construction for A. This semblance, however, is spurious, as a careful
analysis reveals that all constructions involved are actual (SUNDHOLM; van ATTEN,
2008, 69).

Os autores mencionados elucidam este ponto apelando a uma distingdo entre
duas nocdes de func¢io — e aqui retornamos ao foco de nossa atengdo. Numa delas,
chamada por eles de funcdo no sentido antigo, uma fungdo consiste numa expres-

33 _ utilizando a

sdo analitica numa variavel livre, ou numa expressao “insaturada
terminologia fregiana —, em que a obtencdo dos valores ocorre por meio de substi-

tuicdes das varidveis por argumentos adequados. Desse modo, a constru¢cdo

N é um conjunto
x:Nx:N]
Sx:N[x:N]
SSx: N [x: N]

demonstra que x+ 2 : N, desde que x : N, i.e., a consequéncia aberta expressa pelo
juizo hipotético x+2 : N [x : N]. Como Sundholm e van Atten (2008, 69) alegam,
a funcdo x + 2 ndo é um objeto hipotético, a constru¢do acima demonstra que ele
goza de uma existéncia atual, apesar de dependente: “Functions in the old-fashioned
sense are dependent objects of lowest level. Such dependent objects are not hy-
pothetical, but enjoy a perfectly actual existence”. Fala-se aqui de “nivel inferior”
em razdo do contraste com a no¢do de funcdo a seguir, em que hd uma abstracio

sobre a varidvel onde se faz a substituicao de argumentos.

A outra nocdo de fun¢do, que exprime a nocao moderna de mapeamento, con-
siste num objeto independente, obtido por uma abstracdo lambda que elimina o
carater dependente da fun¢do que figura numa consequéncia aberta. A obtenc¢do de
seus valores se da por meio do que no cédlculo lambda chamamos de reducio beta.
Assim, utilizando o mesmo exemplo, podemos construir o objeto, também atual,
Ax.(x+2), que figura no juizo Ax.(x+2) : N — N, derivado da conclusdo acima por

meio da regra de introducdo da implicacao.

Voltando a derivagdo de A — (A V B), analisada anteriormente, na TIT terfamos:

A é um conjunto
x:A [x:A] Y
i(x) :AVB [x:A]
Ax.i(x):A— (AVB)

33(SUNDHOLM, 2012, 954).
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Se A for um conjunto bésico da teoria, como, por exemplo, o conjunto dos nimeros
naturais N, cuja formag¢@o nido depende de nenhuma premissa, temos uma derivagao

fechada. Se ndo o for, o juizo A é um conjunto é hipotético>*:

Conjunto tipo
A : Conjunto [A : Conjunto)
EIl(A) tipo [A : Conjunto)
x:EI(A) [A: Conjunto, x: EI(A)],

de maneira que o fechamento da derivacao depende da eliminacdo das hipdteses
[A : Conjunto, x : EI(A)]. Cabe também mencionar que Ax.i(x), construido pela
regra de introdu¢do da implicagdo, ndo €, desde que a derivacdo seja fechada, um
nome indeterminado de um objeto-prova elemento de A — (A V B), tampouco um

objeto-prova dependente, garantindo-nos assim o direito de fazer o juizo categérico

A — (AV B) é verdadeira.

E o mais notdrio € que Ax.i(x), um objeto-prova atual, estabelece uma relagdo entre
objetos-prova elementos de A e objetos-prova elementos de AV B, mesmo que ndo
tenhamos a posse atual de nenhum objeto-prova de A. Em todo caso, vemos que o
preceito fregiano se mantém: numa inferéncia sempre passamos do conhecimento
da verdade de um juizo ao conhecimento da verdade de outro, apesar de que em

alguns casos o que temos é um conhecimento hipotético da verdade.

Vale ressaltar que o que carateriza de modo determinante uma inferéncia hipo-
tética ndo € a inferéncia em si, mas o fato de haver, nas premissas sobre as quais se
aplica a regra inferencial, a ocorréncia de a0 menos uma proposi¢ao cuja verdade
ndo € conhecida ou dependa de uma demonstragdo que garanta a corre¢ao do juizo
que assere a sua verdade. Numa inferéncia aplicada a premissas compostas de pro-
posicdes conhecidas ou aceitas como verdadeiras, a conclusio obtida, além de ser
categdrica, ndo precisa ser relativizada a termos condicionais que apontam o card-
ter em aberto da corre¢do das premissas. A natureza hipotética de uma inferéncia
repousa sobre o conhecimento que se tem das proposi¢des que constituem as pre-
missas envolvidas, ndo sobre a ligacdo que se estabelece entre estas e a conclusao.
Assim, ainda que avancemos um argumento que recorra a uma forma condicional —

“se... entdo...” —, isso nio é suficiente para considera-lo hipotético’.

A proposi¢do condicional se a expansdo decimal de T tivesse o segmento inicial

3,123, entdo ela teria o segmento inicial 3,12, derivada por uma regra de introdu-

34Cf. (NORDSTROM; PETERSSON; SMITH, 1990, 142).
35(RESCHER, 1964, 2).
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cdo da implicagdo, ilustra bem a condi¢do de que, numa inferéncia hipotética, ndo
precisamos ter a posse atual de um objeto-prova que garanta a verdade da proposi-
¢do que ocorre na premissa. De fato, o antecedente a expansdo decimal de T tem o
segmento inicial 3,123 é sabidamente falso, i.e., um contra-factual. Contudo, ainda
assim podemos asserir categoricamente a implica¢do acima, pois podemos cons-
truir o seu objeto-prova, que consiste numa simples operacdo de remover digitos de
uma sequéncia. A existéncia atual desse objeto-prova poderia ser viabilizada pelo

principio de “transitividade da contengo de sequéncia de digitos™3°.

Elucidados esses pontos, podemos ter uma melhor compreensao da citacao se-

guinte:

[T]he truth of an implicational proposition, which is reduced to the existence of a (ca-
nonical) introductory proof-object, and this in turn depends on the existence of a depen-
dent proof-object for a hypothetical truth. This in turn is dependent upon the validity of
a number of inferences, that is, mediate acts of judgment. Thus, the validity of the act of
demonstration is here the linch-pin, and not that of propositional truth (SUNDHOLM,
1997, 211).
Lendo-a com vistas ao nosso exemplo: a verdade da proposi¢do A — (A V B) de-
pende da construgdo do objeto-prova Ax.i(x), obtida por meio da aplicagdo da regra
de introducdo da implicagdo sobre o objeto-prova dependente i(x), constitutivo do
juizo hipotético i(x) : AV B [x : A], que por sua vez depende dos outros juizos que

lhe antecedem no encadeamento das inferéncias>’.

Feitas essas elucidacdes, examinemos agora especificamente a no¢ao de funcao

construtiva.

3.5.2 A nocao construtiva de funcao

Tendo em conta que uma fun¢do acompanhada de um método (sob nossa posse)
que instrui como manipular seus argumentos ¢ uma fungio calculdavel, uma vez que,
dado um argumento x qualquer, sabemos como processéd-lo por meio da execucao
do método em questao, na matemadtica construtiva todas as fun¢des sdo calculdveis.
Isso porque, nesse contexto, a existéncia de uma fungdo deve ser garantida pela

instanciac@o explicita de um certo espaco funcional, representado por um tipo da

36(van ATTEN, 2009b, 130).

3Nio podemos esquecer que, sendo a derivacio fechada, ndo dirfamos “this in turn depends on
the existence of a dependent proof-object for a hypothetical truth”, dado que a regra de introducao
da implicagdo torna Ax.i(x) um objeto independente. De fato, para Martin-Lof (1994), quando temos
condicdes de asserir um juizo categdrico da forma a : A, tal juizo € analitico, ou seja, para eviden-
ciarmos a sua corre¢do ndo precisamos recorrer a demonstracdo que o tem como conclusdo, ela se
elucida pelo préprio sentido dos elementos que o compdem, isso porque, na teoria intuicionista mo-
nomorfica de tipos (cf. (MUNDIM, 2013, 87)), o objeto-prova ndo passaria de uma representacao
linear da demonstragdo que deriva o juizo em questao.
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forma oo — B. Nesse sentido, dirfamos que uma fungio néo se dissocia do método
que calcula seus argumentos, ela € o proprio método, o que vai de encontro a no¢ao
classica de funcdo, em que podemos colocar a fun¢do de um lado e demonstrar

(mesmo indiretamente) a existéncia de um método que calcularia seus argumentos.

Na TIT isso se dd de maneira explicita. Para demonstrarmos a existéncia de
um espaco funcional A — B, devemos realizar as condi¢des impostas pelo sentido
do conectivo —. Sendo assim, € preciso construir um objeto ¢ que se reduza a
forma candnica Ax.b(x), em que b(x) : B estd sob a condigcdo de que x : A4, i.e.,
uma funcdo que toma argumentos em A e produz valores em B. Juntamente com
a constante Ap, temos Ap(c,a), que consiste em aplicar ¢ a um argumento a : A,
dando-nos Ap(Ax.b(x),a), de acordo com a defini¢do de c¢. A execucdo de Ap é
definida pela regra de igualdade associada ao conectivo —, que neste caso se asse-
melha a uma conversio-f3, ou seja, Ap(Ax.b(x),a) = b[a/x| : B. Em outras palavras,
o que pretendemos dizer € que os critérios construtivos exigidos na demonstracao
do juizo ¢ : A — B sao suficientes para garantir que ¢ € calculdvel, pois o demonstra-
mos quando tomamos conhecimento de um método para computar os argumentos
x:A38

A partir disso, Sundholm (2014, 8) afirma que uma maneira de se obter uma
fun¢do ndo admissivel pelos critérios construtivistas seria fazendo uso de uma se-
paracgdo entre casos indecidiveis, como na fun¢do F do exemplo 3.3.3, que de modo

geral pode ser retratada da seguinte maneira:

Exemplo 3.5.1.

t, se A for verdadeira;

f, se A for falsa;

F'(x) =

onde t e f sdo valores de verdade, habitantes do tipo Bool, e ndo se tem uma de-

monstrac¢do construtiva do juizo:

(AV ~A) éverdadeira.

Um construtivista, além de ndo considerar F’ computédvel, sequer a conside-
raria uma funcdo bem definida®®. Um cldssico, por sua vez, pode considerar F’
ndo computdvel, a exemplo da fungdo g’ (exemplo 3.3.2), que pode ser vista como

um caso particular. De todo modo, ele ndo v€ em tais exemplos nenhum caso de

33(SUNDHOLM, 2014, 7).
3941 would say that [F’] has not been properly defined” (SUNDHOLM, 2014, 10).
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fun¢do mal definida, de fato, sua posicdo se justifica pela aceitagdo irrestrita da vali-
dade do principio do terceiro excluido: mesmo que ndo saibamos calcular nenhum

argumento dado, seu valor ja se encontra determinado, t ou f.

Ao comentar sobre as fun¢des recursivas gerais totais, i.e., a menor classe de
fungdes que inclui as funcdes iniciais — i.e., fungdo sucessora, fungdo constante e
fungdes de projecao — e € fechada pelas operagdes de composi¢do, recursido primi-
tiva e busca minima ilimitada regular*’, Sundholm (2014, 11) argumenta que para

garantir a totalidade da func¢ao ¢, a saber:

¢(x) —def .Uy(‘l’(xay) = 0)7

pressupde-se a verdade da proposicao

(Vo : N)(3y : N)(w(x,y) = 0).
E em nota (n. 21), ele continua:

The need for the known truth of the presupposition here constitutes another argument
against classical mathematical practice: unless known, mere truth of the totality presup-
position does not entitle one to introduce the minimalization in question as a function.
Trata-se aqui da mesma critica que analisamos na se¢do 3.2. Como argumen-
tamos naquela ocasido, um clédssico nio se incomoda com o fato de conviver com
fungdes recursivas gerais parciais, ou seja, fungdes para as quais a pressuposi¢ao da
verdade da proposicao existencial acima nio entra em questdo. Nessa perspectiva,
o que é mais relevante ao cardter computacional de uma fun¢do € a caracterizacio
precisa do procedimento que constitui 0 seu modo de operar, nio o resultado dessa
operacdo, pois ela pode mesmo ndo ter fim. De fato, essa critica ao cldssico se funda
na recusa de alguns matematicos construtivistas*! a darem legitimidade a funcdes

parciais, algo que se exprime na seguinte caracteristica da TIT:

Each function definable in the theory is total and computable. Intuitionistic type theory
is thus a typed functional programming language with the unusual property that all
programs terminate (DYBJER; PALMGREN, 2016, §1).

“0Uma fungdo g(x1,...,X,,y) é regular se e somente se for total e para todos os argumentos xi , ..., X,,
existe um y tal que g(xy,...,x,,y) = 0. Assim, dizemos que a operacdo u de busca minima ilimitada
¢ regular quando p,g(xy,...,x,,y) retorna o menor y para o qual o valor da fungdo regular g ¢ 0. Em

suma, tratando-se de fungdes recursivas gerais totais, a operacdo de busca minima nao pode envolver
fun¢des parciais.

41Aparentemente, para Sundholm (2014, 3), no contexto construtivista todas as funcdes devem
ser totais: “Since we discuss issues in constructivism our functions are fotal” (grifo do autor). Mas
em (DUMMETT, 2000, 276), lemos: “In intuitionistic mathematics, an operation or function, to be
recognized as such, must be effective. [...] But it is not required that the operation or function be
total, in the sense of being defined for every element of some species D”.
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Cabe ressaltar que podemos demonstrar, por um argumento de diagonalizagao,
que as fungdes recursivas primitivas (que sdo totais) ndo compreendem todas as
fungdes computdveis: enumerando todas as fungdes recursivas primitivas de apenas
um argumento, obtemos uma lista fy, f1, f>,... . A partir dai, definimos a funcdo
diagonal d(x) = f;(x) + 1. Contudo, por d ser diferente de todas as funcdes que se
encontram na lista, ela ndo pode ser considerada recursiva primitiva, apesar de que
a maneira como foi definida legitima o seu cardter computavel. Por outro lado, ndo
podemos enumerar efetivamente as funcdes recursivas gerais totais, pois ndo ha um
método efetivo capaz de decidir se uma funcao recursiva geral arbitraria € total ou
ndo. Em outras palavras, a proposicao acima, cuja verdade garantiria a regularidade
da operacdo de busca minima ilimitada, ndo € decidivel. Nao obstante, as fungdes
recursivas gerais parciais (das quais as func¢des recursivas gerais totais sao um sub-
conjunto) sdo efetivamente enumeraveis, ja que ndo precisamos distinguir entre elas

as que sdo totais. A partir disso, temos:

1) O resultado (naturalmente esperado) de que nem todas as fungdes numéricas
sdo computaveis. Sendo o conjunto destas ultimas (i.e., todas as funcdes de
N a N) inumeravel, ao passo que o conjunto das fungdes recursivas gerais
parciais é efetivamente enumerdvel, segue-se, pela tese de Church, que ha

mais fun¢gdes numéricas do que fungdes computdveis;

2) A indefinicdo do argumento sobre o qual a funcio da diagonalizacdo se aplica,
apds a enumeragao das fungdes recursivas gerais parciais, impede que surja
uma contradicdo, assim, nao se pode usar a diagonalizag¢do para dizer que a
funcao computdvel da diagonal ndo se encontra na lista das fungdes recursivas
gerais parciais. Quanto a este iltimo ponto, Enderton explica:

What if we try to “diagonalize out” of the class of general recursive functions, as we
did for the primitive recursive functions? As will be argued later, we can again make
a tidy list ¢g, 01,02, ... of all the one-place general recursive partial functions. And
we can define the diagonal function d(x) = ¢,(x) + 1. But in this equation, d(x) is
undefined unless ¢, (x) is defined. The diagonal function d is indeed among the general

recursive partial functions, and hence is ¢y for some &, but d(k) must be undefined. No
contradiction results*?> (ENDERTON, 2010, 20).

Sundholm (2014, 13), agora voltando-se ao sentido da tese de Church que diz

que toda funcdo recursiva*?

€ computavel, diz que estarfamos sendo apressados se,
baseando-nos no fato de que as proprias equagdes recursivas constituiriam um al-
goritmo para o calculo da fungdo recursiva em questio, a considerdssemos trivial.
Como temos dito, um intuicionista discordaria do cardter computdvel de uma fun-

¢do cuja unica evidéncia de sua computabilidade repousa sobre uma demonstra¢ao

#2Cf. também: (CARNIELLI; EPSTEIN, 2009, 174) e (SMITH, 2013, 294).
43Utilizaremos a expressdo “funcio recursiva” para nos referir as fungdes recursivas gerais (i.e.,
fungdes recursivas primitivas mais a operagao de busca minima), sejam elas parciais ou totais.
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ndo construtiva da existéncia de um algoritmo (ou uma equagdo recursiva) que re-

presenta a sua operacao:

When the demonstration that a function is general recursive is itself non-constructive, it
may well be that the function will not be computable. [...] a non-constructive demons-
tration that an algorithm (or code of algorithm) exists does not ensure calculability.
[...] the value of F/(14) cannot be calculated, whether by classical or constructive me-
ans. Hence, the classically defined function F, which is considered recursive by the
classical mathematician, is not calculable (SUNDHOLM, 2014, 13, grifo do autor. Al-
teramos a notagao para se adaptar a nossa).
Mas vale lembrar que ndo se trata aqui de aceitar como computdvel apenas as fun-
cOes para as quais se pode demonstrar construtivamente que existe uma funcao re-
cursiva que represente a sua operacao, pois isso estaria de certo modo pressupondo
a tese de Church, além de implicar que nossa intuicao ndo seria suficiente para rati-

ficar se uma dada fun¢do € computdvel ou ndo. Assim, um intuicionista nao diria:

(a) “S6 admito como computdvel as fungdes para as quais se tem uma demons-
tracdo construtiva da existéncia de um esquema de equacdes recursivas que a

calcula,”

mas diria:

(b) “Nao admito como computdvel uma fungdo para a qual a unica evidéncia de
sua computabilidade € uma demonstracao nio construtiva de que existe um

esquema de equagdes recursivas que a calcula.”

Em todo caso, seria legitimo atribuir a um intuicionista a seguinte fala:

(c) “S6 admito uma fun¢do como computdvel se a sua existéncia for devida a uma

demonstracdo construtiva,”

desde que ndo se considere a nocdo de demonstracdo construtiva como restrita a

nog¢des formais.

Assim, ndo se trata de admitir o cardter computdvel de uma fungdo em virtude
de haver uma demonstra¢do construtiva da existéncia de uma equagao recursiva que
calcula os seus valores — ou seja, ndo se pretende definir a nocdo de computavel
pela de recursividade. Uma func@o é computdvel simplesmente porque sua exis-
téncia foi demonstrada construtivamente. No intuicionismo, todas as funcdes sdo
computaveis, pois elas herdam essa propriedade do cardter construtivo das demons-

tracdes que as produzem, como vimos na TIT.
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E nesse sentido que Sundholm (2014, 14) questiona se a nogdo de fungéo re-
cursiva pode substituir a nocao de fun¢do empregada no contexto do construti-
vismo. Como ja comentamos (cf. sec¢do 3.2), tal substitui¢do implicaria um cir-
culo vicioso, pois uma demonstracdo construtiva da existéncia de uma certa fun-
cdo recursiva pode pressupor a no¢do de método efetivo que seria definida pela
propria fungdo cuja existéncia estaria sendo demonstrada. Na TIT isso € particu-
larmente claro. Nela, se quisermos empregar o operador de busca minima para
definirmos uma nova fungdo, devemos primeiro derivar a verdade da proposi¢ao
(Vx : N)(Jy : N)(y(x,y) = 0), contudo, nesta derivagdo estd envolvida o objeto-
prova que consiste num método efetivo que mapeia um elemento arbitrario x : N a
tripla (y,(p,q)), onde y : N, p é o objeto-prova que evidencia a verdade de y(x,y),
e g o objeto-prova que evidencia a verdade de (y(x,y) = 0). Ou seja, a menos que

a nocdo de método efetivo seja primitiva, o argumento se torna circular.

3.5.3 Os axiomas do sujeito criador

Na secdo 3.4 vimos um exemplo, baseado na teoria do sujeito criador e atri-
buido a Kripke, onde se apresenta uma fun¢do computdvel mas ndo recursiva, con-
trariando assim a tese de Church. Neste momento, a partir da elucida¢io das no¢des

discutidas na secao anterior, propomos repensar os resultados daquela secao.

Por meio da nocdo de sujeito criador, cuja aparicdo podemos reportar a obra
Essentialy Negative Properties, de 1948, Brouwer faz referéncia a um matematico
ideal, o qual desenvolve sua atividade ao longo do tempo. Com esse artificio, as
caracteristicas da no¢@o de verdade intuicionista sdo contempladas, uma vez que a
verdade de uma proposic¢ao nao € independente da atividade de tal matematico, que
constrdi a sua demonstragao num determinado estdgio do desenvolvimento do seu

conhecimento.

No que concerne ao seu carater abstrato, a nocdo de sujeito criador é aniloga
a nog¢do tedrica de computagdo, onde questdes sobre performance e complexidade
sdo desconsideradas em favor da de possibilidade em principio. O sujeito criador,
por exemplo, ndo enfrenta limitagdes de tempo e memoria, além de que ndo comete

€Iros €m suas COl’lStI'llgéGS matematicas:

The mind of the ideal mathematician is like ours, but perfect; contingent limitations
are abstracted from. For example, the idealization is made that any finite construction

process can be completed. A large finite number such as 10'0 then is accepted as a
construction for this reason (van ATTEN, 2008, 42).

Empregando tal no¢do, Brouwer desenvolveu métodos para criar contraexem-
plos de proposi¢des classicamente validas, que ficaram conhecidos como contra-

exemplos fracos e contraexemplos fortes. Os primeiros, apesar de ndo refutarem
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uma proposicao classicamente vélida, revelam que num dado momento nédo ha con-
di¢des para que possamos aceitd-la como demonstrada, pois 0 matemaético ideal ndo
teria evidéncia de sua verdade; quanto aos segundos, de fato se refuta um principio

cldssico, como a demonstracao de

~VxeR(~v~x>0 — x> 0),

onde o principio de eliminacdo da dupla negacio é negado™*.

Consideremos entdo os axiomas que procuram formalizar a compreensdo que
Brouwer tinha do sujeito criador. Devemos tal axiomatizacio a Kripke e Kreisel,
sendo posteriormente explorada de maneira sistematica por Myhill. De acordo com
Sundholm (2014, 16), a teoria do sujeito criador ganhou impulso a partir da intro-

ducdo, por Kreisel, da expressao

YXEnA

a linguagem da andlise intuicionista. Sendo m : N, e estando a letra grega X para o

3

sujeito criador, Kreisel (1967, 159) propde a seguinte leitura dessa expressdo: “o

sujeito (pensante) possui evidéncia para asserir A no momento m”*,

Nos axiomas abaixo, a expressdo X, ao contrdrio do que vemos no artigo de
Kreisel, ndo desempenha o papel de uma varidvel, e como sugere Sundholm (2014,
16), € melhor concebida se a lermos como sendo parte integrante do simbolo |.

Assim, temos:

(CS1) Para qualquer proposicdo A, ¥ -, A é uma funcio proposicional decidivel
de A, ou seja, (Vx:N)(ZH, AV ~XF,A);

(CS2) (Vx:N)(Vy :N)(ZF A — Tk, A);

(CS3) (Ax:N)(XZH,A) « A.
E considerando a contrapositiva da dire¢ao
(CS3) A — (Ix:N)(EH,A)

do axioma (CS3), Sundholm (2014, 16) também apresenta o axioma que ficou co-

nhecido como o axioma da caridade crista:

4(Cf. (BROUWER, 1975f).
43[T1he (thinking) subject has evidence for asserting A at time .
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(CO) ~ (Ix:N)(EF A) —» ~A.
Podemos fazer a seguinte leitura discursiva dessa formalizagio*®:

(CS1) O sujeito criador sabe se possui ou nao uma prova de A num dado estagio

x : N de sua atividade matematica;

(CS2) Nos estagios subsequentes, o sujeito criador ndo perde a posse das provas
que ja possui (ou poderiamos dizer: seu conhecimento tem um cardter cumu-

lativo);

(CS3) Diregao da esquerda pra direita: se o sujeito criador possui uma prova de
A, entdo A € verdadeira, i.e., ndo se tem uma prova de uma proposi¢ao falsa;
direcdo (CS3)’: se A for verdadeira, entdo existe um estagio x : N no qual o

sujeito criador possui a sua prova®’;

(CC) Se é impossivel (absurdo) que o sujeito criador possua uma prova de A, entdo
A ¢ falsa.

Apresentados os axiomas, Sundholm (2014, 16-21) d4 inicio a uma série de
ponderacdes concernindo a elucidacdo do sentido da expressdo X I, A. Ele trata
¥ F como um conectivo légico, sugerindo que a leitura dele proposta por Kreisel
nao é adequada. Uma de suas criticas consiste em dizer que devemos distinguir
entre dois usos da palavra “evidéncia”: “evidéncia para” (evidence for) e “evidén-
cia de” (evidence of). Em geral, um fil6sofo angl6fono interpreta essa palavra de
acordo com o sentido envolvido no primeiro uso, tendéncia que pode ser atribuida
ao emprego dela no ambito juridico, onde se apresentam evidéncias para compro-
var um certo fato. No entanto, por essa via € admissivel a ideia de uma evidéncia
insuficiente, ou seja, de que existem evidéncias inconclusivas para a comprovacao
de um fato, configurando assim um uso ndo compativel com o que se d4 na matema-
tica, pois ao apresentarmos uma demonstragdo como evidéncia para se asserir uma

proposicdo matematica, tal demonstracao deve ser conclusiva. Quando se trata do

46Cf. (LARGEAULT, 1993, 102), (TROELSTRA, 1969, 95), (TROELSTRA; DALEN, 1988,
236).

#TTroelstra e Dalen (1988, 236), sobre (CS3), afirmam: “[T]he solipsistic principle is assumed:
true is, for the IM [idealized mathematician], only what he discovers to be true in the course of his
own mathematical activity” (grifo dos autores). Além disso, vemos em (TROELSTRA, 1969, 96) a
proposta de uma “teoria fraca”, na qual se empregaria o axioma

A =~ (B0 N)(SH,A)

no lugar de (CS3), elucidado da seguinte maneira: “I am completely free in making deductions.
Hence if there is a proof of A, it is absurd that I would be able to prove that I will never find a proof
of A (at no stage will have evidence for A)”.
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segundo uso, que se refere aquilo que € evidente — que tem a qualidade de ser evi-
dente —, um angl6fono costuma empregar o termo “autoevidente” (self-evident), ndo
obstante, o que € autoevidente constitui apenas uma parcela daquilo que pode ser
considerado como tendo a qualidade da evidéncia, ou seja, nem tudo que € evidente
¢ autoevidente. Na matemadtica, por exemplo, um teorema, que consiste numa pro-
posi¢ao cuja verdade foi demonstrada, é evidente, mas nem sempre essa evidéncia
se manifesta pela andlise do teorema em si, € preciso recorrer a uma demonstracao,
composta por uma estrutura discursiva de inferéncias, as quais constituem uma ca-
deia de evidéncias que culminam na evidéncia do teorema demonstrado. Assim, a
leitura mais adequada do conectivo de Kreisel seria a que compreendesse o termo
“evidéncia” no sentido manifestado pelo uso da expressdo “evidéncia de”. Como
observa o proprio Sundholm, Kreisel (1967, 179) ja teria de certo modo se anteci-

pado a essa problemadtica ao fazer a observagao seguinte:

Very little of the ‘thinking subject’ is used [...] Instead of writing X I, I could write
Y, F A and read it as: the nth proof establishes A. In other words, the essential point
would not be the individual subject, but the idea of proofs arranged in an ®-order.
Todavia, no que concerne a acusacao de que o emprego de “autoevidente” como
sucedaneo do sentido de “evidéncia de” € inadequado, acreditamos que Sundholm

acaba por serrar o proprio galho em que estava sentado. Ele diz:

In the case of a propositio per se nota, its evidence is grounded in the propositio itself
and then self-evidence will be apt. When the evidence is mediate, rather than immedi-
ate, though, self-evidence clearly is out of place, since its evidence is not grounded in
the claim itself, but in that of other claims (SUNDHOLM, 2014b, 206, grifo do autor).

Mas logo adiante, no mesmo pardgrafo, lemos:

Something self-evident need not be at all obvious or patent. [...] Considerable expe-
rience might be needed in order to familiarize oneself with the concepts in question
before the self-evident status [...] is grasped. It is not for nothing that the scholastics,
for instance Thomas Aquinas in Summa Theologica, Q 11, Article 1, considers propo-
sitions that are per se nota (in se), per se nota ad nos and per se nota ad sapientes. We
might perhaps render this tripartite Thomistic distinction as self-evident, self-evident fo
us, and self-evident to the learned (SUNDHOLM, 2014b, 206, grifo do autor).
Ou seja, se a “consideravel experiéncia” de que ele fala significa que a evidéncia
envolvida ndo € imediata, isso apenas conta em favor de que o termo “autoevidente”
¢ adequado para se referir, também, ao que tem a qualidade de ser evidente de ma-
neira mediata. O que mais nos importa, entretanto, € destacar as nuangas do termo

evidéncia, que podem passar despercebidas numa tradu¢do ou uso inapropriados.

Na literatura, encontramos diversas outras propostas de como poderiamos for-
malizar o sujeito criador, por vezes também referido como sujeito criativo ou mate-

matico ideal:
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(i) Troelstra (1969, 95, §16): -, A, “[O] sujeito criativo tem uma prova de A no

estagio m, ou melhor, o sujeito criativo tem evidéncia para A no estagio m”;

(i1) van Atten (2008, 43): [,p: “O matematico ideal obteve no momento n uma

prova da proposicao p (cf. a se¢do 3.4);

(ii1) van Dalen e van Atten (2002, 522): [,A: “O sujeito criador experiencia A

(tem evidéncia completa para A) no momento n”;

(iv) van Rootselaar (1968, 188): P(c,m,A): o sujeito criativo 6 tem evidéncia para

asserir A no estagio m, onde 6 é uma varidvel que estd para sujeitos criativos.

Sundholm (2014, n. 32) menciona que van Atten também apresenta a seguinte
leitura: “o sujeito experienciou A em m”, a qual refletiria o preceito brouweriano
que diz que experienciar uma verdade é experienciar o &xito de uma construcao.
No entanto, tal leitura aparenta ambiguamente colocar no mesmo plano a condicao
de experienciar uma proposi¢ao e a de experienciar a verdade de uma proposicao,
ou seja, nos termos da TIT, ndo haveria diferenca entre fazer um juizo de formacao
(A € uma proposigdo) e fazer um juizo que assere a verdade de uma proposicao.
Quanto a nogdo de evidéncia completa que aparece em (iil), 1SS0 seria para evitar a

concepg¢do de uma evidéncia insuficiente, como vimos ha pouco.

Sundholm considera todas essas expressdes como se tratando de conectivos
proposicionais, alegando que, caso ndo o fossem, ndo poderiam ser usadas com
os quantificadores e conectivos que formam as proposi¢des presentes nos axiomas,
pois tal como apresentamos na se¢ao anterior, proposi¢des consistem naquilo sobre
o qual as operacdes das constantes ldgicas incidem. Mas sendo assim, deve-se
admitir que os conectivos introduzidos para formalizar o Sujeito Criador carecem
de uma explicacdo-de-sentido (meaning-explanation), tal como vemos na semantica
BHK*® ou na TIT:

[N]either Kreisel, or Van Rootselaar, nor, to the best of my knowledge, anyone else, has
offered a suggestion towards a ‘BHK’ account for what canonical proof-objects might
be for propositions built by means of such ‘Creating Subject’ connectives, and it is by

no means obvious how to provide one (SUNDHOLM, 2014, 18).

Nessa direcdo, a formalizagdo proposta por van Rootselaar possui ainda um
agravante. Sendo ¢ uma varidvel sobre “sujeitos criativos”, uma leitura constru-
tivista da quantificacdo determinaria a especificacdo de um dominio D para essa
varidvel, todavia, na formalizacao sugerida ndo ha nenhuma indica¢do de como se-

riam os elementos candnicos de D.

48Sobre a semantica BHK, cf. (TROELSTRA; DALEN, 1988, 9).
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Um outro ponto levantado por Sundholm (2014, 18) € que em tais formaliza¢des
anogdo de prova envolvida seria “muito comprometedora de um ponto de vista epis-
temol6gico”: nao poderiamos assumir hipoteticamente a existéncia de uma prova
de uma proposicao A a fim de obter, sob a dependéncia dessa condi¢do, uma prova
de uma proposi¢do B, uma vez que assumir a existéncia hipotética de tal prova se-
ria 0 mesmo que tomar a verdade de A como sendo conhecida. A esse respeito,
Sundholm analisa (CS3)’, que por ser uma implica¢do, diz que a partir da suposicdo
de que A € verdadeira, o sujeito criador teria condi¢des de obter uma prova (atual)
de A. Mas como vimos na se¢do 3.5.1, isso ndo seria uma compreensao adequada de
uma implicacdo, dado que esta apenas estabelece uma relagcao entre objetos-provas,
i.e., sua verdade € verificada por um objeto funcional que transforma objetos-prova
do antecedente em objetos-prova do consequente, mesmo que esses objetos nao
existam, ndo dando, portanto, nenhuma garantia de que um objeto-prova para o

consequente serd, de fato, obtido. Assim:

[(CS3)] is simply wrong to my mind. It does not hold as an implication, or equivalently

as a consequence, but at most as a rule of proof, going from a known judgement to a

novel judgement that gets known in this inference.

[...] Verification of the truth of an implication, or the holding of a consequence, be they

logical or not, involves the construction of certain function(-object)s that transform

proofs of antecedents into proofs of consequent, irrespective of whether there actually
are any proofs of A; only a relation between the respective proof-conditions is involved,
but not their being actually fulfilled (SUNDHOLM, 2014, 19, grifo do autor).

O ponto é que, da mera suposi¢do de que A é verdadeira, ndo hd nada que
garanta que o sujeito criador efetuard alguma constru¢do que o levard a conhecer
a verdade de A. Como se trata de uma suposi¢do, pode ser o caso de A ser de fato
falsa, o que impossibilitaria a demonstracdo de sua verdade em qualquer estagio que
seja. Nessas condi¢des, a validade de (CS3)’ s6 seria legitima quando o antecedente
fosse categdrico, pois, dado o envolvimento entre prova e verdade no intuicionismo,
realmente teriamos uma prova de A, a qual teria sido obtida em algum estdgio da

atividade matemdtica do sujeito criador®.

Para um melhor esclarecimento, Sundholm (2014, 20) sugere que consideremos
(CS3)’ em termos da seguinte deriva¢do formal (usando, todavia, a notagio de van
Dalen e van Atten, para que ndo haja confusdo com o simbolo I, o qual indica que

0 que esta a sua esquerda € uma hipotese):

TFA
TF (3m: N)(OnA).

49<<If a statement is true, then there is a moment t at which the creating subject proves it’. As
an implication this is highly problematic, but as a principle about demonstrations it is clear: given a
demonstration by the subject of a statement, the subject can indicate the moment t at which it arrived
at that demonstration” (SUNDHOLM; van ATTEN, 2008, 9, nota 14).
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Mas uma vez nao sendo vazio o conjunto de hipdteses I, tal inferéncia nao € va-
lida>’, tendo em vista que negligenciaria o fato de que o objeto-prova de A pode ser
meramente hipotético, ndo dando assim condic¢des ao sujeito criador de afirmar que

possui um objeto-prova (atual) de A no estagio m, como expressa o conectivo Ll,.

Uma forma vélida de inferéncia envolvendo esse conectivo poderia ser:

FA
F(3m:N)(O,A),

elucidada da seguinte maneira por Sundholm (2014, 20): “When the Creating Sub-
ject knows that A is true he does so on the basis of a possessed proof-object, and this
proof-object is obtained at a certain stage that can be determined by introspection”.
Todavia, o mesmo autor ressalva que, neste caso, se trata de uma regra formal,
composta por férmulas a serem interpretadas. Num cdalculo interpretado, em que a
sintaxe nao se dissocia da semantica, como no sistema de Martin-Lof, as objecoes

acima concernindo a elucidac¢io do sentido do conectivo L], se manteriam.

Reforcando o mesmo ponto, Sundholm (2014, 21) argumenta que o paradoxo
de Fitch!, o qual diz “se qualquer verdade pode ser conhecida, entio toda verdade é
de fato conhecida” — geralmente empregado como uma refutagdo ao antirrealismo —,
poderia ser ignorado por um antirrealista , dado que um dos axiomas que o sustenta,

a saber,

A é verdadeira — ¢ possivel saber que A € verdadeira,

nao pode ser considerado em geral valido a partir de um ponto de vista construti-
vista. A argumentacdo pela sua invalidade se respalda pelas mesmas observacdes
anteriores: tratando-se de uma implicacdo, o tinico elemento a respeito do qual po-
demos assegurar uma posse efetiva é o objeto-prova que transforma um possivel
objeto-prova de A num objeto-prova de A dependente>”. Em outras palavras, a mera
suposi¢cdo da verdade de A ndo implica a obten¢cdo de um objeto-prova atual de A,

i.e., ndo implica que a verdade de A possa ser conhecida — como visto, pode até

30Temos aqui algo andlogo ao que se passa na légica modal, em que s6 podemos inferir que uma
proposicdo A € necessdria quando a demonstracdo de A nao depende de nenhuma hipétese (a ndo ser
que sejam axiomas logicos), refletindo assim a nocao intuitiva de que o que pode ser demonstrado
apenas por raciocinio 16gico é necessariamente verdadeiro.

SI(FITCH, 1963, 139), contrapositiva do teorema 5.

32 A terminacdo verbal ao enunciar uma implicacdo é importante e esclarecedora: se existisse um
objeto-prova do antecedente, existiria um objeto-prova do consequente. No fundo, isso quer dizer
que a verdade de uma implica¢@o ndo se compromete com a existéncia atual de nenhum objeto-prova
das proposicdes envolvidas pela implicacio.
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mesmo se dar o caso de A ser falsa. A ndo observancia dessa condi¢cdo equivale-
ria, em deducgdo natural, a ignorarmos a distingdo entre assumir uma premissa para
a qual temos uma derivacdo fechada, e assumirmos uma premissa hipotética com
vistas a posteriormente anular a dependéncia por ela provocada — seja pelo uso de
uma regra de inferéncia adequada, seja por uma derivagdo que tenha a premissa em

questao como conclusdo.

E a semelhanca do que foi feito anteriormente, a critica a verdade da implicacao
acima expoe a condicao de que a inferéncia abaixo s6 € vélida desde que nenhuma

proposicio esteja sob a dependéncia de uma hipétese’:

- A € verdadeira
F € possivel saber que A € verdadeira.

Tendo em vista todas essas dificuldades a respeito de uma elucidacao adequada
da formalizacdo da teoria do sujeito criador, Sundholm coloca em divida a legi-
timidade da funcdo definida por Kripke (secdo 3.4), a qual se apoia nos axiomas
(CS1)-(CS3) e se propde como um contraexemplo da tese de Church, i.e., uma fun-

cdo computdvel mas ndo recursiva:

In view of my doubts both as to the meaningfulness and validity of the Kreisel-Kripke

axioms, I am not at all convinced by the interpretation of the Kripke result that makes

a computable function out of G, and instead I prefer to view this result as a version of

the classical theorem that there are non-recursive functions (G é a fun¢io f do exemplo

3.4.1) (SUNDHOLM, 2014, 24).

Sundholm chega a propor, na TIT, uma defini¢do do conectivo X I-, mas com
uma ressalva, vejamos. Um dos propdsitos de criar a teoria do sujeito criador foi
formalizar os contraexemplos fortes de Brouwer. Kripke, no entanto, se deu conta
de que o mesmo propdsito poderia ser obtido por meio do que hoje conhecemos

como esquema de Kripke>*:

JoA < In(a(n) = 1)),

33 Acreditamos que Sundholm (2014, 21) utiliza o simbolo - apenas com o propésito de salientar
que a auséncia de uma proposi¢do do lado esquerdo indica que ndo hd nenhuma dependéncia a
hipéteses. Caso ele fosse utilizado com o propdsito de expressar a asser¢do da proposicao que ocorre
A sua direita, terfamos a redundancia de afirmar A ¢ verdadeira é verdadeira (cf. (MARTIN-LOF,
1984, 4 (3))).

34Nio se sabe ao certo quando o esquema de Kripke foi proposto. Sundholm (2014, n. 43)
alega que ele j4 teria sido pressagiado no artigo (KRIPKE, 1963), de todo modo, numa carta de
Moschovakis a Church (que pode ser encontrada no apéndice a (SUNDHOLM, 2014)), datada de
margo de 1968, encontramos uma referéncia explicita ao esquema. Dummett (2000, 244) diz que o
esquema de Kripke apresenta a vantagem de ndo fazer um uso explicito do conectivo X -, além de
que a partir dele todas as aplicagdes da teoria do sujeito criador podem ser derivadas.
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onde o € a fun¢do definida abaixo:

0,se ~XFH,A
I,seXt,A.

ofn) =

Por (CS1), o € uma func¢do cuja separagdo de casos € decidivel.

Assim sendo, Sundholm (2014, 22), por meio do formalismo da TIT, deriva a

seguinte versdo do esquema de Kripke, atribuindo-lhe um objeto-verificador>> ¢:

(BKP) (X : prop)Proof((Jae € N — Bool)(X <« (Ix:N)(o(x) #Bool f)))

Nesta circunstancia, todavia, a funcdo o € definida por uma separagdo de casos
indecidiveis, como a fung¢do F’ acima. A partir de (BKP) Sundholm define ex-
plicitamente o conectivo X = como uma proposi¢ao na TIT, no entanto, dado que
o objeto-verificador de (BKP) depende de assumir a validade do principio do ter-
ceiro excluido, tendo em vista os casos indecidiveis envolvidos em 0, trata-se ainda
de uma questao em aberto se a existéncia de ¢ pode ser construtivamente demons-
trada>®.

55Para Sundholm (2014, 23), (BKP) ndo tem um carater proposicional, mas funcional, por isso
prefere usar a expressdo objeto-verificador, reservando objeto-prova as proposicdes.
36(SUNDHOLM, 2014, 25).
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Sistemas Formais e Incompletude

O fendomeno da incompletude dos sistemas formais estd intrinsecamente ligado
a tese de Church. Um sistema formal € um método efetivo de produzir férmulas a
partir da aplicacdo de regras de inferéncia num conjunto inicial de férmulas. Desse
modo, se no ambito das definicdes formais de método efetivo pudermos demonstrar
certos limites — limites do que uma funcao recursiva (maquina de Turing, etc.) pode
calcular —, por meio da tese de Church tais limites podem ser generalizados aos
sistemas formais. A seguir, examinaremos como Dummett compreende a incom-
pletude. Na sequéncia, apresentaremos uma tentativa de interpretar uma afirmacao
que ele faz acerca da plausibilidade da tese de Church no ambito do intuicionismo.
Por meio de Lakatos e Azzouni, veremos argumentos que sio contra e pro as for-
malizacoes, respectivamente. Por fim, analisaremos um outro argumento de Kripke,

dessa vez visando demonstrar a tese de Church.

4.1 Formalizacio e uso de enunciados aritméticos

No artigo The Philosophical Significance of Gédel’s Theorem', Dummett pro-
cura avaliar qual o significado epistemoldgico que se pode atribuir ao teorema da
incompletude, o qual € por ele compreendido da seguinte maneira: em qualquer
sistema formal intuitivamente correto da aritmética elementar existe um enunciado
U, cuja forma é VxA(x) — sendo A(x) um predicado decidivel —, que pode ser ex-
presso no sistema mas nao pode nele ser demonstrado. Além disso, tal enunciado
“ndo € apenas verdadeiro, mas pode ser reconhecido por nés como sendo verda-

deiro”?. Assim, o problema central nesse artigo pode ser enunciado na seguinte

"Publicado pela primeira vez em 1963.
2(DUMMETT, 1978b, 186).
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pergunta: se nos restringirmos a condi¢do de que entender o sentido da expressao
‘ndmero natural’ corresponde a compreender a atribuicdo do predicado ‘é verda-
deiro’ a enunciados da aritmética, o que o teorema de Godel pode nos esclarecer

quanto a isso?’

Para Dummett, se a sua compreensdo do teorema for legitima, uma das con-
sequéncias é que a nossa noc¢ao de niimero natural ndo pode ser completamente
expressa por nenhum sistema formal. Pelo fato do enunciado U nao poder ser de-
monstrado nem refutado, segue-se que ele ndo pode ser verdadeiro em todos os
modelos. Quando falamos entdo que reconhecemos a verdade de U, isso quer dizer
que o enunciado é verdadeiro na interpretagdo pretendida para o sistema, indicando
assim, de acordo com Dummett, que temos, quando falamos de nimeros naturais,
uma nocao intuitiva clara da estrutura matemaética a que nos referimos. Contudo,
tal no¢do intuitiva jamais podera ser completamente caracterizada por meio de as-

sercoes sobre nimeros naturais derivadas num sistema formal.

Assim, fazer assercdes sobre um conceito que temos intuitivamente bem de-
finido pode ndo ser suficiente para caracteriza-lo completamente. Por exemplo,
precisamos caracterizar o que entendemos pela totalidade dos nlimeros naturais se
quisermos chamar a atencao para o fato de que qualquer modelo para um sistema
formal em que o enunciado U seja falso conterd elementos ndo pertencentes a essa
totalidade. Nesse caso, teremos que empregar expressdes como ‘conjunto’ e ‘fini-
tamente frequente’, no entanto, como Dummett (1978b, 187) nos adverte, ao esti-
pularmos as asser¢Oes que gostariamos de fazer envolvendo tais expressdes, para
assim determinar seus respectivos sentidos, podemos acabar nos enredando num
sistema formal onde a defini¢cao de ‘nimero natural’ possa ser dada, logo, tendo em
vista que o teorema da incompletude € derivdvel em qualquer sistema formal que
contenha a aritmética elementar, teremos mais uma vez um enunciado da aritmética
exprimivel mas indecidivel pelo aparato dedutivo do sistema em questdo, apesar
de reconhecermos a verdade de tal enunciado — ratificada por nossa intui¢do a res-
peito da estrutura dos numeros naturais. Consequentemente, a caracterizacdo do
conceito de ‘nimero natural’ empreendida nao pode ser considerada como bem su-
cedida. Numa palavra, um sistema apto para definir o conceito de ‘ndmero natural’
nutre as proprias condi¢des para que essa defini¢do seja caracterizada de maneira
insuficiente. Diante disso, Dummett afirma:

Those who accept this view of the matter readily draw the conclusion that the ex-

pression ‘natural number’ is a counter-example to the thesis that the meaning of an

expression is to be explained in terms of its use (DUMMETT, 1978b, 187, grifo do
autor).

Isso porque, se o uso dos enunciados da aritmética pura for concebido a partir

3(DUMMETT, 1978b, 189).
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dos enunciados da aritmética que “estamos preparados para asserir’” e das formas de
inferéncia no interior da aritmética que “estamos preparados para aceitar’, segue-
se, do que acabamos de ver, que o sentido do conceito de niimero natural ndo pode

ser completamente caracterizado:

Everyone who is familiar with the expression ‘natural number’ has a perfectly clear

intuitive grasp of its meaning; but its meaning is such (on this view) that no account of

our — or any possible — use of this expression can exhaustively explain what it is for it

to have that meaning (DUMMETT, 1978b, 187).

Se o sentido da expressdo ‘ndmero natural’ ndo pode ser exaurido pela descri-
cdo do seu uso — o qual se manifestaria publicamente —, ndo nos encontrariamos
entdo na dificil circunstancia em que jamais se saberd se o sentido que uma pessoa
atribui a essa expressdo ¢ o mesmo sentido atribuido pelo seu interlocutor, uma vez
que nenhum dos interlocutores tem acesso & mente do outro*? Como diz Dum-
mett (1978b, 188), tradicionalmente, a filosofia se demonstrou concernida com a
andlise das ideias consideradas em si mesmas, as quais constituiriam o sentido das
palavras. As sentencas ou sinais que as expressariam nao passariam de um meio
que viabilizaria a comunica¢@o: ndo podendo pensamentos ser transmitidos direta-
mente, devemos codificd-los de alguma maneira, que na maior parte dos casos se
da por meio de sinais auditivos ou visuais. A filosofia mais recente, no entanto, tem
preferido uma outra abordagem. Ao se ensinar uma linguagem a uma crianga, a
no¢do de que isso consistiria em associar simbolos ao que eles se referem parece
pouco plausivel, sobretudo quando a referéncia se trata de algo imaterial como um
conceito. Por essa razdo, a outra abordagem que se propde se baseia na nocdo de
uso. Ao ensinarmos uma nova palavra a uma crianga, o que fazemos € usar uma

sentenca em que ela ocorre, provocando na crianga a imitacao de tal uso, assim:

Since we judge whether the child has learned the sense of the word by whether he uses
it as we do, it seems proper to identify possession of the concept with the ability to
make a correct use of the word (or a range of associated words). The code analogy thus
drops out as misleading (grifo do autor).

Por que a concepg¢ao de linguagem como codificagdo da referéncia seria enga-
nadora? De acordo com essa concepg¢do, cada individuo detém a posse privada do
sentido das palavras que sdo utilizadas num ato comunicativo, de maneira que a co-
municacao realizaria o seu papel a medida que pudéssemos induzir no interlocutor
o mesmo sentido que atribuimos as palavras que compartilhamos. Os interlocutores
teriam assim uma palavra em comum, manifestada numa comunicac¢io, mas o sen-
tido atribuido a essa palavra por cada um faria parte de uma posse privada, sendo
que a comunicacao sO seria bem sucedida a partir do momento em que os interlo-

cutores atribuissem o mesmo sentido a tal palavra. O problema dessa concepgao é

4(DUMMETT, 1978b, 187).
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que ela se pauta, como diz Dummett (1978b, 190), por uma “fé cega”, pois como
o sentido atribuido a palavra compartilhada € privado, ele s6 pode ser reconhecido
em nds mesmos, ndo passando de um ato de fé a crencga de que o interlocutor atribui

o mesmo sentido a palavra compartilhada na interlocucao.

Assim, no presente contexto, em que se pretende investigar o que o teorema da
incompletude pode dizer a respeito da compreensdo do sentido da expressdo ‘nu-
mero natural’, encontramo-nos na seguinte situacdo: se o sentido dessa expressao
nao pode ser reduzido ao seu uso, ele s6 podera ser reconhecido em ndés mesmos;
por outro lado, se adotamos uma teoria semantica em que o sentido ¢ dado pela
descricao do seu uso, e, além disso, consideramos que a formaliza¢do da aritmética
constitui uma descri¢ao do uso de seus enunciados, podemos concluir, por meio do
teorema da incompletude, que ndo temos uma caracterizacdo exaustiva do sentido
da expressdo ‘nimero natural’, visto que, apelando a uma compreensio intuitiva
do sentido dessa expressao sempre temos condi¢des de reconhecer como verda-
deiros enunciados cuja verdade ndo seria reconhecida se recorréssemos apenas a
descricao do seu uso. Apesar disso, Dummett ndo considera o teorema de Godel
um contraexemplo da concepg¢do de sentido como uso, alegando que o abandono
dessa concepcdo — que aparentemente se mostra impassivel a uma caracterizacao
geral e ndo problematica para cada termo a ela suscetivel® — equivaleria a por fim a

esperancga de prover uma explicacdo do sentido:

[A]lthough the thesis that meaning reduces to use is in itself so thin, any apparent
counter-example to it must prove to be spurious. The identification of meaning with
use is a small but necessary first step: progress is to be made by asking, for each case,
what use consists in and how it is to be described. To reject the identification is a retro-
grade move, which renders further progress impossible and induces only mystification
(DUMMETT, 1978b, 190).
A esta altura, a argumentacdo de Dummett pode ser resumida nos seguintes
termos: assumamos uma teoria que reduz o sentido de uma expressao ao seu uso;
entendamos a formalizacdo da aritmética como uma “descricdo do uso de enun-

ciados aritméticos”®

; 0 teorema da incompletude diz que qualquer formalizagdao
consistente da aritmética nos coloca diante da condi¢do de haver um enunciado U
cuja verdade reconhecemos intuitivamente — por termos uma compreensio clara
da estrutura dos nimeros naturais —, mas que ndo pode ser decidido pelo sistema
dedutivo pertinente a formalizacdo em questdo; consequentemente, o sentido da ex-
pressdo ‘nimero natural’ ndo pode ser reduzido ao uso, i.e., a uma formalizacdo
da aritmética elementar; mas a ndo reducdo do sentido ao uso leva a consequéncias
bastante indesejaveis, como uma concepcao de sentido que ndo ultrapassaria o am-

bito do privado, logo, deve haver algo de errado com relagdo a essa compreensao do

S(DUMMETT, 1978b, 189).
6(DUMMETT, 1978b, 190).
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significado do teorema de Godel. Isso serd esclarecido na secdo 4.1.2, abaixo, mas

antes de chegarmos 14, precisamos passar pelo topico seguinte.

4.1.1 Conceitos indefinidamente extensiveis

Desde de um ponto de vista realista, a conjectura de Goldbach € verdadeira ou
existe um numero natural par maior do que 2 que ndo € a soma de dois nimeros pri-
mos. Nessa concepg¢ao epistemoldgica estd pressuposta a ideia de que existe uma
realidade matematica — neste caso, a realidade constituida pelos nimeros naturais
— que subsiste independentemente do conhecimento que facamos dela, o que quer
dizer que, mesmo que nunca venhamos a saber qual dos disjuntos acima € o caso,
ha um fato matematico que faz um deles ser a sua descri¢do correta. Apoiado nessa
concepcdo, um matemdtico cldssico encontra a sua disposi¢do em assumir para as
sentencas matematicas a validade do principio do terceiro excluido. De fato, como
adverte George e Velleman (2002, 92), considerando o exemplo da conjectura de
Goldbach, aparenta mesmo ser irrazodvel ndo admitirmos o terceiro excluido. Le-
vando em conta a extensdo da propriedade niimero par maior do que 2, temos a
colecdo de elementos {4,6,8,...}, infinita e determinada. Assim, independente-
mente do que conhecemos ou venhamos a conhecer, isso ndo altera a condi¢cdo de
que todos os elementos dessa colecdo sdo a soma de dois primos, ou pelo menos um
ndo o é, implicando, desse modo, que a conjectura de Goldbach ou a sua negacao

seja verdadeira.

Nao obstante, nem sempre uma compreensao realista da matemética tem um
apelo intuitivo como nesse caso. Consideremos a hierarquia cumulativa de conjun-
tos descrita pela teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Os axiomas dessa teoria
descrevem uma colecdo 7 de conjuntos construidos por um processo iterativo, que
comeca pelo conjunto vazio e a cada estdgio produz um novo conjunto constituido
apenas por conjuntos criados nos estagios anteriores’. Denotando por ¥, a colegio
de todos os conjuntos construidos no estdgio n, temos no estagio 0, onde nenhum

conjunto foi construido:

Y0=0

Seguindo a construcdo, temos que a coleg¢@o de conjuntos do estagio 7,1 | terd como

elementos todos os subconjuntos do estigio ¥}, i.e., o conjunto poténcia Z(¥},):

’Cf. (GEORGE; VELLEMAN, 2002, 50) e (GOLDREI, 1996, 96).
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%l-‘,—] = @(%07
0 que particularmente nos da:
=0,
% = {0}7
V= {@, {0}}7

75 ={0,{0},{{0}},{0,{0}}},

A construgdo continua. Podemos reunir todos os estidgios #;, no conjunto:

{7} =%UMuriuU..

Por conseguinte, referindo-se a esse conjunto por X, construimos os conjuntos:

X, 2X), 2(P(X)), P(P(P (X)),

permitindo-nos formar a unido disso com todos os conjuntos anteriores:

U0, 74, Y5, ... X, P(X), 2(P(X)), P(P(P(X))), ...},

que por sua vez nos da a possibilidade de formarmos novos conjuntos poténcias e se-
guirmos sucessivamente o mesmo processo. Como diz Goldrei (1996, 97), qualquer
conjunto passivel de ser descrito pelos axiomas de ZF ird eventualmente aparecer
como elemento de algum conjunto dessa hierarquia. Além disso, cada estagio desse
processo pode receber uma designacio, a qual € ttil em identificar um ordenamento

da hierarquia cumulativa de conjuntos. Isso € feito por meio dos nimeros ordinais

0,1,2,...,0,0+1,0+2,...,0-2,0-2+1,0-2+2,...

Dessa forma, 74, contém todos os conjuntos finitos 77,:

Yo =TUNUPU...
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O primeiro estdgio a conter um conjunto infinito € o 741, que contém ¥ como

elemento:

7/0)+1 = 'gz(ﬂj/(ﬂ%
7/m+2 - 9(7/0&1),

Continuando, temos:

Yoo =YUNUHU...UoUO+1UO+2U...,
Vo241 =P (Yo2),
Vo212 =P (Vo241)s

Diante disso, citamos a seguinte observagdo de George e Velleman (2002, 52),
a qual nos remonta a questdo mencionada hd pouco sobre a legitimidade do apelo
intuitivo da concepgao realista da matemadtica: “It is difficult to say how long this
process is to continue. To say that it goes on ‘forever’ is inadequate, since by the

time we reached 7, the process had already gone on forever, and yet we continued.”

Antes de prosseguirmos, fagamos a seguinte consideracio: em ZF, o axioma da
separac¢do ndo permite que se forme o conjunto R = {x: x ¢ x}, que d4 origem ao pa-
radoxo de Russell®, uma vez que o principio de abstracio — para qualquer predicado
P existe um conjunto A cujos membros satisfazem P — deixa de ser completamente
irrestrito, assumindo a seguinte forma: dado qualquer conjunto A e um predicado P,
existe um subconjunto B de A contendo como membros exatamente os elementos
que satisfazem P. Todavia, podemos formar o conjunto R4 = {x € A : x ¢ x}, desse

modo’,

XERy < (xEANXEX).

Assim, assumindo a verdade de x € A, asserimos

8Se supusermos que o préprio conjunto R pertence a si mesmo (ndo pertence a si mesmo), con-
cluimos que ele ndo pertence a si mesmo (pertence a si mesmo), ou seja, deparamo-nos com a
condi¢do contraditéria de que RER +» R¢R.

%(GEORGE; VELLEMAN, 2002, 54), (SMULLYAN; FITTING, 2010, 17).
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XERy <> x¢x

para todo x € A. Logo, se Ry pertencesse a A, teriamos Ry € R4 <> R4 ¢ Ra,
mas como isso € impossivel, segue-se que R4 ndo pertence a A, ainda que seja um
subconjunto de A — o conjunto de todos os elementos de A que ndo pertencem a si
mesmos. Isso demonstra que, por meio da argumentacao envolvida no paradoxo de
Russell, dado qualquer conjunto A, podemos demonstrar que existe um subconjunto
R4 de A que ndo pertence a A. E ndo apenas isso. Se supuséssemos que A fosse
um conjunto universal, i.e., um conjunto que possuisse todos os conjuntos como
elementos, demonstrariamos que a existéncia de tal conjunto nao € possivel, ja que

haveria a0 menos um conjunto que nao lhe pertenceria, R,.

Constatada essa condigio, consideremos o conceito de conjunto'®. Referindo-
se a sua extensdo por ¥ — a colecdo de todos os conjuntos —, a teoria ZF diz que
¥ nao pode ser um conjunto, ja que seria o conjunto de todos os conjuntos. Nao
obstante, se repararmos como a hierarquia cumulativa de conjuntos foi construida,
parece perdermos uma certa isonomia quando nos deparamos com o impedimento
de se formar o conjunto de todos os conjuntos ¥, ou, como dizem os autores ja
mencionados, ha algo de misterioso nessa circunstancia. Na construcao da hie-
rarquia cumulativa, obtemos o conjunto ¥¢, apds coletarmos os infinitos conjuntos
0,71, V5... dos estagios anteriores. Nesse ponto, se objetarmos a um realista a es-
tranheza dessa condic¢ao, pois ela da a entender, a0 empregarmos o termo “apés”,
que uma tarefa infinita foi completada, ele nos diria que, apesar de nio podermos
fazer isso na pratica, de um ponto de vista 16gico o poderfamos!!. No entanto, o
mesmo realista nao estaria disposto a admitir a possibilidade de reunir todos os con-
juntos formados em todos os estdgios, para assim se formar o conjunto de todos os
conjuntos, sendo que a sua tnica justificativa para tal seria que, num caso, a unido de
conjuntos infinitos perpassando a hierarquia cumulativa implica uma contradicao,

a0 passo que em outros casos, nao:

To say that in the one case, but not in the other, there are “too many” stages to collect
across is of no help: in both cases, an infinite number of stages are involved, and there is
nothing more to say about what makes the one infinite process contain “too many” steps
beyond the fact that contradiction rears its head if we imagine completing a process of
that length. There is no explanation here at all (GEORGE; VELLEMAN, 2002, 93).

George e Velleman (2002, 93) nos convidam a considerar isoladamente o passo
da demonstragdao em que se estabelece que a colecdo ¥ de todos os conjuntos nao

€ um conjunto. A partir da hipdtese

10(GEORGE; VELLEMAN, 2002, 92).
"'Como diz Russell (1935, 143): “Miss Ambrose says it is logically impossible to run through the
whole expansion of &. I should have said it was medically impossible”.
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(1) existe um conjunto ¥ que contém todos os conjuntos,

criamos o conjunto Ry, que ndo pertence a ¥, chegando assim a situagdo contra-
ditéria de haver um conjunto de todos os conjuntos, com a0 menos um conjunto
que lhe falta. Logo, por reducao ao absurdo, rejeitamos a hipétese (1), concluindo
que ndo existe um conjunto de todos os conjuntos. De acordo com os autores, no
contexto do realismo, (1) é rejeitada porque #" ndo é um conjunto, dada sua exis-
téncia contraditoria. Para um realista, ha uma realidade matematica determinada e
independente do nosso conhecimento, de maneira que cada conceito a divide em
duas, estabelecendo as entidades que caem e que ndo caem sob o conceito. Isso
inclui o conceito de conjunto, para o qual existe uma colecao fixa de conjuntos que
lhe corresponde. Esse seria o motivo do matematico cldssico fazer “uma misteri-
osa distin¢do bruta entre colecdes que sdo conjuntos e colecdes que nio o sio”!?,

levando-o assim a colocar a coleg¢do ¥ ao lado de entidades que ndo sdo conjuntos.

Na teoria de conjuntos NBG (acronimo para Von Neumann-Bernays-Godel),
por exemplo, hd uma distincao técnica entre classes e conjuntos. Todo conjunto
¢ uma classe, mas nem toda classe ¢ um conjunto. Como diz Enderton (1977, 6),
existem cole¢des de conjuntos que sdao “muito grandes” para serem consideradas
conjuntos, como a cole¢do de todos os conjuntos que ndo pertencem a si mesmos,
nesse casso, tais colecdes sdo denominadas de classes proprias, cuja caracteristica
essencial consiste no fato de nio serem membros de nenhuma outra classe!3. As-
sim, na concepg¢do realista, existe uma realidade determinada onde se encontram
circunscritas as entidades que sdo conjuntos, distinguindo-as das demais entidades,

permitindo barrar condi¢des paradoxais como as implicadas pela hipétese (1):

The class of all ordinal numbers and the class of all sets both exist, but both are proper

classes. Thus the Burali-Forti and Cantor paradoxes cannot be constructed, for they

require these classes to be members of other classes. Similar remarks aplly to Russell’s

paradox (SUPPES, 1972, 12).

Mas podemos imaginar uma alternativa!®. Ao invés de, A maneira realista, con-
cluirmos que 7" ndo compode a parte da realidade cujas entidades caem sob o con-
ceito de conjunto, concluiriamos que a hipétese (1) deve ser rejeitada porque nao
existe uma colecdo que contenha todos os conjuntos, ou seja, ndo existe uma parte
fixa, completa e determinada da realidade matemaética que corresponda a extensao
do conceito de conjunto. A partir desse ponto de vista, a realidade, frente ao con-

ceito de conjunto, ndo seria concebida como dividia em duas simplesmente porque

12(GEORGE; VELLEMAN, 2002, 94).

3“Informally, a class A is a set if it is included in some level ¥, of our hierarchy (and then is
a member of ¥4 1). Otherwise it is not a set, and can never be a member of a set” (ENDERTON,
1977, 10)

14(GEORGE; VELLEMAN, 2002, 94).
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ndo seria possivel fixar a parte que compde a sua extensdo. Em suma, temos duas
maneiras de compreendermos a negacao da hipdtese (1): a negamos porque consi-
deramos que ¥ ndo é um conjunto, posi¢ao que exprime um ponto de vista realista,
ou a negamos porque consideramos que ndo existe uma cole¢do a qual possa per-

tencer todos os conjuntos.

Antes de introduzirmos a no¢@o que aparecerd no proximo paragrafo, gostaria-
mos de chamar a aten¢@o para mais uma coisa. Num certo sentido, podemos atribuir
a manifestacdo do paradoxo de Russell a condi¢do de concebermos uma realidade
determinada pré-existente, que € o ponto de vista constitutivo da concepg¢ao realista
da matemadtica. A principio, ndo hd aparentemente nada de irrazodvel concebermos
o conceito de conjunto que ndo é um elemento de si mesmo e, ao aplicé-lo, formar-
mos o conjunto R, contendo os elementos de sua extensdo. Terifamos em R, por
exemplo, o conjunto de todos os conjuntos finitos. Tal conjunto € infinito — pois
conteria como elementos, e.g., os conjuntos {0},{1},{2},... —, e exatamente por
essa razao nao conteria a si mesmo. Contudo, na concepg¢ao realista, o conjunto R
Jjd existiria, ndo € algo que se formaria a medida que instancidssemos o conceito
mencionado acima, logo, o proprio R se colocaria como candidato a instanciar o

conceito em questdo, levando, desse modo, ao paradoxo. A conclusao disso € que:

Russell’s Paradox can be thought of as resulting from the assumption that if it is possi-

ble to collect some objects together to form a set, then the collecting is actually unne-

cessary; the set containing those objects already exists. [...] This assumption leads to a

circularity in which R plays a role in its own formation, and this circularity then leads

to the paradox (GEORGE; VELLEMAN, 2002, 45, grifo nosso).

Dito isso, o que pretendemos com essa discussao € introduzir a no¢ao de con-
ceito indefinidamente extensivel. Um conceito como niimero primo menor que 100
possui uma extensdo fixa — o que cai sob ele é completamente determindvel. Por
outro lado, com outros conceitos, como o de conjunto, sempre que estabelecemos
uma colecdo que procura unir todos os elementos que lhe correspondem podemos
definir um novo elemento ndo pertencente a colecdo originariamente concebida —
apesar desse elemento cair sob o conceito em questdo —, por isso sao chamados de

indefinidamente extensiveis!>.

Aparentemente, foi Dummett quem cunhou a expressdo conceito indefinida-
mente extensivel, no artigo The Philosophical Significance of Godel’s Theorem.
Anos mais tarde!%, ele diz que esse termo expressa a ideia contida na seguinte pas-

sagem de Russell:

[T]he contradictions result from the fact that, according to current logical assumptions,
there are what we may call self-reproductive processes and classes. That is, there are

I3(GEORGE; VELLEMAN, 2002, 94).
16(DUMMETT, 1991b, 317, n. 5).
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some properties such that, given any class of terms all having such a property, we can
always define a new term also having the property in question. Hence we can never
collect all the terms having the said property into a whole; because, whenever we hope
we have them all, the collection which we have immediately proceeds to generate a
new term also having the said property (RUSSELL, 1906, 36, grifo do autor).

Nas palavras de Dummett, a definicdo se d4 nos seguintes termos:

A concept is indefinitely extensible if, for any definite characterisation of it, there is
a natural extension of this characterisation, which yields a more inclusive concept;
this extension will be made according to some general principle for generating such
extensions, and, typically, the extended characterisation will be formulated by reference
to the previous, unextended, characterisation (DUMMETT, 1978b, 195).

Tal nocdo exerce um papel importante na filosofia da matematica de Dummett
no que diz respeito a circunscri¢do dos dominios de quantificagdo. Como ele ob-
serval’, uma das dificuldades de lidar com objetos matematicos € concebé-los de
maneira que sua existéncia nao dependa de objetos da realidade empirica, fazendo
que, nesse sentido, as teorias matematicas sejam puras. Nao se trata apenas de
distinguir objetos concretos de objetos abstratos, mas de distinguir os objetos mate-
maéticos de todos os outro. Objetos abstratos podem existir de maneira contingente,
como a linha do Equador ou a razao entre duas quantidades obtidas empiricamente,
uma vez que ambos dependem da existéncia de objetos concretos. Com os objetos
da matematica, por outro lado, pretende-se que existam de maneira independente
de qualquer objeto concreto que o mundo possa conter, e que satisfacam axiomas
garantindo uma quantidade suficiente de objetos que possibilite qualquer aplicacio

que possamos fazer das teorias matematicas.

Para atribuir um sentido adequado ao uso de um termo em enunciados envol-
vendo quantificacdes existenciais € universais, precisamos de um critério de aplica-
cdo (“o termo tal se aplica ao objeto tal?”’) e um de identificacdo (“no que consiste
ser o objeto a que o termo se aplica, como distingui-lo dos demais?”’). Com tais cri-
térios em maos, podemos, por exemplo, determinar a extensdao do termo “estrela”,
ou a extensdo do termo ‘“nimero primo”, desde que também nos sejam dados os
dominios a que tais termos possam se aplicar — o dominio dos objetos concretos, no
primeiro caso, o dominio dos nimeros naturais, no outro. De fato, o que a aplicacdo
de um termo faz é apenas distinguir, num dominio previamente dado, os objetos que
lhe correspondem. Dessa maneira, quando se trata de termos matematicos em que
eles proprios determinam um dominio de quantificacdo, como 0s termos “ndmero
natural” ou “nimero real”, o seu uso impde uma exigéncia adicional, diferenciando-

se de termos cujo dominio € composto por objetos concretos:

[W]e should ‘grasp’ the domain, that is, the totality of objects to which the term applies,
in the sense of being able to circumscribe it by saying what objects, in general, it
comprises — what natural numbers, or what real numbers, there are.

17 (DUMMETT, 1996¢, 436).
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[...] For any kind of concrete object, or of abstract object whose existence depends upon
concrete objects, external reality will determine what objects of that kind there are; but
what mathematical objects there are within a fundamental domain of quantification is
supposed to be independent of how things happen to be in the world, and so, if it is to
be determinate, we must determine it (DUMMETT, 1996¢, 437, grifo do autor).
Assim, para termos que se aplicam a objetos concretos, a posse dos critérios
de aplicabilidade e identidade sdo suficientes para determinar a sua extensao, dado
que podemos de antemd@o contar com a realidade externa, a qual circunscreve o
dominio correspondente ao tipo de objeto a que tais termos se aplicam. Contudo,
assumindo a completa independéncia da matemadtica ante a realidade empirica, se
quisermos estabelecer a extensdo de um termo matematico, devemos determinar,
além de seus critérios de aplicabilidade e identidade, o dominio a que tal termo

possa ser legitimamente aplicado.

Para que isso seja bem compreendido, deve-se ter em conta a perspectiva intui-
cionista pressuposta nas consideracdes de Dummett. Um platonista (que adota uma
epistemologia realista sobre a matemadtica) ndo encontraria nenhum empecilho em
falar de uma realidade externa de objetos abstratos que constituiria 0 dominio de
aplicacao de termos matematicos, desempenhando assim um papel andlogo ao que
a realidade empirica exerce no que diz respeito a termos que se aplicam a objetos
concretos. Desse modo, se considerarmos que para a mateméatica nao h4 uma reali-
dade externa e independente de objetos abstratos, cabe a nés mesmos determinar os
dominios de objetos que propiciardo um sentido adequado aos seus termos — con-
di¢do que se coaduna com o preceito intuicionista de que objetos matematicos siao

construcdes mentais.

Uma das consequéncias dessa concepc¢ao € um contraste entre a determinacao
dos valores de verdade de enunciados envolvendo termos gerais no contexto empi-
rico e enunciados envolvendo termos gerais no contexto matematico. Sem proble-
matizar o realismo que concerne a realidade fisica, Dummett (1996c, 438) diz que,
por ndo haver na matemadtica uma realidade externa independe e determinada a qual
se referir, seus enunciados — ao contrdrio de enunciados cujos termos, em ultima
instancia, referem-se a objetos concretos — nem sempre terdo condicoes de verdade
determinadas, i.e., nem sempre serdo determinadamente verdadeiros ou falsos. Tal
condicdo se manteria ainda que, de acordo com o que concluimos no pardgrafo
anterior, determindssemos nés mesmos os dominios de quantificacdo das teorias
matematicas, isso porque, conforme o mesmo autor, nenhum dominio infinito pode

ser circunscrito de uma maneira satisfatérialS.

Essa conclusdo se funda na no¢do ja mencionada de conceitos indefinidamente

extensiveis. Dummett (1996¢) a exemplifica por meio da investigacdo de trés do-

18Cf. a interpretacio de Velleman (1993, 68).
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minios distintos, o0 dominio dos conjuntos, o dos nimeros reais € o dos ndimeros
naturais. A andlise do dominio dos conjuntos conduz aos mesmos resultados que
apresentamos acima, que basicamente diz: o dominio dos conjuntos € indefinida-
mente extensivel porque dado qualquer conjunto A podemos criar 0 conjunto Ry
que nao lhe pertence. Quanto ao dominio dos nimeros reais, Dummett se apoia no
argumento da diagonal, de Cantor, o qual “tem precisamente a forma do principio
de extensdo de um conceito indefinidamente extensivel”'®. O que o argumento de-
monstra é que, dada uma colecdo contdvel de nlimeros reais, podemos nela empre-
gar o método da diagonalizac@o e obter um numero diferente de todos os nimeros
membros da cole¢do que tomamos como ponto de partida, estendendo-a. Vale a
pena observar que, dependendo das hipéteses que assumirmos, as quais legitimam
um ponto de vista cldssico ou intuicionista, tal diagonalizacdo implicara diferen-
tes conclusdes. Um cldssico naturalmente assumiria que os nimeros reais “formam
uma totalidade determinada englobando tudo o que devemos alguma vez reconhecer
como um niimero real”?’, permitindo-o concluir, por meio da diagonalizagdo, que
os numeros reais formam uma totalidade ndo enumeravel. Para um intuicionista,
contudo, sua conclusdo seria apenas de que nenhuma colecao contdvel pode conter

todos os nimeros reais?!

, Ou seja, o conceito niimero real é indefinidamente exten-
sivel — ndo se conclui nada a respeito de uma totalidade nao enumerdavel. Dummett
acrescenta que tratar um conceito indefinidamente extensivel como se nao o fosse,
i.e., como um conceito definitivo, que nao se estende, ndo leva a nenhuma inconsis-
téncia, apenas estarifamos supondo ter uma ideia definitiva quando, na verdade, ndo

a temos, além do mais:

This hypothesis explains the lameness of our attempts at a characterization of the sup-
posed determinate totality of all real numbers, and relieves us of the embarrassment
resulting from the apparent need for such a characterization; for the characterization of
an indefinitely extensible concept demands much less than the once-for-all characteri-

zation of a determinate totality (DUMMETT, 1996c, 441).

Consideremos agora o conceito niimero natural, o qual € relevante para o que te-
mos investigado no inicio do capitulo, tendo em vista que a extensao desse conceito
constitui o modelo pretendido da aritmética elementar, teoria que se toma como pa-
rametro no que concerne a derivagdo do teorema da incompletude. Para Dummett
(1996¢, 441), temos aqui também um conceito indefinidamente extensivel. Seu ar-
gumento se baseia numa observacao sobre como Frege argumenta pelo fato de que
todo ndmero natural tem um sucessor. De acordo com Frege, para qualquer seg-
mento inicial finito de nimeros naturais, i.e., para qualquer segmento 0,1,2,...,n,

o nimero de termos que o compde € o nimero natural n 4+ 1. Dummett vé nessa

19(DUMMETT, 1996¢, 441).
20(DUMMETT, 1996c¢, 441).
2I(VELLEMAN, 1993, 71).
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condicdo uma semelhanca com a argumentacdo sobre a extensdo indefinivel do
conceito conjunto ndo pertencente a si mesmo, ou seja, dado qualquer conjunto
C ={0,1,2,...,n}, o nimero de elementos membros de C é um nimero que ndo
pertence a C, levando-nos assim a totalidades cada vez mais inclusivas. Dummett
entdo sugere que o argumento de Frege seja interpretado como a demonstracao de
que o conceito niimero natural € indefinidamente extensivel. Alguém poderia ob-
jetar que, ao se obter a totalidade dos niimeros naturais, o principio de extensao
relatado acima nio mais se aplicaria, pois o0 nimero dos nimeros naturais constitu-
tivos dessa totalidade ndo seria ele proprio um nimero natural. Diante disso, o que
Dummett oferece como contra-argumento ¢ um apelo ao aspecto anti-intuitivo de
se considerar compreensivel a fotalidade dos nimeros naturais. A inica compreen-
sdo clara que temos € a de que dado qualquer nimero natural podemos passar para
o seu sucessor, que nada mais € do que o que caracteriza o principio de extensao
indefinida: “The totality of natural numbers contains what, from our standpoint, are
enormous numbers, and yet others relatively to which those are minute, and so on
indefinitely; do we really have a grasp of such a totality?” A se¢@o seguinte nos

trard esclarecimentos sobre essa pergunta.

4.1.2 O sentido da expressao ‘niimero natural’

Na sec¢do 4.1, propomos investigar a questdo central levantada no artigo The
Philosophical Significance of Godel’s Theorem, a qual problematiza a relacao entre
o teorema da incompletude e o sentido da expressdo “nimero natural”, na medida
em que a elucidacao deste envolve compreender o predicado ‘€ verdadeiro’ quando
atribuido a enunciados da aritmética. Vimos que, se entendermos a formalizac¢do
como a descricdo do uso de tais enunciados, o sentido da expressdo “nimero natu-
ral” ndo poderia ser reduzido ao seu uso, dado que o teorema de Godel produz, em
qualquer formaliza¢do consistente da aritmética, uma sentenga ndo demonstravel
mas intuitivamente reconhecida como verdadeira. Porém, assumindo a inviabili-
dade da reducdo do sentido ao uso, a concep¢do semantica mais proxima que nos
restaria se basearia, em ultima instancia, a uma posse privada do sentido. Assim, a
fim de que uma das consequéncias a ser tirada do teorema da incompletude nao seja
a de um contra-argumento a concepcao semantica de sentido como uso, Dummett
introduz a no¢@o de conceito indefinidamente extensivel, a qual tratamos detida-
mente na sec¢do anterior. Vejamos agora qual o papel dessa no¢do na reinterpretacao
do teorema de Godel e na manutencdo da concep¢do semantica privilegiada por

Dummett.

Com o intuito de argumentar em favor da concepg¢do semantica de sentido como
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uso, o teorema de Godel nao pode ser entendido como demonstrando que qualquer
descricdo formal dos enunciados da aritmética®? é insuficiente diante da nogdo in-
tuitiva que temos deles, que é dada pela nossa compreensao da estrutura do conjunto
dos ndmeros naturais, i.e., nossa compreensao do modelo pretendido de tais enun-
ciados. Nessa dire¢do, Dummett argumenta que a caracterizagdo de um modelo s6
pode ser dada por meio de uma descri¢do, e se ndo for possivel apresentar uma des-
cri¢do que nos permita compreender de maneira completa a estrutura de tal modelo,
ndo serd a nossa intui¢ao, ou qualquer outro meio, que nos habilitard essa op¢ao, ou
seja, a caracterizacio do modelo manifestara ainda um aspecto incompleto. E dessa

maneira que lemos o trecho que se segue:

The account of Godel’s theorem we are considering [...] operates with the notion of
a model as if it were something that could be given to us independently of any des-
cription: as a kind of intuitive conception which we can survey in its entirety in our
mind’s eye, even though we can find no description which determines it uniquely. This
has nothing to do with the concept of a model as that concept is legitimately used in
mathematics. There is no way in which we can be ‘given’ a model save by being given
a description of that model. If we cannot be given a complete characterisation of a mo-
del for number theory, then there is not any other way in which, in the absence of such
a complete description, we could nevertheless somehow gain a complete conception of
its structure (DUMMETT, 1978b, 191).
Nao seria legitimo, portanto, falar que o teorema da incompletude demonstra que
ha, de uma lado, uma intuicdo completa e definitiva a respeito dos nimeros naturais
e, do outro, os sistemas formais, insuficientes em caracterizar tal intuicdo. A que
se deve entdo a assimetria demonstrada pelo fendmeno da incompletude, que num
certo sentido diz reconhecermos verdades aritméticas que ndo podemos demonstrar
formalmente? A explicagdo disso se deve a nocdo de conceito indefinidamente

extensivel.

Como podemos ler na resposta que Dummett (1994b, 338) d4 ao artigo de
Wright (1994c¢), no texto The Philosophical Significance of Godel’s Theorem po-

demos concluir os dois pontos seguintes:

a) um critério que nos permite asserir algo sobre todos os objetos que caem sob um
determinado conceito ndo € dado juntamente com um critério que nos permite

distinguir se um dado objeto cai sob este mesmo conceito;
b) no que diz respeito ao conceito niimero natural, um critério que nos permita

asserir algo sobre todos os ndmeros naturais € indefinidamente extensivel.

Sendo assim, Dummett vé duas vias na caracterizagdo de um conceito, uma

que diz respeito a sua correta aplicabilidade a instancias particulares, i.e., dado um

22Como temos argumentado, assumimos a hipétese de que a formalizacio dos enunciados da
aritmética corresponde a caracterizacdo do uso de tais enunciados.
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certo dominio, podemos distinguir entre os seus objetos aqueles que caem sob o
conceito em questao; outra que diz respeito a aplicacdo do conceito a todos os obje-
tos que caem sob ele. Tal distin¢do € necessdria porque, apesar de no primeiro caso
a aplicacdo do conceito se mostrar completamente definida, 0 mesmo ndo ocorre
no segundo caso, ja que podemos estar diante de um conceito indefinidamente ex-
tensivel, de modo que a sua aplica¢gdo universal o envolve numa vagueza inerente,
impedindo-nos de concebé-lo numa totalidade acabada:
Even in the case of a finite totality, the conception of that totality is not completely
characterised by the way in which an object is recognised as belonging to that totality:
for two people might agree in their dispositions to recognise something as belonging
to the totality, and still differ on the criteria they accepted for asserting something to

be true of all the members of the totality. Still more is this true if the totality is infinite
(DUMMETT, 1978b, 193).

Também lemos no texto de resposta a Wright:

A concept is not [...] to be characterised solely by the criterion for its application, that
is, for judging whether an object with which we are presented falls under it, but also
by the criterion for saying that something holds good of everything falling under it
(DUMMETT, 1994b, 336).

E importante frisar que um conceito indefinidamente extensivel é vago ape-
nas no que concerne a sua aplicabilidade universal, quanto a sua aplicacdo a ins-
tancias particulares, ele é caracterizdvel por um critério completamente definido,
distinguindo-se assim da nocdo de vagueza tratada em certas teorias filoséficas, a

qual se refere 2 incerteza da aplicagiio de conceitos em casos limites>>.

Com isso, Dummett estd dizendo que nem sempre podemos determinar de ma-
neria suficiente o sentido de um quantificador por meio do critério de aplicacdo do
predicado cuja extensao € percorrida pelo quantificador em questdo. Ha duas ma-
neiras, portanto, de compreender o sentido da expressao “ndmero natural”, uma que
corresponde a um critério que permite distinguir quando um termo se refere a um
numero natural, outra que corresponde a um critério para asserir algo sobre todos
os ndmeros naturais. Neste dltimo caso, deperamo-nos com o principio de indugao
sobre propriedades bem definidas, cuja maneira mais natural de compreendé-lo é
considerando-o como um principio que possibilita a assercdo de enunciados sobre
todos os niimeros naturais®*. Contudo, a partir do momento em que esse principio
entra em cena, o sentido da expressdo “nimero natural” se torna vago, pois passa a

embutir um conceito indefinidamente extensivel.

Se compreendermos o sentido da expressdo ‘“nimero natural” apenas a partir
de um critério que forneca a sua correta aplicacdo a instancias particulares, ndo o

envolvendo com algo que possa se referir a fodos 0s nimeros naturais:

2(DUMMETT, 1994b, 336).
24De fato, para Dummett (1978b, 195), o principio de indugdo com relagio a propriedades bem
definidas faz parte do sentido ordindrio da expressdo “nimero natural”.
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[A]n understanding of the expression ‘natural number’ will be insufficient to determine
the criterion by which something is recognised as a ground for asserting that something
is true of all the natural numbers: and it is precisely the concept of such a ground which
is shown by Godel’s theorem to be indefinitely extensible; for any definite characteri-
sation of a class of grounds for making an assertion about all natural numbers, there
will be a natural extension of it (DUMMETT, 1978b, 194).

Desse modo, ou o sentido da expressao “nimero natural” ndo ultrapassa o crité-
rio de distinguir instancias particulares, e assim o seu entendimento nao nos propor-
ciona condic¢des suficientes que permitam reconhecer algo como uma justificativa
(ground) para asserir sentengas gerais sobre os nimeros naturais; ou o sentido dessa
expressao envolve critérios para asserirmos sentencas gerais sobre os nimeros na-
turais, mas ao custo de adquirir um cardter inerentemente vago, uma vez que o
teorema da incompletude demonstra que a classe que circunscreve as justificativas

(grounds) de tais sentencas € indefinidamente extensivel.

Feitos tais esclarecimentos, retomemos a questdo da apreensao intuitiva de um
modelo padrdo da aritmética. Dummett (1994b, 335) afirma que se o conceito nii-
mero natural fosse completamente definivel, ou seja, ndo possuisse a vagueza ine-
rente constatada acima, o aspecto do uso das sentencgas da aritmética relacionado a
nossa capacidade de reconhecé-las como verdadeiras poderia ser encapsulado num
sistema formal, algo que o teorema da incompletude demonstra ndo ser possivel.
Em razdo dessa impossibilidade, somos induzidos — sendo exatamente contra iSso
que Dummett procura opor-se — a concepcao de que a compreensdo do conceito
niimero natural se daria por meio de uma “apreensdo mental interna do ‘modelo

~ 00

padrdao’™ da aritmética elementar, apreensdo essa que passaria ao largo de qualquer

formalizagdo, assim:

The conclusion drawn from this is that there is just one standard model which we all
have in mind, despite our inability to characterise it completely by formal means. My
argument has been, not that there is no such one standard model, still less that there is
any uncertainty about which particular objects we shall recognise as natural numbers,
but that the notion of ‘model’ here used is incoherent (DUMMETT, 1978b, 193, grifo
Nnosso).

Por que, diante da condicdo de uma caracteriza¢ao formal incompleta da arit-
mética, seria incoerente apelarmos a um modelo padrdo, do qual teriamos uma in-
tuicdo clara? A resposta de Dummett € que isso seria circular, pois a no¢do de
modelo padrdo a que poderiamos nos referir teria que ser também caracterizada por
uma descricao, de modo que essa descri¢do envolveria os mesmos elementos para

0s quais procuramos obter uma descri¢do apelando a um modelo padrao:

It is, however, circular to think that, since what we mean when we speak of the natural
numbers cannot be fully explained by reference to the incomplete formal characteri-
sation, it must therefore be explained instead by reference to the conception of the
standard model. For this conception must be given to us by means of some description,
and this description will itself make use either of the notion of ‘natural number’, or of
some closely related notion such as ‘finite’ (DUMMETT, 1978b, 191).
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E apds discursar sobre a alegada plausibilidade de interpretar o sentido da expres-
sdo ‘nuimero natural’ por meio de uma apreensdo intuitiva de um modelo para os
nimeros naturais, Dummett, na passagem abaixo, reitera a posi¢do que acabamos
de citar:

[Slince [...] a framework within which a model for the natural numbers can be des-

cribed will itself involve either the notion of ‘natural number’ or some equivalent or

stronger notion such as ‘set’, the notion of a model, when legitimately used, cannot
serve to explain what it is to know the meaning of the expression ‘natural number’

(DUMMETT, 1978b, 193).

Gostariamos entdo de apontar a seguinte conclusdo: para nao cairmos na con-
cepg¢do que faz apelo a uma intui¢@o interna independente de caracterizacOes verbais
e, consequentemente, implica o problema da posse privada do sentido (cf. secdo
4.1), Dummett se apoia na extensibilidade indefinida envolvida no conceito de nii-
mero natural e propde que o fendmeno da incompletude seja consequéncia desse
fato. Em razdo disso, sempre que definimos uma colecdo de elementos que pro-
porciona a justificacdo (ground) de uma assercao sobre todos os nimeros naturais,
criam-se a0 mesmo tempo as condicdes para se estender tal cole¢do. Por essa via
abandonamos a ideia de que a incompletude se deve a um desajuste entre os sis-
temas formais e uma intui¢ao privada, em que esta compreenderia verdades que

aqueles ndo conseguiriam demonstrar.

Neste momento, vale a pena olharmos mais de perto o que propriamente torna
o sentido de “nimero natural” vago. Podemos abordar isso de maneira particular
por meio do conceito ser um enunciado verdadeiro do sistema formal, o qual estd
intrinsecamente envolvido com a no¢do de consisténcia. Tal no¢do, como empre-
gada por Dummett, ndo € a formulada em termos puramente sintdticos, mas a que
se deriva a partir da nogdo de correcio® (soundness). Para chegarmos 14, primei-
ramente precisamos definir a propriedade ser um enunciado verdadeiro do sistema

formal:

VxD(x) é verdadeiro se todos os enunciados D(0),D(1),D(2),... forem verdadei-

ros, e falso se a0 menos um nao o for;

IxD(x) é verdadeiro se ao menos um dos enunciados D(0),D(1),D(2),... for ver-

dadeiro, e falso se nenhum deles o for.

Para enunciados sem quantificadores, a defini¢do da propriedade acima é dada pela
tabela-de-verdade do respectivo operador sentencial. Feito isso, assumindo-se que

os axiomas do sistema formal em questdo sdo verdadeiros e que a suas regras de

25Se um enunciado D for demonstravel, entdo D é verdadeiro, ou, por contraposi¢ao, se D for
falso, entdo D ndo é demonstravel.
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inferéncia nao produzem conclusdes falsas a partir de premissas verdadeiras, temos
que todos os seus teoremas sdo verdadeiros, logo, se um enunciado D do sistema
for um teorema, segue-se que ~ D ¢ falso, consequentemente, pela correcio, ~ D
ndo € demonstravel, ou seja, ndo € um teorema. Assim, para qualquer enunciado
D, se ele for um teorema, ~ D ndo o €, o que nos permite obter a consisténcia do

sistema, ou seja:

Hence we may establish by an inductive argument on the length of formal proofs that

each proof in the system has a true conclusion, and by another inductive argument on

the number of logical constants in a statement that no statement is both true and false;

concluding from this that the system is consistent (DUMMETT, 1978b, 195).

Como j4 observamos, para Dummett, o sentido mais usual da expressdo “nu-
mero natural” envolve a validade do principio de indug¢do para qualquer propriedade
bem definida. Sendo a formalizacdo da aritmética uma descri¢do do uso dessa ex-
pressdo, a demonstracao de consisténcia dada hd pouco seria intuitivamente correta,
tendo em vista que a propriedade ser um enunciado verdadeiro do sistema formal
¢ bem definida. Contudo, considerando o sistema formal a partir dele mesmo, sé
podemos tomar o principio de indu¢do como vélido para propriedades expressas no
sistema. Aplicar o principio de indugdo a propriedades ndo expressas no sistema
mas que a ele fazem referéncia ndo € ilegitimo, porém nos leva a conclusoes que o
sistema nao pode demonstrar, como € o caso da propriedade aqui tratada. De fato,
estamos diante de um conceito indefinidamente extensivel, o conceito propriedade
bem definida®®: em particular, a propriedade bem definida ser um enunciado verda-
deiro do sistema formal inicialmente tem como dominio para a sua aplica¢ao todos
os enunciados demonstraveis no sistema formal, mas tdo logo a caracterizacdo das
condicdes de sua aplicabilidade se consolidam, esse dominio se expande a sentencas

indecidiveis pelo sistema.

A relacdo que Dummett propde estabelecer parece ser entdo a seguinte: a vali-
dade do principio de indugdo para qualquer propriedade bem definida € constitutiva
do sentido da expressdo “nimero natural”, i.e., se alegamos compreender essa ex-
pressdo, a0 mesmo tempo assumimos a validade do principio acima. Todavia, como
o conceito de propriedade bem definida € indefinidamente extensivel, essa carac-
teristica agrega de modo inerente uma vagueza ao sentido da expressdo ‘“nimero

natural”.

Uma questdo natural que se levanta diz respeito a como um conceito vago pode
ser apreendido pelo seu uso: como esse tipo de semantica lida com tais concei-
tos? Compreender que um conceito indefinidamente extensivel € vago faz parte de

compreendé-lo bem. A vagueza, nesse caso, nao diz respeito a uma ambiguidade ou

26«[T]he notion of a well-defined property is itself indefinetely extensible” (DUMMETT, 1994b,
337).
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ma compreensdo, mas a uma caracteristica inerente a prépria correta compreensao
do conceito e da sua aplicabilidadeZ7. De fato, tomar um conceito indefinidamente
extensivel como circunscrevendo uma totalidade acabada seria a manifestacao de

que ele ndo foi bem compreendido:

It ought here to be remarked that from the fact that a concept possesses any kind of

vagueness, it cannot be inferred that there is any vagueness attaching to the notion

of grasping this concept; the question whether someone understands the meaning of

a certain expression may be a perfectly definite one, even though the meaning of the

expression in question is itself vague (DUMMETT, 1978b, 195).

A esse respeito, Dummett apresenta os nimero ordinais como exemplo. Como
visto na secdo 4.1.1, sempre que especificamos uma cole¢do de nimeros ordinais,
podemos, por meio das operagdes de unido e poténcia, gerar indefinidamente cole-
coes cada vez mais inclusivas. Apesar de nunca chegarmos a uma totalidade com-
pleta, final, podemos formar uma compreensao clara a respeito do conceito niimero
ordinal:

This situation we are not tempted to interpret as if, in thus recognising the possibility of

indefinitely extending any characterisation of the ordinals so as to include new ordinals,

we were approaching ever closer to a perfectly definite (‘completed’) totality of all
possible ordinal numbers, which we can never describe but of which nevertheless we
can form a clear intuitive conception. We are content, in this case, to acknowledge that
part of what it is to have the intuitive concept of ‘ordinal number’ is just to understand
the general principle according to which any precise characterisation of the ordinals

can be extended (DUMMETT, 1978b, 196).

No caso do conceito niimero natural, ndo hd nenhuma indefini¢do no que con-
cerne a determinar se um dado termo se aplica ou ndo a um nimero natural?®. To-
davia, essa ndo vagueza concernente a aplicagdes particulares do conceito nio se
estende a aplicagdes gerais, envolvendo todos os numeros naturais. Sobretudo, nao
implica uma nog¢ao definida de justificativa (ground) para asserir algo como sendo
verdadeiro a respeito de todos o nimeros naturais. E compreender isso, tal vagueza,

¢ compreender o sentido de “ndmero natural”.

Assim, o fato de uma expressdao ser inerentemente vaga ndo se coloca como
um problema a concepcao semantica de sentido como uso. Podemos sintetizar a
justificativa dessa conclusdo em dois pontos: o primeira € que a vagueza de expres-
soes € um fendomeno recorrente na linguagem, sendo a no¢ao de vagueza inerente
apenas uma sub-variedade?’; o segundo é que a descricio do uso de uma expressio
vaga nio é, ela mesma, vaga, ou seja, podemos compreender a vagueza inerente de

expressdes como ‘“nimero natural” e “nimero ordinal”, por exemplo, e fazermos

27 Confrontar com a se¢io 5.1.

28<«Whereas we can describe objects for which there is no definite answer, out of context, whether
the word ‘ordinal’ should be applied to them or not, we cannot describe an object in such a way as to
leave it indeterminate whether the expression ‘natural number’ should be applied to it” (DUMMETT,
1978b, 197).

29(DUMMETT, 1978b, 198).
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um uso adequado delas, apenas temos que nos dar conta de que a caracterizacao
do uso de tais expressdes deve envolver o principio por meio do qual ela pode ser
estendida. Recusar isso seria apelar a um intuicao inefdvel capaz de conferir um
limite mitico a extensdo indefinida de um conceito que ndo permite uma descricao

completa’”.

Resumindo o que abordamos nesta se¢do, temos: para Dummett, o sentido das
sentengas aritméticas € entendido como uso, o qual pode ser publicamente manifes-
tado. O uso, por sua vez, seria descrito pela formalizagao. Contudo, o teorema de
Godel demonstra que a formalizacdo € insuficiente para exprimir tudo o que intuiti-
vamente reconheceriamos como verdadeiro. Nossa primeira reacdo seria entdao ad-
mitir uma intui¢do interna de modelo impassivel de ser caracterizada formalmente,
0 que nos levaria a uma concepg¢do semantica subjetivista. Contra isso, a sugestio
de Dummett consiste em propor que o conceito nimero natural é inerentemente
vago (tal vagueza ndo impde um empecilho a nocdo de sentido como uso, vale lem-
brar), consequéncia do fato de que a classe de justificagdes (grounds) para asserir

algo sobre todos os nimeros naturais ¢ indefinidamente extensivel.

Além disso, Dummett (1978b, 199-201) esbog¢a algumas conclusdes sobre como
a sua proposta se enquadra no contexto do intuicionismo matemético. Um intuicio-
nista considera que uma demonstracdo matemadtica consiste numa constru¢ao men-
tal, a qual pode ser representada num sistema simbdlico, mas ndo pode a ele ser
identificado. Isso quer dizer que em geral ndo hd um isomorfismo entre as demons-
tracOes obtidas em alguma teoria matemadtica e as demonstragdes obtidas num certo
sistema formal (entendido como “‘totalidades de estruturas simbdlicas especificadas
de maneira determinante”). Mas de acordo com o mesmo autor, seria exatamente
1sso 0 que o teorema de Godel ratifica, i.e., que nem todos os principios de demons-
tracdo que aceitamos intuitivamente podem ser suscetiveis a uma formalizacdo num
determinado sistema. Dessa forma, se pretendemos que o sentido de um enunci-
ado matematico seja caracterizdvel em termos do que seria a sua demonstracao,
devemos nos referir a no¢do “inerentemente vaga de demonstracio intuitivamente

aceitdvel”, ndao a de demonstracdo num dado sistema formal.

A perspectiva proposta por Dummett nos sugere que, na interpretacdao do teo-
rema da incompletude de um ponto de vista intuicionista, a realidade matemaética é
tida como inacabada. Assumindo-se que sempre pode ser estendida, tal realidade
€ construida indefinidamente. Por outro lado, colocando-se numa posi¢ao diame-
tralmente oposta, a interpretacao realista do teorema da incompletude diz que o que
se encontra inacabado sdo os sistemas formais, pois mesmo estendendo-os inde-

finidamente nunca serdo suficientemente completos para capturar toda a realidade

30(DUMMETT, 1978b, 198).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 4. SISTEMAS FORMAIS E INCOMPLETUDE 104

matematica, que neste caso € considera determinada, perfeita.

Para um realista, nosso conhecimento € incompleto, mas o expandimos a me-
dida que fazemos descobertas sobre uma realidade — fixa e ja determinada — que se
revela para n6s. Por outro lado, para um intuicionista, o conhecimento se expande
a medida que constréi, por meio de seus critérios, a realidade que justifica a sua
verdade. Nao havendo, portanto, uma realidade independe que, por insinuar regides
desconhecidas, estabeleceria uma defasagem de conhecimento, no intuicionismo, o
que se conhece sempre se constitui daquilo que pode justificar a si mesmo: nao ha
uma realidade e um conhecimento incompleto diante dela, ou seja, essas duas ca-
tegorias se encontram sempre no mesmo nivel (o que ndo conhecemos ndo existe).
Nao obstante, o conhecimento, nesses termos, nao pode ser considerado uma tota-
lidade completa, ja que é indefinidamente extensivel. E por essa via que podemos
conceber a ignorincia — o desconhecido —, uma vez que ignoramos o que a extensao

do conhecimento pode alcangar.

Nesses termos, um intuicionista poderia ser acusado de que, na sua concepgao,
o conhecimento € arbitrdrio, visto que, num certo sentido, quem busca o conhe-
cimento € o mesmo que constrdi a realidade que o justifica. Por outro lado, um
realista se encontra sempre sob a suspeita de que o conhecimento que acredita ter

nao corresponde a realidade.

4.2 A tese de Church no contexto antirrealista

Nesta secdo, analisaremos uma citagdo na qual Dummett afirma que, se assu-
mirmos a tese de Church mais o principio antirrealista de que a demonstragdo de
uma dada sentenca de uma certa teoria matematica € efetivamente reconhecivel,

contrariamos o teorema da incompletude.

A tese de Church propde a identificagdo extensional entre a no¢ao informal de
computavel e a nocdo formal de fungdo recursiva. Levando em consideragdo a no-
cdo de conjunto, se possuirmos um método efetivo que nos possibilite dizer quando
um objeto arbitrdrio pertence a um certo conjunto, dizemos que tal conjunto é com-
putdvel, o que nos permite afirmar, por meio da tese de Church, que um conjunto é
computavel se e somente se ele for recursivo. Uma outra no¢do empregada € a de
conjunto efetivamente enumerdvel, que diz respeito aos conjuntos cujos elementos
podem ser computavelmente listados — uma propriedade mais fraca que a anterior,
no sentido de que, a despeito de se poder listar todos os elementos do conjunto, ndo
€ possivel, diante de um objeto arbitrédrio, afirmar por meio de um procedimento

computavel se ele pertence ou ndo ao conjunto em questdo. Assim, mais uma vez
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pela tese de Church, temos que um conjunto arbitrdrio I" € efetivamente enumeravel

se e somente se ele for recursivamente enumeravel:
(1) (T € efetivamente enumerdvel ) <+ (I" € recursivamente enumeravel).

Devido a um teorema atribuido a Craig, temos que se um conjunto de sentengas for

recursivamente enumeravel, segue-se que esse conjunto € axiomatizdvel:
(2) (T é recursivamente enumeravel) — (I" é axiomatizdvel).

Supondo “I" € efetivamente enumeravel”, a partir dessas duas premissas destacamos
“I" é axiomatizdvel”. Eliminando essa hip6tese por meio da regra de introducao da

implicacdo, obtemos:
(3) (I € efetivamente enumeravel) — (I" € axiomatizavel).

Recorrendo ao teorema da incompletude, de Godel, podemos dizer que os axiomas
da aritmética elementar sdo insuficientes em derivar todas as sentencas verdadeiras
dessa teoria, ou seja, 0 conjunto composto por essas sentengas, que denotaremos

por N, ndo é axiomatizdvel:
(4) ~ (N é axiomatizdvel).

Aplicando modus tollens as proposi¢coes 3 e 4, além de considerar a substituicdao de
I' por N, ja que aquele simbolo compde uma proposicao de cariter esquematico,

seguc-se:

(5) ~ (N é efetivamente enumeravel).

31 ¢ apontar que a proposicio (5) entra em conflito

O objetivo de concluir isso
com o intuicionismo de Dummett (ao qual também nos referiremos como antirrea-
lismo), que, de acordo com Cogburn (2002, 5), implica que o conjunto das sentengas

verdadeiras da aritmética elementar é efetivamente enumeravel.

Seu argumento se apoia em trés nogdes centrais da filosofia de Dummett: (a)
verificacionismo, (b) manifestabilidade da compreensdo e (c) molecularismo. De
modo geral, essas nocdes podem ser sumariadas da seguinte maneira: (a) uma as-

sercao matemadtica é verdadeira desde que se possa apresentar a sua demonstragao;

31Cf. (COGBURN, 2002, 4-7) e teoremas 6.1, 6.2 e 26.5 em (SMITH, 2013).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 4. SISTEMAS FORMAIS E INCOMPLETUDE 106

(b) compreendemos o sentido de uma sentenca matematica quando sabemos reco-
nhecer a sua demonstra¢io>?; (c) duas condigdes estio envolvidas nessa nogio, a
propriedade de subférmula e a propriedade de extensdo conservativa, configurando
assim o anti-holismo do programa dummettiano, que se opde a ideia de que uma
sentenga possa ser demonstrada apenas numa teoria mais rica que a teoria onde a
sentenca foi originalmente formulada33. A primeira propriedade requer que, numa
demonstracdo de uma férmula Q a partir das premissas Py, ..., P,, toda férmula ocor-
rendo nessa demonstragdo deve ser uma subférmula de Q ou de alguma das premis-
sas Py,...,P, — vale lembrar que uma féormula € subférmula de si mesma. Quanto
a outra propriedade, ela requer que as regras que operam as constantes logicas que

ocorrem no argumento Py, ...P,, entdo Q sejam suficientes para a sua demonstracao.

A enumeracdo efetiva das sentencas verdadeiras da aritmética se daria da se-
guinte maneira: comegamos enumerando todas as sequéncias de férmulas da arit-
mética; pelo principio de manifestabilidade da compreensdo, segue-se que sabe-
mos reconhecer, diante de uma sequéncia arbitrdria, se ela constitui ou ndo uma
demonstracado da férmula que lhe ocorre como ultimo elemento; percorrendo orde-
nadamente as sequéncias enumeradas e tomando nota das formulas demonstradas,
conseguimos listar todas as sentengas verdadeiras, permitindo-nos assim concluir

que o conjunto N é efetivamente enumeravel>*,

Cogburn considera algumas objecdes a possibilidade de fazer tal enumeracao
efetiva, das quais ele se esquiva langcando mao das duas outras nog¢des ((a) e (c))
que sustentam o intuicionismo de Dummett. Poder-se-ia alegar, com efeito, que,
existindo demonstragdes corretas ndo contempladas em nenhuma das sequéncias
enumeradas, N seria apenas um subconjunto do conjunto que conteria todas as sen-
tencas aritméticas verdadeiras. Tal condi¢do, todavia, ndo seria vidvel no ambito
do antirrealismo. Consideremos P uma sentenca verdadeira da aritmética, mas que
nao é demonstrada por nenhuma das sequéncias enumeradas. Isso se daria ou por-

que (1) P € uma sentenga verdadeira indemonstravel; ou porque (2) a demonstra-

320y seja, sendo P uma sentenga matematica, e p uma demonstragdo que € dita ser de P, conhe-
cemos o sentido desta — e o manifestamos — quando sabemos dizer se p pode ou ndo ser considerada
a sua demonstragdo.

33“When an expression, including a logical constant, is introduced into the language, the rules of
its use should determine its meaning, but its introduction should not be allowed to affect the meaning
of sentences already in the language. If, by its means, it becomes possible to derive certain such
sentences from other such sentences, then either their meanings have changed, or those meanings
were not, after all, fully determined by the use made of them. [...] The introduction of the new
constant has created new criteria for the truth of statements not containing it” (DUMMETT, 1991,
220, grifo do autor).

3*Nas palavras de Cogburn e Megill (2010, 4): “this procedure will ultimately yield an effective
enumeration of the set of truths of elementary arithmetic. That is, the Dummettian inferentialist,
committed as she is to the manifestation requirement, must hold that the human mind can effectively
enumerate the set of truths of elementary arithmetic”.
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cdo de P exige recursos que ndo se encontram disponiveis na teoria da aritmética
elementar. A primeira op¢do € invidvel devido ao principio verificacionista, que
equaciona verdade e demonstrabilidade, i.e., uma sentenga nao pode ser verdadeira
se ndo possuimos a sua demonstracdo: “a core tenet of Dummett’s inferentialism is
the verificationist identification of truth with provability. For the Dummettian, one
is a Platonist precisely to the extent that one countenances unprovable truths”.
Quanto a segunda op¢ao, Cogburn e Megill (2010, 8) nos convidam a considerar o
seguinte exemplo: seja P uma sentenca que faz uma alega¢cdao no ambito da aritmé-
tica elementar, mas cuja demonstracdo envolve pesquisas avangadas em topologia.
Consequentemente, de acordo com o principio de manifestabilidade, a compreensao
de P exigiria a capacidade de reconhecer demonstragdes avancadas em topologia, a
despeito da sentencga consistir apenas numa alegagdo concernindo a aritmética ele-
mentar. Esse modo de conceber o sentido de P imporia uma forma de holismo nao

admitida pelo intuicionismo dummettiano:

[H]olism admits no way of explaining, in terms of the structure of a given statement,
how a proof of it is to be recognised as such. [...] For the holist, our understanding of
the statement, in so far as we understand it fully, simply resides in the knowledge we
possess of the whole of mathematics. For the intuitionist, it does not. [...] It therefore
reflects only our understanding of the constituents of that particular statement, rather
than a piece of background knowledge which, as a whole, informs our understanding
of every mathematical statement (DUMMETT, 1991, 226-227, grifo do autor).
Tal anti-holismo se ratifica pelo principio de molecularismo, que como vimos, uma
de suas caracteristicas é dada pela propriedade de conservacao extensiva. No exem-
plo dado hd pouco, sendo P demonstravel apenas numa teoria topoldgica, isso revela
que a linguagem desta teoria ndo seria uma conservacao extensiva da linguagem da

aritmética.

Chegamos, por fim, a seguinte conclusao: a tese de Church, o teorema de Craig
e o teorema da incompletude implicam que o conjunto N das sentencas verdadei-
ras da aritmética ndo € efetivamente enumerével, o que entra em contradicdo com
a conclusdo obtida a partir dos principios que compdem o programa intuicionista
de Dummett, a saber, que o conjunto N ¢ efetivamente enumerdvel. Logo, para as-
sumirmos esse programa, alguma das premissas que sustentam a enumerabilidade
efetiva de N deve ser negada. Como os resultados de Craig e Godel sdo teoremas
da légica, a opcao que resta é negar a tese de Church. Assim, por introdu¢do da
negac¢do, compde-se um argumento demonstrando que o intuicionismo de Dummett

implica a falsidade da tese de Church3®.

Cogburn (2002, 3) acredita que esse € o argumento que estd por trds da se-

guinte citacao eliptica de Dummett, a qual diz que a assun¢do da tese de Church no

35(COGBURN; MEGILL, 2010, 5).
36Cf. (COGBURN, 2002), (COGBURN, 2003, nota 3) e (COGBURN; MEGILL, 2010).
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contexto intuicionista nos colocaria em conflito com o teorema da incompletude:

As for Church’s Thesis, this is not particularly plausible from an intuitionistic stand-
point. The assumption that we can effectively recognize a proof of a given statement of
some mathematical theory, say elementary number theory, lies at the basis of all intui-
tionistic mathematics; but to hold that there is any recursive procedure for recognizing
proofs of arithmetical statements would be to run foul of Godel’s Incompleteness The-
orem (DUMMETT, 2000, 264).
Como indicio de coeréncia da posicdo de Dummett com relacdo a essa interpretagao,
Cogburn e Megill (2010, 9, n. 4) ainda destacam que ndo se deve tratar de uma
questdo acidental o fato dele, a despeito da tese de Church ser empregada como
premissa em alguns argumentos intuicionisticamente validos, procurar meios que

ndo utilizam essa premissa.

Apresentado o argumento de Cogburn, devemos reconhecer que, a primeira
vista, ele parece se sustentar por uma premissa bastante implausivel, a que diz que
podemos enumerar efetivamente todas as sequéncias de férmulas da aritmética. O

proprio autor reconhece isso numa nota de rodapé:

Petr H4jek noted (p. c.) that one might interpret (DUMMETT, 1978b) as an argument
that the sentences of number theory are not themselves recursively enumerable; and
hence for the Dummettian no such enumeration might be possible. As I argue below,
in the context of my argument, this would run afoul of Dummett’s other commitments.
More importantly though, holding that the language of number theory is not recursively
enumerable would itself involve denying Church’s Thesis, as long as one believed that
the human mind possesses a procedure by which to tell whether a given sentence is a
sentence of number theory. Thus, this objection blocks the argument only at the price
of affirming its conclusion (COGBURN, 2002, 5, n. 7, grifo nosso).
Concordamos com os dois primeiros periodos da citacao, mas discordamos com
o restante dela. A nosso ver, a resposta presente na nota supracitada possui um equi-
voco semelhante ao cometido por Kélmar (cf. a se¢do 3.1). Na ocasido da secdo
que dedicamos a esse autor, vimos que o método que ele sugere para “computar” a
funcao W se caracteriza por procedimentos ndo mecanicos, 0s quais pressuporiam a
evolucdo da pesquisa matemdtica ao longo dos anos. Desse modo, uma vez nao se
tratando de um método efetivo, seu argumento contra a tese de Church cai por terra.
Podemos fazer aqui a mesma critica. O fato da mente humana ser capaz de reconhe-
cer sentencas da teoria dos nimeros ndo garante, por si s6, que esse reconhecimento
se da por um procedimento que possa ser dito efetivo. Logo, podemos negar a enu-
merabilidade recursiva de sequéncias de formulas da teoria dos nimeros, ainda que
acreditemos que a mente humana é dotada de um procedimento nao efetivo capaz de
reconhecer sentencas aritméticas. Em outras palavras, a negagdo da tese de Church
alegada na citagdo acima se daria apenas se o procedimento que a mente humana

possui de reconhecer sentencas da teoria dos nimeros fosse efetivo®’.

37E interessante observar em (GODEL, 1990b), numa pequena nota intitulada A philosophical
error in Turing’s work, o seguinte comentario:
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De fato, uma das conclusdes do artigo de Dummett sobre o teorema de Godel
consiste em dizer que o que podemos reconhecer como uma demonstragdo mate-

matica ndo se reduz a representagcdes de demonstragdes em sistemas formais:

[A] mathematical proof or construction is essentially a mental entity, something that
may be capable of being represented by an arrangement of symbols on paper, but can-
not be identified with it. [...] the class of intuitively acceptable proofs is an indefinitely
extensible one; but it is clear that the intuitionists are right in claiming that, if the sense
of mathematical statements is to be given in terms of the notion of a mathematical
proof, it should be in terms of the inherently vague notion of an intuitively accepta-
ble proof, and not in terms of a proof within any formal system (DUMMETT, 1978b,
200-201, grifo do autor).
Nesse sentido, se no intuicionismo nao podemos reduzir a nocdo intuitiva de de-
monstragdo a uma nocao formal, a hipétese do argumento de Cogburn que diz que
as sequéncias de férmulas da aritmética sdo efetivamente enumeraveis € de pronto
inviabilizada, dado que a nog¢do intuitiva de demonstracao extrapola o ambito de
sistemas axiomaticos efetivos, onde poderiamos ter a enumeracgao efetiva de suas

sequéncias de formulas. Cremos que essa tenha sido a observagdo de Petr Hajek.

Assim, para que o argumento se sustente, € preciso argumentar que os princi-
pios de verificacionismo, manifestabilidade da compreensao e molecularismo, ali-
cerces do programa dummettiano, nos conduzem inevitavelmente a um formalismo,
ou, a0 menos, a possibilidade de enumerar efetivamente sequéncias de férmulas da
aritmética. Isso parece ser o que o segundo periodo da nota de rodapé citada diz.
A seguir, indo além do que encontramos nos textos de Cogburn, tentaremos tornar

plausivel essa hipétese.

Acima, o principio de manifestabilidade da compreensdo foi proposto como
sendo a capacidade de reconhecer o que verifica aquilo que uma dada sentenca
afirma. O termo “manifestabilidade” induz a ideia de que o conhecimento do sen-
tido deve manifestar-se publicamente, o que se atesta pela circunstancia de um fa-
lante da linguagem onde a sentenca foi formulada poder dizer, diante do que é
apresentado como uma verificacao da sentenca, se tal verificagdo € ou nao correta.
Restringindo esse principio ao ambito da matemdtica, dizemos que compreende-
mos o sentido de uma dada sentenca quando, diante do que se propde como a sua

demonstracao, somos capazes de reconhecé-la como tal:

Turing in his [(TURING, 1936, 250)], gives an argument which is supposed to show that mental procedures cannot
go beyond mechanical procedures. However, this argument is inconclusive. What Turing disregards completely is the
fact that mind, in its use, is not static, but constantly developing, i.e., that we understand abstract terms more and more
precisely as we go on using them, and that more and more abstract terms enter the sphere of our understanding. There
may exist systematic methods of actualizing this development, which could form part of the procedure (grifo do autor).

Acreditamos que Godel interpretou Turing de maneira equivocada. Este ndo pretendia identificar
procedimentos mentais, como um todo, a procedimentos mecanicos. Tal identificac@o se restringe
apenas aos procedimentos mentais que consideramos como correspondentes a um ato humano, ainda
que idealizado, de calcular (cf. (SHAGRIR, 2006), que também sugere isso como uma interpreta-
¢do possivel). Assim, Kalmar e, agora, Cogburn parecem cometer o mesmo tipo de engano, o de
desconsiderar que nem todo procedimento executado pela mente humana é mecanico.
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[O]ur understanding of a mathematical statement does not reside in our grasp of what it
is for the statement to be true, independently of any proof of it, but rather in our capacity
to recognise a proof or a disproof of the statement when we see one (DUMMETT,
1978d, 361).

Todavia, como observa Koss (2013, 64), o vinculo entre a compreensao de
uma sentenca e a capacidade de reconhecer a sua verificacdo nem sempre € tao
plausivel quanto inicialmente pode parecer. A esse respeito, o autor sugere que
tomemos como exemplo a sentenca que exprime o que ficou conhecido como o

altimo teorema de Fermat:

~3da3b3cIn (n>2 N d"+Db" =").

Todas as suas varidveis t€ém como dominio o conjunto dos nimeros naturais. A des-
peito da sentenca poder ser expressa de modo tdo simples na linguagem da aritmé-
tica elementar, a sua demonstragdo, devida ao matemadtico britanico Andrew Wiles,
¢ enormemente complexa, a qual foi apresentada num artigo de 109 péaginas, cuja
compreensao estd restrita a um seleto grupo de profissionais avancados da matema-
tica. Desse modo, de acordo com o principio de manifestabilidade da compreensao,
apenas esse grupo restrito de matematicos seria capaz de compreender o sentido da
sentenca acima, ja que somente eles poderiam reconhecer aquela demonstragdo. No
entanto, isso soa estranho, tendo em vista que € dificil negar que qualquer matema-
tico seria capaz de compreender o que a sentenca exprime, dada a sua formulacao

bastante elementar.

Uma implausibilidade semelhante também insurge contra o principio de mani-
festabilidade quando nos referimos a somas de nimeros muito grandes, que extra-
polariam a capacidade da mente humana de pensd-los ou escrevé-los. Como nédo
podemos reconhecer os calculos de tais nimeros e o respectivo resultado, nossa
compreensdao sobre o que seria soma-los seria colocada em questdo, “and it is a
mistake to make one’s understanding of addition contingent on the computational

resources of the human mind’38.

O que podemos notar a partir desses casos € que o principio de manifestabili-
dade da compreensdo se torna problematico se o entendermos como exigindo que
a compreensdo de uma sentenga matematica estd relacionada a capacidade de re-
conhecermos qualquer demonstracao correta a ela vinculada que possamos nos de-
parar. Assim, de acordo com Koss (2013, 65), o melhor que poderia ocorrer a um
intuicionista que assume esse principio seria poder restringi-lo a um tipo particular
de demonstracdo, cujo reconhecimento esteja intrinsecamente ligado a compreen-

sdo do sentido da sentenca por ela demonstrada, ou seja, para cada sentenga mate-

3 (KOSS, 2013, 65).
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madtica em particular seria possivel identificar uma zinica demonstra¢do que serviria

de referéncia para nos dizer se compreendemos ou ndo a sentenga em questao.

Dummett se volta a esse problema ao reconhecer que uma demonstra¢io cons-
trutivamente vélida — tal como encontramos escrita numa publicacdo matemaética
— ndo emprega explicitamente suas palavras e simbolos com o mesmo sentido em
que eles sdo empregados na semantica construtiva das constantes légicas, i.e., as
demonstracdes usuais que um matemaético lida, ainda que possam ser vélidas de
um ponto de vista construtivo, ndo se conformam de maneira imediata as cldusulas
BHK:

Are we, then, to say that any (constructively) valid written proof, such as might appear
in an article in a mathematical journal or in a textbook, is, considered relative to the
intended meanings of the words and symbols employed, a proof in the sense in which
this word is used in the explanations of the logical constants? It seems to follow from
the character of those explanations themselves that we are not (DUMMETT, 2000,
270).

Isso leva Dummett a propor uma distincao entre demonstracdo e prova cano-
nica. Esta realiza de maneira explicita as caracteristicas elucidadas pelas cldusulas
BHK, ao passo que uma demonstraciao se adéqua (indiretamente) a tais cldusulas
apenas quando nos fornece meios efetivos de construirmos uma prova canonica.
Numa demonstracao, um enunciado da forma A VV ~ A pode ser asserido em um de
seus passos, ndo porque se tem uma demonstracao de um desses disjuntos, como re-
quer a clausula BHK referente a esse conectivo 16gico, mas pelo fato de possuirmos
um método efetivo que nos forneca a demonstracdo de uma das sentengas compo-
nentes, como no caso em que A € decidivel. Na mesma dire¢do, podemos encontrar
a asser¢do de Ix A(x) numa demonstragdo, ndo porque demonstramos diretamente
A(c), em que c estd para um elemento do dominio, mas em virtude da demonstra-
cao fornecer um método efetivo que nos permita identificar um elemento que realize
A(x):

We thus appear to be forced to acknowledge a distinction between a proof, in the strict

sense of the word, and a mere demonstration, the latter being related to the former

by the fact that a demonstration supplies an effective means of constructing an actual
proof. [...] the primary notion is that of a proof in the strict sense, which we shall refer
to as a canonical proof: the notion of a demonstration is a secondary one, definable in
terms of that of a canonical proof; and it is by reference to the notion of a canonical

proof that the logical constants are to be explained (DUMMETT, 2000, 271, grifo
Nnosso).

Com a nog¢ado de prova candnica, o problema envolvendo o principio de ma-
nifestabilidade pode ser contornado. A compreensdao do sentido de uma sentenga
ndo estaria mais vinculada a capacidade de reconhecermos qualquer demonstracao
concernindo tal sentenca, mas apenas a capacidade de reconhecermos a sua prova
candnica. Nesta, todos os seus passos dedutivos sdo articulados de maneira expli-
cita, de modo que a evidéncia de cada inferéncia repousa nela mesma, sem a pres-

suposi¢ao de um conhecimento que va além do que estd sendo inferido. Além do
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mais, a validade de cada regra inferencial empregada numa prova candnica pode ser
diretamente verificada, bastando apenas confrontar a sua aplicacdo com a clausula

BHK que lhe diz respeito. Nessas condicoes:

Ultimately, canonical proofs are what matter for the semantic antirealist’s theory of me-

aning and understanding. In order for the antirealist to allow that somebody can unders-

tand Fermat’s Last Theorem without understanding Wiles’s complicated demonstration
of it, he must have recourse to the existence of a canonical proof of the theorem, which
proof can be extracted from the demonstration by an effective method. Understanding

a statement of the theorem can then be taken to consist in the ability to recognize this

canonical proof as a correct proof of the statement (KOSS, 2013, 66).

Em suma, a nocao de prova candnica se revela importante para o principio de
manifestabilidade porque possibilita que a relacdo entre uma sentenga e uma ale-
gada prova seja decidivel, i.e., dada uma sentenca e uma prova candnica, podemos
afirmar por meio de um método efetivo se essa sentenca pode legitimamente ocorrer

como conclusio dessa prova>.

Mas nio s6 do principio de manifestabilidade vive a no¢do de prova candnica,
a teoria do sentido proposta por Dummett precisa dela para se livrar de outros pro-
blemas. Orientando-nos pelo artigo de Weiss (1997, 268-269), identificamos os trés
pontos seguintes, todos eles relacionados a questdao da molecularidade e ao risco de

nos envolvermos com alguma forma de holismo:

(a) Circularidade: na elucida¢do semantica do conectivo —, por exemplo, diz-se
que possuimos uma demonstracdo de A — B desde que tenhamos um mé-
todo que transforme qualquer demonstragao de A numa demonstracio de B.
Temos assim uma quantificacao envolvendo fodas as demonstracdes do an-
tecedente, logo, ndo havendo nenhuma restricdo sobre a complexidade das
sentengas envolvidas em tais demonstracdes, a propria sentenga sendo de-
monstrada pode estar sendo pressuposta numa delas. Em dltima instancia,
isso implica que o sentido do condicional ndo seria dado em termos de um
fragmento da linguagem, rompendo dessa forma com o principio de molecu-
laridade*’.

(b) Vacuidade: tomemos mais uma vez a implicacdo como exemplo. Se nao hou-
ver nenhuma restricdo sobre o que conta como uma demonstra¢io desse co-
nectivo, pode-se dar o caso vicuo de utilizarmos modus ponens da seguinte
maneira: empregamos a demonstracdo de A — B como o método que trans-

forma qualquer demonstracdo de A numa demonstracdo de B, i.e., seja p a

3Sundholm (1986, 493), quanto 2 decidibilidade da nogio de prova candnica, se exprime da
seguinte maneira: “Is it in fact true that the notion of proof is decidable? On our presentation at least
this much is true: if we already have a proof it is decidable if it is in canonical form”.

4Cf. (DUMMETT, 2000, 269-270).
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constru¢do que demonstra A — B, assim, basta aplicar p a constru¢cdo que
demonstra A para, por meio de modus ponens, obtermos a construcdo que

demonstra B*!.

(c) Suplementacao: por vezes precisamos de um argumento suplementar que nos
convenga que uma alegada construcao cumpre os requisitos para que ela seja
considerada uma demonstracdo. Desse modo, a capacidade de reconhecer
uma constru¢do que demonstra uma certa sentenga dependeria, também, da
capacidade de seguir tal argumento suplementar, o qual pode ndo se enquadrar
nas restricoes envolvidas nas caracterizagdes das demonstragdes estipuladas
na elucidacdo do sentido das constantes ldgicas, comprometendo-nos assim

com alguma forma de holismo:

Of certain operations, we may be able to recognize immediately that they carry
any proof of A into a proof of B, and then they can by themselves serve as proofs
of A — B: but, for other operations, it may not be obvious that they do this,
although it is possible to give a proof that they do; and, in such a case, what
constitutes the proof of A — B will not be just the operation on its own, but it
together with the proof that carries any proof of A into a proof of B (DUMMETT,
1977, 399).

De acordo com Dummett, se o sentido de uma constante 16gica for compreen-
dido por meio do que seria a prova candnica da sentenga em que ela ocorre, as difi-
culdades acima podem ser superadas. Tal no¢do de prova canonica tem como base a
no¢do de demonstra¢do normal, oriunda dos sistemas de dedu¢@o natural. Uma de-
monstra¢do normal consiste numa derivagcdo onde ndo ocorrem formulas mdximas,
i.e., uma féormula inferida por uma regra de introducdo e imediatamente submetida
a uma regra de eliminacdo concernindo a constante 16gica recém-introduzida. Um
importante resultado em deducao natural é o de que toda demonstracdo pode ser
normalizada — a ocorréncia de qualquer férmula méxima pode ser eliminada por
um procedimento de redu¢do**>. Como corolério desse resultado, tem-se a proprie-
dade de subférmula que mencionamos acima: toda férmula que ocorre na derivacao
é subférmula da conclusio ou de alguma de suas premissas*>. Com isso, medindo
a complexidade de uma sentenca por meio do nimero de constantes légicas que

nela ocorrem, as quais sdo introduzidas ou eliminadas pelas regras de introducdo

4INo caso do quantificador universal, o problema se manifestaria de modo semelhante: “Whatever
we chose to accept as being a proof of Vx A(x), it would, provided that it itself conformed to the
canons of ordinary informal proof, supply us with an effective means of finding, for any term ¢, a
proof of A(t), namely by simply appending to the proof of Vx A(x) a single application of universal
instantiation” (DUMMETT, 2000, 271). Cf. também (DUMMETT, 1978c, 241). Para uma critica
ao argumento de Dummett, cf. (FERNANDEZ-DIEZ-PICAZO, 1997, 138-139).

42Cf. (PRAWITZ, 2006, capitulos II e III).

43Se a férmula concluida for uma verdade 16gica, toda férmula presente na derivagio é subfér-
mula da conclusio, tendo em vista que verdades 16gicas ndo dependem de nenhuma premissa nao
descartada.
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ou eliminagdo, sua complexidade ndo ultrapassa a complexidade da conclusiao ou
da premissa mais complexa que compde a demonstracao da qual faz parte, permi-
tindo assim que as demonstragdes normalizadas sejam ordenadas por uma relacio
de ordem parcial. Tal ordenacio resolve o problema da circularidade:
The threat that the intuitive explanations of the logical constants may be viciously circu-
lar can be averted if it is found to be possible to impose on canonical proofs a hierarchy,
according to their complexity, such that the complexity of the proof matches the com-
plexity of the statement proved. Then if any given statement can be proved at all, it can

be proved by a canonical proof whose complexity does not exceed a bound depending
on the structure of the statement (DUMMETT, 2000, 272).

Assim, no caso de um condicional A — B, ao se falar de um método que transforma
qualquer demonstracdo de A numa demonstracdo de B, restringimos o dominio de
aplicacao desse método a demonstracdes cuja complexidade seja limitada pela com-
plexidade da sentenca A, impendido dessa maneira que o proprio condicional — mais
complexo que o antecedente — esteja envolvido em alguma das demonstragdes pre-
sentes no dominio do método em questdo. Garantido isso, o principio de molecu-
laridade se mantém vdlido, pois a compreensdao de uma dada sentenca poderd se
limitar a compreensdo de um fragmento da linguagem que ndo contém sentengas

mais complexas do que a sentenga que se pretende compreender®*.

O segundo problema € resolvido pela condi¢do relacionada ao fato de que toda
prova candnica se conclui com uma regra de introdu¢do. Como a vacuidade se
deve as regras de eliminac¢do, ela se torna invidvel quando o sentido das constantes

16gicas é dado em termos de provas candnicas™® .

Quanto ao ultimo problema, Dummett nos remete a sua discussao sobre o teo-
rema da barra, de Brouwer. Neste caso, uma elucidacao intuicionista da implicacdo
exige que, para cada sentenga A, devemos ter condi¢des de enunciar um axioma que
tenha a forma “A — existe uma demonstracdo de A de tal ou tal tipo”. Tal axioma,
conforme a estrutura de A, imporia certas restricdes na forma da demonstracao,
explicitando todas as condigdes exigidas pela demonstracio de um condicional®S.
Desse modo, para cada sentenca C, teriamos uma sentenga C*, um condicional cujo
consequente € C, e cujo antecedente é composto por uma conjun¢do de axiomas
da forma “A; — existe uma demonstracio de A; de tal ou tal tipo”, onde cada A;
€ uma sentenca que compde a sentenca C. Assim, ao invés de considerarmos as
normaliza¢gdes das demonstragdes que constituem o conjunto de demonstracdes de
C, considerariamos as normalizacdes do conjunto de demonstragdes de C*, o que

nos possibilitaria a seguinte conclusdo: “There is now no obstacle to regarding a

“4(DUMMETT, 1977, 395).

43(WEISS, 1997, 269).

4De maneira andloga, esse recurso seria empregado em sentencas envolvendo o quantificador
universal, com a diferenca de que os axiomas seriam utilizados para estabelecer a estrutura do do-
minio de quantificacio.
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canonical proof of C as analogous to a normalized proof of C* (rather than of C
itself). There will therefore still be a bound on the complexity of canonical proofs
of any given statement” (DUMMETT, 1977, 400). Concluindo, por vezes precisa-
mos recorrer a um argumento suplementar para garantirmos que, de fato, qualquer
demonstracdo do antecedente € transformédvel numa demonstragdo do consequente,
pois, como Weiss (1997, 270) observa, de acordo com a compreensao intuicionista

de um condicional?’

, uma demonstracdo de A a partir de B consiste numa demons-
tracdo de B a partir de um conjunto de demonstragdes possiveis de A, ndo a partir da
mera hipdtese de A. Nesse sentido, apelando ao recurso de considerar as demonstra-
coes de uma sentenca como C*, onde para cada uma de suas sentengas constituintes
hd um axioma da forma descrita acima, o argumento suplementar se daria numa
complexidade e estrutura previsiveis, permitindo sua normalizacdo e consequente
equiparacdo a uma prova canonica de C. Em ultima instancia, demonstrar C por
meio de uma demonstracdo de C* permite que a estrutura da demonstracio desta
esteja relacionada a estrutura da prépria sentenca C*, permitindo, portanto, a ma-
nutencdo da concepcdo antirrealista de que compreendemos uma sentenga quando

sabemos reconhecer o que seria a sua demonstracao.

O préprio Dummett admite que todas essas consideracdes sobre a nocao de

prova candnica possuem um cariter “altamente programatico”®

, € que, até entdo,
nem mesmo para a aritmética de primeira ordem uma nog¢do detalhada de prova
candnica havia sido proposta. Além disso, ele ressalta a seguinte condi¢do confli-
tante: se uma concepg¢ao detalhada da no¢do de prova canonica for obtida, e por
meio dela se fundar a elucidacdo intuicionista das constantes 1dgicas, obteremos

uma “axiomatizagio completa da matematica intuicionista™*®

, 0 que iria de encon-
tro ao resultado de Godel sobre a incompletude dos sistemas formais, que, como
vimos neste capitulo, € interpretado pelo intuicionismo como dizendo que a no-
cdo de demonstragdo intuitiva ndo pode ser reduzida a de demonstracao num certo

sistema formal.

Nesse ponto, Dummett recorre mais uma vez a sua no¢do de conceitos indefi-

nidamente extensiveis, agora aplicando-a ao conceito de demonstragao:

[T]he totality of methods of proof, within a given mathematical theory, is likely to be
an indefinitely extensible one: certain methods of reasoning intuitively acceptable to us
can be carried out only after we have achieved a formulation of some range of methods
of proof not including them (DUMMETT, 1977, 401).

4TPelo menos no intuicionismo dummettiano, dirfamos. Cf. nossa discussio sobre juizos hipotéti-
cos acima (se¢do 3.5.1). E dificil dizer exatamente qual é a posicio de Dummett, mas pelo que Weiss
(1997, 270) sugere, ele aparentemente contraria a ideia de que, na demonstra¢do de um condicional,
a posse atual do objeto-prova do antecedente ndo € necessariamente pressuposta.

“(DUMMETT, 1977, 400).

49 (DUMMETT, 1977, 401).
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Disso, ele conclui que, desde de um ponto de vista construtivista — que se refere
a propria atividade matematica enquanto tal, ndo a uma realidade independente do
conhecimento, como seria no platonismo —, o sentido atribuido aos enunciados ma-
temadticos estd submetido a um processo de constante mudanca, tendo em vista que
ele se constitui a partir dos métodos de demonstracao que atualmente temos posse.
Como vimos, apelando a um recurso como o de invocar 0s axiomas presentes na
sentenca da forma C*, pretende-se que a forma de uma sentenca e a estrutura da
demonstracdo que poderemos reconhecer como sendo de fato a sua demonstracio
estejam relacionados. Contudo, dado que o advento de novos métodos de demons-
tracdo nos faz rever o sentido das constantes 16gicas, o que num dado momento
poderia ser considerado a demonstracdo de uma certa sentenca pode deixar de ser

visto como tal num momento posterior:

[P]rovability is not a stable property: we cannot think of an addition to our stock of
methods of proof as merely allowing us to prove more than we could before, while all
the proofs we had already given remain intact, since such an addition may lead to a
rejection of certain earlier proofs. [...] mathematics become a subject whose results are
fallible and liable to revision, like those of other sciences (DUMMETT, 1977, 402).
Em todo caso, apesar do sentido das sentencas matemadticas flutuar, porque o
que seria a sua prova candnica se modifica de acordo com o progresso da matema-
tica, Dummett insiste que nao devemos identificar o sentido a algum modo de ra-
ciocinio que incidentalmente possamos no futuro reconhecer como valido. Assim,
para cada estidgio do desenvolvimento da matemadtica, o sentido de uma sentenga
deve referir-se a uma no¢do de demonstracao disponivel e adequada a tal momento,
ou seja, ainda que uma sentenca tenha o sentido alterado ao longo desses estagios,

em cada um deles o seu sentido € especifico.

Prawitz (1987, 158-159) critica Dummett. Ele considera estranho e contrario
a nossa experiéncia a alegacdo, consequente da no¢ao acima de prova candnica, de
que o surgimento de novas formas de raciocinio na matematica colocaria em divida
as demonstracdes ja obtidas. Além do mais, acrescenta Prawitz, Dummett estaria
no final das contas adotando uma concepcio holista da linguagem>’: o teorema da
incompletude diz que, apesar de uma certa sentenca poder ser indecidivel num sis-
tema formal capaz de exprimir a aritmética elementar, nada impede que ela possa
vir a ser demonstrada por meio da introducdo de conceitos e principios alheios a te-
oria formalizada, de forma que “ndo podemos de modo algum estabelecer qualquer
restri¢do formal sobre como tal sentenga pode ser demonstrada”. Desse modo, se
concordamos com Dummett, cada vez que tais conceitos e principios novos sao in-

troduzidos, as contantes 16gicas ganham um novo sentido e as restri¢des formais sao

30<[T]o say that the meaning of — and V changes because of the new mathematical developments

seems implausible in general; and in particular, it is to adopt a kind of holistic picture of language,
after all” (PRAWITZ, 1987, 159).
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rearticuladas, ou seja, o holismo se manifesta no sentido de que, cada vez que o for-
malismo encontra seus limites, ha toda uma nova linguagem a ser considerada, que

submetida a uma formalizagao, estabelecera uma outra nocao de prova candnica:

The charge of holism appears credible in virtue of the fact that the notion of canonical
proof is explicated by reference to a formalism of the whole of the language. So when
the formalisation is transcended wholesale changes of meaning occur: we have a new
language which, considered as a whole, must again be the subject of formalisation. It
now looks as if the meaning of an expression depends essentially upon its embedding
in the language as a whole (WEISS, 1997, 271, grifo do autor).

No capitulo destinado a responder os cometéarios, Dummett nao desenvolve esse
ponto da critica de Prawitz, limitando-se a responder que, além de também se sentir
desconfortdvel com a conclusdo de que as demonstracdes e verdades matematicas
seriam instdveis, isso levaria a uma longa discussdo”!. Na segunda edicio de Ele-
ments of Intuitionism, publicada em 2000, vinte e trés anos apds a primeira edi¢ao,
toda a parte que falava sobre a instabilidade das demonstracdes e sobre a flutua-
cdo do sentido das sentengas matemadticas foi suprimida. Aparentemente, Dummett
abandona a ideia de que poderiamos, recorrendo ao recurso das sentencas da forma

32 _ para que a relagdo entre uma sentenca

C*, presumir estruturas de demonstragdes
e a sua prova candnica pudesse ser decidivel —, pois isso levaria a conclusdo, agora
rejeitada na segunda edi¢do, de que as provas candnicas deveriam ser especificas a

etapas do desenvolvimento da matemética:

[M]eaning and even proof itself would be unstable. As mathematics advances, we be-
come able to conceive of new operations and to recognize them and others as effectively
transforming proofs of B into proofs of C: and so the meaning of B — C would change,
if a grasp of it required us to circumscribe such operations in thought. Moreover, an
operation which would transform any proof of B — C available to us now into a proof
of D might not so transform proofs of B — C which became available to us with the ad-
vance of mathematics: and so what would now count as a valid proof of (B — C) — D
would no longer count as one (DUMMETT, 2000, 274).

Como entdo conciliar as exigéncias antirrealistas de manifestabilidade da com-
preensdo e molecularismo (este também referido por “principio de composicionali-
dade” ou “separabilidade”), as quais demandam que certas estruturas sejam fixadas
de antemdo, sem contrariarmos nossas intui¢des a respeito dos avangos matemaéti-
cos? Quanto a isso, Dummett nos dd apenas uma resposta elusiva, nao nos deixando

detalhes de como o seu programa poderia ser efetivamente levado a cabo:

These fears are groundless. In order to recognize an operation as a proof of (B — C) —
D, we must think of it as acting on anything we may ever recognize as a proof of B — C.

SIIDUMMETT, 1987, 285).

32¢We cannot, however, hope to generate, for any but the simplest type of mathematical statement
A, an axiom with antecedent A and consequent an existential statement specifying the form a cano-
nical proof of A must take. We cannot do so because, if A is a conditional or a universally quantified
statement, we cannot circumscribe the effective operations that might serve as a proof of it. Such an
operation might be recognized as efficacious only in the light of various known mathematical results,
or of some intricate reasoning” (DUMMETT, 2000, 273).
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Of such a proof, we know in advance only what is specified by the intuitive explana-
tion of —: namely, that we recognize it as an effective operation, and as one that will
transorm any proof of B into a proof of C. We need not survey or circumscribe possible
such operations in advance in any more particular way than this. And so the compo-
sitionality of the intuitionistic account of the meanings of mathematical statements is
secured, and, with it, the stability of that account and the stability of intuitionistic proof
(DUMMETT, 2000, 274).
Contudo, ndo seria isso negligenciar os principios que fundamentam a concepgao
antirrealista da matemadtica? Como falar de “anything we may ever recognize as a
proof” sem ndo corrermos o risco de contrariarmos o principio de extensdao conser-
vativa ou de nos comprometermos com alguma forma de holismo? Mas voltemos a

questao que deu ensejo a esta secao.

O argumento de Cogburn sobre a invalidade da tese de Church no ambito do an-
tirrealismo dummettiano se sustenta sob a premissa de que as sentencas da aritmé-
tica sdo efetivamente enumeraveis. Isso s seria possivel no interior de um sistema
formal, onde ha um vocabuldrio determinado e regras efetivas que regimentam a
sua correta manipulacdo. Tendo em conta que um intuicionista estd primeiramente
preocupado com constru¢des mentais, ndo com a representacdo delas em algum
sistema formal, que pode ser incompleta, como atesta o teorema de Gddel, a pre-
missa acima nao se aplicaria e, consequentemente, o argumento seria inviabilizado.
Todavia, acreditamos que o antirrealismo se funda em principios impossiveis de
se manterem fora de um sistema formal, recuperando assim a premissa que estava

dificultando a argumentacao de Cogburn.

Virios autores ressaltam que o principio de manifestabilidade da compreensao
e a noc¢ao de prova candnica por ela implicada exigem uma articulacdo em termos

formais. Vemos isso em Weiss:

So, if intuitionistic arithmetic depends for its coherence on an elucidation of the notion
of canonical proof and if, as Dummett argues, this depends on the notions of normalised
and fully analysed proofs in appropriate formalizations, then we have an argument from
general considerations about the nature of understanding to the view that intuitionistic
arithmetic depends for its coherence on its complete formalizability (WEISS, 1997,
271).

Em Pagin, onde na citag@o abaixo ele alega que o principio de molecularidade talvez

s0 teria lugar na l6gica de primeira-ordem:

Normalization does not, however, offer a general solution to the recognition problem>3,
for the subformula principle does not in general hold outside first-order logic. [...] the
conditions for being a proof of A are not in general concerned with properties of parts
of proofs of A. In short, parts of conditions on being a proof of A are not in general
conditions on being part of a proof of A (PAGIN, 2009, 723, grifo do autor).

E se referindo a passagem em que Dummett sugere como evitar a circularidade na

demonstracdo de condicionais, que seria limitando a complexidade das demonstra-

31.e., a condigdo de reconhecermos uma demonstracio quando estamos diante dela.
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coes do antecedente, Pagin (2009, 724) afirma: “This indeed holds in first-order

logic. But first-order logic is the exception rather than the rule”.

4

Shapiro diz que, com relagdo a sentencas estritamente analiticas>*, nio esta

disponivel a um antirrealista a “manobra” intuicionista que considera o teorema
da incompletude como uma confirmagdo do fato de que a nog¢ao intuicionista de
demonstracdo nao € formalizdvel. Diante da incompletude, um intuicionista pode
continuar mantendo a concepg¢do que identifica verdade e demonstragc@o justamente
porque o descompasso entre essas duas no¢des s6 ocorre se nos restringirmos a uma

nocdo formal de demonstracao:

[T]he intuitionist’s maneuver is not available to a Dummettian when it comes to logical
terminology and strict analyticity. On Dummett’s view, a subject who understands the
meaning of a term must be able to make this understanding fully manifest. In light
of separability, this understanding cannot depend on the subject’s grasp of any other
terms. Recall also that the Dummettian holds that the meaning of logical terminology
is constituted by introduction and elimination rules. If the introduction and elimination
rules are not formalizable, then the extension of the term is not recursively enumerable.
How can a subject grasp such rules, let alone manifest his grasp of the rules? It is
extremely counterintuitive for there to be a logical term whose meaning-constituting
rules are manifestable but not formalizable (SHAPIRO, 1998, 614).

Para dar um dltimo exemplo, vemos em Prawitz que a perda da propriedade de

extensdo conservativa é caracteristico da no¢do informal de demonstragdo’>:

[A]lthough the general form of the condition for something to be a canonical proof of a

sentence A — B is formally stated in the table above®® in which only the subsentences
A and B are mentioned, there is no formal system generating all the procedures that
transform canonical proofs of A to canonical proofs of B, and it is left open what more
complicated sentences can be involved in such procedures. For instance, such a proce-
dure may be definable in an extension of a certain language without being definable in
the language itself, and hence, in this respect, the extension of a language obtained by
introducing new logical constants may not be a conservative extension of the original
language (PRAWITZ, 1977, 29).

Em outros termos, se ndo ha uma formaliza¢do que circunscreva todos os procedi-
mentos de demonstracao relacionados a uma certa constante l6gica, ndao ha garantias

de que a linguagem empregada nesses procedimentos seja uma extensao conserva-

tiva da linguagem origindria da constante 16gica em questao.

>Uma sentenga é estritamente analitica se e somente se a sua verdade pode ser determinada a
partir do sentido de seus préprios termos, sem a necessidade de recorrer a mais nenhum outro; e
se em tal sentenga ocorrer apenas termos 16gicos, ela € estritamente analitica se € somente se a sua
verdade pode ser determinada a partir das regras de introducdo e eliminacdo que dizem respeito
aos termos que a compdem (Cf. (SHAPIRO, 1998, 611)). Shapiro emprega essa definicdo para
poder argumentar a respeito de uma certa concepgao logicista, de acordo com o qual as sentencas da
aritmética sdo estritamente analiticas.

S3Cf. (SHAPIRO, 1998, 614, nota 9).

SPrawitz se refere a seguinte condicdo: “To form a canonical proof of A — B it is necessary
and sufficient to have a procedure which applied to a canonical proof of A yields a canonical proof
of B” (PRAWITZ, 1977, 26). E vélido notar que somente na elucidacio do sentido das constantes
— e V que aparece a nocdo de aplicar um certo procedimento. As observagdes nesta citagdo sao
analogamente adaptdveis ao quantificador universal.
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Vimos assim que uma maneira de interpretar a citacao eliptica em que Dummett
fala sobre a implausibilidade da tese de Church no contexto intuicionista envolve
uma argumentacao sinuosa, que precisa examinar os preceitos que fundamentam o
antirrealismo. Gostariamos entdo de propor o argumento que se segue, mais direto,

que acreditamos também ser uma interpretacao viavel.

Entendemos aqui o antirrealismo como um forma particular de construtivismo,
tendo em comum com esta concep¢ao a condicao de que os objetos matematicos nao
sdo ontologicamente independentes, ou seja, eles existem desde que tenhamos con-
dicdes de construi-los. Dada essa caracteristica, demonstragdes construtivas pos-

suem um cardter computacional, das quais podemos extrair algoritmos:

Constructivism in general is concerned with constructive mathematical objects and re-

asoning. From constructive proofs one can, at least in principle, extract algorithms that

compute the elements and simulate the constructions whose existence is established in

the proof (IEMHOFF, 2016, §4).

Em algumas apresentacdes da interpretacio BHK, a qual procura estabelecer a
semantica das constantes l6gicas construtivas, vemos explicitamente o uso do termo

“algoritmo”, como a seguir>’:

— (implies): a proof of P — Q is an algorithm that converts any proof of P into a
proof of Q;

V (for each/all): a proof of Vx € S P(x) is an algorithm that, applied to any object
x and to the data proving that x € S, proves that P(x) holds.
Também € comum o emprego dos termos “método”, “construcao”, “fun¢ao”, todos
eles se referindo a alguma operacdo de carater algoritmico. Além disso, nas apre-
sentagdes da semantica BHK, frequentemente encontramos a observacido de que

tanto tais nogdes — as de método e equivalentes — quanto a de prova sdo informais:

This explanation is quite informal and rests itself on our understanding of the notion of
construction and, implicitly, the notion of mapping (TROELSTRA; DALEN, 1988, 9);

There is an informal constructive interpretation of the intuitionist connectives, usu-
ally known as the Brouwer-Heyting-Kolmogorov interpretation. It uses the notion of a
“construction”, which you may think of as a constructive proof. (We don’t use “proof”
in the BHK interpretation so as not to get confused with the notion of a derivation in a
formal proof system.) Based on this intuitive notion, the BHK interpretation explains
the meanings of the intuitionistic connectives (Open Logic Project, 2018, 616).

O que gostariamos de ressaltar € que, sendo essas no¢des construtivas, € im-
prescindivel que tenham um cardter algoritmico. A propdsito, ndo é sem impor-

tancia ressaltar que nos primérdios do que viria a ser a atual teoria da computacao

o termo ‘“‘construtivo” era as vezes empregado como sindnimo de “computavel”,

ST(BRIDGES, 2018, §2).
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como acima vimos em algumas das citagdes de Godel (p. 26) e Péter (p. 44 e nota
7). Assim, se assumimos a tese de Church, todas essas no¢des, até entdo conside-
radas informais, podem passar a ser tratadas formalmente. Mas isso seria estranho
a um intuicionista — e esse parece ser o ponto levantado por Dummett —, ja que

8 geria lida como “de-

a alegacdo de que demonstracdo e verdade se identificam
monstracdao formal e verdade se identificam”, contrariando, portanto, o teorema da

incompletude.

Isso estabelece um dilema, pois ndo nos parece que podemos assumir o teorema
da incompletude enquanto recusamos a tese de Church, ou vice-versa. Por um lado,
vimos que a tese de Church implica a formaliza¢do das demonstracdes construtivas,
conduzindo a incompletude. Por outro, sem a tese de Church o teorema da incom-
pletude perde a sua generalidade, pois poderiamos apenas vagamente generaliza-lo
a sistemas semelhantes ao do Principia Mathematica, como de fato Godel alega na
primeira apresentacdo do seu teorema (cf. secdo 2.2.2). Kennedy denomina scope

problem a questio acerca do alcance do teorema da incompletude:

Godel was among the first to suggest the problem of isolating the concept of effective

computability. His interest in the question was driven, at least in part, by the need

to give a precise definition of the notion of “formal system” — an important piece of
unfinished business as far as the Incompleteness Theorems are concerned, in that it was
not clear at the time to which formal systems the theorems apply, outside of Principia

Mathematica (KENNEDY, 2017, 72).

Dessa forma, para que compreendamos a dimensdo da afirmacio intuicionista
de que demonstracdes matemadticas sao construgdes mentais que, apesar de serem
passiveis de uma representacdo simbdlica, ndo podem ser identificadas a uma fotali-
dade especifica de estruturas simbélicas®® — que é o que a no¢do de sistema formal
define —, devemos ter condi¢des de definir precisamente essa totalidade, pois, do
contrério, ndo saberiamos identificar o limite a partir do qual as constru¢cdes men-

tais perderiam sua representacdo em tais estruturas.

Por fim, uma dltima observagdo: considerando o principio antirrealista de “efe-
tivamente reconhecer a demonstragdo de um dado enunciado”®, ndo seria 0 caso
desse ‘“‘efetivamente reconhecer” ndo ser compreendido em termos de um proce-
dimento mecéanico? Dizendo de outra maneira, ndo pode ser o caso de, dado um
enunciado P e uma demonstracdo p arbitrdrios, sabermos sempre dizer se p é ou
nao uma demonstracdo de P, ainda que esse reconhecimento nido se dé por um

procedimento mecanico? Isso se assemelharia, por exemplo, ao fato de que “efe-

33Como vimos na citacio de Dummett (1978b) na pagina 109 e podemos ver de maneira explicita
nas seguintes palavras de Martin-Lof (1984, 11 (7)): “Thus, intuitionistically, truth is identified with
provability, though of course not (because of Goddel’s incompleteness theorem) with derivability
within any particular formal system”.

(DUMMETT, 1978b, 200).

60Cf. a citagdo de Dummett (2000) na p. 108.
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tivamente” reconhecemos diferentes tokens como sendo pertencentes a um mesmo
type, a despeito desse reconhecimento nio se dar por um procedimento mecanico.
Ou seja, talvez seja preciso qualificar melhor a no¢do antirrealista de efetivamente

reconhecer uma demonstragao.

No entanto, mesmo apresentando essas possiveis relacdes entre a incompletude
e a tese de Church, ndo € implausivel também conceber o intuicionismo passando ao
largo dessas nocdes. Podemos imaginar que para um intuicionista sequer faria sen-
tido tentar estabelecer um isomorfismo entre constru¢cdes mentais e representagoes
formais. Nesse caso, o teorema da incompletude seria encarado apenas como um
mero sintoma de algo que ja era tido como pressuposto. Quanto a tese de Church,
ela seria desdenhada pelo fato de que toda fung¢do ou operagdao € computdvel por
natureza, sendo irrelevante (ou circular, como vimos) uma defini¢do que tenha o

objetivo de distinguir fun¢des computdveis de ndo computaveis.

4.3 O antiformalismo de Lakatos

As ultimas secdes ensejaram uma discussao a respeito dos limites de uma de-
monstracdo formal. Nesta se¢do, discutiremos as criticas de Lakatos direcionadas
as concepgoOes formalistas da matematica. Em contrapartida, na secao seguinte ve-
remos a proposta de Azzouni de que a objetividade de uma demonstrag@o informal

pressupde uma demonstracdo formal subjacente.

Podemos dizer que um dos objetivos principais do livro Proofs and Refutati-
ons®! é apresentar uma metodologia que dé conta de descrever o desenvolvimento
da matemdtica sem negligenciar os altos e baixos que compdem a histéria dessa
disciplina — suas inovacdes, crises, hesitagdes, reviravoltas. Tal objetivo se afirma,
sobretudo, como uma contra-argumentacao ao predominio da escola formalista na

filosofia da matematica do século XX, a qual Lakatos se refere da seguinte maneira:

I shall refer to the school of mathematical philosophy which tends to identify mathe-
matics with its formal axiomatic abstraction (and the philosophy of mathematics with
metamathematics) as the ‘formalist’ school (LAKATOS, 1976, 1).

De acordo com esse autor, o principal problema em identificar a matemética a
sua abstracdo axiomadtica formal € tornar a histéria dessa ciéncia vazia®?, como se
o seu desenvolvimento ao longo da histéria pudesse ser concebido linearmente, a
semelhanca de um sistema dedutivo, onde cada resultado se segue infalivelmente

por meio de uma cadeia dedutiva:

S1(LAKATOS, 1976).
62«[T]he philosophy of mathematics, turning its back on the most intriguing phenomena in the
history of mathematics, has become empty” (LAKATOS, 1976, 2).
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Formalism denies the status of mathematics to most of what has been commonly un-

derstood to be mathematics, and can say nothing about its growth. None of the ‘cre-

ative’ periods and hardly any of the ‘critical’ periods of mathematical theories would
be admitted into the formalist heaven, where mathematical theories dwell like the se-

raphim, purged of all the impurities of earthly uncertainty (LAKATOS, 1976, 2).

E preciso, no entanto, investigar em que medida essa identificacio entre a mate-
matica e a sua abstracdo axiomatica formal se di. A ultima instancia dessa medida
seria ignorar a pratica matematica. Mas devemos ver assim os formalistas, assu-
mindo uma posicao tdo radical, como se a formaliza¢do fosse um movimento tnico
e definitivo? Por que ndao vermos a formalizacdo como o acompanhamento das
etapas do desenvolvimento da matemdtica ou até mesmo como uma contribui¢ao
para esse desenvolvimento? Nao seria antes a formalizacdo um procedimento de
fundamentagdo e verificagcdo — em constante evolucao — dos resultados jd obtidos
da matemadtica, sem a pretensao de substituir a forca criativa desta? Ainda que um
formalista faca uso de um sistema formal ou de uma metamatemadtica, isso nao quer
dizer que ele desdenha a matemadtica informal. Neste caso, a formalizagdo seria
apenas uma ferramenta de andlise, ndo uma substituicdo da matemaética, como o

texto de Lakatos sugere.

Pdlya distingue a matematica apresentada em sua forma final, composta de ra-
ciocinios demonstrativos, do trabalho matematico em desenvolvimento, composto
de raciocinios plausiveis, os quais eventualmente culminardo — apds um processo

criativo envolvendo tentativas, erros, suposi¢des — numa demonstracao:

You have to guess a mathematical theorem before you prove it; you have to guess the
idea of the proof before you carry through the details. You have to combine observati-
ons and follow analogies; you have to try and try again. The result of the mathemati-
cian’s creative work is demonstrative reasoning, a proof; but the proof is discovered by

plausible reasoning, by guessing (POLYA, 1954, vi).

Numa perspectiva mais ampla, vemos em Dieudonné também uma distin¢do entre
um resultado matemaético e as oscilacdes que o precedem. Ele argumenta que, uma
vez estabelecida as bases de uma teoria matematica, os teoremas nela demonstrados
nao sdo objetos de contestacdo. Nesse sentido, se alguns resultados aparentam ser
incertos, isso se deve a alguma imprecisdo ocasionada por uma teoria ainda em

formacao:

On connait aussi les erreurs commises par des hommes aussi célebres que Cauchy
et Riemann dans les questions touchant & la notion de limite, avant que Weierstrass
n’ait introduit en Analyse une démarche parfaitement rigoureuse. Plus preés de nous,
la Géométrie algébrique italienne, malgré ses remarquables découvertes, a longtemps
souffert du manque de précision dans les définitions et démonstrations, qui a suscité
des controverses, méme entre les meilleurs de ces géometres ; 1a aussi, tout est rentré

dans 1’ ordre une fois les bases solidement assises (DIEUDONNE, 1980, 7).

Tomando isso como base, Dieudonné faz criticas contundentes a obra Proofs and

Refutations. De acordo com ele, as inumeras demonstracoes falsas e incompletas
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que compdem a histéria do teorema de Euler — narrada na obra mencionada (cf.
p. 156) — ndo desfazem a imagem da matemdtica como uma ciéncia constituida
por verdades perfeitas e imutdveis, pois o que Lakatos fez foi contar a histéria de
um ramo da matematica ainda em formacao, que seria a topologia algébrica. As-
sim, Dieudonné critica Lakatos por ter tomado a exce¢do pela regra, pois sugeriu
um paradigma de compreensao do desenvolvimento da matematica a partir de um

exemplo excepcional:

Lakatos n’avait qu’une connaissance sommaire des mathématiques du XIXeme siecle,
et ne semble jamais avoir connu celles qui ont été découvertes ultérieurement. Méme
dans les branches traditionnelles, la plus grande partie, comme la Théorie des nom-
bres, 1’ Algebre, la Géométrie différentielle et une part importante de I’ Analyse, n’ont
jamais connu les hésitations et titonnements que Lakatos voudrait faire passer pour
la norme du développement des mathématiques ; dans tous ces domaines, mis a part
les cas d’erreurs matérielles (tels qu’'une faute de signe ou une confusion de lettres),

un théoréme une fois démontré n’a jamais donné lieu 2 contestation (DIEUDONNE,

1980, 7).

De fato, o formalismo negligencia vérios aspectos que compdem o desenvol-
vimento da matemética. Todo o processo heuristico de descoberta de um certo
resultado passa despercebido quando viramos as costas a sua histéria. Mas como o
objetivo principal de um formalista € evidenciar na argumenta¢do matemadtica certas
estruturas que condicionam o encadeamento de suas proposi¢des, a historia dessa
disciplina, que pode revelar as oscilacdes que precederam os resultados alcancga-
dos, se torna um elemento secundério. A investigacio histdrica se colocaria em
primeiro plano a partir do momento em que revelasse padrdes de raciocinios legi-
timados pelos matemdticos ao longo da histéria. Todavia, uma vez abstraidos tais
padrdes, todo o processo heuristico por trds de suas origens foge do escopo de uma
investigacao formalista, que se preocupa em analisar raciocinios dedutivos a partir
de critérios formais ja estabelecidos ou em estabelecer novos critérios a partir de
raciocinios tidos como vélidos. Fora isso, seria interessante questionar: a investiga-
cdo histdrica levada a cabo por Lakatos trouxe a tona alguma forma de raciocinio
nova, algum principio l6gico que seria estranho aos sistemas formais consagrados?
Em vérias ocasides, Lakatos aparenta hostilizar o formalismo, no entanto, acredita-
mos que esta concepcao filoséfica ndo deve ser repelida, mas complementada pelas

investigagdes que tém como objeto a heuristica matemadtica.

A citagdo acima diz que no paraiso formalista a matematica € purgada de todas
as impurezas provenientes de suas incertezas terrenas. Mas ndo seria i$so um sin-
toma mais do que esperado ao se filosofar sobre um determinado tema? De maneira
andloga, nao poderiamos fazer essa mesma observacdo a uma filosofia politica, por
exemplo? Certamente, ndo entra no paraiso abstrato da filosofia politica de Rous-
seau as impurezas € incertezas que permeiam os sistemas politicos mundanos, to-

davia, sua filosofia ndo deixa de estabelecer critérios a partir dos quais possamos
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melhor julgar e compreender o que se passa no ambito da realidade pritica. Nao
vemos em Proofs and Refutations a identificacdo de certos padrdes 16gicos observa-
dos ao longo do desenvolvimento da matematica, constituindo assim uma logica da
descoberta matemdtica? Mesmo uma investigacdo que se volta a histéria e a pra-
tica de uma ciéncia constroi um terreno livre de impurezas e incertezas, desde que

procure estabelecer uma metodologia que identifique e generalize certos padrdes.

Lakatos, apds apresentar duas citacdes de Tarski onde se procura definir o que

seria a metodologia das ci€ncias formais, propde a seguinte conclusio:

[W]hile the first formulation stated that the subject matter of metamathematics is the
formalised deductive disciplines, the second formulation states that the subject-matter
of metamathematics is confined to formalised deductive disciplines only because non-
formalised deductive sciences are not suitable objects for scientific investigation at all
(LAKATOS, 1976, 3, nota 6).
Aparentemente, o que Tarski afirma € que, antes de ser feita uma andlise meta-
matematica, é preciso preparar o objeto dessa andlise — da mesma maneira que,
diriamos, antes de executar um computador para que verifique uma certa demons-
tracdo matemadtica € preciso preparar essa demonstracao de modo que possa ser lida
pela execucao do verificador. Estaria assim Tarski recusando os processos heuristi-
cos envolvidos no trabalho matematico? Nao nos parece, tais processos apenas nao
sdo passiveis de uma andlise metamatematica, uma vez que esta s6 pode lidar com

objetos formais.

Por um lado, € certo que o que ndo se encontra na forma de uma disciplina
dedutiva formal ndo € passivel de uma investigacdo metamatemdtica, mas, por ou-
tro, dizer que o que ndo se apresenta como um objeto formalizado ndo € passivel
de nenhuma investigacio cientifica®® parece extrapolar o que encontramos num dos

textos de Tarski mencionado por Lakatos, onde lemos:

At any rate the methodology of empirical sciences constitutes an important domain of
scientific research. The knowledge of logic is of course valuable in the study of this
methodology, as it is in the case of any other dicipline. It must be admited, however,
that logical concepts and methods have not, up to the present, found any specific or
fertile applications in this domain (TARSKI, 1995, xi).
Tarski diz apenas que as ciéncias empiricas nao seriam tdo adequadas a um trata-
mento metamatematico — que se apoia num emprego de conceitos e métodos for-
mais — como sao as ciéncias dedutivas. Em outras palavras, afirmar que as ciéncias
dedutivas sdo mais adequadas a um tratamento metamatemaético ndo € afirmar que

nao se pode estabelecer uma metodologia das ciéncias empiricas ou que o que nao

93 Lakatos baseia seu argumento nesta citagio: “Naturally not all deductive disciplines are pre-
sented in a form suitable for objects of scientific investigation” (TARSKI, 1956b, 60). No entanto,
considerando outros textos de Tarski (cf. a citagdo a seguir) e o préprio pardgrafo, como um todo,
da passagem citada, acreditamos que o que Tarski quis dizer com “investigacdo cientifica” foi “in-
vestigacdo metamatematica”.
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for passivel de formaliza¢do ndo pode ser objeto de uma investigacdo cientifica. De
fato, Proofs and Refutations € um tratamento metodolégico da matemadtica em sua
condicdo ndo formal, no entanto, ndo se trata da metodologia das ciéncias dedutivas,
i.e., ndo é um tratamento metamatematico da maneira como compreendemos esse
termo em Hilbert. A logica da descoberta matemdtica, como diz o subtitulo do li-
vro, ndo € a l6gica formal de que Tarski fala, ndo contrariando, portanto, o que este
autor disse, ou seja, Lakatos refutaria a opinido de Tarski desde que apresentasse

um tratamento metamatematico de uma ciéncia ndo formalizada.

Lakatos insiste no fato de que os formalistas se fechariam em seus sistemas,
como se a matematica pudesse ser completamente substituida por sistemas axioma-
ticos. Tomando isso como pressuposto, ele acusa que a matematica assim concebida
teria a mesma esterilidade de um sistema formal: “According to formalists, mathe-
matics is identical with formalised mathematics. But what can one discover in a
formalised theory?’®* Respondendo a essa pergunta, Lakatos descreve dois tipos
de descoberta proporcionadas por teorias formais. A nosso ver, tais descri¢des sao
tendenciosas quanto ao ponto de vista que ele procura defender. Um tipo de desco-
berta diz respeito a solucdes de problemas que uma maquina de Turing seria capaz
de resolver. No entanto, uma vez que tais problemas sao solucionados por meio de
uma prescri¢cdo de procedimentos mecanicos, eles sdo pouco interessantes. O outro
tipo de descoberta envolve solucdes de problemas “where one can be guided only
by the ‘method’ of ‘unregimented insight and good fortune %, tal como descobrir

se uma certa formula de uma teoria nao decidivel é um teorema ou nao.

Quanto ao segundo tipo, ndo acreditamos que os resultados obtidos por meio
de uma teoria formal sejam frutos da sorte e de uma intui¢do desordenada. Tais sis-
temas exigem de um matemdtico uma capacidade intelectual semelhante a exigida
na pratica matemadtica. Quanto a isso, podemos nos apoiar nas seguintes palavras
de Rosser, que se seguem apds a afirmacao de que na légica simbdlica as demons-

tracOes dependem apenas da forma dos enunciados, ndo de seus conteudos:

This does not mean that it is now any easier to discover a proof for a difficult theorem.

This still requires the same high order of mathematical talent as before. However, once

the proof is discovered, and stated in symbolic logic, it can be checked by a moron

(ROSSER, 2008, 7).

Assim, poderiamos dizer que a pretensdo dos formalistas talvez nao seja tdo
contundente como Lakatos dar a entender, a saber, ignorar completamente o que
se d4 na pratica matematica, identificando-a a sua formalizacdo. Cremos que os
formalistas empregam a metodologia formal sobretudo como uma ferramenta para

elucidar o que se encontra estabelecido pela pratica. E como dissemos hd pouco,

%4(LAKATOS, 1976, 4, grifo do autor).
65 (LAKATOS, 1976, 4).
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o objetivo principal de uma teoria formal ndo é o de promover avancos e desco-
bertas concernentes 2 area de conhecimento da teoria formalizada®®, mas analisar e
verificar os resultados ja obtidos por tal teoria. Isso explica por que na base de diver-
sos programas de fundamentagdo da matemética — como vemos em Frege, Russell,

Hilbert — se encontram concepcdes formalistas.

Niao obstante, a posicdo de Lakatos € mais radical, ndo da espago para uma
complementaridade entre o formalismo e a heuristica:
The history of mathematics and the logic of mathematical discovery, i.e. the phyloge-

nesis and the ontogenesis of mathematical thought, cannot be developed without the
criticism and ultimate rejection of formalism (LAKATOS, 1976, 4, grifo nosso).

Por que seria impossivel uma coexisténcia pacifica entre o formalismo e a légica
situacional? — a légica que procura descrever a heuristica da matemética. Tomando
o formalismo como uma adequacao formal de raciocinios informais, aquele se de-
senvolveria juntamente com estes, sem contar com o fato de que a formalizag¢ao nos
pode fazer rever nossas praticas®’. Contudo, Lakatos nio vé o formalismo senio
como indissocidvel de uma pretensdo de substituir a heuristica, o que conduziria a

negligéncia de aspectos importantes da pritica matemaética.

Na introducio ao livro The Philosophy of Mathematical Practice, Mancosu re-
lata sobre duas tradicdes na filosofia da matematica contemporanea, uma ligada aos
programas de fundamentacdo, onde podemos incluir o logicismo, o programa de
Hilbert e o intuicionismo; outra constituida como uma reacao a tais programas, en-
cabecada por Lakatos e levada adiante por filésofos como Kitcher, Tymoczko, entre
outros, alcunhada por Aspray e Kitcher (1988, 17) de tradi¢do dissidente (“ma-
verick tradition”). Enquanto os filésofos da primeira tradi¢do voltam sua atencdo
para questdes sobre os fundamentos da matematica, os da segunda, num tom rea-
tivo, demandam uma filosofia da matemaética que seja mais fiel ao desenvolvimento

histdrico e a prética efetiva desta ciéncia.

Como Mancosu ressalta, a atitude iconoclasta dos filosofos dissidentes contri-
buiu para que as suas ideias ndo exercessem uma influéncia mais significativa, pois
os filésofos da outra tradigdo — mais difundida e com diversos resultados assentes
— “sentiram que os ‘dissidentes’ estavam jogando fora o beb€ junto com a 4gua
do banho”®. Diante disso, é importante observar que os fundacionalistas (onde
se encontram os formalistas criticados por Lakatos) ndo viram as costas a pratica
matematica, a0 menos nao como o grupo dos dissidentes nos tenta fazer crer:

The general spirit of the tradition originating from Lakatos as well as Maddy’s natu-
ralism requires extensive attention to mathematical practice. This is not to say that

%Nio que isso ndo seja possivel, como veremos logo adiante.
7 Trataremos especificamente desse ponto na secio 5.3.
58(MANCOSU, 2008, 6).
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classical foundational programs were removed from such concerns. On the contrary,
nothing is further from the truth. Developing a formal language, such as Frege did,
which aimed at capturing formally all valid forms of reasoning occurring in mathema-
tics, required a keen understanding of the reasoning patterns to be found in mathema-
tical practice. Central to Hilbert’s program was, among other things, the distinction
between real and ideal elements that also originates in mathematical practice. Delicate
attention to certain aspects of mathematical practice informs contemporary proof the-
ory and, in particular, programs such as reverse mathematics® (MANCOSU, 2008, 7,
grifo nosso).

Ainda que ndo concordemos com a maneira polémica de como Lakatos se re-
fere aos formalistas, consentimos com a sua critica de que uma investigagao sobre
a heurfistica matemdtica merece a mesma atengao filoséfica que o formalismo tem
recebido. Podemos entender isso melhor por meio da distingdo contexto de desco-

berta e contexto de justificacdo, teorizada pelos positivistas:

The initial state, the act of conceiving or inventing a theory, seems to me neither to call
for logical analysis not to be susceptible of it. The question how it happens that a new
idea occurs to a man —whether it is a musical theme, a dramatic conflict, or a scientific
theory — may be of great interest to empirical psychology; but it is irrelevant to the
logical analysis of scientific knowledge. This latter is concerned not with questions of
fact (Kant’s quid facti?), but only with questions of justification or validity (Kant’s quid
juris?). Its questions are of the following kind. Can a statement be justified? And if
so, how? Is it testable? Is it logically dependent on certain other statements? Or does
it perhaps contradict them? [...] Accordingly I shall distinguish sharply between the
process of conceiving a new idea, and the methods and results of examining it logically.
As to the task of the logic of knowledge — in contradistinction to the psychology of
knowledge — I shall proceed on the assumption that it consists solely in investigating the
methods employed in those systematic tests to which every new idea must be subjected
if it is to be seriously entertained (POPPER, 2002, 7-8, grifo nosso).

No livro Proofs and Refutations, a distin¢do entre contexto de descoberta e
contexto de justificacdo sé aparece duas vezes, sendo que uma delas se encontra no

prefécio escrito por Mancosu, a qual citamos a seguir:

Rejecting the positivist distinction between context of discovery and context of jus-
tification, he [Lakatos] claimed that mathematical practice and its history are not the
domain of the irrational but rather display an objectivity and rationality that any philo-
sophy of mathematics worth its name should account for (em (LAKATOS, 1976, vii)).

O outro momento em que a distingdo aparece se encontra numa nota de rodapé

escrita para o seguinte paragrafo:

Some who defend deductivist style claim that deduction is the heuristic pattern in
mathematics, that the logic of discovery is deduction. Others realise that this is not true,
but draw from this realisation the conclusion that mathematical discovery is a comple-
tely non-rational affair. Thus they will claim that although mathematical discovery
does not proceed deductively, if we want our presentation of mathematical discoveries
to proceed rationally, it must proceed in the deductivist style (LAKATOS, 1976, 152).

9Cf. também: “Ordinary mathematical proofs are not presented in formal systems, so there are
choices to be made in the formal modeling. In addition, the general metamathematical tools have to
be tailored and adjusted to yield the information that is sought in particular domains. Thus the work
requires a deep understanding of both the proof-theoretic methods and the domain of mathematics
in question” (AVIGAD, 2018, 187).
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Na nota (a de nimero 4), Lakatos afirma que os formalistas fazem a distin¢ao
entre contexto de descoberta e contexto de justificacdo quando falam sobre o pro-
cesso de descoberta envolvido numa ciéncia. A distingdo serviria para salientar que
o contexto de descoberta deve ser relegado a um anélise psicoldgica, cabendo a 16-
gica apenas se inserir no contexto de justificacdo. Lakatos diz isso se referindo a
posicao de Reichenbach, R. B. Braithwaite’s e K. R. Popper’s. Além disso, ainda
na mesma nota, ele aponta que o livro The Logic of Scientific Discovery, de Popper,
possui um titulo paradoxal, pois o livro diz que ndo existe uma légica da descoberta
cientifica, argumentando assim contra Bacon e Descartes, mas, a0 mesmo tempo,
diz que a l6gica da descoberta cientifica é a 16gica de conjecturas e refutacoes. La-

katos entdo defende a sua posicao:

The solution of this paradox is at hand: (a) there is no infallibilist logic of scientific

discovery, one which would infallibly lead to results; (b) there is a fallibilist logic of

discovery which is the logic of scientific progress. But Popper, who has laid down the
basis of this logic of discovery, was not interested in the metaquestion of what was the
nature of his inquiry and he did not realise that this is neither psychology nor logic, it

is an independent discipline, the logic of discovery, heuristic (LAKATOS, 1976, 152,

n. 4, grifo do autor).

Como j4 dissemos, propor o formalismo (ou a metamatematica) como uma ma-
neira de fazer filosofia da matemaética ndo necessariamente implica ignorar o pro-
cesso heuristico. A medida que a matematica se desenvolve, novos sistemas formais
sdo criados’? para que possam representar adequadamente as formas de raciocinio
matematico em voga. De modo semelhante, a proposta de Lakatos de fazer uma
l6gica da heuristica, que seria o seu método de demonstracdes e refutagdes, pode
ser vista como uma refutacdo a posicao que relega o contexto de descoberta a um
psicologismo, contudo isso ndo implica necessariamente uma rejeicao da disting@o
contexto de descoberta/justificagdo. Nao seria legitimo, além do mais, a partir do
contexto de justificacdo, investigarmos a metodologia proposta por Lakatos? Avi-
gad (2008, 303) afirma que tanto o contexto de descoberta como o de justificacio
devem ser levados em conta no que se tem chamado de matemdtica experimental,
uma metodologia da matemaética na qual ha um uso significativo de procedimentos
computacionais — ou seja, estamos no ambito do formalismo. Primeiramente, ele
cita a seguinte lista, que relaciona alguns dos usos da computacdo na matemaética

experimental:

1. Gaining insight and intuition.

2. Discovering new patterns and relationships.

3. Using graphical displays to suggest underlying mathematical principles.
4. Testing and especially falsifying conjectures.

0Cf. Avigad (2006), onde o autor apresenta novos modelos formais de demonstragio, os quais
sdo mais apropriados do que os modelos tradicionais no que diz respeito a elucidar o entendimento
proporcionado por uma demonstrac¢io ordindria.
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5. Exploring a possible result to see if it is worth a formal proof.
6. Suggesting approaches for formal proof.
7. Replacing lengthy hand derivations with computer-based derivations.

8. Confirming analytically derived results.

Em seguida, afirma:

In philosophical discourse it is common to distinguish between discovery and justi-
fication; that is, to distinguish the process of formulating definitions and conjectures
from the process of justifying mathematical claims as true. Both types of activities are
involved in the list above (AVIGAD, 2008, 303).

Isso contraria a concepcao de que a formalizacao de uma teoria ndo pode exercer

nenhuma contribuicao sobre os avancgos da teoria formalizada.

Vale ainda acrescentar que, se, por um lado, um certo uso do formalismo pode
ndo conduzir a nenhuma descoberta concernente a teoria formalizada, por outro,
considerando o formalismo como um ramo da matematica, 0s avangos pertinentes
ao préprio formalismo configurariam um avanco matematico. No prefacio ao artigo
The Axiomatic Thought — de Hilbert, que com o seu programa foi uma peca funda-
mental no movimento formalista —, escrito pelo editor da coletnea de textos From

Kant to Hilbert, encontramos:

Hilbert viewd axiom systems instrumentally, as a powerful tool for mathematical rese-

arch, a tool to be employed when a field had reached a point of sufficient ripeness. But

he nowhere suggests that the whole of mathematics can simply be identified with the
study of formal systems; and indeed in his proof-theoretical writings he took conside-
rable pains to point out that the genuine mathematics — inhaltliche Mathematik — takes

place, not in the formalism, but in the metalanguage (EWALD, 1996, 1107).

Nesta passagem, notamos trés coisas interessantes. A primeira diz respeito ao
fato de que um sistema axiomadtico é uma ferramenta que se emprega apds um
determinado dominio de investigacao ter atingido uma maturidade suficiente: em
primeiro lugar, temos a matemadtica na sua prdtica ordindria, s6 em seguida os sis-
temas axiomadticos entram em cena como uma ferramenta de pesquisa. A segunda
questdo interessante é a observacdo de que Hilbert se recusaria a identificar a ma-
temdtica com o estudo de sistemas formais, que € o ponto onde se concentra boa
parte das criticas de Lakatos. Por ultimo, chamamos a atencdo para a observacao
que vé€ os sistemas axiomaticos como instrumentos poderosos a disposi¢cdo da pes-
quisa matematica, contrastando assim a imagem estéril atribuida a eles por Lakatos.
Ewald aponta alguns avangos que a pesquisa com sistemas axiomdticos trouxe a

matematica:

His [Hilbert’s] study of the axiomatic foundations of geometry had yielded a rich har-
vest of mathematical results — non-Archimedean geometries, a new topological charac-
terization of the plane, new theorems on the nature of continuity — and there was every
reason to hope that the same powerful tool would prove equally useful in the other
branches of mathematics and physics mentioned in this article (EWALD, 1996, 1106).
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Dieudonné também € da opinido de que os sistemas formais tém um papel na

contribui¢do do desenvolvimento do pensamento matematico:

The work of systematication of mathematics is certinaly not a very exciting one, but
it sometimes has its rewards. In trying to make new ideas and methods clearer and
more understandable, one is almost invariably led to think of other possible approa-
ches, which sometimes open ways of thought and paths of research unsuspected by the

originator of the theory (DIEUDONNE, 1973, 17).

Por fim, vejamos a passagem abaixo, onde Lakatos deixa explicito o objetivo

principal de seu livro:

The core of this case-study will challenge mathematical formalism [...]. Its modest
aim is to elaborate the point that informal, quasiempirical, mathematics does not grow
through a monotonous increase of the number of indubitably established theorems but
through the incessant improvement of guesses by speculation and criticism, by the logic
of proofs and refutations (LAKATOS, 1976, 5).
Insistirfamos que tal posi¢do questionaria o formalismo apenas se este promovesse a
identificacdo sugerida por Lakatos, mas, pelo que temos argumentado até aqui, iSso
nao parece ser o caso. Acreditamos que a distin¢ao contexto de descoberta/justificacdao
ndo deve ser negligenciada e que a filosofia da matemadtica tem muito a ganhar
voltando-se para o primeiro contexto, com a possibilidade de desenvolver uma me-
todologia que ndo seja criticada por possuir um viés psicologista ou sociolégico. A
16gica da descoberta matematica, de Lakatos, € um exemplo. Contudo, diferente-
mente do que este autor sugere, o predominio do formalismo na filosofia da ma-
temadtica reflete, a nosso ver, simplesmente uma contingéncia histérica — por uma
razao ou outra o formalismo ganhou destaque na comunidade filoséfica —, ndo o
éxito de um projeto que visasse eliminar as metodologias que t€ém como objeto o

contexto de descoberta.

4.4 Azzouni: indicador de derivacao

Dando continuidade a nossa discussdo sobre formalizagdo, trataremos aqui da
distingdo entre demonstragdes formais e informais, que nos conduzird a concep-
cdo, proposta por Azzouni, de que toda demonstracao informal deve ser capaz de
indicar uma demonstracao formal subjacente, a qual garante a objetividade e comu-
nicabilidade daquela. A partir dai, aproveitamos para apresentar na se¢ao seguinte
uma demonstragdo, devida a Kripke, da tese de Church. Tal demonstracdo toma
como premissas o teorema da completude e a tese de Hilbert (i.e., todo argumento
matematico pode ser formalizado numa légica de primeira-ordem), estreitamente

vinculada a no¢ao de indicador de derivagao.
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Rav emprega os termos demonstragdo e derivagdo, a fim de demarcar a dife-
renga respectiva entre demonstragdes matemadticas — tal como elas sdo compreen-
didas de maneira informal na prética habitual dos mateméticos — e demonstragdes
formais — concebidas a partir de sistemas recursivos, que possuem a caracterizacao
explicita do seu alfabeto, regras de formacdo de férmulas, regras de inferéncia, etc.:
“Let us fix our terminology to understand by proof a conceptual proof of customary
mathematical discourse, having an irreducible semantic content, and distinguish it

from derivation, which is a syntactic object of some formal system™”!.

O proposito de Rav ao fazer essa distincao € argumentar pelo aspecto semantico
irredutivel de uma demonstragdo, o qual, de acordo com ele, ndo pode ser adequa-
damente representado por uma derivagdo. O que encontramos nesta em quase nada
reflete o conhecimento matematico que se revela numa demonstracdo, cujo prin-
cipal papel consiste em estabelecer métodos de solucdo de problemas, que além
de expandirem ou criarem novas teorias, estabelecem conexdes com outras ideias

matematicas:

[T]he correctness of a derivation in a formal system, depending just on the shape of the
symbols contrasts sharply with the age-old habitual process of understanding and fol-
lowing the demonstrative component of an ordinary mathematical proof, a process that
depends on the meaning of the mathematical terms and the conceptual interconnections
that are brought out by proofs (RAV, 2007, 301, grifo do autor).
Por essa razdo, ndo é incomum que resultados ja estabelecidos sejam demonstra-
dos de diferentes maneiras, pois a demanda que um determinado problema faz pelo
estabelecimento de novos métodos e conexdes pode ser mais importante do que o
resultado em si’?. Caso as demonstracdes fossem reduzidas a derivagdes, o movi-
mento estéril que nestas liga a conclusdo as premissas seria insuficiente em elucidar
a dinamica e a origem do conhecimento matematico, como € possivel perceber nas

préticas demonstrativas usuais.

A partir dessa distin¢gdo caracterizada por Rav, que, pelo menos no que toca
a pratica matemadtica, privilegia as demonstragdes em relacdo as derivagdes, pois
estas, constituindo-se de estruturas sintaticas vazias de contetido, ndo possuem a re-
levancia semantica daquelas, Azzouni (2005, 141) propde desenvolver dois pontos:
(a) ndo € necessdrio que a pritica matematica se comprometa com a existéncia de
objetos matemadticos — assim, os que criticam a concepg¢ao formalista pelo fato dela
se basear apenas em derivagdes vazias de contetdo teriam um argumento a menos
a seu favor’?; (b) ainda que as demonstracdes sejam indispenséveis 2 pratica ma-

temadtica, o acordo social entre matemdticos que ratifica ou ndo o convencimento

TI(RAV, 1999, 11).

2(RAV, 2007, 294). Cf. também (DAWSON JR, 2006).

3Este ponto é oportuno ao nominalismo que Azzouni (2005, cap. 8) defenderd mais adiante em
seu livro, cujos detalhes ndo nos dizem respeito.
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proporcionado por uma determinada demonstracao se deve a possibilidade de indi-

car uma derivagdo que lhe € pertinente num ou outro sistema algoritmico.

De acordo com o dltimo ponto, para cada demonstracdo existe uma derivacao
subjacente codificada num certo sistema algoritmico, permitindo que uma demons-
tracdo seja concebida como um indicador de derivacdo. Assim, Azzouni (2005,
142) argumenta que, se o fato dos matemdticos serem bem sucedidos em concorda-
rem entre si que uma demonstracdo convincentemente estabelece a assercao de um
teorema se deve a derivacdo indicada pela demonstracdo, isso tem a sua razao de
ser baseada em duas condi¢des: a primeira € que a validade de uma derivacio pode
ser, em principio, mecanicamente verificada; a segunda € que o sistema algoritmico
empregado para codificar uma derivagdo € implicita ou explicitamente reconhecivel

pelos matemadticos.

Apelando a nocao de indicador de deriva¢do, Azzouni almeja dar uma explica-
cdo mais objetiva a respeito de como os matematicos concordam entre si sobre a
legitimidade de uma demonstragdo, propondo dessa maneira uma via alternativa as

teorias que atribuem tal concordancia a fatores unicamente sociais:

Any approach focusing on (purely) social constraints on behavior can’t explain how

mathematicians agree on the status of proofs [...]; and this is because social factors,

even when they induce conformity at a time, can’t (and don’t) prevent substantial dia-
chronic change (AZZOUNI, 2005, 143, grifo do autor).

E importante ressaltar que Azzouni nio pretende com a sua concepgao suge-
rir que as demonstracoes, tais como sdo empregadas na pratica matemadtica usual,
sejam substituidas por derivacdes. Ele proprio reconhece isso como sendo “comple-
tamente implausivel”’*. E muito pouco provdvel que um matematico esteja ciente
das derivacdes que subjazem a suas demonstragdes. De fato, Azzouni (2005, 119)
sugere que, durante a maior parte da existéncia da matemdtica, os mateméticos, ao
teorizarem sobre as demonstracdes, ndo compreenderam esse ponto. Na pritica, o
reconhecimento de que uma demonstracao € bem sucedida estd sobretudo relacio-
nado a impressdo de compreender a relacdo semantica entre os passos dedutivos,
a qual se baseia no contetdo das sentengas envolvidas. O autor ainda levanta trés
pontos que destacam como a experiéncia de compreensao proporcionada por uma
demonstracdo se difere da experiéncia proporcionada por uma derivagcdo (ademais,

ele observa que tais pontos sdo comumente encontrados na literatura):

(a) Understanding an ordinary proof seems to proceed by the grasping of mathematical
concepts, grasping the nature of the objects those concepts are about, and recognizing
what follows from these — not by the recognized application of (explicitly formulated)
rules. (b) Related to this, ordinary mathematical proof seems to be topic-specific, its
transitions governed by insights into the subject-matter of the proofs. [...] in general,
(c) when an ordinary proof (in the vernacular) is translated into one or another formal

74(AZZOUNI, 2003, 143).
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language, comprehension and certitude decline. One — almost always — understands

(and is convinced by) the ordinary mathematical proof much better than (by) formalized

cousins (AZZOUNI, 2009, 11).

Diante de tudo isso, parece ndo ter sentido levar adiante a noc@o de indicador
de derivacdo. No entanto, em defesa de seu programa, Azzouni apela ao que con-
sidera uma evidéncia empirica a seu favor: o sucesso do programa logicista em
regimentar demonstracdes matemadticas em sistemas algoritmicos baseados numa
16gica de primeira-ordem’?, revelando que o desenvolvimento da matematica até o
final do século XIX teve a légica classica como uma estrutura tcita atuando por
trds das demonstragdes’. Ou seja, tal fato evidencia que toda a pritica matematica
desenvolvida durante esse periodo, a despeito da infinidade de conceitos e ferra-
mentas constantemente introduzidos nesse espaco de tempo, preservou a relacao de

indicacgdo a derivagdes.

Podemos assim resumir nas seguintes palavras a tese proposta por Azzouni
(2005, 121): toda demonstragdo matematica ordindria estd correlacionada a uma
derivacgdo, e € por conta dessa correlacdo que as demonstracdes sdo bem sucedidas.
E dado que a sua tese “nao pode ser demonstrada por um exame sofisticado do que

11 o que Azzouni le-

0 matemadtico experiencia quando estabelece demonstragdes
vanta em suporte a ela é a evidéncia empirica estabelecida no pardgrafo anterior.
Além do mais, o autor observa que ndo € necessario que as derivacdes facam parte

da pratica matematica, sequer € preciso que tenham uma existéncia atual:

[A]ll that’s required is that the mathematician’s practice be in accord — as it were — with
a theory of such things; that is, that his or her ability to recognize phenomenally when
B follows from A accords with (a formal proxy of) B being derivable from (a formal
proxy of ) A in the context of some appropriate algorithmic system (AZZOUNI, 2005,
121).
Isso quer dizer que, mesmo que os matematicos ndo se deem conta das derivagoes
subjacentes a suas demonstracdes, ndo negam a possibilidade delas serem represen-
tadas de maneira mais explicita por derivagdes pertencentes a um ou outro sistema
algoritmico. Nesse sentido, uma demonstracao seria uma espécie de abreviacdo de
uma derivagao, contendo passos com pressuposi¢cdes passiveis de serem analisadas
em passos subsididrios: “One thing I do claim is that the mathematician does sense
that any traditional proof can be expanded so that ‘no steps are missing””’®. Em
ultima instancia, o relevante ndo € trazer a tona a derivacao indicada pela demons-

tracdo, mas assentir ao fato de que a impossibilidade de atribuir uma derivacdo a

T3Cf. (AZZOUNI, 2005, 119 e 143). O mesmo autor também apresenta uma série de argumentos
defendendo a ideia de que, para a construcio das derivacdes subjacentes, ndo € preciso nada além de
uma légica de primeira-ordem. Nao nos deteremos aqui sobre a defesa desse ponto.

76(AZZOUNI, 2005, 136).

71(AZZOUNI, 2005, 121).

78(AZZOUNI, 2005, 122).
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uma demonstra¢do é condicdo para que nao consideremos esta como bem sucedida,

ainda que seja convincente aos olhos dos matematicos’®.

80 ¢ fato dessa dis-

Azzouni nomeia de “fixacdo benigna da préatica matematica
ciplina ser uma pratica social que, apesar de se caracterizar por uma conformidade
substancial, prescinde de ferramentas sociais coercitivas responsdveis por tal con-
formidade. Um dos motivos dessa condi¢do se deve a maneira sélida de como um
erro descoberto € notoriamente percebido, o que exige a sua corre¢do € a conse-

quente reestruturagao dos elementos por ele afetados:

Mathematical practice is so robust that even if a mistake eludes detection for years, and
even if many later results presuppose that mistake, this won’t provide enough social
inertia — once the error is unearthed — to prevent changing the practice back to what
it was originally: In mathematics, even after lots of time, the subsequent mathematics
built on the “falsehood” is repudiated (AZZOUNI, 2005, 128, grifo do autor).
Assim, devido a robustez da pratica matematica, a l6gica subjacente aos raciocinios
matematicos permaneceu implicita a medida que ndo houve nenhuma mudanga nos
procedimentos de demonstragdo — ao que se pode também atribuir o sucesso menci-
onado acima relacionado ao programa logicista. Isso explica por que a matematica
contemporanea, com dreas conduzidas sobre bases 16gicas alternativas, deve de al-
gum modo assumir uma formalizacdo a fim de que se saiba o que nela € demonstré-
vel. Ou seja, a adogdo de um procedimento de demonstragdo novo necessariamente
se reflete na explicitagdo dos principios 16gicos empregados, o que corresponde a

revelar a derivacio indicada por uma demonstragio®!.

Os sistemas algoritmicos nos quais as derivagdes indicadas sao construidas nao
estdo limitados a uma l6gica em particular, a uma drea especifica da matemética ou a
uma determinada linguagem, admitindo-se até mesmo que esta seja substituida por
diagramas ou algo de cardter pictorial. Dessa forma, toda pratica demonstrativa, ou,
por assim dizer, todo método matemadtico, seria caracterizado como uma estrutura
de sistemas algoritmicos. E como a matemdtica contemporanea envolve pesquisas
numa variedade enorme de tipos de sistemas, cada qual estruturando uma familia
de sistemas algoritmicos, a Unica exigéncia que se faz € que as derivagdes indicadas

sejam, em principio, mecanicamente reconheciveis®?.

79Como vemos enfaticamente nesta passagem: “The nonexistence of a formal analogue does rule
out the status of a purported ordinary mathematical proof being a successful proof, regardless of the
felt convictions of mathematicians about this” (AZZOUNI, 2009, 14, grifo do autor). Cf. também
este trecho, onde Prawitz atribui um teor psicologista a nog¢do de convencimento: “Some writers, e.g.
Chateaubriand (1999), point out that a flawless sequence of inferences may fail to carry conviction
while a geometrical drawing may convince us completely of the truth of an alleged theorem. As long
as this is a psychological question about what subjectively convinces us, I am not concerned with it
here” (PRAWITZ, 2015, 71, n. 7).

80(AZZOUNI, 2005, 129).

81(AZZOUNI, 2005, 145).

82(AZZOUNI, 2005, 137 e nota 33; 144).
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Ap6s notar que certas relacdes 16gicas entre sentengas sdo reconhecidas ao se-
rem expressas em algo decidivel, a despeito de que a expressividade da linguagem
natural — incluindo a que ocorre na matemadtica — ultrapasse qualquer coisa que
seja dita decidivel, Azzouni (2005, 146) faz trés observagdes sobre a relagdo en-
tre a l6gica empregada pela matematica e a sintaxe da linguagem natural: (a) ndo
¢ incomum que os principios 16gicos empregados na matematica sejam invisiveis.
Resultados mais antigos em teoria dos ndmeros eram obtidos por meio apenas da
linguagem natural, sem o emprego de um vocabuldrio técnico, ocultando os al-
goritmos subjacentes; (b) a invencdo de uma terminologia matematica, ainda que
usada para facilitar a demonstragcao de resultados obtidos sem o emprego dela, ndo
¢ necessariamente uma representacdo de ferramentas psicoldgicas utilizadas ante-
riormente pelos matematicos — além de que uma investigacao a esse respeito seria
empirica, ndo concernindo a légica ou a matematica. Por exemplo, a notacdo Ara-
bica ndo deve ser tomada como uma explicitacdo de como os mateméticos psico-
logicamente representavam os nimeros; (c) na mesma direcdo, a despeito de que
as derivacdes subjacentes 2 “matemdtica madura”®? tenham sido explicitadas em
sistemas axiomaticos expressos em linguagens de primeira-ordem, isso ndo implica
que tais sistemas sdo as melhores representacdes dos métodos algoritmicos psico-
logicamente disponiveis aos matematicos. Tais sistemas algoritmicos podem portar
um certo conteddo matemadtico, o qual provavelmente estd vinculado a drea da ma-
temadtica sob consideragdo, sendo que o que consideramos como inferéncia légica

ainda permanece implicito.

Azzouni acrescenta que a descoberta da l6gica subjacente 2 matemética madura
s foi possivel por causa do emprego de uma linguagem artificial, por isso os proce-
dimentos efetivos de demonstracao se mantiveram téacitos até a invencao desta. Nao
basta apenas um certo vocabuldrio técnico, incorporado a linguagem natural, que
torne explicito alguns padrdes de raciocinio, € preciso “abandonar completamente
a linguagem ordindria”®*. Isso explicaria por que Frege revelou a l6gica subjacente
a matemadtica a0 mesmo tempo em que criou uma linguagem artificial que a expri-
misse. Para Azzouni, o fato disso ter-se dado simultaneamente ndo € uma contin-
géncia histdrica, mas revelador da condicao de que a explicitagao de procedimentos

de derivagdo requer o abandono da linguagem natural.

Ha outros detalhes na relacdo entre demonstracdes e derivacdes aos quais vale
a pena voltarmos nossa atengdo. Critica-se que a pritica matematica ndo pode ser

pensada a partir de sistemas algoritmicos, uma vez que, de modo geral, os mate-

83 Azzouni emprega essa expressdo para se referir ao perfodo da histéria da matematica que vai
um pouco antes de Euclides e se estende até o inicio do século XX. Ela se contrapde a expressao
“matemadtica contemporanea”, que temos utilizado. Cf. (AZZOUNI, 2005, 133).

84(AZZOUNI, 2005, 147).
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maticos sequer se ddo conta das regras envolvidas em tais sistemas. No entanto,
tal critica ndo caberia a concep¢do de indicador de derivagdo, pois da mesma ma-
neira que nao pressupomos que o bom sucedimento na comunicagao entre falantes
de uma lingua natural se deve a um conhecimento explicito de regras gramaticais, a
concepcao de indicador de derivagdo ndo pressupde que um matematico, na pratica
habitual de sua atividade, esteja ciente de todas as regras que constituem o sistema

algoritmico sobre o qual trabalha tacitamente3°.

Um outro ponto é que ndo ha nenhuma exigéncia quanto a permanéncia no
sistema algoritmico sobre o qual o matemadtico trabalha enquanto estuda uma certa
area da matemdtica, i.e., ele ndo precisa se restringir a um dnico sistema, podendo
ultrapassé-lo e embuti-lo em sistemas mais fortes. A derivacdo indicada pode assim
pertencer a um sistema algoritmico mais robusto do que o inicialmente envolvido,

ainda que contenha termos se referindo a este. Azzouni enfatiza:

It doesn’t much matter exactly where in the family of algorithmic systems we take

“the” derivation indicated by a proof to be located. The reason for this is that the

transliteration of the ordinary proof into its derivational proxy relies on making explicit

tacit assumptions in the proof — and there is intrinsic vagueness in precisely what’s

tacitly relied on in an ordinary mathematical proof (AZZOUNI, 2005, 154).

Essa vagueza se articula entre dois limites. Existe uma quantidade minima de
conceitos representados numa derivagdo, estabelecendo dessa maneira um limite
inferior: todos os conceitos explicitamente empregados na demonstracao; havendo
uma derivagdo em que os conceitos explicitos da demonstragdo ndo aparecem, iSso
quer dizer que tais conceitos eram redundantes — e aquele que construiu a demons-
tracdo ndo havia se dado conta disso. Por outro lado, podemos falar de um limite
superior: devido a assung¢des tacitas envolvidas numa demonstracdo, nem sempre
€ viavel obter uma derivacdo que a represente apenas a partir da representacio de
conceitos explicitos; a fim de viabilizd-la, conceitos que nao se encontram expli-
citamente presentes na demonstragdo sdo introduzidos, limitando-se apenas pelo
critério de ndo introduzir conceitos que sido claramente estranhos a ela. Todos es-
ses acréscimos podem resultar numa derivagdo ndo examinavel (surveyable, em
inglés),“but this isn’t a problem since mathematicians aren’t understood as — psy-
chologically speaking — grasping such derivations (when they survey the ordinary

proof correlated with such derivations)”3°.

Temos assim um guia ndo muito preciso a respeito da relacdo entre uma de-
monstracdo e a sua correspondente derivagdo. Essa imprecisdo reflete a condicao
de que nem sempre € muito claro identificar quais conceitos operam tacitamente

numa demonstracdo. De qualquer forma, dado que os sistemas algoritmicos podem

85(AZZOUNI, 2003, 153).
86(AZZOUNI, 2005, 154, grifo do autor).
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ser embutidos uns nos outros, preservando os resultados dos sistemas precedentes,
tal condi¢do ndo aparenta implicar grandes problemas, pois basta expandir um sis-

tema algoritmico para que ele abrigue conceitos recém explicitados®’.

Ademais, o fato dos sistemas algoritmicos poderem ser expandidos preservando
os resultados ja obtidos, algo que Azzouni particularmente denomina “ligacao de

sistemas algoritmicos”38

, € utilizado por ele para explicar a pratica utilizada pelos
matematicos de introduzir “objetos” novos em contextos antigos, com o objetivo de
obter resultados sobre a drea da matematica originariamente levada em considera-
cdo: “the ‘objects’ referred to by mathematical terms can act as guides to fruitful
ways of augmenting algorithmic systems — introducing fresh axioms, that is”%°. O
autor coloca a palavra “objeto” entre aspas com o intuito de insinuar a sua posi¢ao
nominalista®®, de acordo com a qual termos matematicos ndo se referem a obje-
tos abstratos. Para ele, o que € aparentemente tido como a introdu¢do de um novo

objeto nada mais seria do que embutir um sistema algoritmico em outro.

Quanto a preocupagdo de que hd uma ambiguidade na indicacdo de uma de-
rivagdo, Azzouni (2005, 155) ndo parece afetar-se muito por tal questdo. Apenas
afirma que ndo hd razdo para que um matemético tenha uma derivacao especifica
em mente, ainda que seja apenas inconscientemente, e que o simples fato de haver a
indicacio de uma derivagdo, sem uma preocupacao com a sua unicidade, ja seria su-
ficiente para a pratica matemadtica, pois o objetivo nao € estabelecer a “forma l6gica”

de uma dada demonstracio, mas somente indicar alguma derivagio subjacente”!.

Voltando a questdo nominalista, da mesma maneira que termos matematicos
ndo se referem a objetos abstratos, a derivacdo indicada por uma demonstracao
ndo deve ser vista como um referente desta. Nesse sentido, “indicar” quer dizer
que uma demonstra¢do, com sua forma e complexidade, contém alusdes a detalhes

suprimidos que mostram que uma certa derivacao existe:

Consider, as a first illustration of the phenomenon, an ordinary mathematical proof P
that is (say) an abbreviation of a derivation D. P indicates D not by containing terms
that refer to D but by virtue of the fact that anyone familiar with the process of “deab-
breviating” proofs knows how to exhibit D on the basis of P. [...] Notice that this can
hold in principle even if the actual construction of the derivation is (because of limits

87(AZZOUNI, 20053, 154).

88( AZZOUNI, 2005, 148).

89(AZZOUNI, 2005, 157-158).

9The absence of relata for mathematical terms doesn’t deprive them of ‘content” with important
roles. [...] In any case, the content — I’ll continue to use this term — of the sentences of ordinary
mathematical proofs is similar in its abilities to that of the sentences about purely fictional objects
in this respect: Neither is ‘meaningless’, but neither — on the nominalist view I favor — describes
anything that exists either (AZZOUNI, 2005, 157, grifo nosso).

91“I’s not, after all, that the derivation(s) indicated are (somehow) the “logical form” of a proof
in ordinary mathematics; it’s that some derivation (or other) is indicated, and that hardly requires the
uniqueness of the said derivation” (AZZOUNI, 2005, 154).
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in time and energy) impossible (AZZOUNI, 2005, 158-159).

Com isso, Azzouni também objetiva demonstrar, respeitando critérios nomina-
listas, que a validade de uma demonstracdo ndo tem como base um suposto con-
teido semantico referido pelas sentencas que a compdem, mas uma derivagdo por

ela indicada:

The elements of a traditional proof enable it to be correlated to a formal derivation,

where all the aspects of the traditional proof that seem to rely on the properties of

objects referred to have been replaced by explicit axioms. Thus the promissory note
that a semantic relation always seems to offer (reference to an object) is here discharged
by “disinterpretation” — that relation dissolving into explicit axioms sufficient for the

construction of a mechanically recognizable derivation (AZZOUNI, 2005, 119).

A essa altura, convém apresentarmos algumas criticas direcionadas a no¢ao de
indicador de derivacdo. Rav observa que, quando nos deparamos com uma alegacao
de que um certo enunciado A se segue de um enunciado B, as vezes precisamos pre-
encher algumas lacunas, recorrendo a alegagdes intermedidrias que nos permitam

compreender como tal consequéncia pdde ser estabelecida. No entanto:

There is no theoretical reason to warrant the belief that one ought to arrive at an atomic
claim C — D which does not allow or necessitate any further justifying steps between

C and D. This is one of the reasons for considering proofs as infinitary objects®> (RAV,
1999, 15).
Tal condi¢do toca diretamente na no¢do de indicador de derivacdo, pois acarreta
que um passo numa demonstra¢ido pode corresponder a uma derivagdo de tamanho

indefinido.

Azzouni, tentando elucidar esse problema, apresenta o que seria uma maneira
de abordar a compreensdo de um conceito: o contetdo deste seria capturado por
um conjunto de axiomas, o qual esgotaria todas as verdades a seu respeito. Nao
obstante, aplicando essa abordagem a conceitos matematicos, sabe-se, devido ao
teorema da incompletude, que alguns conceitos, como o de nimero natural, ndo po-
dem ter o seu contetido axiomaticamente capturado®. Sendo assim, uma derivagio
que seria indicada por uma demonstragdo que extrai B como uma consequéncia de
A pode estar aberta a uma andlise infinita, tendo em conta que a incompletabilidade
dos sistemas axiomadticos que tentam capturar os conceitos envolvidos em A e B

demandaria indefinidamente sistemas cada vez mais ricos”*.

No entanto, Azzouni defende que isso ndo apresentaria problema algum a no-

cdo de indicador de derivagcdo. De fato, hd duas perspectivas a partir das quais se

92 A seta em C — D nio simboliza a constante 16gica que se refere a implicacio, apenas simboliza
um caminho l1égico informal de C a D. O que Rav denomina “proof” corresponde ao que denomina-
mos “demonstracdo’” no dmbito da distin¢do entre demonstracao e derivacdo, vale lembrar.

93Como visto na secdo 4.1.1, hi casos de conceitos indefinidamente extensiveis.

94(AZZOUNI, 2005, 161-162).
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pode compreender a pritica comum entre matematicos de introduzir novos concei-
tos numa determinada 4rea, a fim de facilitar a demonstragdo sobre antigos objetos.
Do ponto de vista dos sistemas algoritmicos, isso se reflete no embricamento cumu-
lativo de um sistema em outro, onde conceitos novos sdo introduzidos e os resulta-
dos concernentes aos conceitos antigos sao preservados. Por outro lado, assumindo
a perspectiva da pritica matematica, a visdo mais comum que se tem € a de que o
conteddo dos conceitos € ilimitado, i.e., estamos sempre descobrindo coisas novas

a respeito de conceitos antigos, assim:

[O]ur ability to grasp such concepts in mathematical practice allows us to generate an
open-ended set of results about those concepts that can’t be connected to any particular
algorithmic system; furthermore, when analyzing a step in a proof, there is always
more to say, because there is always more to say about the concepts that licensed the
inference (AZZOUNI, 2005, 162, grifo nosso).
Azzouni contesta, todavia, a dltima perspectiva, afirmando que o mais natural ndo
seria conceber um aprofundamento no contetido de conceitos dados, mas um au-
mento de conceitos como uma consequéncia da expansdo dos sistemas algoritmi-
cos, que além de conservarem os resultados ja obtidos, ndo imporiam dificuldades
sobre a possibilidade de falarmos dos mesmos conceitos, ainda que em momentos

distintos trabalhemos em sistemas diferentes”>.

Quanto a este ultimo ponto, sobre a identidade de um conceito, pode-se levan-
tar o problema de que esta esta atrelada ao sistema algoritmico do qual o conceito
¢ origindrio, de maneira que uma mudanca de sistema implicaria uma mudanca nos
conceitos, que, por sua vez, traria como consequéncia a condi¢do de que teoremas
provenientes de sistemas diversos ndo poderiam ser identificados entre si. A res-
posta de Azzouni consiste em dizer que implicitamente estipulamos identifica¢des
correferenciais entre termos presentes em diferentes sistemas, proporcionando uma
identificac@o entre sentencgas e conceitos que os atravessariam. Nessas condi¢des,

pode-se afirmar que:

When mathematicians accept a proof of a theorem, they have recognized a derivation
(of that theorem) as located somewhere in a family of algorithmic systems; and so
it’s located in every algorithmic system that algorithmic system is embedded within
(AZZOUNLI, 2005, 164).

Numa outra critica, Rav (2007, 306) nos convida a considerar a situagdo de

que uma demonstracdo foi completamente formalizada, de modo que a validade

%Deve-se notar, contudo, que a base do argumento de Azzouni consiste somente em reivindicar
um estranhamento com a perspectiva oposta, oferecendo, para tanto, apenas uma comparagio com
a posicdo nominalista que adota: “Just as it’s sensible for us to deny apparent commitments to
mathematical objects that we’re supposed to somehow (magically) reach out to from a family of
algorithmic systems, so too it’s sensible for us to deny that we continually pull out new content
from the infinitely deep concepts that we’ve been gifted with, as opposed to the (humanly available)
picture that we just continually augment our concepts by consistently augmenting the algorithmic
systems that such concepts arise from” (AZZOUNI, 2005, 162).
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da derivacdo — agora explicitada — possa ser verificada por um computador. Sur-
gem entdo as seguintes questdes: se a verificagdo concluir que a derivacao nao é
vélida, recusamos a validade da demonstracio®® que Ihe corresponde, ou conclui-
mos que hd algum erro na formaliza¢do ou no programa que executa a verificacao?
Por outro lado, se a conclusdo da verificagdo for positiva, reafirmamos nossa con-
fianca na demonstracdo, ou concluimos que a formalizacdo e a verificagdo foram
bem executadas? Rav, apoiando-se na sua proposta de que as demonstracdes pos-
suem um carater semantico irredutivel, bem como nas criticas (a)-(c) direcionadas
a nocdo de derivacao (citadas acima, p. 133), defende apenas a segunda opcao nes-
sas duas perguntas. Sua posicao € que a palavra final sobre a credibilidade de um
determinado resultado repousa sobre uma demonstracdo, lugar onde efetivamente
o conhecimento matematico € exercido e vislumbrado, sendo, portanto, o ponto a

partir do qual se julga uma derivacdo, e ndo vice-versa.

Nessa direcao, Rav (2007, 309) nos remete a seguinte citacdo de Feferman,
onde ele questiona o ganho epistémico envolvido na laboriosa tarefa de verificar for-

malmente uma demonstragdo matematica no sistema AUTOMATH, de de Bruijn:

One of de Bruijn’s goals [was the] possible use of such formal representation as a me-
ans for systematic mechanical checking of long and complicated proofs. The obvious
question to be raised about this concerns the need to have humans as intermediaries
in order to convert informal mathematics into a language such as AUTOMATH in a
form to be submitted to a machine. Is such a conversion of really difficult and subtle
proofs possible without the human agent understanding in all details what is to be con-
verted? And if he does understand ‘in all details’ isn’t the battle over (since complete
understanding subsumes checking)? (FEFERMAN, 1979, 22).

Numa palavra, a verificagdo mecanica de uma demonstragdo nao aumentaria nossa
confiabilidade nesta, pois o trabalho prévio que viabiliza tal verificagdo nos pro-
porciona um exame meticuloso da demonstracdo em questdo, tornando inécuo o

resultado que a verificacdo mecanica possa apresentar.

Além disso, Rav (2007, 307, n. 23) observa que mesmo que admitamos que a
verificacdo mecanica seja um critério determinante no julgamento da legitimidade
de um certo resultado, a confiabilidade depositada numa demonstracao (informal)
ainda seria maior, uma vez que nao podemos, sob o risco de incorrermos num re-
gresso ao infinito, verificar mecanicamente a corre¢ao da regimentacdo formal da
demonstracdo. Ou seja, ainda que, ao formalizar uma demonstra¢do, obtenhamos
uma derivagdo valida, ndo podemos verificar mecanicamente se a derivagdo ¢ uma
transcricao fiel do que se pretendia dizer com a demonstragdo, pois, para tanto, seria
preciso verificar se a transcri¢do que permite a verificagdo mecanica da transcricao

¢, também, fidedigna, e assim sucessivamente.

%Dizer que uma demonstracio nio é vélida consiste apenas num modo de dizer que o que consi-
derdvamos ser uma demonstragcdo ndo o consideramos mais como tal, dado que uma “demonstragdo
invéalida” € uma contradi¢do em termos, pois ou temos uma demonstragdo ou ndo temos.
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Mas Azzouni nao se dobra diante de tais criticas:

[Flormalized proofs have become the norms of mathematical practice. And that is to
say: should it become clear that the implications (of assumptions to conclusion) of an
informal proof cannot be replicated by a formal analogue, the status of that informal
proof as a successful proof will be rejected (AZZOUNI, 2009, 14).
Como mencionamos em outra ocasido, a questdo principal ndo estd em de fato veri-
ficar formalmente uma demonstragdo, mas em constatar que a impossibilidade de se
revelar uma derivacdo subjacente é condi¢ao determinante para que uma demons-

tracdo seja deslegitimada.

As criticas acima ddo a entender que a proposta de Azzouni € formalizar todas
as demonstragdes com as quais possamos nos deparar, para assim torné-las convin-
centes. Nossa interpretacdo € outra: a explicitacdo de uma derivagdo € necessdria
apenas quando hd uma discérdia sobre um determinado ponto de uma demonstra-
cdo. De fato, acreditamos que a citacdo de Feferman pode ser usada em favor da
tese de Azzouni. Ora, se para formalizar € preciso conhecer todas as sutilezas da
demonstracao, € no processo de formalizacdo que elas sdo reveladas, justamente o
ponto levantado por Azzouni®’. Diante de uma controvérsia a respeito da validade
de uma demonstragdo, sua formalizac¢do, que exige uma inspe¢do de todos os seus
detalhes, elucidard qual ponto estd causando discérdia entre os que discutem a sua
validade. O ganho epistémico estd em efetuar uma formaliza¢do, uma vez que essa
atividade pode trazer a tona principios com os quais até entao ndo tinhamos nos dado
conta que estdvamos comprometidos. A questdo ndo € colocar a demonstracdo e a
sua derivacdo correspondente lado a lado e comparar as virtudes epist€émicas entre
elas. Além do mais, ndo faz sentido formalizar uma demonstracio cuja validade ndo
esteja em disputa, a ndo ser por questdes tangenciais, como a sua implementacao
numa certa linguagem de programacdo. E isso ndo quer dizer que os matematicos
resolverdo suas disputas no dmbito formal, apenas que, ao se revelar os detalhes
mais finos de uma demonstracdo, comeg¢amos a nos envolver com a sua derivacao

subjacente.

97 As seguintes palavras de Rav (2007, 308), concebidas para criticar a nogao de indicador de de-
rivagdo, também acabam por defendé-la: “The point of such an exercise [formalization] is normally
for didactic/expository purposes, not in order to gain in reliability beyond the original informal proof.
For in general it is clear that in order to formalize a given proof, one has first to ascertain, line-by-
line, that the given (informal) proof is correct; after all, one cannot formalize (intelligently) a flawed
proof!” (grifo do autor). Mais uma vez, isso seria o proprio ponto defendido por Azzouni: a de-
rivagdo indicada por uma demonstra¢do ndo possui mais credibilidade, contudo, a impossibilidade
de (em principio) obté-la deslegitima a validade da demonstragdo. Numa palavra, demonstragdes
invélidas ndo possuem uma derivagdo subjacente.
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4.4.1 Tese de Hilbert e tese de Church

Importa-nos a seguir mencionar uma conexao interessante que pode ser estabe-
lecida entre a nocao de indicador de derivacdo e a tese de Church. Kripke (2013),
tomando como premissa o que se denomina tese de Hilbert, propde uma demons-
tracdo da tese de Church, percorrendo, no entanto, um caminho diferente das de-
monstragdes propostas por Gandy (1980) e Sieg (2002), por exemplo, cujo método
consiste em dar uma caracteriza¢do axiomatica do que intuitivamente se considera a

execucdo de uma computacao por um ser humano — ainda que este seja idealizado.

Primeiramente, vejamos nas citagdes adiante como a tese de Hilbert se asse-
melha a aspectos centrais do programa de Azzouni. Barwise a elucida da seguinte
maneira:

Many logicians would contend that there is no logic beyond first-order logic, in the

sense that when one is forced to make all one’s mathematical (extra-logical) assump-

tions explicit, these axioms can always be expressed in first-order logic, and that the
informal notion of provable used in mathematics is made precise by the formal notion
provable in first-order logic. Following a sugestion of Martin Davis, we refer to this
view as Hilbert’s Thesis (BARWISE, 1977, 41, grifo do autor).
Tal passagem, além de revelar uma semelhanca com a alegacao de que toda demons-
trac@o possui uma derivagdo subjacente, revela uma semelhanca com uma outra pro-
posta de Azzouni, a de que a 16gica de primeira-ordem € suficiente pra exprimir tais
derivacdes”®. Um outro ponto em comum consiste na mengio ao fato de que o que
sustenta a tese de Hilbert € uma evidéncia empirica, tal como Azzouni afirma que o
sucesso do programa logicista em formalizar a matemética madura é uma evidéncia

empirica a favor da nocao de indicador de derivagao:

The first part of Hilbert’s Thesis, that all of classical mathematics is ultimately ex-
pressible in first-order logic, is supported by empirical evidence. It would indeed be
revolutionary were someone able to introduce a new notion which was obviously part
of logic. The second part of Hilbert’s Thesis would seem to follow from the first part
and Godel’s Completeness Theorem. Thus Hilbert’s Thesis is, to some extent, accepted
by many mathematical logicians (BARWISE, 1977, 41).

Kripike, porém, toma como premissa do seu argumento uma versiao mais fraca
da tese de Hilbert. Ele ndo convoca toda a no¢do de demonstrabilidade. Em sua ver-
sdo, exige-se apenas que qualquer enunciado matemético possa ser expresso numa

linguagem de primeira-ordem, de maneira que os passos de qualquer argumento

possam ser dados nessa linguagem:

Now I shall state another thesis, which I shall call “Hilbert’s thesis”, namely, that the
steps of any mathematical argument can be given in a language based on first-order lo-
gic (with identity). The present argument can be regarded as either reducing Church’s
thesis to Hilbert’s thesis, or alternatively as simply pointing out a theorem on all com-
putations whose steps can be formalized in a first-order language (KRIPKE, 2013, 81).

9BCf. p. 134, nota 75.
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Ademais, esta dltima oragdo impde uma cautela. Ndo se trata de demonstrar a
tese de Church para qualquer coisa que se considere computavel, mas de demonstra-
la apenas com relacdo a computagdes cujos passos sao formalizaveis em linguagem
de primeira-ordem — o que inclui, diga-se de passagem, todos os algoritmos até en-
tdo conhecidos”. Nessa direcdo, encontramos uma outra premissa assumida por
Kripke, a que alega que computagcdes podem ser vistas como casos especiais de
derivacdes, ndo sendo nada mais do que uma forma particular de argumento mate-
matico:

[A] computation is a special form of mathematical argument. One is given a set of

instructions, and the steps in the computation are supposed to follow — follow deduc-

tively — from the instructions as given. So a computation is just another mathematical
deduction, albeit one of a very specialized form. In particular, the conclusion of the

argument follows from the instructions as given and perhaps some well-known and not
explicitly stated mathematical premises (KRIPKE, 2013, 80, grifo do autor).

A partir disso, montamos o seguinte argumento:

(1) “Os passos de qualquer argumento matematico podem ser dados numa lingua-

gem baseada numa I6gica de primeira-ordem (com identidade)”!%;

(2) “Uma computagio é uma forma especial de argumento matemético”1%!;

Logo:

(3) Os passos de qualquer computacao podem ser dados numa linguagem baseada

numa légica de primeira-ordem (com identidade).

Com isso temos a transformacgdo de procedimentos computdveis em argumentos

formais validos.

Acrescentando mais dois passos ao argumento acima, podemos alcancar o ob-
jetivo de demonstrar a tese de Church. O primeiro deles consiste numa aplicacao

do teorema da completude. Kripke se exprime nos seguintes termos:

Suppose one has any valid argument whose steps can be stated in a first-order language.
It is an immediate consequence of the Godel completeness theorem for first-order logic
with identity that the premises of the argument can be formalized in any conventional
formal system of first-order logic (KRIPKE, 2013, 81).
Ou seja, o teorema da completude nos garante que para cada computagdo — que foi
formalmente expressa em primeira-ordem num argumento valido — ha uma deriva-

cdo correspondente.

9“First-order algorithms happen to include all known algorithms, whether done by human or
machine” (KRIPKE, 2013, 93).

100(KRIPKE, 2013, 81).

101 KRIPKE, 2013, 80).
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Vale a pena aqui inserirmos um paréntese. Como j4 observamos, a maneira pela
qual Kripke compreende a tese de Hilbert se difere um pouco da de Barwise, pois
diz tratar-se antes de uma questao de enunciabilidade do que de demonstrabilidade:
“Thus, it is about statability, rather than provability. For the purposes of the present
paper, it could be restricted to steps of a computation”!%2. No entanto, como Kahle
(2018, 6) adverte, uma diferenca entre o que pode ser enunciado € o que pode
ser demonstrado ocorrerd somente em casos de incompletude, ou seja, desde que
estejamos num contexto de completude seméntica da l6gica de primeira-ordem, a

versao da tese de Hilbert proposta por Kripke € apenas “aparentemente mais fraca”.

Diante disso, uma pergunta natural que surge €: por que o primeiro teorema da
incompletude ndo afetaria a tese de Hilbert, implicando que nem todo argumento
matemadtico encontre uma derivagdo correspondente numa légica de primeira-ordem?
A incompletude s6 surge quando se fixa um certo sistema formal, i.e., para qualquer
sistema axiomdtico de primeira-ordem (com um certo poder expressivo) que seja fi-
xado, existe uma sentencga verdadeira que nele nao pode ser derivada. Como sempre
podemos eleger diferentes sistemas axiomaticos para as demonstragcdes que preten-
demos formalizar, nada impede, a principio, que os teoremas concluidos de tais
demonstracoes sejam formalmente derivados. Kahle se refere a isso como uma ver-
sdo ndo uniforme da tese de Hilbert, evocando para a sua compreensao a nog¢ao de

textura aberta utilizada por Shapiro'%3:

In its non-uniform form, “Hilbert’s Thesis” speaks about first-order logic, which is
open to add non-logical axioms, and, thus, allows for a set of highly different theories
(like Peano-Arithmetic or Zermelo-Fraenkel Set Theory). This gives it an open texture,
and, in particular, makes it immune to counter arguments using Goddel’s First Incom-
pleteness Theorem: albeit that there is, for every concrete first-order axiomatic theory,
an unprovable true sentence, we may always switch to a stronger — but still first-order
— theory, which decides this sentence (KAHLE, 2018, 16).

Voltando ao argumento acima, o outro passo a ser inserido diz respeito ao fato
da relacdo de derivabilidade ser computdvel por uma maquina de Turing, no sentido

que lemos a seguir:

If the notation of the Hilbert functional calculus is modified so as to be systematic,
and so as to involve only a finite number of symbols, it becomes possible to construct
an automatic machine .#°, which will find all the provable formulae of the calculus
(TURING, 1936, 252).

Esquematizando mais uma vez, construimos o seguinte argumento:

Por (3) e o teorema da completude, temos:

(4) Toda computagdo € derivdvel numa logica de primeira-ordem:;

102(KRIPKE, 2013, 97, n. 21).
103Veja nossa andlise dessa no¢iio na segdo 5.1.
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Pelo teorema de Turing (citagdo acima):
(5) A relagdo de derivabilidade € computdvel por uma méaquina de Turing;
Logo, por (4) e (5), demonstra-se a tese de Church:

(6) Toda computagio pode ser executada por uma méaquina de Turing!'%*.

Nas palavras de Kripke:

Granted that the proof relation of such a system [first-order logic] is recursive (com-
putable), it immediately follows in the special case where one is computing a function
(say, in the language of arithmetic) that the function must be recursive (Turing compu-
table) (KRIPKE, 2013, 81).

Em sintese, o argumento de Kripke se delineia da seguinte maneira: a partir
da hipétese de que computagdes sdo formas especiais de argumentos mateméticos,
emprega-se uma versao fraca da tese de Hilbert, que nos permite formalizar os pas-
sos de tais argumentos na linguagem do cdlculo de predicados de primeira-ordem
(com identidade), constituindo assim argumentos formais validos; por sua vez, re-
correndo ao teorema da completude, temos a garantia que esses argumentos vélidos
sdo derivdveis num sistema légico de primeira-ordem; por fim, sendo tais deriva-
coes executdveis por uma maquina de Turing, segue-se que toda computacio pode

ser executada por uma méquina de Turing.

Um ponto que Kripke insiste é que a demonstracdo da tese de Church que pro-
pode se segue como um coroldrio especial do teorema da completude, particular-
mente denominado por ele de teorema de algoritmo de primeira-ordem:

[Clomputation is a special form of deduction. If we restrict ourselves to algorithms

whose instructions and steps can be stated in a first-order language (first-order algo-

rithms), and these include all algorithms currently known, the Church-Turing characte-

rization of the class of computable functions can be represented as a special corollary
of the Godel completeness theorem (KRIPKE, 2013, 94).

O tnico porém € que essa demonstracdo da tese de Church se restringe a algorit-
mos formuldveis em linguagens de primeira-ordem. Até o momento, isso engloba
todos os algoritmos que temos conhecimento. Assim, desde que nao exista um al-
goritmo que ndo possa ser expresso em primeira-ordem, temos uma demonstragao
da tese de Church, caso contrario, temos um teorema de alcance menor, o teorema

de algoritmo de primeira-ordem.

Uma vez que a tese de Church foi demonstrada tendo a tese de Hilbert como
premissa, € interessante analisar esta ultima a luz dos tipos de evidéncia (A)-(D)
(cf. secdo 2.3), empregados com o intuito de justificar a plausibilidade da tese de
Church!%:

104(COPELAND, 2017, §1.8) nos foi de grande valia para a compreensio do argumento de Kripke.
105 Apresentamos aqui os argumentos de Kahle (2018, §4).



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 4. SISTEMAS FORMAIS E INCOMPLETUDE 147

(A) Evidéncia Heuristica

Em sua versao nao uniforme, a tese de Hilbert possui uma evidéncia heuristica
maior do que a tese de Church, pois esta se refere a no¢ao de computabilidade,
que possui uma histdria recente, cerca de 100 anos, ao passo que a tese de
Hilbert se refere a mais de 1000 anos da historia da matematica, nao havendo

nenhum exemplo que a contradiga ao longo desse periodo.

(B) Equivaléncia entre formulacdes distintas

Argumentar pela confluéncia de diferentes formaliza¢Ges de sistemas de pri-
meira-ordem como um suporte a tese de Hilbert € menos significativo do que
no caso da tese de Church. Enquanto nesta as formaliza¢des foram estabe-
lecidas independentemente umas das outras, sendo a equivaléncia entre elas
demonstrada apenas posteriormente, no caso da tese de Hilbert, considerando
os sistemas de Frege, Whitehead-Russel, Hilbert e Gentezen, por exemplo,
notamos que seus respectivos desenvolvimentos se deram muitas vezes pela

andlise e superagdo das defici€éncias dos demais.

(C) O conceito de Turing de mdquina de computagao

Poderiamos considerar o sistema gentzeniano de deducao natural como algo
similar a andlise que Turing fez da nocdo de computagcdo, mas em relacdo
a nocdo informal de demonstracdo matematica. Todavia, ainda que o traba-
lho de Gentzen pressuponha uma andlise de demonstracdes matemadticas, sua
preocupacdo maior é com os raciocinios logicos ai envolvidos, os quais s@o
comumente suprimidos em tais demonstracdes. Ademais, a no¢do formal de
demonstracao se distancia enormemente da sua contraparte informal, além de
que o objetivo daquela se concentra em representar o resultado final de uma

demonstracdo, ndo a maneira como um matematico ordinariamente a executa.

(D) Logicas simbdlicas e algoritmos simbdlicos

Quanto a esse tipo de evidéncia, ndo teriamos algo andlogo para que pudésse-
mos comparar, uma vez que, no que concerne a tese de Hilbert, seria circular

qualquer referéncia a sistemas simbdlicos.

Para concluir, ao contrario do que Lakatos d4 a entender com suas criticas a for-
malizagcdo, Azzouni ndo propde que a matemadtica seja reduzida ao ambito formal.
Para o dltimo autor, a nocao de demonstracdo € indispensdvel a pratica matema-
tica, e a de derivacdo, latente na primeira nog¢ao, € reivindicada com o intuito de

defender dois pontos: uma concepcao nominalista da matemadtica; um critério mais
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objetivo para elucidar o fato de uma demonstragc@o ser convincente, opondo-se as-
sim a concepg¢des que sustentam que “mathematical proving is merely a ‘socially

constructed’ practice” !0,

Todavia, a proposta de Azzouni aparenta apenas resolver um problema de su-
perficie, pois como lidar com conflitos acerca dos principios 16gicos que constituem
as derivagdes subjacentes? As criticas direcionadas as teorias que reduzem o con-
vencimento proporcionado por uma demonstracdo a uma pratica socialmente cons-
truida ndo poderiam agora ressurgir no ambito das derivagdes? Ou seria Azzouni
um pluralista, sendo seu objetivo ndo resolver disputas, mas apenas apontar os prin-
cipios que estdo na origem de conflitos que eventualmente se revelam na prética

matematica? Essas questdes serdo retomadas no final do préximo capitulo.

1060 A77OUNI, 2005, 142).
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5

Desenvolvimento Conceitual

Apresentaremos neste capitulo os dois resultados que acreditamos ter obtido
com este trabalho. Com o auxilio do aparato conceitual da fenomenologia, propo-
mos: uma maneira de compreender como os conceitos matemdticos evoluem; uma
maneira de conciliar de forma coerente, no ambito do intuicionismo, as no¢des de
demonstracdo e verdade. Outro ponto que veremos € que a fenomenologia, apesar
de elucidar as diferencas entre platonismo e intuicionismo, legitimando-os interna-
mente, trata a disputa entre essas posi¢des como sendo dogmadtica e impossivel de
ser superada. No entanto, pensamos que o principio de equilibrio reflexivo possa
ser uma via que permita tomar uma posi¢ao nesse embate, por isso lhe dedicaremos

uma secao.

5.1 Shapiro: textura aberta

As secdes 5.1 e 5.1.1 estabelecem um contraponto entre duas maneiras de com-
preender a adequacao formal da no¢do pré-formal de computdvel. De acordo com a
primeira, as préoprias tentativas de formalizacdo modificam e constituem a maneira
de compreendermos a nocao pré-formal. J4 de acordo com a outra secdo, a forma-
lizag¢do nao interfere na compreensdo da no¢do pré-formal, que € clara o suficiente
para ter a sua extensao identificada a extensdao de uma nocao formal. Aproveitando
esse contraponto, na secdo 5.2.1 interpretamos a tese de Church por meio da nog¢ao
de génese conceitual, que, num certo sentido, ¢ uma mescla desses dois pontos de

vista.

Como ja observamos, diversos autores compartilham da concepcdo de que a

tese de Church ndo pode ser demonstrada matematicamente. O argumento mais
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representativo dessa posicao alega que isso se daria em virtude da tese propor uma
equivaléncia envolvendo uma nogao pré-formal, ou como diz Kleene (1974, 317),

uma nog¢ao vaga e intuitiva. A citagdo abaixo sintetiza essa posi¢ao:

Church’s thesis is not a mathematical theorem which can be proved or disproved in the
exact mathematical sense, for it states the identity of two notions only one of which
is mathematically defined while the other is used by mathematicians without exact

definition (KALMAR, 1959, 72).

Um outro argumento pela ndo demonstrabilidade matematica da tese de Church
toma como justificativa a condi¢do de que a no¢ao informal de computabilidade ndo
seria propriamente uma no¢do matemadtica, estando antes relacionada a proprieda-

des concernindo habilidades humanas ou dispositivos mecanicos:

Computability is a property related to either human abilities or mechanical devices,
both of which are at least prima facie non-mathematical. It is therefore widely agreed
that the question of Church’s thesis is not a mathematical question, such as the Gold-
bach conjecture [...] That is to say, mathematicians do not seek to show either that CT
follows from accepted laws of number theory or that it contradicts such laws. Neverthe-
less, both mathematicians and philosophers have offered various non-mathematical ar-

guments either for or against the thesis! (SHAPIRO, 1981, 353).

No que concerne esses dois pontos acerca da nao demonstrabilidade da tese de
Church, Shapiro (2006, 422) observa que para que pudessem ser levados a cabo
definitivamente deveriamos levar em consideracdo o que consiste em algo ser vago.
Na sua opinido, o fato de se considerar a no¢ao de computacao uma noc¢ao vaga ou
intuitiva ndo € uma condicao suficiente para que ela ndo seja considerada passivel de
uma demonstracao matematica, dado que, se assim o fizéssemos, a matematica seria
bastante reduzida, passando a existir apenas apds o advento dos sistemas dedutivos

formais.

Citando uma carta (datada de 29 de novembro de 1935) em que Church relata
a Kleene uma conversa que teve com Godel em 1934 (anterior ao artigo de Turing,
portanto), Shapiro (2006, 423) ressalta o fato de que Godel ndo acreditava haver, até
entdo, uma boa defini¢do da nocdo de computabilidade, considerando, neste quesito,
o célculo lambda “completamente insatisfatorio”. Em resposta, Church diz a Godel
que se comprometeria a demonstrar que qualquer definicao de computabilidade por
ele proposta estaria inclusa na sua defini¢cao de célculo lambda. No entanto, aparen-
temente ndo era isso que faria Godel mudar de opinido, pois sua insatisfacao seria
com os “tipos de evidéncia” propostos em favor da tese de Church. O trecho da

carta a seguir indica que Godel teria sugerido uma demonstragdo da tese:

IChateaubriand é também da mesma opinidio, como lemos em Carnielli e Epstein (2009, 299):
“Por que deveriamos considerar estes casos [definicdo de um circulo e defini¢do de continuidade]
diferentes do de Church? Talvez, como nos sugeriu Oswaldo Chateaubriand, as noc¢des pré-formais
nestes dois exemplos foram originalmente concebidas como sendo parte da matemadtica, enquanto
construtividade ou computabilidade foram sempre consideradas no¢des ndo matematicas”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 5. DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL 151

His [Godel’s] only idea at the time was that it might be possible, in terms of effective
calculability as an undefined term, to state a set of axioms which would embody the

generally accepted properties of this notion, and to do something on that basis (apud
(DAVIS, 1982, 9)).

Desse modo, a partir de axiomas que expressassem uma andlise conceitual da no¢ao
de computabilidade demonstrariamos que uma fun¢do € computdvel se e somente

se for recursivaZ.

Ainda que ndo possamos dizer que Godel tenha considerado a anélise de Tu-
ring uma demonstracdo da tese de Church, é certo que o trabalho deste autor foi
indispensavel para que ele passasse a considerd-la legitima®, como atestam a ci-
tacdo mencionada na secdo 2.3, onde Godel fala que com o conceito de miquina
de Turing temos pela primeira vez uma “defini¢cdo absoluta de uma nocéo episte-
moldgica interessante”, e a também bastante citada passagem que se encontra no
postscriptum ao artigo de 34*: “Turing’s work gives an analysis of the concept
of ‘mechanical procedure’ (alias ‘algorithm’ or ‘computation procedure’ or ‘finite
combinatorial procedure’). This concept is shown to be equivalent with that of a

‘Turing machine™

Como afirma Shapiro (2006, 424), a andlise de Turing (1936) sobre em que
consistiria uma pessoa seguir um algoritmo € tida como o “germe” da demonstrabi-
lidade da tese de Church. Varios autores passaram a defender que a tese é passivel
de uma demonstragio matemadtica rigorosa, como Mendelson’, Gandy (1980), que
explicitamente afirma “teorema de Turing”, e Sieg, do qual vale a pena lermos a
seguinte passagem:

The detailed conceptual analysis of effective calculability yields rigorous characteri-

zations that dispense with theses, reveal human and machine calculability as axioma-

tically given mathematical concepts, and allow their systematic reduction to Turing
computability (SIEG, 2002, 391).

Podemos dizer que uma das grandes dificuldades da tese de Church, responsa-
vel por deixar seu estatuto epistemoldgico ainda sob disputa, deve-se ao fato dela
dar espaco a uma interferéncia de elementos empiricos no ambito da matematica,
ciéncia que € tradicionalmente vista, a excecdo de algumas vertentes tedricas em-

piristas, como a mais abstrata das ciéncias, cabendo-lhe mesmo a posi¢ao de um

2(SHAPIRO, 2006, 423).

3“Although his [Truing’s] treatment was not ‘axiomatic’ in any formal sense, he did manage to
show that ‘generally accepted properties’ of effective calculability lead inevitably to a definite class
of functions (which subsequently turned out to be the same as the A-definable or recursive functions).
It is therefore not difficult to see why Turing’s work was so crucial for Godel” (DAVIS, 1982, 14).

4(GODEL, 1965, 72).

>“The point I have attempted to make is that equivalences between intuitive notions and “precise”
notions need not always be considered unprovable theses. Such equivalences sometimes can be
directly perceived to be valid, sometimes they can be justified by a combination of directly perceived
truths and logical argument, and, in other cases, it is possible to discover entirely convincing proofs”’
(MENDELSON, 1990, 233).
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conhecimento a priori. Assim, se a no¢do de computagdo envolve habilidades hu-
manas ou dispositivos mecanicos de calculo, demonstrar a tese de Church envolve
demonstrar matematicamente algo sobre o mundo empirico, colocando num mesmo
plano duas categorias que por principio ndo se nivelam. Por isso uma investigacao
sobre a tese implica questdes centrais da filosofia da matematica, como o que é uma

demonstracio e sobre o que a matematica fala®.

Consideremos a questdo de uma demonstracdo formal da tese de Church. De
modo geral, uma demonstra¢ao formal se da a partir de uma linguagem formal; de
axiomas de uma teoria formalizados nesta linguagem; e de um sistema dedutivo,
que estabelece, por meio de regras de inferéncia, quando uma férmula — cujos cri-
térios de boa formacao sdo dados pela linguagem formal — se segue de outras. Uma
demonstracdo formal se define entdo como uma sequéncia de férmulas onde cada
uma delas ou € um axioma ou se segue diretamente por meio de uma regra infe-
rencial de formulas que a precedem. Cada férmula da sequéncia é uma férmula
demonstrada, i.e., um axioma (considerado uma demonstra¢do de si mesmo, pois
¢ tido como demonstrado mesmo que ndo se siga de nenhuma outra férmula) ou
um teorema’. Além disso, é possivel verificar mecanicamente se uma sequéncia de
férmulas € uma demonstracdo de uma determinada férmula. Como observa Shapiro
(2006, 425), uma demonstracao formal da tese de Church provavelmente se daria
numa formaliza¢do da teoria de ndmeros, a qual adicionariamos um predicado para
a no¢do de computabilidade e os axiomas que o exprimiriam. Assim poderiamos
compor uma sequéncia de formulas que consistiria numa derivagdo formal de uma

férmula que representaria a tese de Church.

No entanto, se por um lado podemos dar uma defini¢do precisa do que € uma
demonstracao formal, por outro, a questdo sobre em que consiste uma demonstra¢ao
ndo formal € vaga, pois ela se articula de acordo com a sua proximidade ao texto que
a formalizaria e de acordo com a plausibilidade dos axiomas formais exprimirem
adequadamente o que se pretende exprimir no contexto nao formal. Por essa razio
ha um espaco de discordancia sobre a possibilidade de formalizar os argumentos de
Turing (1936), uma vez que ndo se pode garantir com exatidao que a formalizacdo

ird expressar adequadamente o que o texto originalmente propunha3.

O ponto é que, dada uma demonstracido formal da tese de Church, podemos a
partir dai questionar, da mesma maneira que questionamos a legitimidade da equi-

valéncia afirmada pela tese, a adequacao formal dos axiomas que compdem a de-

6(SHAPIRO, 2006, 424).

70 que temos em mente aqui sdo os sistemas formais de tipo hilbertiano, niio os sistemas de
deducdo natural, que por envolverem a nog¢do de hipétese, ndo se adequariam exatamente nessa
descrigdo.

8(SHAPIRO, 2006, 426).
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monstracdo em questdo. O fato de haver uma demonstracdo formal ndo resolve,
por si s0, os problemas epistemoldgicos ocasionados pela tese. Nesse sentido, apds
dizer que ndo seria uma tarefa dificil formalizar os argumentos de Turing (1936),
Shapiro comenta:
But how would we guarantee that the stated axioms or premises are necessary for com-
putability? This question cannot be settled by a formal derivation. That would start a

regress, at least potentially. We would push our problem to the axioms or premises of
that derivation (SHAPIRO, 2006, 426, grifo do autor).

A esse respeito, Lakatos (1978, cap. 4) € mais contundente. Ele concebe as de-
monstragdes matematicas em trés tipos distintos: pré-formal, formal e pés-formal.
No primeiro e terceiro tipos, as demonstracdes sio caracterizaveis por uma certa va-
gueza e empirismo, e justamente por isso sdo vinculadas a algum tipo de incerteza
que provavelmente se revelard por meio de uma refutacdo devida a um contrae-
xemplo ou caracteristica origindrios de uma possibilidade até entdo nao pensada.
Desse modo, uma demonstragdo formal (o segundo tipo), desde que seja consti-
tuida a partir de um sistema consistente, € completamente fidvel, no entanto, ndo é
completamente certo sobre o que ela é fidvel, sendo caracteristico do desenvolvi-
mento pds-formal se constituir das possibilidades de questionar se a formalizacdo
representa adequadamente aquilo que ela se propds a formalizar®:

Does this mean that for instance if we prove Euler’s theorem in Steenrod’s and Eilen-

berg’s fully formalized postulate system it is impossible to have any counterexample?

Well, it is certain that we won’t have any counterexample formalizable in the system

(assuming the system is consistent); but we have no guarantee at all that our formal

system contains the full empirical or quasi-empirical stuff in which we are really inte-

rested and with which we dealt in the informal theory. There is no formal criterion as
to the correctness of formalization (LAKATOS, 1978, 66-67, grifo nosso).

Shapiro (2006, 427) denomina de questdes residuais os problemas concernindo
arelacdo de adequacao entre os sistemas formais e as concep¢des matematicas pré-
formais. Apesar de aparentemente serem questdes filoséficas ou quase-empiricas,
ele acredita que ndo se segue disso que seriam questdes nao matematicas, além de
que em alguns casos devem ser tratadas como questdes ja resolvidas. De acordo
com ele, tal condicdo é comum no ambito matemadtico, e ndo haveria nada de dife-

rente na tese de Church que a colocaria como uma excecao.

Uma outra perspectiva a respeito da possibilidade de demonstrar a tese de
Church seria exigir a sua demonstracao na teoria de conjuntos axiomatizada por
Zermelo-Fraenkel. Com isso concordariamos com o ponto de vista que diz que
qualquer demonstracdo matematica legitima possui, em tultima instancia, uma de-

monstracio em ZF que lhe representa'’. Contudo, mesmo que isso fosse possivel,

90 teorema de Euler (cf. abaixo), i.e., V — E + F = 2, exaustivamente discutido em (LAKATOS,
1976), envolve um exemplo paradigmdtico de demonstrag@o informal; j o teorema da incompletude
constitui um exemplo de demonstragdo pés-formal.

10Shapiro (2006, 427) cita Maddy (1997) como uma representante dessa posigao.
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o problema das questdes residuais ndo poderia ser considerado resolvido. Ainda
que se obtivesse uma formulacdo adequada em ZF da nocdo formal de recursivi-
dade, permaneceriamos no mesmo lugar se nos questiondssemos sobre a adequagao
da formulacdo em ZF da nocdo intuitiva de computabilidade, “we would be back

where we started, philosophically”!!.

Disso, o que Shapiro (2006, 428) propde concluir ndo € que a tese de Church
seja vista como essencialmente possuindo caracteristicas quase-empiricas ou filos6-
ficas — o que para alguns impossibilitaria por principio um tratamento matematico
—, mas que ndo se deve tratd-la como um problema inteiramente redutivel ao forma-
lismo ou a teoria de conjuntos de ZF, sem esquecer, além do mais, que a matemética

val muito além desses dois ambitos.

Como vimos na secdo 2.4, teses podem ser notadas em diversos lugares, se-
jam propondo uma adequacdo a conceitos oriundos da prépria matematica ou nao.
Mendelson (1990, 231-232) € também da mesma opinido, invocando quatro casos
que poderiam igualmente ser considerados como teses, mas que em geral ndo o sao.
Além da defini¢ao de limite dada por Cauchy—Weierstrass, ele menciona a definicao
de funcdo como um conjunto de pares ordenados, a defini¢do tarskiana da verdade
e a definicdo de validade 16gica. Assim, ainda que tais teses estejam na mesma
condicdo epistemoldgica da tese de Church, i.e., ndo se sabe com precisdo até que
ponto sdo suscetiveis a uma demonstracdo, elas sdo amplamente empregadas para

demonstrar coisas sobre as no¢des pré-formais a elas vinculadas'?.

Para compreender melhor esse ponto, Shapiro (2006, 430) propde uma conexao
com a no¢ao de textura aberta, teorizada pelo filésofo Friedrich Waismann. A ori-
gem de tal nogdo estd ligada a critica deste autor a concepgao verificacionista de que
o sentido de um enunciado é dado pelo seu método de verificacdo. Em sua critica,
Waismann ndo nega que o sentido de um enunciado p estd de certa forma conec-
tado aos enunciados s1,s2,...,53 que descrevem suas evidéncias, o que ele nega é
a identificacdo do sentido de p a conjun¢ao dessas evidéncias. Apropriando-se de
uma discussdo oriunda da fenomenologia, a qual diz que a conjunc¢do ou a disjuncao
de enunciados de dados dos sentidos ndo sdo suficientes para implicar a existéncia
ou ndo de um objeto material — de modo que um enunciado sobre um objeto mate-
rial ndo consistiria numa mera abreviacdo de tais enunciados —, Waismann (1951)

acrescenta:

The failure of the phenomenalist to translate a material object statement into terms of
sense-data is not, as has been suggested, due to the poverty of our language which
lacks the vocabulary for describing all the minute details of sense experience, nor is
it due to the difficulties inherent in producing an infinite combination of sense-datum

H(SHAPIRO, 2006, 427).
12(SHAPIRO, 2006, 430).
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statements though all these things may contribute to it. In the main it is due to a factor

which, though it is very important and really quite obvious, has to my knowledge never

been noticed — to the ‘open texture’ of most of our empirical concepts.

Assim, ndo seria adequado falar de uma totalidade (definitiva) de verificagdes a
partir da qual se constituiria o sentido de um enunciado empirico, uma vez que em
tais enunciados ocorrem conceitos empiricos, para os quais nao temos condi¢des de
determinar de antemao todas as situagdes possiveis a que eles se aplicariam: “Open
texture is a very fundamental characteristic of most, though not of all, empirical
concepts, and it is this texture which prevents us from verifying conclusively most

of our empirical statements™!3.

Todavia, a textura aberta de um conceito nao implica que ele necessariamente
tenha um sentido vago. Enquanto a textura aberta se caracteriza por ser “essencial-
mente incompleta”, a vagueza pode ser superada precisando melhor os pontos que

deram ensejo a alguma ambiguidade:

Vagueness should be distinguished from open texture. [...] Open texture [...] is so-
mething like possibility of vagueness. Vagueness can be remedied by giving more
accurate rules, open texture cannot. An alternative way of stating this would be to say

that definitions of open terms are always corrigible or emendable (WAISMANN, 1951,

grifo do autor).

Waismann restringe sua no¢ao ao ambito dos termos empiricos sejam eles pro-
venientes da linguagem ordindria ou das ci€ncias empiricas. Shapiro (2006, 434)
entdo propde analisd-la no dmbito da matematica, ciéncia majoritariamente asso-
ciada a ideia de defini¢des precisas e rigorosas, diametralmente oposta, portanto,
a noc¢do de textura aberta. Ele argumenta que tal visdo sé se justifica nos ramos
formalizados das matemadticas contemporaneas, ou nas matematicas formuladas em
ZF, e ainda assim, desde que ndo se levantem questdes acerca da adequacao de tais
matematicas a estes sistemas. Na pratica informal e no desenvolvimento da ma-
temadtica a perspectiva € diferente, pois ai encontramos conceitos cuja precisao de
seus limites sdo ou ja foram em algum momento motivo de controvérsia. O conceito
de nimero, por exemplo, considerado a luz dos nimeros complexos e dos nimeros

quatérnios, poderia, nesse sentido, se enquadrar na no¢do de textura aberta.

Vale observar que, se levarmos em consideracdo que a no¢do de conjunto possui

»14 ¢ que ainda hoje ndo h4 um consenso

uma ‘“histéria longa e as vezes conturbada
definitivo sobre qual nocdo intuitiva de conjunto subjaz a ZF'>, o argumento que

sustenta que a tese de Church nio pode ser uma defini¢do ou ser passivel de uma

I3(WAISMANN, 1951).

14(SHAPIRO, 2006, 435).

13“George Boolos (1989) argues that there is no single, intuitive notion of set that underlies ZF.
The theory is a more or less ad hoc mixture of two notions. The currently unresolved status of

propositions like the continuum hypothesis sheds some doubt on the proposition that even now we
have hold of a single, sharply delineated notion” (SHAPIRO, 2006, 435).
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demonstracdo matematica, ja que a nocao de computabilidade seria vaga e intuitiva,
poderia ser repetido para as “teses” que em suas propostas de equivaléncia estdo
envolvidas a no¢do de conjunto, pois, como sugere Mendelson (1990, 232), a nocao
de conjunto ndo seria mais clara do que a no¢do de fun¢do ou a nog¢do tarskinana de

verdade, por exemplo, definidas em relagdo aquela.

Sendo assim, Shapiro (2006, 435) procura concluir disso que a no¢do de con-
junto subjacente a ZF, apesar das hesitagdes que a envolvem, € precisa o suficiente
em diversos propédsitos, o que se deve a décadas de trabalho com a sua axioma-
tizacdo. Ademais, em seu desenvolvimento, tal no¢do revelou portar uma textura

aberta, o que a equipararia, num certo sentido, a no¢ao de computabilidade.

Munido da perspectiva tedrica de Waismann que acabamos de apresentar, Sha-

piro entdo propde ler o didlogo de Proofs and Refutations'®

— o qual descreve de
maneira ficticia, mas embasado em documentagao histdrica, diversas controvérsias
suscitadas pela demonstracdo do que hoje conhecemos como teorema de Euler —

como uma instincia dessa perspectiva.

O teorema de Euler pode ser enunciado da seguinte maneira: dado qualquer
poliedro, e sendo V o numero de vértices, A o nimero de arestas, € F' o numero de
faces, temos que V — A + F = 2. A sua demonstragao, que ao invés de apresenta-la
aqui preferimos remeter o leitor a (LAKATOS, 1976, 7-10), consiste numa expe-
riéncia de pensamento composta de trés passos, que serdo considerados lemas da
demonstracdo: 1) considerar um poliedro oco, cujas faces sdo feitas de uma borra-
cha fina, para assim remover uma delas e achatd-lo numa superficie plana; 2) trian-
gularizar os poligonos que se formaram a partir das faces achatadas na superficie
plana, i.e., tracar diagonais sobre os poligonos que ndo sao tridngulos; 3) remover

paulatinamente cada um dos tridngulos formados.

Feita a demonstragdo, os alunos que dao voz ao didlogo ficticio apresentam uma
série de figuras que se qualificariam como poliedros, mas que seriam contraexem-
plos ao teorema. Entre elas, um cubo oco contendo um cubo em seu interior!’ (sem
que se toquem), um poliedro-estrela'® e até mesmo um cilindro!®. Cada um dos
contraexemplos sugeridos acabam violando algum dos lemas acima. Por exemplo,
o cubo composto por um cubo em seu interior violaria o primeiro lema, “because
on removing a face from the inner cube, the polyhedron will not be stretchable on

to a plane”?.

16(LAKATOS, 1976, 1-134).
17(LAKATOS, 1976, 14).
18(LAKATOS, 1976, 18).
19(LAKATOS, 1976, 24).
20(LAKATOS, 1976, 14).
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Por meio da fala do aluno Delta, Lakatos (1976, 15) exprime o que denomina
de método de “monster-barring”, uma maneira de deslegitimar o que se apresenta
como contraexemplo de uma demonstracdo. No caso em questdo, as figuras sugeri-

das ndo seriam poliedros, mas monstros:

DELTA: But why accept the counterexample? We proved our conjecture — now it is a

theorem. I admit that it clashes with this so-called ‘counterexample’. One of them has

to give way. But why should the theorem give way, when it has been proved? It is the

‘criticism’ that should retreat. It is fake criticism. This pair of nested cubes is not a

polyhedron at all. It is a monster, a pathological case, not a counterexample.

Isso levanta uma discuss@o sobre a defini¢do do conceito de poliedro, a qual,
uma vez estabelecida, delimitaria uma extensao precisa deste conceito, permitindo

assim julgar a legitimidade dos contraexemplos sugeridos:

TEACHER: [R]efutation by counterexamples depends on the meaning of the terms in

question. [...] I assumed familiarity with the concept, i.e. the ability to distinguish

a thing which is a polyhedron from a thing which is not a polyhedron — what some

logicians call knowing the extension of the concept of polyhedron. It turned out that

the extension of the concept wasn’t at all obvious: definitions are frequently proposed
and argued about when counterexamples emerge (LAKATOS, 1976, 17-18, grifo do
autor).

A esse respeito, dois casos extremos se revelam. Por um lado, ndo haveria uma
defini¢do ultima de poliedro para a qual ndo existiria nenhum caso indeterminado,
o que levaria a argumentar que tal conceito ndo € suscetivel de um tratamento mate-
matico — consequentemente, a aceitacdo do teorema de Euler deveria ser recusada;
por outro, um poliedro seria definido como sendo exatamente o que realiza o teo-
rema de Euler?! (i.e., a condicdo é invertida: comecamos tentando demonstrar uma
propriedade que se aplicaria ao que definirfamos como um poliedro, mas acabamos
definindo um poliedro como sendo o que instancia as condi¢des demandadas para a

demonstracao de tal propriedade).

No intricado movimento dialético do texto de Lakatos, outras duas maneiras de
lidar com a questao dos contraexemplos se fazem notar, como: restringir o teorema
a uma classe especifica de poliedros, tal como a constituida pelos poliedros simples
e convexos (a despeito de ignorarmos os casos em que a formula V —E+F =2
¢ valida para poliedros cOncavos e ndo simples); assumir os contraexemplos e a
partir dai procurar uma generalizacdo do teorema, para que seja valido tanto para

os poliedros eulerianos como para os nio eulerianos>2.

De acordo com Shapiro, a histéria que Lakatos reconstréi no didlogo ficticio

que debate a demonstracdo do teorema de Euler pode ser interpretada por meio

2 ALPHA: Why don’t you just define a polyhedron as a system of polygons for which the equation
V —E 4+ F =2 holds? This Perfect Definition would settle the dispute for ever. There would be no
need to investigate the subject any further (LAKATOS, 1976, 17).

22(SHAPIRO, 2006, 437).
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do que vimos sobre a teoria de Waismann. Apesar de em seus primérdios — que
podem ser remontados a Grécia antiga — a no¢do de poliedro ter um uso estabelecido
na comunidade matemadtica, ela ndo tinha uma defini¢do formal estabelecida, que

permitiria uma distin¢ao precisa entre o que conta ou ndo como um poliedro:

In other words, the notion of polyhedron exhibited what Waismann calls open-texture.

This open-texture did not prevent mathematicians from working with the notion, and

proving things about polyhedra. Still, at the time, it simply was not determinate whether

a picture frame counts as a polyhedron (SHAPIRO, 2006, 437).

Como vemos em Proofs and Refutations, quando a generalidade do teorema de
Euler se encontrou abalada, a comunidade matematica se manifestou com diferentes
propostas, que podem ser consideradas a partir de dois modos>3: as que conside-
ram a demonstracao mais convincente do que os contraexemplos, procurando numa

andlise daquela desvelar detalhes e “lemas ocultos”?*

que possam esclarecer o que
¢ um poliedro; as que a partir dos contraexemplos e da demonstragdo procuram
uma defini¢do mais geral de poliedro, apontando as caracteristicas necessarias que
distinguem um poliedro euleriano de um ndo euleriano. Ambos os casos ddo a sua

contribui¢do a matemdtica, que pode ser notada na histdria dessa disciplina.

Uma outra via descrita por Lakatos (1976, 114) € a de traduzir a demonstra-
cdo em termos “perfeitamente conheciveis”, a qual consideraria um poliedro como
um conjunto de elementos que realizam certas condi¢des. Tais elementos podem
ser chamados de vértices, arestas e faces, mas o ponto é que, desde que realizem
as condi¢Oes exigidas, a questdo sobre o que realmente sio esses elementos € irre-
levante. Como aponta Shapiro (2006, 439), essa via representa a perspectiva que
considera a matemdtica a luz da dlgebra e da teoria de modelos, popular desde o
inicio do século XX. E tal como no formalismo axiomatico hilbertiano, uma teoria
ndo passaria de uma estrutura conceitual mantida por certas relacdes, de maneira
que, sendo estas realizaveis, pouco importa a que elementos a teoria se aplica. Por
essa razdo se fala de termos perfeitamente conheciveis, pois a axiomatizagdo de-
limita com precisdo os limites das defini¢des, ndo havendo, portanto, espaco para

uma textura aberta.

A esse modo de conceber se segue a seguinte critica, expressa na voz do inter-

locutor Gamma:

But then where do you take your definition from? You defined the obscure concept of
polyhedron in terms of the ‘perfectly known’ concepts of faces, edges and vertices. But
your definition — namely that the polyhedron is a set of vertices, plus a set of edges,
plus a set of faces, plus an incidence matrix, obviously fails to capture the intuitive
notion of a polyhedron (LAKATOS, 1976, 114).

23(SHAPIRO, 2006, 438).
24(LAKATOS, 1976, 46).
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Logo em seguida, Lakatos se refere a P6lya, citando uma passagem em que este diz
que numa defini¢do matemaética o sentido matemadtico € criado, ou seja, ao contra-
rio de uma defini¢do que encontramos num diciondrio, onde o lexcégrafo aceita o
sentido corrente das palavras e tenta expressa-lo o mais préximo possivel na forma
de uma defini¢do, na matemdtica “[t]he mathematician is not concerned with the
current meaning of his technical terms, at least not primarily””?. Nessas condicdes,
seria meramente acidental qualquer semelhanca entre o poliedro definido formal-
mente e o poliedro “genuino”, consequentemente, ndo teriamos um conhecimento
seguro deste estudando-o a partir daquele. Além disso, se considerarmos a defini-
cdo uma elucidacdo ou explicitacdo das caracteristicas essenciais numa linguagem
mais clara, a defini¢do ndo passaria de uma conjectura, podendo ser verdadeira ou
falsa: “How can you have a certainly true translation of a vague term into precise

ones?20,

A conclusio de Shapiro sobre isso € que estariamos agora diante do que pode-

riamos chamar de uma tese de poliedro:

Its [polyhedron formal’s definition] boundaries are as determinate as one could wish —
assuming that there is no flexibility concerning the logic or the underlying set-theoretic
model theory. But this is not to say that the original, pre-theoretic notion of “polyhe-
dron” was similarly determinate, nor is it to say that the pre-heoretic notion (or notions)
exactly matched the formal definition. This last is yet another example of the same sort
of thing as Church’s thesis (SHAPIRO, 2006, 439-440, grifo nosso).

Trazidos a tona o método de demonstracdes e refutacdes, de Lakatos, € a nocao
de textura aberta, de Waismann, Shapiro passa a analisar como a tese de Church
pode ser compreendida por meio desses elementos. Ele observa que o ponto de par-
tida da discussao € a nog¢ao intuitiva ou pré-tedrica de computdvel, fazendo notar que
o sufixo “dvel” estd relacionado ao significado de “ser capaz de” ou “ser possivel
de”, no¢des modais cuja extensao varia de acordo com interesses e hipoteses assu-
midos por quem os enuncia. Se, por exemplo, nos perguntarmos pela possibilidade
de trissectar um angulo arbitrdrio, a resposta ird depender do que estamos dispostos
a admitir: ela serd negativa se, exigindo uma precisao perfeita da trissec¢ao, as uni-
cas ferramentas disponiveis forem um compasso e uma régua sem demarcacao; por
outro lado, sendo permitido o uso de uma régua com demarcagdes, ou se 0 requisito
de uma completa precisdo for abrandado, a trissec¢do se torna possivel. Com a no-
cdo de computdvel ha algo semelhante. Podemos dizer que ela possui uma textura
aberta quando ndo temos bem definidos os parametros que estabelecem com preci-
sdo as ferramentas e os limites admissiveis, sendo os trabalhos de pesquisadores da
area — Church, Turing, Post, Kleene, Péter — os responsaveis pelo seu aperfeicoa-

mento, andlogo ao que vimos com Lakatos a respeito da no¢@o de poliedro. E nessa

3 (POLYA, 1973, 86).
26(LAKATOS, 1976, 114).
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direcdo que as ideias de Waismann e Lakatos se imbricam, uma nocao pré-tedrica
paulatinamente se torna mais precisa a medida que o trabalho sobre ela elucida os

parimetros que vio sendo colocados em questio?’.

Por trds do estabelecimento de parametros, hd o que Shapiro (2006, 442) de-
nomina de idealizacdo. Sem ela, a fun¢do recursiva de Ackermann, por exemplo,
poderia ser considerada um contraexemplo ao que se entende pelo sentido fraco da
tese de Church — o que diz que toda func¢do recursiva é computéavel —, pois se enten-
dermos por computdvel apenas o que for factivelmente calculdvel por um ser hu-
mano, notavelmente essa ndo seria uma fun¢do computdvel, ja que envolve, mesmo
para argumentos pequenos, valores cuja obtencdo extrapolaria a quantidade de ma-
téria disponivel no universo. No entanto, a partir do momento em que os limites
impostos pela execucdo factivel de um calculo ndo condizem com uma no¢do mais
abstrata de computdvel, em que a consideracdo sobre o que pode ser computado
responde a interesses mais teoricos, fazemos idealizac¢des acerca do tempo e do es-
paco, permitindo-nos assim falar de tempo de execucdo ilimitado, recurso material
inesgotavel, etc. Nao se pode deixar de notar que as idealizagdes fazem parte do
proprio modo de ser da matematica. Se tomarmos o primeiro postulado de Euclides,
por exemplo, que diz que, dados dois pontos distintos hd um tnico segmento de reta
que os une, nao ha nada estabelecendo um limite entre a distancia de tais pontos.
Nesse sentido, Shapiro argumenta que a idealizagdo da maior precisdo a intuigdo,
fixando parametros que correspondem a interesses especificos ndo determinados de

maneira clara pela nocao intuitiva.

De todo modo, nem tudo € idealizavel, deve-se levar em conta algumas res-
tricdes para que certas consequéncias indesejadas sejam impedidas. Se fossem
admitidos algoritimos infinitamente longos, por exemplo, qualquer funcdo numé-
rica seria computdvel, trivializando assim essa no¢do®8. Na formulacio de Turing
(1936, 249), isso corresponde ao fato de ndo se admitir um alfabeto infinito, uma
vez que implicaria a existéncia de simbolos cuja diferenca entre si seria arbitraria-
mente pequena, tornando-os indistinguiveis pelo agente ideal que os manipularia.
Dessa forma, impedem-se que instrucdes infinitas sejam dadas, consequentemente,
a trivializacdo mencionada hd pouco é barrada. Para Shapiro (2006, 443), esse ar-
gumento de Turing, ao estabelecer limites sobre o que € distinguivel, torna a no¢ao
de algoritmo mais precisa, além de que ele poderia ser enquadrado no que Laka-
tos denomina de lemas ocultos numa demonstragdo, que numa disputa podem ser

revelados a fim de salvaguardar a generalidade desta.

Mas isso ndo quer dizer que as idealizagdes aplicadas a uma nocdo intuitiva

2T(SHAPIRO, 2006, 441).
28(SHAPIRO, 2006, 443).
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sdo suficientes para torna-la identificavel a uma nocdo formal. Para que possamos
assumir como verdadeira a tese de Church, a nocao intuitiva nela envolvida deve ser
idealizada numa certa direcdo, a qual € orientada por interesses que estabelecem o
que estamos dispostos a admitir como computdvel. Se, no ambito da nocao intuitiva,
considerarmos que o agente ideal que calcula tem a sua disposi¢ao uma quantidade
de papel (que seria a fita de uma maquina de Turing) limitada, ainda que esse limite
seja uma idealizacdo — por exemplo, uma quantidade de papel igual a quantidade
de particulas no universo —, ela ndo € relevante para uma mdiquina de Turing, para a

qual ndo ha um limite para a disponibilidade de papel?°.

A essa altura, Shapiro evoca a demonstrag@o (informal), proposta por Mendel-

on3Y, do sentido fraco da tese de Church. De acordo com ele, a demonstracao teria

o importante papel de tornar a nogdo intuitiva mais precisa, pois daria as diretrizes
para onde se devem orientar as idealizacdes:

In light of the proof, and with hindsight, it remains eminently reasonable to focus on

the idealized notion of computability, just as it was reasonable to focus on the sharply

defined notions of polyhedron, continuity, area, and the like. [...] We look to see what

the proof proves, and thereby gain insight on how the pre-theoretic notion should be

sharpened. After the fact, one might think that the argument proves something deter-

minate about a previously sharp notion. I submit that this would be a mistake. I'd say
that the proof serves to fix the intuitive notion (SHAPIRO, 2006, 446, grifo nosso).

Mais uma vez, as idealizacdes demandadas pela demonstracdo — como tempo
e espaco ilimitados —, podem ser vistas como lemas ocultos, e de acordo com o
método de demonstragoes e refutacoes de Lakatos, haveria ao menos trés reacoes
possiveis: alguém poderia alegar que tais idealiza¢des criariam monstros, como a
fun¢do de Ackermann; em resposta, poder-se-ia alegar que uma anélise conceitual
da nocdo de computdvel revelaria que a nogdo pré-tedrica ndo pressupde limites
de tempo ou espaco; um outro poderia aproveitar a ocasido para conceber diferen-
tes nocdes de computavel, como a no¢do de computdvel num espago polinomial,
promovendo assim certas generaliza¢des. Contudo, a conclusdo de Shapiro (2006,
445) € que, apropriando-se do que vimos sobre Wiesmann, nao haveria uma real

necessidade de decidir por uma verdadeira esséncia da nocdo pré-formal.

Analisando agora o sentido mais controverso da tese de Church — toda funcio
computavel € recursiva —, Shapiro (2006, 446) investiga quais ferramentas e habili-

dades a no¢do intuitiva de computavel concede a um agente que calcula, o qual pode

29(SHAPIRO, 2006, 444).

30¢(The so-called initial functions are clearly effectively computable; we can describe simple
procedures to compute them. Moreover, the operations of substitution and recursion and the least-
number operator lead from effectively computable functions to effectively computable functions. In
each case, we can describe procedures that will compute the new functions.) This simple argument
is as clear a proof as I have seen in mathematics, and it is a proof in spite of the fact that it involves
the intuitive notion of effective computability. The fact that it is not a proof in ZF or some other
axiomatic system is no drawback; it just shows that there is more to mathematics than appears in
ZF” (MENDELSON, 1990, 233).
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ser concebido a partir de certas idealizacoes. Algumas caracteristicas sdo elenca-
das: a) o agente ndo age aleatoriamente, levando-se em consideragdo que a no¢ao
em questdo € a de computabilidade determinista; b) o agente segue um certo con-
junto de instru¢gdes que determinam o que ele deve executar em cada passo; ¢) o
agente tem a habilidade de reconhecer o que estd olhando, como distinguir o sim-
bolo ‘1’ de um espaco em branco; d) as acdes do agente se limitam as instru¢des

que estdo armazenadas em sua memoria, as quais sdo infalivelmente relembraveis.

Shapiro (2006, 446) entdo propde supormos um agente ideal que tem a habili-
dade intuitiva de reconhecer se uma sentenca arbitraria na linguagem da aritmética
¢ verdadeira. Ele seguiria a seguinte instrucdo: diante de uma sentenga verdadeira,
retornar o nimero 1; caso contrdrio, retornar o nimero 0. Levando em conta que as
instrucdes dizem de maneira precisa o que fazer em cada passo, e que, por hipdtese,
o agente é capaz de executar o que as instru¢cdes demandam, € cabivel perguntarmo-
nos se o que temos € um algoritmo. Se o for, a tese de Church € falsa, dado que a

funcao computada — atribuir o niimero 1 as sentengas verdadeiras — ndo € recursiva.

Nao aceitando que a descri¢do acima seja caracterizavel como um algoritmo
— a conclusao mais 6bvia, de fato —, o que na nog¢do intuitiva, nao ignorando a
legitimidade de se fazer certas idealizagdes, nos impde essa conclusao? Poder-se-
ia responder que a uUnica intuicdo legitimamente atribuivel ao agente que calcula,
ainda que ele seja mandatario de alguns atributos ideais, € a que permite distinguir
certos simbolos. Mas “[d]o we have a clear, unambiguous concept of what counts as
(allowable) intuition? To be sure, actual humans do not have the ability to recognize

arithmetic truth. But what of our idealized computists?”!

O exemplo acima pode parecer ingénuo, mas como adverte Shapiro (2006, 447),
o contra-argumento dado por Kalmar®? (cf. a sec¢do 3.1) tem a sua razio de ser
sustentada pela mesma condi¢do: a delimitagdo das idealizacdes ndo se encontra
determinada de maneira precisa pela nocao informal de algoritmo. Relembremos
o método que ele sugere para calcular a fun¢do Y num ndmero finito de passos:
fixamos um argumento p e calculamos sucessivamente ¢(p,0),0(p,1),0(p,1)...;
simultaneamente, tentamos demonstrar, “por todos os meios corretos”’, que nenhum
dos valores acima pode ser igual a 0; assim, ou encontramos 0 menor nimero ¢ tal
que 0(p,q) = 0, ou demonstramos que ndo existe um nimero y tal que ¢(p,y) = 0.
Supondo-se um matematico idealmente competente — do qual se espera a habilidade
de saber demonstrar teoremas —, com tempo e material ilimitado a sua disposicao,

o método acima descreve o que ele deve fazer em cada passo a fim de obter o valor

31(SHAPIRO, 2006, 447). O autor utiliza o termo computist para se referir a um agente calculador
ideal.

324To say the least, he was an intelligent mathematician, and was not prone to deny what is
obvious, a mere matter of understanding the meaning of a word in use” (SHAPIRO, 2006, 448).
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de .

Assim, na leitura de Shapiro, a nocao intuitiva de computavel ndo teria ainda
atingido um grau de precisdo suficiente para que desqualificasse a plausibilidade

que Kalmér atribuia ao seu método:

[I]s there something unambiguous in the pre-theoretic notion, or notions, of computa-
bility, in use in the 30’s and a few decades after, that rules it [Kalmar’s method] out,
definitively? The question here is why Kalmar thought that this “method” constitutes

an algorithm that is relevant to Church’s thesis (SHAPIRO, 2006, 448).

O grande problema do método de Kalmar € que ele falha em capturar a ideia
de procedimento mecanico associado a execucao de um método efetivo. Em seu
exemplo ndo se especifica o que o agente deve fazer para obter a demonstracao,
deixando isso a cargo de sua criatividade e habilidade como matematico. Isso por-
que, para Kalmar, a efetividade de um método se caracteriza principalmente por se
concluir num nimero finito de passos, ndo importando como eles devem ser exe-
cutados, sobretudo pelo fato de que novos métodos sao criados constantemente, em
consonancia com o incessante desenvolvimento da matematica:

We regard as effectively calculable any arithmetical function, the value of which can be

effectively calculated for any given arguments in a finite number of steps, irrespective

how these steps are and how they depend on the arguments for which the function
value is to be calculated. In particular, I do not suppose the calculation method to be

“uniform” (KALMAR, 1959, 73, grifo nosso).
A nio uniformidade de um método mencionada aqui pode ser entendida como uma
manifestacdo da ideia de que a nog¢do de computdvel possui uma textura aberta,
de modo que a aceitagdo da tese de Church implicaria em limitar tal nocdo a um

método relativo a um determinado estdgio do desenvolvimento da matematica.

Logo em seguida a uma citacdo de Péter, em que ela de modo semelhante pon-
dera — apos assentir a tese de Church — sobre a condi¢do de que o desenvolvi-
mento da matemadtica pode revelar métodos até entdo desconhecidos, ampliando
nossa compreensao do que é computdvel, Shapiro afirma: “Waismann could not put
it better. Péter declares that, at the time, the notion of computability is subject to

open-texture”4.

Esta citagcdo da a entender que para Péter a no¢do de computabilidade poderia
ser desenvolvida a um ponto em que seria completamente precisa, pois sua textura
aberta se deveria apenas aquele periodo. Nao sabemos até que ponto essa atribui¢ao
a Péter € correta, no entanto, antes de mais nada, ela nos revela o ponto de vista

de Shapiro, de acordo com o qual a no¢do de computabilidade, devido a anos de

3Sobre a nogio de uniformidade e outras questdes implicitas no artigo de Kalmdr, cf. (SZABO,
2017), onde também encontramos a seguinte afirmacao enfética: “according to Kalmdr, every ‘cor-
rect’” mathematical result obtained ‘in a finite number of steps’ is obtained effectively” (p. 11).
3*(SHAPIRO, 2006, 449, grifo nosso).
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pesquisa acumulados, atingiu um nivel de precisdo que ndo deixa ddvidas sobre a

legitimidade da adequacdo formal proposta pela tese de Church:

It seems to me that in the ensuing decades, the community of logicians has come to see
the notion of computability as sufficiently sharpened. It is now reasonable to hold that
Church’s thesis is established with as much rigor as anything in (informal) mathema-
tics. [...] More recently, Turing’s argument has been supplemented and extended by
the deep analyses by Gandy and Sieg. [...] There is not much room for open-texture
anymore — or so it seems, anyway (SHAPIRO, 2006, 450-451).

Aqui Shapiro se refere as axiomatizagdes propostas por Gandy e Sieg, as quais
teriam realizado a sugestao de Godel (cf. p. 151) de, a partir de uma anélise concei-
tual da nocdo de computdvel expressa num sistema axiomético, demonstrar a tese
de Church. Dessa forma, tais axiomatiza¢Oes, mais toda a pesquisa acumulada que
reafirma a plausibilidade da tese, antes de estarem estabelecendo algo sobre uma
nog¢ao intuitiva “absolutamente precisa”, estariam, sobretudo, fornando tal intuicao

mais precisa, propiciando assim um conceito mateméatico como qualquer outro.

5.1.1 Argumento por compressao

No que veremos a seguir, Smith, baseando-se num tipo de argumento devido a
Kreisel, propde uma demonstracio informal da tese de Church. Como argumenta-
remos, ndo acreditamos que a demonstragdo realiza a sua pretensao, no entanto nos
interessa a maneira como Smith compreende a noc¢ao informal de computavel, que
para ele, ao contrario de Shapiro, ndo se forna mais precisa ao ser compreendida em
termos de uma nocdo formal. Ela assim ja o € por si mesma. Isso serd importante

no desenvolvimento da sec@o subsequente.

Smith (2013, 344), ao falar sobre computabilidade, distingue trés niveis em que

este conceito é compreendido:

(1) Nivel pré-teorico: baseando-nos em alguns exemplos paradigmaticos de com-
putacdo que se dd no mundo real, constituimos um conjunto de ideias rudi-
mentares sobre o que se pode computar com papel e caneta, computadores
(i.e. as mdquinas digitais de nosso tempo) e, de modo mais geral, alguns

tipos de mecanismos;

(2) Nivel proto-teorico: neste nivel, uma certa organizacao tedrica entra em cena.
Visamos o conjunto de ideias rudimentares com um certo direcionamento e
fazemos algumas idealizacdes, como a eliminagdo de limitacdes préticas —
tempo, recursos materiais, etc. —, mas o conceito ainda comporta uma certa
vagueza: “what makes a step in a step-by-small-step algorithmic procedure

‘small’ enough to be admissible?3>. Aqui se concebe o conceito, ainda nio

35(SMITH, 2013, 345).
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completamente formal, de computabilidade;

(3) Nivel totalmente tedrico: o conceito adquire uma caracterizacdo precisa, €
onde encontramos os conceitos de recursividade, mdquina de Turing, célculo
lambda.

A nog¢do de computabilidade formada no nivel pré-tedrico € insuficiente em es-
tabelecer algo bem definido, de maneira que a tese de Church se viabiliza apenas
apds um certo tratamento tedrico das ideias rudimentares sobre computabilidade.
Assim, 0 que a tese propoe € o estabelecimento de uma relagdo entre as extensoes
dos conceitos concebidos a partir dos niveis (2) e (3), ou seja: as fungdes que com-
pdem a extensdao do conceito proto-tedrico de método efetivo sdo as mesmas que
compdem a extensio’® do conceito teérico de recursividade (e demais conceitos

equivalentes)®’.

A despeito de algumas tentativas de recusar a tese de Church, como ja vimos
em secoOes passadas, de modo geral, ela € amplamente aceita, contudo o modo
como ela € aceita pode ser distinguido em duas vertentes: uma mais moderada,

que, fundamentando-se nas evidéncias formuladas na secdo 2.3, admite que:

we can accept the Thesis, though not as a statement of the bald truth but rather as
recording a decision about how best to locate a sharply defined class of functions in the
area initially gestured to by our still somewhat vague proto-theoretic concept (SMITH,
2013, 347);

outra mais contundente (menos popular que a primeira), disposta a assumir a tese

como demonstravelmente verdadeira:

Further reflection on the very notion of an effective calculation together with mathema-

tical argument shows that the effectively calculable functions can be none other than

the p-recursive/Turing-computable ones, and so the Thesis is a demonstrably true claim

about the coextensiveness of our proto-theoretic and formal concepts (SMITH, 2013,

347).

Smith se enquadra na segunda vertente, de modo que, apropriando-se de um
argumento de Kreisel (1967), ird propor uma demonstracdo informal da tese, a qual
se baseia no que ele denomina de argumentos por compressdo (squeezing argu-
ments). Mas antes de elucidar como esse tipo de argumento funciona, ele faz algu-
mas observagdes prévias, necessdrias para o correto entendimento do significado da

demonstracao.

36F interessante notar a observagdo de Smith (2013, 350, nota 5) de que a tese de Church nao é
uma relagdo entre conceitos, mas entre suas extensdes: “For us, at any rate, it would be a mistake
to write, e.g., ‘Church’s thesis is the proposal to identify an intuitive notion with a precise, formal,
definition’ (FOLINA, 1998, 311): itisn’t the notions but their extensions which are being identified.”

37(SMITH, 2013, 345).
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No processo de caracterizagdo do conceito de computabilidade, ao passarmos
do nivel pré-tedrico ao nivel proto-tedrico, procedemos do modo como vimos na
secdo 5.1. Eliminando algumas imprecisdes e fazendo algumas idealizagdes, res-
tringimos cada vez mais a condi¢do de textura aberta do conceito pré-tedrico. Nao
se trata de meramente explicar algo que sempre esteve, ainda que implicito, na no-
cdo pré-tedrica, a passagem do nivel (1) ao (2) se insinua pelo viés das idealizac¢des,
que demarcam o que estamos dispostos a admitir como possivel de ser executado
por um método efetivo (lembre-se da discussdo sobre a funcdo de Ackermann na
secdo supramencionada). Nessas condi¢Oes, a vertente mais contundente da tese de
Church se justifica pela ideia de que, a partir do momento em que nos encontramos
no nivel (2) de compreensao do conceito de computabilidade, segue-se que de fato
temos um conceito que circunscreve a mesma classe de fungdes circunscrita pelos

conceitos de nivel (3)38.

Resta examinar, todavia, a alegacdo — quase um senso comum na literatura
sobre o tema — de que a tese de Church ndo pode ser demonstrada porque envolve
em um de seus termos uma no¢do vaga. Para tanto, Smith (2013, 349) elabora
duas nog¢des de vagueza, argumentando que nenhuma delas pode constituir um bom
argumento pela nao demonstrabilidade da tese de Church: limite-vago-da-extensao

(borderline-vagueness-in-extension) e poli-vagueza.

A primeira no¢do de vagueza envolve situagdes em que, numa graduagio entre
pequenas diferencas, ndo saberiamos determinar com precisdo um limite a partir
do qual estarfamos fora da extensdo circunscrita por um conceito. Considere-se
o conceito de vida humana, por exemplo. Nao temos condi¢des de assinalar um
ponto limite que demarque com precisdo 0 momento em que um certo agregado
de células constitui uma vida humana. De modo semelhante, atribuir esse tipo de
vagueza ao conceito de método efetivo seria equivalente a dizer que poderiamos
alinhar uma série de funcdes, as quais passariam gradualmente das ndo computdveis
as computdveis, sem haver uma fronteira que demarcasse com precisdo onde uma

classe termina e a outra comega>®.

Smith argumenta que, pelo fato do conceito de método efetivo envolver alguma
vagueza — como quando se fala de passos pequenos que ndo ultrapassam uma certa
capacidade cognitiva —, isso ndo implica que existam casos limites onde se colocaria
em divida o cardter computdvel de uma fungdo, ou seja, a extensdo desse conceito

nao possui limites difusos ou borrados:

I wave an arm rather airily and say, ‘The men over there are great logicians’. The
sense of ‘over there’ is vague; yet I may determinately refer to none other than Godel,

38(SMITH, 2013, 349).
39(SMITH, 2013, 349).
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Church and Kleene, if they are the only men in the vicinity I sweepingly gesture towards

(so on any reasonable sharpening of ‘over there’ in the context, I pick out the same

men). Likewise, even if informal talk of effectively computable functions is in some

sense an imprecise verbal gesture, it could be the case that this gesture picks out a

quite determinate class of functions (i.e. the only natural class in the vicinity, which

is located by any reasonable sharpening of the idea of a function calculable by an
algorithm proceeding by small steps).

Quanto a nog¢do de poli-vagueza, ela ocorre quando um conceito falha em cap-
turar um tunico tipo de entidade, carecendo desse modo de uma desambiguagdo, que
pode estabelecer em diversas dire¢des novos limites para o conceito. Smith (2013,
350), referindo-se ao livro Proofs and Refutations, dd como exemplo o poliedro su-
gerido pelo estudante Alpha*’, que serviria de contraexemplo ao teorema de Euler:
o conceito de poliedro precisa tornar-se mais preciso antes que o teorema possa
ser considerado demonstrado ou refutado. Smith argumenta que o conceito proto-
tedrico de computabilidade nao se enquadra nessa condicao de vagueza, alegando
que todas as tentativas de defini-lo acabaram por circunscrever exatamente a mesma

classe de fung¢des recursivas (e equivalentes). Assim:

[W]e have no reason whatsoever to suppose that there is more than one mathematically

natural class of total functions in the vicinity picked out by the intuitive notion of an ef-

fectively computable function (once we have done our rough-and-ready proto-theoretic

clarification of the idea of computing-by-following-an-algorithm).

Nessas condi¢des, aparentemente ndo hd uma no¢do de vagueza sob a qual a
extensdo do conceito de computabilidade poderia ser considerada difusa ou ambi-
gua, o que abre caminho para a demonstracao de que tal extensdo € identificavel a

extensao de um conceito formal.

A partir disso, Smith (2013, 351) argumenta que as alegacdes de que a tese de
Church ndo pode ser demonstrada porque o conceito de computabilidade é vago
tentam se fundamentar por um mero truismo, o de que a no¢ao proto-tedrica € intui-
tiva, de maneira que o seu entendimento ndo envolve a compreensao de uma teoria
geral formulada de maneira explicita e precisa. Logo, a no¢do de computabilidade
nao seria adequada para propodsitos tedricos, pois ndo imporia restrigdes suficientes
para que, aliada a uma argumenta¢do matematica, a tese fosse demonstrada. No
entanto, “that claim is not obvious. It needs to be defended as the conclusion of

some arguments: it can’t just be asserted as an unargued presumption”*!.

O mesmo tipo de pressuposi¢do se articula na ideia de que uma demonstracao
legitima deve, em ultima instancia, ser expressa num sistema formal. Além do mais,
pressupondo-se que um sistema formal ndo pode lidar com conceitos intuitivos, tais
conceitos desapareceriam assim que fossem adaptados as exigéncias formais, ou

seja, no final nada se demonstraria a respeito deles. Quanto a isso, a posicao de

40Cf. (LAKATOS, 1976, 14) e a se¢do 5.1, acima.
41(SMITH, 2013, 352, grifo do autor).
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Smith € de que uma formaliza¢do ndo pode “magicamente” viabilizar uma demons-
tracdo que ndo seria concebivel se ndo tivesse sido formalizada, seu papel, num

certo sentido, ndo € necessario a demonstracao:

Formalization enforces honesty about what assumptions and inferential rules are being
relied on, enabling us to expose suppressed premisses and inferential fallacies, to avoid
trading on ambiguities, and so forth. We thereby push to their limits the virtues of ex-
plicitness and good reasoning that we hope to find in common-or-garden mathematical
arguments. But those common-or-garden arguments can perfectly well involve good

reasoning and sound demonstrations before we go formal** (SMITH, 2013, 352, grifo

do autor).

Além dos trés niveis tedricos de compreensdo de um conceito matematico,
Smith (2013, 353) sugere trés niveis para situarmos os argumentos matematicos:
(1) consideracdes meramente plausiveis: neste nivel ndo temos ainda uma demons-
tracdo, nem formal, nem informal. Um exemplo seria a conjectura de Goldbach, é
plausivel que ela seja verdadeira, mas ainda ndo foi demonstrada; (2) demonstra-
coes informais e (3) formais. Ele critica que, para alguns fildsofos, s6 hd uma linha
divisdria, que coloca as demonstracdes formais de um lado e todo o resto do outro,
situando assim demonstragdes informais e consideracdes plausiveis num mesmo
nivel. Sua posi¢do a respeito disso € que tal visdo constitui uma ma compreensao
da pratica matemadtica, além de forjar uma distin¢do entre formal e informal que

aparenta ser mais precisa do que realmente é.

Smith propord entdo uma demonstrag@o informal da tese de Church, que ao seu
ver tem a mesma for¢a argumentativa de uma demonstracao que a pratica matema-
tica consideraria legitima. Contudo, com relagdo ao que vimos na se¢do passada,
¢ importante mencionarmos uma diferenca entre Shapiro e Smith. De acordo com
aquele, a passagem entre os niveis tedricos compde uma evolugdo gradual, de modo
que, da mesma maneira que um conceito passa do nivel pré-tedrico ao proto-tedrico,

ele passaria deste para o completamente tedrico:

Shapiro segues rather too smoothly from discussion of the conceptual move from the
inchoate notion of computability to the notion of effective computability to discussion
of the move from effective computability to Turing computability. But supposing that
these are moves of the same kind is in fact exactly the point at issue in some recent
debates (SMITH, 2007, 12-13, §14).

42Smith considera o seguinte exemplo como um argumento de que mesmo os que rejeitam a
demonstrabilidade da tese de Church por questdes de vagueza aceitam demonstragdes envolvendo
conceitos nao formais:

[T]ake the claim endorsed by almost all those who say that the Church-Turing Thesis is not
provable, namely that it would be disprovable if false. The thought is that if we could find
a clear case of an intuitively effectively computable function which is provably not recursive,
then that would decisively settle the matter. But that again would be a proof involving the
application of an intuitive unformalized notion (SMITH, 2013, 352-353).

Nao acreditamos que isso seja um bom exemplo. Refutar a tese de Church por meio de um
contraexemplo embasado numa nog¢do intuitiva € bem menos comprometedor do que demonstrd-la,
pois neste caso o que se propde ¢ um limite a nocdo intuitiva, como se fosse possivel de antemao
assegurar que todo o nosso conhecimento por vir ndo a alteraria.
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Assim, o conceito de computabilidade, com o desenvolvimento da matematica, teria
a sua extensdo delimitada com cada vez maior precisdo, de modo que a demonstra-
cdo da tese de Church faria parte desse processo como um refinamento do nivel
proto-tedrico. Por outro lado, para Smith, a demonstracio da tese ndo seria um re-
finamento a mais do conceito de computabilidade, mas a demonstracdo de que este,
no seu nivel proto-tedrico, possui caracteristicas que restringem a identificacao de

sua extensdo a extensdo do conceito formal®>.

A demonstragdo proposta por Smith se apropria de um método, o qual ele de-
nomina argumento por compressio, atribuido a Kreisel (1967, 152). Vejamos*,
primeiramente, como esse método se aplica a demonstracdo de que a nog¢ao infor-
mal de um argumento ser vdlido em virtude de sua forma, a qual referiremos por Iz,

¢ coextensiva a no¢do de validade formalizada na teoria de modelos.

A semelhanca do conceito de computabilidade, o conceito de validade é distin-
guivel em trés niveis: (1) pré-tedrico, concebido a partir de explicacdes de carater
geral e exemplos paradigmaticos de argumentos tidos como logicamente robustos;
(2) proto-tedrico, onde entra a no¢ao mais precisa de validade em virtude da forma;
(3) completamente tedrico, nivel em que se encontra a definicdo tarskiana de vali-
dade.

No primeiro nivel, ainda ndo temos condi¢cdes de estabelecer uma extensao
unica para o que admitirfamos como uma consequéncia vélida. Como teste, Smith

propde as seguintes questoes:

Is the intuitive notion of consequence constrained by considerations of relevance? —
are ex contradictione quodlibet inferences (which argue from a contradiction to an
arbitrary conclusion) fallacious? When can you suppress necessarily true premisses
and still have an inference which is intuitively valid? What about the inference ‘“The cup
contains some water; so it contains some HO molecules’? That necessarily preserves
truth, if we agree with Kripke (1980, Lecture 3): but is it valid in the intuitive sense? —

if not, just why not? (SMITH, 2013, 355).

Indagacdes como essas nos forcam a aprimorar nosso conceito pré-tedrico, o
que nos conduz ao segundo nivel, onde se argumenta que a forma de um argumento
¢ suficiente para estabelecer a sua validade, i.e., ndo importa como seja interpretado
o vocabuldrio ndo 16gico do argumento, a forma garante que de premissas verda-
deiras jamais se segue uma conclusdo falsa. Nesse nivel, j4 nos damos conta, por
exemplo, de que um argumento envolvendo o principio de ex contradictione quodli-

bet constitui um caso limite de validade, e que a inferéncia “O copo contém &4gua,

43“[T]he Church-Turing Thesis (read boldly) is that, once we have arrived at the second, consi-

derably more refined though still somewhat vague, concept of an effective computation, then we in
fact have a concept which pins down the same unique class of functions as the third-level concepts”
(SMITH, 2013, 349, grifo do autor).

#Cf. (SMITH, 2013, 355).
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logo contém H, O™, por se embasar no significado do vocabulario ndo 16gico “dgua”

e “H,0”, ndo € valida por causa da sua forma.

Ainda sim estamos diante de um conceito informal, que nos coloca em situagdes

nas quais ndo temos condi¢des de dar respostas precisas:

In particular, we’ve said nothing explicitly about where we can look for the ‘things’ to
build the interpretations which the account of validity generalizes over. For example,
just how big a set-theoretic universe can we call on? [...] If you do cheerfully buy into
set-theory, what about allowing domains of objects that are even bigger than set-sized?

Our informal explication just doesn’t begin to speak to such questions (SMITH, 2013,

356).

Apesar disso, Smith argumenta que a elucidacdo informal do conceito de va-
lidade em virtude da forma € suficiente para delimitar uma extensdo unica para Iy,
(a0 menos para argumentos concebidos num vocabulario de primeira-ordem). O
argumento se segue da seguinte maneira: seja Sy a propriedade de ser demonstravel
no sistema dedutivo de nossa preferéncia para a logica cldssica de primeira-ordem.

Assim, para qualquer argumento @,
L1. Se o for Sy, entdo o € .

Isso corresponde a afirmacdo de que o sistema dedutivo € correto, i.e., aplicando
as regras inferenciais a premissas verdadeiras ndo se pode produzir uma conclusio
falsa. A evidéncia dessa afirmac¢do se baseia numa inducdo sobre o tamanho das
demonstracdes, e na nossa compreensao intuitiva do conceito de validade: as regras
basicas de inferéncia sdo corretas em virtude apenas da forma dos argumentos que
elas constituem — como determina a nog¢do intuitiva de validade. Por conseguinte,
dado que o encadeamento de tais inferéncias preservam a validade do argumento
constituido, se, por uma série de inferéncias deduzirmos uma férmula & a partir de
um conjunto de premissas X, a dedugdo de ® a partir de X € vélida. E como bem
nota Smith (2013, 356): “Their [inference steps] evident validity in that sense is,
after all, the principal reason why classical logicians accept the proof system’s rules

in the first place!”.

A seguir, Ny, exprime a propriedade de ndo existir um contra-modelo nos nu-
meros naturais, ou seja, interpretando um argumento neste dominio nao € o caso
que ele tenha premissas verdadeiras e uma conclusdo falsa. Nessa direcdo, ainda
que a compreensao intuitiva do conceito de validade nao estabeleca condi¢des pre-
cisas sobre em que consiste atribuir diferentes interpretagdes ao vocabuldrio ndo
l6gico de um argumento, podemos ao menos reconhecer que, se este possui um
contra-modelo nos nimeros naturais, entao certamente, no sentido intuitivo, ele nao

¢ valido em virtude apenas de sua forma, o que por contraposi¢cdo nos da:

L2. Se o for I, entdo oL € Nj.
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Disso se segue que as propriedades de ser demonstravel num certo sistema de-
dutivo, Sz, e de ndo existir um contra-exemplo nos nimeros naturais, Ny, ladeiam a
nogao intuitiva de validade em virtude da forma (para inferéncias numa linguagem

de primeira-ordem), Iz, i.e.,
i |SL] C |IL] € |NL],

onde |X| estd para a extensdo de X. Além disso, o teorema de Lowenheim—Skolem
descendente garante que, se O possui algum contra-modelo, entdo existe um contra-
modelo cujo dominio € constituido por uma parte dos nimeros naturais ou por todos
eles. Por contraposicdo: se ot ndo possui um contra-modelo nos nimeros naturais,
entdo ele ndo possui nenhum contra-modelo, o que nos assegura, pelo teorema de

completude, que o pode ser derivdvel num certo sistema dedutivo®. Logo, temos:
L3. Se o for Ny, entdo oL € S;.
Isso nos da:
ii. [Sz| C|IL| € [NL| € ISz,

implicando que as extensdes ndo estdo propriamente contidas umas nas outras, ou
seja, L3 comprime a extensdo do conceito informal pelas extensdes dos conceitos

formais, obtendo a igualdade:
iii. [Sp| = |IL] = |NL|.

Assim, a partir de certas hipdteses concebidas em razdo do conceito proto-
tedrico de validade em virtude da forma, somos for¢ados a reconhecer que a ex-

tensdo deste conceito se iguala a extensao de outros dois conceitos formais.

Tomando esse argumento como modelo, Smith?*0

propde uma demonstra¢ao
da tese de Church pelo método da compressdo. Considerando que f esteja para
fungdes numéricas de apenas um argumento (restri¢do apenas por questdes de con-
veniéncia), a demonstragdo se articulard a partir das trés premissas abaixo, onde S e
N sdo conceitos formalmente definidos, e C, o conceito intuitivo de funcdo compu-

tavel:

Cl. Se f for S, entdo f € C;
C2. Se f for C, entdao f é N;

C3. Se f for N, entdo f é S.

Tomando por S o conceito de fun¢do recursiva, ainda que C ndo tenha uma

43(SMITH, 2013, 357, nota 14).
46Cf, (SMITH, 2013, 357-366) e (SMITH, 2010, 6-11).
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extensdo delimitada de uma maneira tdo precisa quanto a de um conceito formal,
a ideia de que toda fun¢@o que se encontra na extensdo de S € computdvel, o que
corresponde ao sentido fraco da tese de Church, é bastante convincente*” — se for o
caso, podemos inclusive apelar a demonstragdo sugerida por Mendelson (1990, 233)
(cf. se¢do 5.1, acima). Isso nos evidencia a premissa C1. Quanto a C2, o objetivo é
escolher um conceito que permita nos convencermos de que, se uma fun¢ao nao se
encontra em sua extensao, entdo ela ndo é computavel. A partir dai, a premissa C3
pode ser estabelecida por uma demonstragcdo usual de equivaléncia, tal como as ja
efetuadas no ambito das evidéncias do tipo B (cf. se¢do 2.3). Estabelecidas as trés
premissas, podemos entdo deduzir que a extensdo de C ndo difere da extensdo dos

outros dois conceitos formais.

Desse modo, a parte mais complicada da demonstra¢do por compressao reside
no estabelecimento de C2, pois, como diz Smith (2010, 7), devemos propor um
conceito N “which is weak enough to feature in a compelling necessary condi-
tion for being algorithmically computable, but strong enough to give us the third
premiss”. Para N, poderiamos empregar o conceito de maquina de Turing, ndo
obstante, Smith (2013, 358, §45.6), numa argumentacdo pormenorizada, apresenta
razdes indicando que esse conceito impde certas restricdes que nao o tornariam sufi-
cientemente abrangente para abarcar algumas de nossas intui¢des a respeito do que

legitimariamos como computével:

For example, when we do real-life computations by hand, we often insert temporary
pages as and when we need them, and equally often throw away temporary working
done earlier. In other words, our workspace doesn’t have a fixed form: so when we are
trying to characterize intuitive constraints on computation we shouldn’t assume straight
out — as Turing does — that we are dealing with computations where the ‘shape’ of the
workspace stays fixed once and for all (SMITH, 2013, 359).
Sua proposta entdo consiste em tomar para N a definicdo de algoritmo idealizada
por Kolmogorov e Uspenskii*® (algoritmo-KU), cuja abrangéncia ndo imporia ex-
cecdes a nossa intuicao de computabilidade: “The great generality of the KU story
means that it surely covers far too many procedures to count as giving an analysis
of the intuitive notion of an algorithm™°. No que diz respeito a questdo sobre o
que nos garante que, com o desenvolvimento da matemética, ndo possa surgir uma
compreensao do que é computavel que ndo se adeque ao conceito de algoritmo-KU,

Smith responde:

47Como vimos, os argumentos mais contundentes e relevantes contra o sentido fraco da tese sdo
provenientes dos intuicionistas. Em todo caso, se estivermos corretos, um dos pontos que sustenta
tais argumentos se fundamenta numa concepgdo contrdria a uma visdo extensional da nocéo intui-
tiva de computabilidade, ou seja, como o argumento da compressio assume desde o principio uma
perspectiva extensional, ndo poderiamos utilizar a critica dos intuicionista para apontar uma falha
concernindo o argumento em Si.

48Smith remete ao artigo (KOLMOGOROV; USPENSKII, 1963).

49(SMITH, 2013, 362, grifo do autor).
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We are only making the conceptual point that, whatever ideas emerge, they won’t count
as ideas of algorithmic calculation in the classic sense if they don’t cleave to the basic
conception of step-by-mall-step local manipulations in a dataspace that can be naviga-
ted by limited agents. But that conception is all we built into the idea of a KU algorithm.
So, to repeat, the claim is: if a procedure is properly describable as algorithmic in the
traditional sense, it will be redescribable as a KU algorithm (SMITH, 2013, 365).
N3ao nos deteremos sobre qual seria a melhor defini¢do para se colocar no lugar
de N, pois acreditamos que, ainda que facamos a melhor escolha, um argumento por
compressao ndo aparenta aqui ter muita relevancia. Como visto, no argumento por
compressao de Kreisel, temos as extensdes das nocdes formais de validade 16gica
tarskiana e derivabilidade num sistema formal, cabendo ao teorema da completude
demonstrar que ambas sdo coextensivas. De fato, € este teorema que, por assim
dizer, comprime a extensdo da no¢do informal entre as extensdes das nocdes for-
mais. Por outro lado, no argumento de compressdo proposto por Smith para a tese
de Church, nao hd um teorema anédlogo que faca essa compressdao. Em ultima ins-
tancia, o que temos € apenas mais uma proposta de adequar uma nog¢do intuitiva a
uma nog¢do formal, a de algoritmo-KU. E o fato desta ser coextensiva a no¢ao de
recursividade, premissa C3, teria apenas a relevancia de uma evidéncia do tipo B

(cf. secdo 2.3).

No fundo, o estabelecimento das premissas C1 e C3 (majoritariamente aceitas
pela comunidade matemaética) ndo tocam diretamente a tese de Church, restando a
premissa C2 o ponto mais importante do argumento. Contudo, argumentar por C2 é
0 mesmo que argumentar pelo sentido forte da tese, ou seja, continuamos no mesmo

lugar.

5.2 Uma perspectiva fenomenoldgica

Principalmente com base nos trabalhos de Tieszen e da Silva, introduzimos a
seguir a perspectiva tedrica da fenomenologia, da qual depende o desenvolvimento
das secdes ulteriores. Apds esse preambulo, retomaremos na proxima se¢do 0s

problemas que estavam sendo discutidos.

Tieszen (2010) defende a tese de que um certo realismo matemético é com-
pativel com o idealismo fenomenoldgico transcendental de Husserl, levando em
consideracgdo, sobretudo, a obra deste autor no periodo em torno de 1907°°, Antes
de propor a compatibilidade dessas duas concepgdes, Tieszen faz uma apresentacao

sumdria do que em geral se entende por realismo — ou platonismo, seu sindnimo —

S0A essa respeito, Tieszen (2010, 1) cita as seguintes obras de Husserl: The Idea of Phenomeno-
logy; Ideas I; Cartesian Meditations; parte I de Formal and Transcendental Logic; e trechos de
palestras que aparecem em The Phenomenology of the Consciousness of Internal Time.
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e idealismo matematicos. Restringindo-nos ao que ordinariamente podemos con-
siderar como sendo aquilo sobre o qual um matemdtico pensa durante o exercicio
de seu oficio, incluiriamos entidades abstratas como: objetos geométricos, nime-
ros, funcdes, grupos, conjuntos, categorias, entre outras, além de verdades mate-
maticas sobre o que se enuncia a respeito de tais entidades. A concepg¢ao realista
da matemadtica defende entdo a posicdo de que essas entidades sdo mentalmente-
independentes. Nesse sentido, verdades matematicas, bem como as entidades abs-
tratas as quais elas se referem, sdo da maneira que sdo mesmo que ndo sejam co-
nhecidas por nenhum sujeito. Elas ndo foram construidas por nés, e tampouco sao
constituidas em consonancia com nossa estrutura cognitiva ou com os movimentos
de nosso arbitrio. Numa perspectiva mais ampla, os platonistas também conside-
ram a existéncia independente de entidades que ndo sdo estritamente matematicas,
como sentidos, proposi¢des, propriedades, conceitos, esséncias, etc., além de distin-
guirem entre entidades extensionais e intensionais, algo ndo muito usual na prética

matematica. Tieszen procura se limitar ao platonismo matematico.

Em oposi¢do, hd o idealismo ou antirrealismo matematico, que numa carac-
terizagdo sumadria € tida como a afirmacgdo de que as entidades matemadticas e as
verdades que se enunciam sobre elas sdo mentalmente-dependentes. Ademais, tais
entidades, apesar de serem abstratas, ndo seriam, como no caso do platonismo, eter-

nas ou atemporais.

Colocado nesses termos gerais, nota-se que o realismo e o idealismo matemati-
cos sdo incompativeis. Assim, o objetivo de Tieszen (2010) € caracterizar melhor o
realismo matemadtico e demonstrar como ele se compatibiliza com o idealismo fe-
nomenoldgico transcendental, o qual possui particularidades que o distinguem em

aspectos importantes do mero idealismo.

Aprofundando a caracterizacdo de realismo matemadtico, os objetos matema-
ticos abstratos mentalmente-independentes envolvem as seguintes propriedades’':
nao sdo entidades mentais, tampouco ideias subjetivas, pensamentos ou imagens
produzidas por seres humanos; transcendem a consciéncia humana, nio sdo ima-
nentes a ela; existiriam mesmo que niao houvesse mentes no universo; ser expresso
ou ser pensado ndo lhes sdo propriedades essenciais; sao externos a consciéncia
humana, mas como também sdo abstratos, essa externalidade adquire um sentido
diferente do que atribuimos aos objetos fisicos, materiais ou da experiéncia sensi-
vel. Nessa dire¢do, Tieszen (2010, 4) emprega o termo “abstrato” ndo no sentido
em que é empregado no contexto da teoria Husserliana sobre totalidades e partes’?,

onde objetos abstratos ndo sao ontologicamente independentes, pois dependem da-

SICE. (TIESZEN, 2010, 4).
32(Cf. a investigacio III, em (HUSSERL, 2008).
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quilo do qual foram abstraidos. Para Tieszen, um objeto abstrato se caracteriza por
ndo possuir uma natureza espacial, ndo se envolver em ralacdes causais e ndo po-
der ser experienciado por nenhum dos cinco sentidos. Por outro lado, um objeto
concreto, que € ontologicamente independente da existéncia de outros objetos, re-
alizaria positivamente todas essas condi¢des. Além disso, ao contrdrio de objetos
situados no espacgo fisico ou de objetos do sentido interno — pensamentos, processos
mentais, imagens —, 0s objetos matematicos abstratos nio possuem uma extensiao
temporal, ou como dizem alguns platonistas, sdo eternos ou atemporais, nao se su-

jeitando a geragdo ou a corrupgao.

Tieszen (2010, 5) chama a atengdo para a distin¢do husserliana entre objetos
reais e ideais, a qual contribuird para a sua caracteriza¢ao de realismo matematico.
Um objeto ideal pode ser compreendido nos mesmos termos da nocdo de objeto
abstrato dada acima — uma entidade ndo mental, independente, atemporal. Quanto
aos objetos reais, eles se diferenciam dos ideais sobretudo por possuirem uma du-
racdo temporal, o que se aplica tanto a objetos do sentido externo, i.e., situados
num espago € num tempo externo, quanto a objetos do sentido interno. Ainda que
possamos falar isoladamente de uma parte ndo independente de um objeto real, tal
parte, que é também um objeto real, ndo existe isoladamente do todo do qual é
parte. Assim, se para Husserl os objetos matemdticos sao objetos ideais, temos um
realismo como o descrito nos moldes acima, em que, ao contrdrio de um realismo
ontoldgico imanente, como o de Aristételes, por exemplo, a existéncia dos objetos

matemadticos ndo depende da existéncia de objetos reais.

Uma outra distin¢c@o entre objetos reais e ideais que interessa a Tieszen diz
respeito a diferenciacdo, que pode ser remontada a Platdo, entre exato e inexato,
perfeito e imperfeito. Isso quer dizer que os objetos ideias matematicos sdao per-
feitos, sendo suas instancia¢des (no mundo material) ou expressdes € pensamentos

acerca deles meras aproximacoes.

Embora haja um consenso entre os realistas a respeito das caracteristicas que
estamos aqui atribuindo ao realismo, nem sempre € o caso deles concordarem sobre
quais objetos ideias matemadticos existem, i.e., quais objetos abstratos matematicos
mentalmente-independentes existem. Adotando uma posi¢do reducionista, pode-se,
por exemplo, ser realista a respeito dos nimeros naturais, mas ndo a respeito dos
numeros reais ou imaginarios, que seriam definidos em termos dos primeiros; uma
outra estratégia seria considerar apenas conjuntos como objetos ideais matemaéticos,

os quais serviriam de fundamento para definir outros objetos™>.

Tieszen (2010, 6) observa que a teoria dos conjuntos, de maneira notavel, leva a

3(TIESZEN, 2010, 6).
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concepgdo realista da matemadtica a se confrontar com novos problemas ontolégicos
e epistemologicos. Ademais, uma compreensao fenomenoldgica desses problemas
deve ir além do que encontramos na obra de Husserl, seja porque alguns deles ga-
nharam forca apenas apds a época desse autor, seja porque o proprio Husserl ndo
lhes dirigiu muita aten¢io®*. Um desses problemas diz respeito ao fato de lidarmos,
na teoria moderna dos conjuntos, com enunciados existenciais envolvendo conjun-
tos transfinitos enormes>>. A despeito da mente humana nio poder de fato apreen-
der a existéncia de nimeros naturais muito grandes, podemos idealizar o que a sua
capacidade finita permite apreender, e imaginar que seria possivel haver uma apre-
ensdo completa de cada um dos nimeros naturais. No entanto, considerando, por
exemplo, alguns dos axiomas existenciais de ZFC, como os axioma do infinito, do
conjunto poténcia e da substitui¢do, logo nos confrontamos com conjuntos trans-
finitos enormes: ndao nos comprometemos apenas com a existéncia de conjuntos
infinitos enumerdveis, mas, também, com a existéncia de conjuntos ndo enumera-
veis, com a existéncia do conjunto poténcia de conjuntos ndo enumeraveis, e assim
por diante. Desse modo, diferentemente do que ocorre com o caso dos nimeros

naturais,

we cannot idealize the finite mind or finite capacities in such a way as to cover the
grasp or formation of such transfinite objects. Transfinite sets transcend the possibility
of being known on the basis of acquaintance with all of their members. A much more
substantial idealization has to be involved (TIESZEN, 2010, 7, grifo do autor).
Assim, o realismo matematico se vé confrontado com questdes particulares a te-
oria dos conjuntos, como: existem, de maneira atual, conjuntos infinitos completos,
sobretudo os conjuntos transfinitos que envolvem uma idealizacdo mais robusta?;
devemos admitir a existéncia de conjuntos transfinitos especificados impredicati-
vamente, como o axioma da substitui¢do nos permite fazer? Tieszen (2010, 7)
alega que alguns filésofos ou matemadticos, como Godel, estariam dispostos nao
apenas a se comprometerem com uma teoria impredicativa dos conjuntos, mas tam-
bém a irem além dos compromissos existenciais presentes em ZFC, de modo que
a busca por novos axiomas revelaria mais do que ja existe no universo abstrato e

mentalmente-independente de conjuntos transfinitos.

Feitas tais elucidac¢des acerca do realismo matematico, consideremos agora o
idealismo fenomenolédgico transcendental, para que possamos avaliar em que me-
dida essas duas concepgdes podem ser ditas compativeis. Para compreendermos

esta dltima concepgao, precisamos antes compreender a no¢ao de reducdo fenome-

>4 A propésito, esse é um dos motivos que nos fez eximir da preocupacio de fazer um traba-
lho meticuloso de interpretacdo da obra de Husserl. Quando lemos fil6sofos da matemadtica que se
enquadram num viés husserliano, como Tieszen, van Atten, Tragesser, da Silva, ndo é incomum en-
contrarmos a afirmacdo de que estdo mais se apropriando do que interpretando a filosofia de Husserl.
3Cf. asecgdo 4.1.1.
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nologica, também conhecida como epoché. Numa palavra, a redu¢cao fenomenol6-
gica consiste em voltar-se a experiéncia intencional, considerando-a como tal. Isso
nos introduz mais uma noc¢ao, a de intencionalidade, que desempenha um papel
central na fenomenologia. Entende-se por intencionalidade aquilo que nos diferen-
tes atos da consciéncia — como imaginar, lembrar, desejar, perceber — se caracteriza
como um direcionar-se, um visar algo. Um ato da consciéncia se direciona a algo
por meio de uma intencdo, que o apresenta de uma certa maneira, mesmo que este
algo ndo exista. Nesse sentido, toda consciéncia € consciéncia de algo, de modo que
uma experiéncia ndo intencional ndo € uma experiéncia da consciéncia. Em outros
termos, um sujeito se dirige a algo (que pode ser um objeto, um estado de coisas,
um conceito, uma ideia) por meio de uma inten¢@o envolvida num ato da conscién-
cia (que pode ser pensar, lembrar, imaginar, julgar). Esse algo, talvez inexistente,
se apresenta a consciéncia como foi intencionado, ou seja, como foi pensado, lem-

brado, imaginado, etc.

Uma maneira de representar figurativamente a estrutura da intencionalidade se-

riad®:

Ato (Conteido) — [objeto].

Nota-se nessa representacdo esquematica a estrutura basica de um ato intencional,
que se distingue entre dois polos: noesis € noema. O primeiro consiste num ato
da consciéncia, ao passo que o segundo consiste naquilo que é visado — como é
visado, ou seja, como conteudo da experiéncia de um ato da consci€ncia, nao como
algo além dela — por esse ato. Um objeto pode ser visado de diferentes maneiras:
como uma percepc¢ao, uma imagem, uma memoria, de modo que a maneira como
ele se apresenta a partir de uma certa visada € o que se compreende por noema. No
esquema acima, coloca-se o objeto entre colchetes para indicar a condi¢do de que

tal objeto pode ndo existir. A esse respeito, Tieszen afirma:

[W]e “bracket” the object because we do not assume that the object of an act always
exists. Phenomenologists are famous for suggesting that we “bracket” the object, and
that we then focus our attention on act (noesis) and act-content (or noema), where we
think of an act as directed toward a particular object by way of its content (or noema).
Whether the object exists or not depends on whether we have evidence for its existence,
and such evidence would be given in further acts carried out through time (TIESZEN,
1989, 23).

Um exemplo ajuda a elucidar esses pontos. Considerando uma sentenga S, um
matemadtico pode se envolver com ela por meio de diferentes atos da consciéncia

(ou, empregando um sindnimo, atos cognitivos), i.e., ele pode acreditar, saber ou

lembrar que S, entre outros. Desse modo, o sentido da sentenca S — o que ela ex-

S6(TIESZEN, 1989, 23).
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5T mantém-se 0 mesmo,

prime —, que consiste no contetido do ato da consciéncia
ao passo que esse ato pode variar. Ademais, nada impede que o inverso ocorra:
0 ato da consciéncia se mantém fixo, mas seu conteudo se modifica. O conteudo
de um ato intencional relacionado a S poderia ser, por exemplo, Jx F(x). Nesse
caso, o direcionar-se a um objeto consistiria em um matematico conhecer (ou acre-
ditar, lembrar, etc.) que Jx F(x), para um certo F' e um dominio D de objetos em

particular>3.

Concebe-se entdo a nocdo de intuicdo, que é compreendida como a realizacio
das condig¢des balizadas pela inten¢do dirigida a um objeto. Se tais condi¢gdes sao re-
alizadas, temos evidéncia de que o objeto intencionado existe®”. Voltando ao nosso
exemplo, conhecer S é um ato intencional dirigido ao estado de coisas Ix F(x), que
serd o caso se pudermos apresentar a0 menos um objeto a € D, tal que F(a). As
condi¢Oes que esse ato intencional prescreve podem ou ndo ser realizadas, estabe-
lecendo assim se intuimos ou ndo o conteudo de S. Note-se que a existéncia do
objeto® intencionado nio pode ser concebida a parte de um ato intencional, pois é
ele que determina as condi¢des que, se realizadas, compdem a evidéncia de que o

objeto existe.

Feita essa aproximacdo inicial a alguns dos principais conceitos da fenomeno-
logia, voltemo-nos por ora ao conceito de reducdo fenomenoldgica. Uma maneira
de aborda-lo € por meio do método cartesiano da divida. Com ele se pode notar
que, quando tentamos duvidar de tudo, nos damos conta de que nem tudo pode ser
colocado em duvida, pois enquanto pensamos que tudo € dubitavel, é indubitavel
que pensamos que tudo € indubitdvel. Do mesmo modo, isso ocorre com a reducao
fenomenoldgica, que consiste em focar no Afo (Contetido) de um ato intencional,
ndo no objeto intencionado, que foi colocado entre parénteses, fazendo com que
ndo dependamos de nenhuma hipdtese que envolva a sua existéncia. Assim, a des-
peito do objeto intencionado existir ou ndo, estamos certos do ato intencional que

se dirige a ele:

If I am perceiving or judging, for example, then whether these activities are veridical
or not, whether they have objects that exist or not, it is nonetheless clear that I am
perceiving this or that, or judging this or that. The awareness that I am perceiving or
judging implies that I have the capacity to reflect on my cognitive activities. In this
reflection something is given to me that I cannot doubt (TIESZEN, 2010, 9, grifo do
autor).

37“We can think of the contents associated with acts as the meanings or senses under which we
think of the objects” (TIESZEN, 2005, 327).

S8(TIESZEN, 1989, 24).

S(TIESZEN, 1989, 24).

%00 uso da palavra “objeto” impde uma certa confusdo. De fato, o que é intencionado nio se
restringe a objetos, pode ser uma entidade qualquer, como um estado de coisas, por exemplo. Assim,
quando o [objeto] é um estado de coisas, dizer que o [objeto] existe equivale a dizer que o estado de
coisas intencionado € o caso.
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Ao refletirmos sobre nossas capacidades cognitivas, refletimos sobre o que nos
¢ imanente, distanciando-nos assim da atitude natural, em que ingenuamente pres-
supomos experienciar um mundo objetivamente dado, que se encontra “la fora”,
transcendente. Desse modo, com a redu¢do fenomenoldgica, focamos no que se
apresenta a nds tal como isso se apresenta a nds, restringindo-nos assim a esfera
da aparéncia. Ou seja, num ato intencional, podemos colocar em duvida se o que
se apresenta é realmente o caso, mas ndo podemos duvidar da aparéncia mesma,
que em sua imanéncia é dada de maneira absoluta®!, nio se relativizando a uma in-
termediacdo. Em particular, ainda que a percep¢ao de um determinado objeto seja
uma alucina¢do, podemos nos focar na alucinagcdo enquanto tal, sem nos compro-

metermos com o que a alucinacio sugere existir.

Como vimos na penultima citagdo, a existéncia de um objeto € evidenciada
por atos intencionais que se sucedem no tempo. Dessa forma, uma sequéncia de
atos intencionais pode promover uma corre¢cdo mutua, acumulando evidéncias so-
bre a existéncia de um determinado objeto. Por exemplo, num primeiro momento,
a consciéncia pode experienciar a visdo de uma cobra num quintal, no entanto, vi-
sadas posteriores da consciéncia podem revelar que essa percepcao inicial era uma
ilusdo, que o que de fato se percebe ¢ uma mangueira enrolada. Radicalizando
essa condicdo, pode ser o caso que esse processo de corre¢do continue indefinida-
mente, promovendo um conflito global entre os atos intencionais, de maneira que
toda nossa experiéncia perceptual se degenere numa ilusdao. Contudo, a despeito de
que, neste caso, “nenhum mundo natural seria constituido na nossa experiéncia”ﬁz,
ainda haveria a consciéncia, pois, conforme afirma Tieszen, ndo podemos escapar
do ser absoluto dos processos mentais, que permanecem pressupostos em qualquer

tentativa de duvidar da existéncia de variados fenOmenos.

Assim, por meio da redugdo fenomenoldgica, voltamo-nos ao imanente, que €
absoluto, o qual se distingue do que é transcendente, que € relativo a consciéncia.
A relatividade do transcendente a consciéncia implica que ndo podemos falar da
existéncia de um objeto, mesmo que seja mentalmente independente, sem levar-
mos em conta o sentido do seu ser, que foi constituido por uma intencionalidade.
Distanciamo-nos da atitude fenomenoldgica se falamos de objetos existindo em si,
a parte de qualquer envolvimento com a consciéncia, pois “o que quer que sejam as
coisas, elas sdo coisas experiencidveis”®. Apenas a experiéncia® pode lhes pres-

crever um sentido, mesmo que esse sentido postule uma entidade transcendente, de

61(TIESZEN, 2010, 10).

2(TIESZEN, 2010, 10).

63(TIESZEN, 2010, 10).

%4 A palavra “experiéncia” porta o sentido de vivéncias da consciéncia, nio o de experiéncia em-
pirica, como poderia ser entendido numa concepg¢do naturalista.
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existéncia objetiva:

[T]he whole spatiotemporal world and each of its constituents is thus, according to its
sense, a merely intentional being. It is a being posited by consciousness in its expe-
riences. Each constituent of the world, of essential necessity, can be determined and
intuited only as something identical through motivated multiplicities of appearances. It
is something invariant for consciousness through a manifold of appearances. Beyond
that it is nothing (TIESZEN, 2010, 11).

Dessa forma, a consciéncia, que € dada de maneira imanente e absoluta, cons-
titui o sentido da objetividade, a qual, a menos que nos envolvamos com um rea-
lismo ingénuo, ndo pode ser constituida fora dessa intermedia¢io®. Temos entio
uma consciéncia doadora-de-sentido, por meio da qual pensamos a realidade como
existente, e que, por ser absoluta, existe por si mesma, ndo como mandataria de uma

outra doacio-de-sentido®.

Isso nos coloca no ambito do idealismo fenomenoldgico transcendental, que
ndo se identifica com o realismo nem com o idealismo. No primeiro caso, a identi-
ficacdo falha porque a existéncia de um objeto é sempre mediada por uma intencio-
nalidade, que nao se d4 fora de uma performance atual ou potencial da consciéncia.
Ja no segundo caso, n@o hé identificacdo porque, a despeito de que o sentido do ser
de qualquer objeto que se apresente como existente seja perpassado por uma experi-
éncia da consciéncia, reconhece-se que nem tudo € constituido como um fendmeno
mental. Além disso, a subjetividade transcendental, onde se processam os atos in-
tencionais, ndo se reduz a um subjetivismo, ela também pode ser compreendida,
por exemplo, como uma comunidade cientifica que tem uma concep¢ao em comum
sobre a realidade, “uma intersec¢do de horizontes de diferentes egos na constitui¢ao

de um mundo objetivo comum”®’.

Como Tieszen (2010, 12) afirma, o idealismo fenomenolégico transcendental
ndo nega que haja objetividade ou verdade objetiva. O que essa abordagem filo-
sofica propdem € que todo tipo de objetividade — ja que nenhum objeto escapa da
reducdo fenomenoldgica — deve ser investigado a partir de como a consciéncia cons-
titui o sentido da objetividade, envolvendo-nos assim no que esse autor denomina
de andlise constitucional. Dessa maneira, cabe-nos analisar tanto a constitui¢do do
sentido do ser de objetos concernentes a atos fundadores relativos a percep¢ao sen-

sorial, como a constitui¢do do ser de objetos concernentes a formas fundadas da

65«[I]f what is experienced has the sense of transcendent being then it is experience itself that
constitutes this sense” (TIESZEN, 2010, 11).

5(TIESZEN, 2010, 11).

ST(TIESZEN, 2010, 11). E quanto ao que foi dito nesse parigrafo, a seguinte citagdo é interes-
sante: “Phenomenology shows the possibility of another conception of existence with all the benefits
of realism without its metaphysical burden (this is why Husserl once claimed, on being ‘accused’
of idealism, that nobody was more realist than him, the transcendental idealist)” (da SILVA, 2017,
138).
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consciéncia — baseadas em atos de abstracdo, generalizagdo, reflexdo, idealizacao —,

como objetos categoriais, ideais, ou, mais especificamente, objetos matematicos.

Apesar de nenhum objeto, mesmo que seja um objeto da percep¢ao, poder apa-
recer ao ego sem por ele ser intencionado, tal condi¢do nio implica que esse objeto
nos € dado como uma entidade mental ou subjetiva. Isso depende de como o intenci-
onamos. Podemos intenciond-lo como um objeto real do mundo empirico, existindo
de maneira independente, ou seja, a consciéncia pode constitui-lo como um objeto

que transcende os fendmenos mentais:

[T]he meaning of the being of physical objects is constituted by consciousness in such
a manner that physical objects are not mental entities. They are not meant as mental
entities. They are constituted as external objects, as objects that are in space and in
external time. We are led, in this sense, to a kind of realism about physical objects.
This is different, however, from a naive realism. It is, rather, a phenomenological or
‘constituted’ realism that has its origins in transcendental subjectivity itself (TIESZEN,
2010, 12).
Entramos no ambito do realismo ingénuo a partir do momento em que ignoramos
o papel da consciéncia como doadora de sentido, quando pretendemos conceber a
existéncia de um objeto a parte de uma intencionalidade que constitui o sentido do
seu ser. Em outras palavras, somos realistas ingénuos quando afirmamos a existén-
cia de objetos existindo em si mesmos, de maneira completamente independente da

consciéncia.

No caso particular dos objetos matematicos, o que dissemos sobre intencionali-
dade e constituicao do sentido a partir de uma experiéncia da consciéncia se aplica
igualmente (o que ndo poderia deixar de ser). Como Tieszen (2010, 13) afirma, é
a experiéncia matematica — o que a consciéncia vivencia no exercicio da atividade
matematica —, que determina o sentido do ser de seus objetos. Assim, se do que é
experienciado emana o sentido de ser ideal, ndo mental, imutavel, ndo espacial e ndo
material, “entdo € a prépria experiéncia que deve, de uma maneria ndo arbitrdria,
constituir esse sentido”. O ponto que aqui deve ser notado € que os objetos ma-
temadticos podem até ter as mesmas caracteristicas que elencamos quando falamos
do realismo matematico, contudo, deve-se acrescentar que, nos parametros do idea-
lismo fenomenoldgico transcendental, tais caracteristicas devem ser constituidas de

uma maneira ndo arbitrdria na consciéncia do sujeito transcendental.

H4, no entanto, uma ressalva importante que ndo podemos deixar de levar em
conta: os objetos matemadticos ndo podem situar-se fora da dimensdo temporal.
Como no idealismo fenomenoldgico transcendental ndo se pode conceber a exis-
téncia de um objeto fora de uma experi€ncia possivel, a qual necessariamente se
situa no tempo, i.e., no fluxo das vivéncias da consciéncia, o sentido do ser de um

objeto matemadtico — que emana da consciéncia —, também se situa no tempo:
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Since we are within the sphere of possible experience for transcendental subjects we are
within the sphere of temporality. This means that mathematical objects are also objects
that must be in time, only now we will say that they exist at all times. Thus, instead
of saying that mathematical objects are atemporal or eternal or timeless — somehow
outside of time (and all possible experience) altogether — we will now say that they are
omnitemporal (TIESZEN, 2010, 13).

Por conseguinte, se um objeto matematico fosse situado fora do tempo, ele se
situaria fora de toda experiéncia possivel, algo que seria equivalente a um concep-
cdo realista ingénua, uma vez que a existéncia de tal objeto seria concebida como
independente da consciéncia. Nessa perspectiva, Tieszen (2010, 14) cunha o termo
“platonismo constituido”, que diz respeito a um platonismo nao ingénuo concer-
nente a légica e a matemadtica. Esse platonismo se caracteriza por ter a sua origem
no ego transcendental, ou seja, a0 concebermos objetos abstratos mentalmente inde-

pendentes, tal concepcao € constituida por um sentido que se funda na consciéncia.

Vejamos agora, sob a égide do idealismo fenomenoldgico transcendental, no
que exatamente consiste falar de objetos mentalmente independentes. De acordo
com o que vimos, uma caracteristica fundamental que distingue, no ambito da ma-
temadtica, o realismo do idealismo diz respeito a condi¢do de concebermos entidades
matematicas como mentalmente independentes ou ndo. No entanto, essa dependén-
cia ao mental precisa ser qualificada a luz da reducdo fenomenoldgica, a menos que

nos comprometamos com alguma forma ingénua de realismo ou idealismo.

A reducio fenomenoldgica nos coloca na esfera da aparéncia. Por meio dela,
voltamos nossa atencdo ao Ato (Contelido) da intencionalidade, que nos € dado de
maneira imanente e absoluta. Todavia, mesmo que nos restrinjamos a esse contexto,
ainda podemos distinguir entre o que aparece como imanente € 0 que aparece como
transcendente. E é correspondendo a essas no¢des de imanente e transcendente que
compreenderemos, respectivamente, as no¢cdes de mentalmente dependente e men-
talmente independente, que, apds a reducao fenomenoldgica, t€m um significado

diferente do que possuiam no contexto de um realismo ou idealismo ingénuos.

Acima mencionamos o exemplo de uma percep¢do enganosa, em que uma man-
gueira foi confundida com uma cobra. Por meio dele, podemos entender a distin-
cdo, no ambito da aparéncia, entre o imanente e o transcendente. Num primeiro
momento, 0 que aparece a consciéncia € uma cobra, todavia, num momento pos-
terior, o objeto que aparece na continuagdo daquele ato intencional inicial é uma
mangueira. Por haver esse conflito, uma inconsisténcia a respeito do objeto intenci-
onado, o sentido intencional ndo pode ser realizado, ou seja, ndo podemos intuir o

objeto que foi visado®®. Nio obstante, se em sucessivos momentos do ato intenci-

%8 A nocdo de consisténcia é necessariamente intrinseca a de existéncia. Trata-se de uma questio
de principio, ndo meramente de fato, que a intencionalidade ligada a postulacdo de um objeto ndo
contenha uma contradicao: “Further acts of perception, for example, can disclose inconsistencies
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onal € a aparéncia da mangueira que se estabiliza, isso indica que temos evidéncia
de que se trata de um objeto “real” (entre aspas, pois diz respeito a uma realidade
compreendida no contexto da reducdo fenomenoldgica, ndo a uma realidade com-
pletamente independente da consciéncia). Como afirma Tieszen (2010, 15), sem
sairmos do dmbito da reducdo fenomenolégica, podemos recuperar nossa experién-
cia pregressa e recolocar a distingdo entre aparéncia e realidade, dando-nos conta
de que a cobra era uma mera aparéncia, e que, “em realidade”, o que vivencia-
vamos era uma mangueira. Consequentemente, ndo temos um idealismo ingénuo,
caracterizado pelo mote ““ser € ser percebido”, uma vez que experiéncias posteriores
mostraram que nao havia uma cobra. O que se coloca como “real”, ou seja, como
transcendente, independente da mente, é o que se mantém invariante nas experién-
cias até entdo conduzidas por um ato intencional, ndo se eliminando a possibilidade
de que uma experiéncia futura possa colocar em xeque uma evidéncia ratificada por

experiéncias passadas:

The perception of the coiled garden hose, however, could itself be overturned in future

experience. [...] Its being a coiled garden hose is not absolute even if the coiled garden

hose is given as what is “real” and mind-independent in accordance with all of our
evidence thus far. Our evidence that the coiled garden hose is mind-independent is in
this sense presumptive (TIESZEN, 2010, 15, grifo do autor).

O que foi dito no pardgrafo anterior concerne a objetos sensoriais, mas € equi-
valentemente estendivel a objetos matematicos. Temos, igualmente, a reducao fe-
nomenoldgica e a nocado de que corregdes e refinamentos provenientes do que expe-
rienciamos ao intencionarmos objetos matemdticos constituem a evidéncia da exis-
téncia de objetos que transcendem o sujeito transcendental, i.e., 0os objetos matema-
ticos “reais”, mentalmente independentes. Deve-se ter claro, todavia, que nao ex-
trapolamos os limites da aparéncia, no sentido de que vislumbramos uma realidade
absoluta, independente de toda aparéncia, quando um ato intencional se estabiliza
ao vivenciar uma invariancia. Como ja fizemos notar, o transcendente é relativo
a consciéncia. Uma realidade absoluta, tal como propde uma metafisica realista,
¢ compreendida pelo idealismo fenomenoldgico transcendental apenas como um

ideal infinito®. Nesse caso, s a aparéncia € absoluta, dada a sua imanéncia.

H4, dessa forma, um sentido forte e um sentido fraco a respeito do que se pode
entender por mentalmente independente. O sentido forte é o apregoado pelo re-
alismo ingénuo, onde hd a nocdo de coisa-em-si, entidade cuja existéncia é com-

pletamente independente da consciéncia. A partir do idealismo fenomenoldgico

in the meaning intentionally attached to the object of a previous act of perception; no object exists
which has both A and not-A, for any property A. Inconsistencies immediately cancel the positing and
the intentional object ‘vanishes™ (da SILVA, 2017, 45, grifo nosso).

69«We are nonetheless not entitled to say that what is stable or invariant is the final, absolute
reality. We cannot have a realism that recognizes an appearance-independent absolute reality. At
best, the notion of ‘absolute reality’ might be preserved as an infinite ideal” (TIESZEN, 2010, 16).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 5. DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL 184

transcendental, a possibilidade de que o sentido forte seja o caso € invidvel, porque
seria inconcebivel a existéncia de objetos mentalmente independentes que residem
além de toda experiéncia possivel. No entanto, um sentido fraco de mentalmente
independente € admitido, em que se concebe a existéncia de entidades “reais”, enti-

dades que se revelam invariantes numa variedade (manifold) de aparéncias’.

Tieszen (2010, 18) entdo propde a seguinte indexac¢do das maneiras de compre-
ender as distin¢cdes entre mentalmente dependente (MD) e mentalmente indepen-
dente (MI):

Atitude natural: MD; MI,;
AN
Epoché: MD, MI,

Inicialmente, podemos dizer que ha a atitude natural, em que se distinguem o
mentalmente-dependente; — o aparente, o imanente —, do mentalmente-independente
— 0 “mundo 14 fora”, além do aparente, numa transcendéncia completamente inde-
pendente da consciéncia. A partir da redugcdo fenomenoldgica, abandonamos a ati-
tude natural, como se houvesse apenas o ambito da aparéncia, que nos € imanente
e absoluto. Inserido nesse contexto, o sujeito transcendental, por meio da inten-
cionalidade, é capaz de se direcionar a objetos que o transcendem, encontrando
no mentalmente-dependente; a distincdo mentalmente-dependente;/mentalmente-
independente,. Dizemos entdo que existem algumas coisas que aparecem a nos
como imanentes, outras, como transcendentes, sendo irredutivel a condi¢do de apa-
recer a nés’!. E ainda que o dominio do idealismo fenomenolégico transcendental
seja o das experiéncias da consciéncia, isso ndo implica que as entidades ai postu-
ladas sejam arbitrédrias, como poderiam sugerir certas concep¢des subjetivistas ou

solipsistas. O ato intencional € balizado por imposi¢des objetivas:

One of the marks of objectivity in both sensory and mathematical experience is that we

find our awareness to be constrained in certain ways. It is not possible to will objects

or states of affairs in either sensory or mathematical experience to be just anything

we want them to be. We find all of these moments of experience after the epoché

(TIESZEN, 2010, 17).

Por meio do diagrama acima, compreende-se melhor qual forma de realismo
¢ compativel com o idealismo fenomenolégico transcendental. Tieszen (2010, 18)
alega que a maior parte do debate contemporaneo acerca das disputas entre realismo
e idealismo matematicos se dd no nivel onde ocorre a distingdo entre mentalmente-
dependente; e mentalmente-independente;. Nesse nivel, o realismo e o idealismo

sdo incompativeis, sendo uma inconsisténcia afirmar que os objetos matematicos

70(TIESZEN, 2010, 16).
7I(TIESZEN, 2010, 17).
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sao mentalmente-dependentes; e mentalmente-independentes;. Seria também in-
consistente dizer que os objetos matemadticos sdo mentalmente-dependentes; e men-
talmente-independentes,, ndo podendo, igualmente, ai ser encontrada uma compa-
tibilidade entre o realismo e o idealismo. Contudo, como o mentalmente-indepen-
dente, cai sob o mentalmente-dependente;, ndo € uma inconsisténcia afirmar que os
objetos matematicos sao mentalmente-dependentes; e mentalmente-independentes.
O que se tem aqui € o que Tieszen denomina de “realismo matemaético constituido”
ou “platonismo constituido”, em que o mentalmente independente € constituido de
maneira nio arbitrria ou racional. E essa forma de realismo que é compativel com o
idealismo fenomenoldgico transcendental, pois envolve intencionalidade, por meio
da qual o conhecimento pode ser elucidado:
Constituted platonism, unlike naive metaphysical platonism, does not cut off the pos-
sibility of knowledge of mathematical objects. Knowledge involves intentionality.
Mathematical knowledge is to be spelled out in terms of intentional directedness toward
ideal or abstract objects, where the objects are to be thought of as (founded) invariants

in mathematical experience. What we are describing here is a position about mathema-
tical experience (TIESZEN, 2010, 19, grifo do autor).

Ap6s a reducdo fenomenoldgica, as caracterizagcdes de realismo e idealismo
propostas logo no inicio dessa discussao se mostram carentes de qualificagdes pos-
teriores. Com a distincdo mentalmente-dependente;/mentalmente-independente;,
Tieszen propde uma terceira possibilidade, compatibilizando um certo realismo ma-
tematico com o idealismo fenomenoldgico transcendental, em que o realismo e o
idealismo ndo sdo mais ingénuos. Os objetos mentalmente-independentes,, estabe-
lecidos como invariantes em meio a uma variedade de aparéncias, transcendem o
meramente aparente, todavia, ndo se situam fora de toda experiéncia possivel, ou

seja, ndo se caracterizam ingenuamente como mentalmente-independentes .

5.2.1 Analisando a no¢ao de computavel

A partir do que se apresentou na secao anterior, gostarfamos agora de tentar en-
tender como a noc¢ao de computdvel e, consequentemente, a tese de Church podem
ser compreendidas no ambito de uma ontologia matematica articulada nos termos

da reducdo fenomenoldgica.

Mas, primeiramente, retomemos alguns pontos feitos ao longo deste trabalho.
Na secdo 2.4, observamos que a condicao de ser uma tese pode ndo ser uma exclu-
sividade da no¢do de computavel. Na matematica, a partir do momento em que se
procura dar um tratamento tedrico e sistematico a uma nog¢ao pré-formal, podemos
dizer que nos encontramos diante de uma tese que afirma a legitimidade de enqua-
drar tal no¢do nos limites precisos de uma defini¢do rigorosa. Ainda na mesma se-

¢do, vimos duas maneiras de tratar a tese de Church: a estruturalista, de acordo com
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a qual h4d uma estrutura matemadtica objetiva que subjaz a todo processo computaci-
onal, de maneira que qualquer defini¢do do que é computavel seria uma tentativa de
exprimir essa estrutura; e a que considera as definicdoes de computabilidade como

propostas de modelos matematicos de processos computacionais.

A nosso ver, temos um realismo ingénuo nas duas concepg¢des. De acordo com
a concepgao estruturalista, hd uma estrutura matematica — objetiva e independente —
que constitui a propriedade de ser computdvel. J4 de acordo com a outra concepgao,
as definicdes formais sdo modelos — imbuidos de certos propdsitos — que procuram
representar teoricamente, ainda que de maneira apenas aproximada, processos com-
putacionais que ocorrem no mundo “I4 fora”. Ademais, ambas concepcdes sugerem
um teor empirista a tese de Church, de modo que a propriedade de ser computavel

¢ compreendida como pertencente a uma realidade ndo matematica.

Por fim, na se¢do 5.1, vimos a proposta de que a nocdo de computdavel ndo
consiste numa nog¢ao pré-formal absoluta, que tentariamos exprimir por uma defi-
nicdo adequada. Shapiro propde que tal nocdo se caracteriza por ter uma textura
aberta, e que por meio de idealizacdes e de trabalhos de 16gicos que a estudaram foi
aperfeicoando-se cada vez mais, até se tornar suficientemente precisa como qual-
quer outra no¢do empregada na matematica. No entanto, na se¢do seguinte a essa
(5.1.1), Smith critica esse ponto de vista. Apesar de julgar a tese de Church ver-
dadeira, e de até mesmo propor a sua demonstracao, ele ndo acredita que a no¢ao
de computdvel, partindo de uma compreensao pré-formal, teria evoluido gradativa-
mente até as nocdes formais, como as de cdlculo lambda e mdquina de Turing. De
acordo com ele, hd uma nogdo proto-tedrica de computdvel rigorosa o suficiente
para estabelecer uma extensao precisa, a qual pode ser comparada com as extensoes

delimitadas pelas nocdes formais.

Feitas essas consideracdes, como o aparato tedrico da fenomenologia apresen-
tado na se¢do passada poderia nos ajudar a esclarecer o que se passa com a no¢ao
de computdvel? Poderiamos nos inspirar em da Silva, que faz uma anélise fenome-

nolégica do conceito de nimero:

Numbers are as objective but as fabricated as hammers (and in a sense as instrumental).
To find out what they are, it is essential to inquiry how they came to be, i.e. how
they entered the life-world, the purposes they serve therein, and how the theoretical
concept of number and theoretical arithmetic originated from the pre-theoretical notion
of number and practices of the life-world (da SILVA, 2017, 103).

Uma investiga¢do como essa, mas com relag@o a no¢ao de computavel — recon-
tando a sua origem pré-tedrica e compreendendo o seu envolvimento nas praticas do
mundo-da-vida (que para Husserl constitui um reino de vivéncias origindrias) —, ndo
se encontra ao alcance de nossa capacidade. No entanto, fazendo algumas analogias

com a abordagem fenomenoldgica da génese do conceito matemdtico de nimero,
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tal qual se encontra no livro onde encontramos a citagdo acima, acreditamos trazer

alguns esclarecimentos sobre a no¢do de computavel e a tese de Church.

A semelhanca do que encontramos na sintese das diferentes posi¢des feita ha
pouco, assumimos que o conceito de computavel possui uma existéncia objetiva.
Porém, na medida em que nossa proposta se articula sob a redu¢ao fenomenolo-
gica, ndo se trata de uma existéncia objetiva nos moldes de um realismo ingénuo,
1.e., ndo se trata de uma entidade mentalmente-independente;. Nesse sentido, o con-
ceito de computavel existe de maneira independente, mas nao independente de toda
experiéncia possivel, uma vez que se pressupde o ato intencional — indissocidvel
de um sujeito transcendental — que o constitui como uma entidade independente.
E de acordo com o que ji observamos, o sujeito transcendental ndo deve ser re-
duzido a subjetividade de um individuo cognoscente, pois € compreendido como
um ego comunitario que intenciona um mundo objetivo comum. Ademais, praticas
culturais fazem parte da constitui¢do da objetividade de um objeto intencionado,
como publicacdo de artigos e livros, cursos, palestras, etc., formando assim uma
producgdo conjunta em que verdades sdo preservadas e transmitidas, permanecendo
sempre como uma possibilidade de ressurgirem como as mesmas em diferentes atos
intencionais dispersos em regides diversas do espago-tempo’?. Dessa forma, pode-
mos dizer que o conceito de computdvel subsiste e se encontra disponivel para ser

reidentificado em diferentes experiencias intencionais:

Mathematical realms although not metaphysically real are objectively real. The mathe-
matical community (playing the role of transcendental subjectivity) constitutes them
as objectively existing domains determined in themselves, thus constituting, concomi-
tantly, complete systems of truths-in-themselves, approachable by gradually improved
methods (that cannot be determined a priori, being as they are products of historical de-
velopments) which will be, or so we hope, completely disclosed eventually. To confuse
this view with ontological or epistemological realism, or worse, metaphysical idealism

is a gross error (if anything, it is transcendental idealism) (da SILVA, 2011, 344).

O que o sujeito transcendental postula como existente € o que se mantem in-
variante a partir de uma série de atos intencionais consistentes entre si. Qualquer
inconsisténcia entre tais atos implica a inexisténcia do objeto intencionado. Con-
tudo, nao se pode deixar de notar na citacdo acima a afirma¢do de que métodos,
produtos do desenvolvimento histérico, aprimoram-se gradualmente. Nessas con-
di¢des, todo objeto intencionado possui uma origem, uma “génese intencional””’?. E
dado que o sujeito transcendental possui um distensao temporal, os objetos por ele
intencionados possuem uma histéria, mas ndo se trata de uma histéria factual, e sim
de uma historia transcendental, a qual se volta aos atos intencionais que postularam

os objetos cuja génese nos interessa:

72(da SILVA, 2017, 96-99).
73(da SILVA, 2017, 108).
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[Flactual history depends on who is telling it and the events he chooses to tell. Trans-
cendental history, on the contrary, is not a chronicle of facts but of intentional acts. It is
a pure science whose task is to determine by which series of intentional acts the inten-
tional ego has become conscious or aware of something. Transcendental history tells
how intentional objects of any given type came to be and the necessary structure of its
coming to be. Factual history merely registers the real manifestations of this coming
into being (da SILVA, 2017, 23).
Reafirma-se ai o que dissemos atrds a respeito das entidades matemadticas se situ-
arem no tempo, pois sdo postuladas por atos intencionais, que constituem expe-
riéncias possiveis — necessariamente inseridas na esfera temporal — de um sujeito
transcendental. Nao obstante, isso ndo interfere na objetividade, independéncia e
incorruptibilidade das entidades matematicas, desde que tenham sido intencionadas

com tais caracteristicas.

Pelo exposto, uma conclusdao que podemos tirar € que a nocdo de computabi-
lidade possui uma histéria transcendental. Nesse sentido, a semelhanga da nossa
interpretacdo de Shapiro na sec¢do 5.1, ndo podemos supor que, atravessando a his-
téria de maneira imutdvel, haja uma nogao pré-formal fixa de computabilidade, a
qual tentarfamos descrever por meio de definicdes formais. Por outro lado, e nesse
ponto sendo favordvel a critica de Smith, ndo acreditamos que as defini¢des formais
atuais sejam a conclusdo de um processo evolutivo, pelo qual a nocdo de com-
putabilidade foi tornando-se paulatinamente mais precisa. De acordo com nosso
entendimento, as defini¢des formais que por ora possuimos capturam a esséncia de
uma noc¢ao mandatdria de uma certa intencionalidade de computavel, inserida na
histéria da génese intencional dessa nocao, ou seja, pode ser que uma outra maneira
de intencionar a no¢do de computdvel, que se deu no passado ou possa se dar no

futuro, nao corresponda as defini¢des formais atuais.

H4, no entanto, dois pontos que precisam ser esclarecidos. Quando se fala
em esséncia, ndo se trata de uma nocao metafisica de esséncia, que diz respeito a
propriedades que um objeto necessariamente deve possuir a fim de ser aquilo que
€. Numa perspectiva fenomenoldgica, a esséncia se encontra nas propriedades que

um objeto deve possuir a fim de que seja o que ele € intencionado a ser:

What in the intentional meaning associated to this object as it appears to the ego is
necessarily required for it to appear as this object (or an object of its type) in any
possible appearing of it? Asking for the phenomenological essence of a thing, in short,
is asking for what it means to be this thing (da SILVA, 2017, 39-40, grifo do autor).
Assim, o fato de termos diferentes definicdes formais, mas logicamente equivalen-
tes, da nocdo de computabilidade indica que intuimos a sua esséncia’*. Por conse-

guinte, podemos dizer que estamos diante de um objeto “real”, posto que se mantém

74«“I'W1e have evidently arrived at the “essence” of the concept of mechanical procedure by way

of the many different definitions of this concept that were subsequently proved to be logically equi-
valent”(TIESZEN, 2011, 32).
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invariante diante de distintos atos intencionais que visam constitui-lo. Esse “real”,
como ja foi observado, ndo € um real absoluto, independente de toda aparéncia,
mas pode ser considerado préximo a isso quando visto como uma ideal infinito,
algo que se estabiliza diante de toda aparéncia por meio da qual se manifesta. Além
disso, a equivaléncia das definicdes contam em favor da objetividade do conceito

de computével, uma vez que foram formuladas independentemente entre si.

O outro ponto a ser considerado diz respeito a génese intencional da noc¢do de
computabilidade. Essa no¢@o é mandatdria de uma certa intencionalidade, a qual se
situa em algum momento da histdria transcendental. Na matematica, isso € notado

quando observamos a evolucao de seus conceitos:

Our concepts of space and number, for example, have evolved through the history of
mathematics preserving some of its aspects, losing some, and acquiring some new ones.
The questions “what is a number?” or “what is space?” cannot have definitive answers
and must be contextualized. The tendency among mathematicians is to offer the last
conceptualization as the definitive one, reinterpreting the previous conceptualizations
in terms of the most recent one. Therefore, no conceptualization is definitive.

It is often said that Cantor discovered transfinite numbers when in fact he only acted
as the inductor of a collective process of intentional genesis of new entities and a new
conception of number (da SILVA, 2017, 48, grifo do autor).

Por essa razao, acreditamos que, em favor de Smith, hd uma noc¢ao pré-formal pas-
sivel de ser considerada na equivaléncia proposta pela tese de Church, mas, ao
contrario de Shapiro, ndo acreditamos que devamos supor um fim, um limite ao

desenvolvimento dessa no¢do. Quanto a isso, a seguinte citacdo € interessante:

[Q]Juand on formule la these de Church en disant qu’aucun langage d’expression d’al-
gorithmes proposé dans le futur ne sera plus puissant que les langages que nous con-
naissons aujourd’hui, ou que tous les algorithmes qui seront proposés dans le futur
pourront étre exprimés dans les langages que nous connaissons aujourd’hui, on sem-
ble davantage lire dans le marc de café qu’énoncer une these scientifique (DOWEK,
2015b, 84).

Abaixo, da Silva fala sobre a génese intencional do conceito de nimero, mas
a investigagdo ai sugerida poderia ser aplicada de maneria andloga ao conceito de

computavel:

The differing characters of number-positing acts explains why numbers have not come
into existence all at the same time. The intentional ego incarnated historically in a
community of intentional co-workers spread through space and time, i.e. the mathe-
matical community, operates in stages. Initially, driven by practical necessities of the
life-world, the ego devises techniques for tallying, reckoning and ordering that invol-
ves a primitive notion of (cardinal and ordinal) number and numbering. By gradually
moving to ever-higher levels of abstraction and ideation, and eventually theoretical in-
terest, the ego finally comes to posit an infinite domain of ideal entities as an objective
realm of being open to theoretical investigation. To identify the moments of this deve-
lopment is to follow the intentional genesis of numbers and their science, arithmetic.
Transcendental history is the history of this genesis; it is, I recall, an a priori variety of
history, whose task is to identify the necessary steps in the constitution of, in this case,
numbers and a science of numbers (da SILVA, 2017, 109, grifo nosso).
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O que gostariamos de concluir disso € que uma correta compreensdo da tese de
Church nao pode ignorar as etapas que compdem a histdria transcendental do con-
ceito de computdvel. Cada etapa que se identifica na génese intencional desse con-

ceito pode exigir uma definicdo distinta.

5.2.2 Platonismo versus intuicionismo

Pelo que vimos na se¢do anterior, a abordagem fenomenoldgica se alinha com
algumas concepcdes do intuicionismo ldgico: na fenomenologia, as entidade mate-
maticas ndo existem por si mesmas, passam a existir quando sao intencionadas por
um sujeito transcendental — momento que pode ser identificado pela historia trans-
cendental. Até ai temos bastante semelhangas, dirfamos mesmo que tais entidades
nao sdo descobertas, e que a existéncia delas é imprescindivel uma consciéncia que
se dé conta delas. H4, no entanto, uma diferenca fundamental, que reside no sentido
que a intencionalidade atribui ao ser que ela postula. Embora uma entidade tenha
uma génese intencional, i.e., passe a existir em algum momento, a intencionalidade
que a constitui pode caracterizd-la como uma entidade mentalmente-independente;
e onitemporal. A fenomenologia permite, por exemplo, intencionar e legitimar a
existéncia de conjuntos transfinitos enormes, que apesar de nio serem efetivamente
intuiveis, sdo em principio intuiveis. Para o intuicionismo, a existéncia de tais con-
juntos € ilegitima. O objetivo da presente secado € esclarecer como podemos compre-
ender, a partir de uma perspectiva fenomenoldgica, as divergéncias entre platonismo

e intuicionismo.

De modo geral, a ideia basica por trds do intuicionismo € de que a determinacao
do valor de verdade de uma proposicao matemadtica estd condicionada a possibili-
dade de ser demonstrada. Isso jd o coloca em pleno contraste com o platonismo, em
que uma proposi¢ao, independentemente de ter sido demonstrada, possui um valor
de verdade determinado. Mas h4 aqui alguns nuances que precisam ser esclarecidos,
o que fazemos ao elencar abaixo quatro modos que caracterizam diferentes manei-
ras de compreender a atribui¢iio de um valor de verdade a uma proposi¢do’>. Sendo

A um proposi¢do qualquer, podemos nos deparar com uma das seguintes situagoes:

(1) Demonstrou-se que A é verdadeira;

(2) Demonstrou-se que A € falsa, ou, como Brouwer diz, demonstrou-se que A é

um absurdo, i.e, demonstrou-se que ~ A € verdadeira;

S(BROUWER, 1975¢, 552).
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(3) Nao se demonstrou que A € verdadeira, nem se demonstrou que A ¢é falsa, mas

€ conhecido um algoritmo capaz de decidir o valor de verdade de A;

(4) Nao se demonstrou que A € verdadeira, nem se demonstrou que A € falsa, e

tampouco se conhece um algoritmo que decida o seu valor de verdade.

De acordo com Brouwer (2011, 92), o caso (3) pode ser reduzido a um dos
outros dois primeiros, o que indica que uma proposi¢ao nesta condicao possui um
valor de verdade determinado, ainda que esteja latente, potencialmente presente no
algoritmo que o revelard’®. Além disso, Brouwer afirma que os dois primeiros casos
possuem um cardter perpétuo, ao passo que uma proposicao que se classifica de
acordo com a condic¢do (4) pode transitar para as outras classificacdes, o que pode se
dever a circunstancia de termos adquirido o conhecimento de um método efetivo que
decida o seu valor de verdade, ou a circunstancia de alguma entidade matemadtica ter
obtido uma propriedade que ndo possuia antes, ja que o intuicionismo nao concebe

as entidades matemdticas como sendo necessariamente predeterminadas.

O lugar, portanto, para abordarmos o desacordo entre as concepgdes platonista
e intuicionista € o que se classifica sob as condi¢des do item (4), uma vez que nos
demais pontos ambos concordam a respeito da determinabilidade do valor de ver-
dade proposicional. Ao contrdrio de um platonista, um intuicionista nao admite que
uma proposicao classificada de acordo com (4) tenha um valor de verdade determi-
nado, o que implica na rejeicdo da validade universal de um dos principios basilares

da matematica cldssica: o principio l6gico de bivaléncia.

Da Silva (2017, 78) enuncia em duas versdes o principio l6gico de bivaléncia,
uma que denomina subjetiva, e outra, objetiva. Na primeira, afirma-se que qualquer
assercdo significativa (meaningful, em inglé€s) “pode idealmente, em principio, ser
verificada”. Isso quer dizer que o que uma assercdo afirma pode ser confirmado ou
refutado numa experiéncia-de-verdade, uma vivéncia subjetiva que se da no con-
fronto do contetido da asser¢do com os fatos que lhes sdo relevantes. Ja de acordo
com a outra versdo, a objetiva, o principio é entendido como dizendo que qualquer
assercdo significativa possui um valor de verdade intrinseco — o verdadeiro ou o
falso —, a despeito de qualquer verificacdo atual. Dito dessa maneira, a seguinte

questdo vem a tona:

How can it be that truth or falsehood, which can only be properly attached to assertions
by means of subjective evidential experiences of adequacy or inadequacy of the content
asserted with the facts, belong to assertions independently of such experiences being
actually carried out? Or still, how can any assertion be either true or false in itself,
intrinsically? (da SILVA, 2017, 78, grifo do autor).

76Um finitista estrito, é valido observar, sequer aceitaria que proposicdes classificadas de acordo
com (3) tém um valor de verdade determinado.
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A primeira vista, responderiamos essa questio apontando o item (3) da lista
acima. Dirfamos que uma asser¢io tem um valor de verdade intrinseco ndo porque
o evidenciamos numa experiéncia-de-verdade atual, mas porque possuimos um mé-
todo que em principio garante essa experiéncia. No entanto, da Silva, baseando-se
na filosofia husserliana, evoca uma outra nocao de verificagdo em principio, cujo
cardter potencial ndo estd relacionado ao conhecimento de um método. De acordo
com essa concepcao, a verificacao atual de uma assercdo se coloca como um ideal:
pressupde-se que seja idealmente possivel verificar uma assercdo. Isso implica que,
se esse ideal for atualizado, um valor de verdade € atribuido a assercao, o qual sem-
pre lhe pertenceu, considerando que o seu sentido nunca foi alterado. Por essa razao
dirfamos que asser¢des possuem, independentemente de qualquer verificagdo atual,

valores de verdade intrinsecos e definitivos.

Para elucidar essa nocao de verificacdo ideal, da Silva a compara com um ponto
ideal — uma nocao da geometria projetiva —, que representa a dire¢do de linhas
paralelas que se interceptam no infinito. Por mais que percorramos essas linhas,
tal interceptacdo estard sempre fora de nosso alcance, no entanto, assim como um
ponto no infinito organiza a perspectiva pictorial do espaco, as verificacdes ideais
organizam o campo de experiéncia da verdade:

The complete experience of truth may not actually belong to the ego’s field of experi-

ences — as vanishing points do not belong to the pictorial space — but as an imaginary

focus this ideal unifies all the partial and limited experiences of truth into an integrated
whole (da SILVA, 2017, 78).

Assim temos que a no¢do de verificagdo ideal expressa na versao subjetiva do
principio de bivaléncia nao possui o sentido de decidibilidade — ou verificabilidade
efetiva —, ndo se enquadrando, portanto, no item (3) acima, aceito pelos intuicio-
nistas. Mas como poderiamos argumentar pela legitimidade desse principio, indo
além da mera apresentagdo de uma metafora? Da Silva (79, 2017) observa que
a bivaléncia se trata de um principio a priori, e por esse motivo sua validade ndo
deve depender de questdes de fato, como a existéncia atual de um método de deci-
sdo. Um outro ponto € que, por se tratar de um principio logico, ele € constitutivo
dos fundamentos de qualquer justificacdo, ou seja, como justificar o que é pressu-
posto no préprio ato de justificacdo? Dessa forma, um principio 16gico nao pode ser
demonstrado, restando-nos somente apresentar as condicdes e pressuposi¢des que
conduzem 2 sua aceitagdo’’. Sua validade deve depender apenas de questdes de
principio, constituindo-se, pois, como um objeto de investigacdo de uma filosofia

transcendental.

Tratando os principios l6gicos no ambito de uma légica de assercdes, deve-

mos levar em conta que estas, em virtude de serem significativas, pressupdem um

77(da SILVA, 2011, 334).
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mundo ao qual se referem. Por essa via, a validade de um principio 16gico ndo
pode ser concebida sem levar em consideragcdo o sentido do ser atribuido ao do-
minio referido pelas asser¢des submetidas ao principio 16gico em questdo. Numa
investigacdo fenomenoldgica transcendental, isso implica em analisar a intenciona-
lidade desse dominio, i.e., investiga-se como ele deve ser concebido a fim de que

um determinado principio 16gico seja nele validado.

Antes de prosseguir, convém elucidarmos o que da Silva’® entende por uma
assercdo significativa. Numa palavra, uma assercao € significativa se possui sentido
sintatico e semantico, ou, dizendo de outro modo, se € sintaticamente € seman-
ticamente significativa. Dessa forma, um dos papeis de uma logica de assercdes
(também conhecida como l6gica apofantica) € identificar tipos sintdticos e tipos
semanticos, bem como elucidar, a priori, as possibilidades de combinacdo desses
tipos. Por exemplo, em “Jodo € €”, temos uma asser¢do que ndo € sintaticamente
significativa, porque de acordo com as regras que regimentam a combinagdo de
tipos sintdticos, a sentenca aberta “Jodo € —” poderia ser preenchida por um adje-
tivo ou um substantivo, mas ndo por uma conjun¢do. J4 a asser¢do “o nimero 2
¢ verde”, apesar de ter um sentido sintitico, é semanticamente sem sentido, pois
considerando como intencionamos o dominio dos nimeros, um nimero € a priori

impedido de possuir uma cor.

Assim se observa um envolvimento intrinseco entre uma assercao e aquilo a
que ela se refere. Tal envolvimento pode ser elucidado da seguinte maneira: uma
assercdo significativa € regida por regras semanticas, que por sua vez dependem
da intencionalidade constitutiva do ser do dominio referido; o sentido do ser de tal
dominio deixa estabelecido a priori sua compatibilidade de combinag¢do com ou-
tros dominios, que compdem diversos tipos ontoldgicos — no pardgrafo anterior,
por exemplo, o contrassenso de “o nimero 2 € verde” se deve a condi¢do de que o
sentido do ser de um objeto ideal € a priori impedido de possuir uma propriedade
exclusiva de uma subclasse de objetos reais, ou melhor, os sentidos do ser atrela-
dos a diferentes tipos ontolégicos estabelecem de maneira a priori compatibilidades
entre si; por conseguinte, uma asserc¢ao significativa exprime uma situacdo que € a

priori possivel, sendo verdadeira se a situacdo expressa for também atual:

A world contains many different ontological regions, objects of different types, and no
assertion about this world is materially meaningful that does not respect a priori com-
patibilities and incompatibilities of ontological types. But a priori ontological compa-
tibilities and incompatibilities are also aspects of the intentional meaning attached to
the world. Once assertions respect syntactic and semantic rules of formation they are
meaningful, that is, able to represent possible situations of the world (da SILVA, 2017,
81).

Por essa razdo, do ponto de vista da objetividade, quando um sujeito faz uma asser-

78Cf. (da SILVA, 2017, 30-31; 71-72) e (da SILVA, 2011, 11).
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cdo, ele se compromete com a factualidade da possibilidade em principio expressa
por ela. Ja do ponto de vista da subjetividade, ele se compromete com a possibi-
lidade em principio do valor de verdade da assercdo ser intuida numa experiéncia-
de-verdade”. E lembremo-nos, tal possibilidade em principio ndo diz respeito a

questdes de fato, como a existéncia de um método de decisao.

E interessante observar como a significatividade de uma asser¢do ndo origina
um colapso com o seu valor de verdade, mesmo no caso de asser¢des matematicas,

que envolvem propriedades necessdrias. A sentenca
“uma sequéncia de sete 7s ocorre na expansao decimal de 7w’

¢ sintaticamente significativa, mas seria também semanticamente significativa? Para
que assim o seja, deve-se apelar a condicao de que qualquer sequéncia de digitos
pode em principio ocorrer em qualquer expansdo decimal. Todavia, ao contrario de
uma sentenga que exprime um estado de coisas contingente, se a sentenca acima
for verdadeira, ela é necessariamente verdadeira; se falsa, necessariamente falsa.
Assim, supondo que seja falsa, como dizer que ela exprime um estado de coisas
possivel? Da Silva (2017, 83) afirma que as regras semanticas envolvem apenas
tipos, ndo instancias de tipos. Posto isso, os tipos de sequéncia de digitos e de
expansoes decimais sdo a priori compativeis, a despeito de algumas das instancias

de cada um serem, por uma questio de fato, necessariamente incompativeis.

Numa outra ocasido®?, da Silva fala de um sentido fraco e de um sentido l6gico
de possibilidade. A sentenga “175 € um niimero primo”, por exemplo, é necessaria-
mente falsa, consequéncia da defini¢ao de ndmero primo e do fato de que o nimero
175 possui divisores proprios. Diz-se entdo que, apesar dessa sentenca, num sentido
l6gico, ser necessariamente falsa, ela poderia, num sentido mais fraco de possivel,
ser verdadeira. Ou seja, quando se diz que uma sentenga significativa exprime um
estado de coisas possivel, € a no¢do mais fraca de possibilidade que € levada em
consideragdo: a que versa sobre a compatibilidade entre fipos ontolégicos. Sem
essa concepcdo mais fraca, teriamos dificuldade em explicar como € possivel con-
jecturar sobre a verdade de uma proposicdo que posteriormente é demonstrada ser
(necessariamente) falsa, ou em distinguir entre um fato matematico demonstrado e

a mera suposicao desse fato.

Por esse motivo que da Silva (2017, 83) afirma que o contetdo de uma evidén-
cia possivel é negativo: ndo ha nada que a priori impeca que 175 seja um ndmero

primo, pois o que pode ser estabelecido a priori diz respeito apenas a compatibili-

79(da SILVA, 2017, 71).
80(da SILVA, 2011, 346, nota 9).
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dade entre tipos ontolégicos. Em termos gerais, isso quer dizer que um estado de
coisas pode em principio ser experienciado desde que possamos determinar a priori,
considerando somente os tipos ontolégicos envolvidos, o que ndo pode ser excluido

de ser o conteido de uma experiéncia.

A partir do que foi exposto, reconsideremos agora a pergunta colocada ha
pouco, que dizia respeito ao que o principio de bivaléncia implica: como uma pro-
posicdo, independentemente de uma experiéncia que a confronte com os fatos por
ela expressos, pode possuir um valor de verdade intrinseco? Ou seja, como pode-
mos a priori legitimar que uma proposicao arbitrdria € verdadeira ou falsa, mesmo

nao possuindo um método que possa verifici-1a?

De acordo com o que vimos, a abordagem fenomenoldgica dessa questdo insiste
que, por estarmos tratando de um principio 16gico, devemos instaurar uma investiga-
cao transcendental, a qual nos esclarecerd quais condi¢des devem ser pressupostas a
fim de que o principio de bivaléncia seja vélido. Nossa aten¢do deve voltar-se para o
mundo referido pelas proposi¢des submetidas ao principio 16gico em questdo, pois
¢ referindo-se a ele que a significatividade e o valor de verdade de tais proposi¢coes
sdo compreendidos. Voltar a atencdo para esse mundo significa processd-lo numa
reducdo fenomenoldgica, i.e., significa inquirir a intencionalidade que constitui o
sentido do seu ser, revelando assim os critérios que legitimam as assercoes que o
tém como referéncia:

[T]he truth of logically true assertions does not depend of their particular contents, but

depends on the sense of being of the domain to which they refer. In order for, say,

either A or not-A to be valid, no matter which A, the domain where A is interpreted
must be intentionally conceived in a certain way. It befalls on phenomenology the task
of clarifying what this way of being is and why conceiving the domain of knowledge
thus is justified in the overall schema of knowledge (da SILVA, 2017, 9, nota 7, grifo
do autor).
O que se destaca nessa abordagem € o fato de que o principio 16gico em si ndo é
questionado, dada a sua prépria condicdo de principio, no entanto investigam-se as
pressuposicoes que o validam. Tragesser também argumenta nessa direcdo, em que
a constitui¢ao intencional de um dominio é que exige uma determinada logica, e
ndo vice-versa:

The principal contribution Chapter IV makes to the foundations of logic is to show,

on the basis of phenomenological ontology [...], that there exist different worlds or

objective domains W and V such that, for the porposes of formulating true and adequate

theories of these domains, W e V require different logics (TRAGESSER, 1977, 90,

grifo nosso).

Dessa forma, compreendendo a intencionalidade que constitui o mundo refe-
rido por sentengas significativas elucidamos a validade dos principios 16gicos que
as regem. Por conseguinte, a pergunta que deve ser feita €: quais caracteristicas

dessa intencionalidade sdo responsaveis pela valida¢do do principio de bivaléncia?


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 5. DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL 196

Tal intencionalidade deve conceber um mundo como sendo objetivamente com-
pleto, inteiramente determinado em si mesmo. E esse sentido do ser, atribuido ao
mundo referido por sentencas significativas, que legitima a verificabilidade ideal
pressuposta pelo principio légico de bivaléncia. Assim, tem-se garantido a priori
um dominio maximamente consistente de fatos, onde um, e apenas um, de dois es-
tados de coisas completares e incompativeis entre si € o caso, permitindo que uma
proposicdo sobre qualquer estado de coisas possivel seja em principio verificavel

contra os fatos — o que d4 a ela um valor de verdade intrinseco®!.

Da Silva (2017, 87) observa que principios 1l6gicos sdo a priori e universais,
contudo, a luz da investigacdo fenomenoldgica por ele proposta, tais caracteristi-
cas precisam ser melhor qualificadas. Nesse caso, um principio 16gico € a priori
porque é independente de qualquer experiéncia atual®?, mas nao é independente de
uma determinacdo a priori de quais experiéncias sdo possiveis em principio num
determinado dominio. Tal determinagdo estd envolvida com a maneira como in-
tencionamos o dominio em questdo, possuindo assim um carater fenomenoldgico

transcendental.

Quanto a universalidade, segue-se que a validade de um principio 16gico é rela-
tiva ao dominio cuja intencionalidade o legitima:

[V]alidation in one domain is not exportable to a/l domains. The validity of logical

principles of reasoning is confined to the domains whose sense of being validates them.

Hence, in a sense, logic is not universal, or is, but only within the limits of a given

intentional positing. Different ways of conceiving a domain of being — for example,

the domain of real numbers classically and intuitionistically conceived — may require

different ways of reasoning about the objects of this domain (da SILVA, 2017, 87-88,
grifo do autor).

Dito isso, temos que uma sentenga significativa possui um valor de verdade in-
trinseco em virtude do sentido do ser atribuido ao dominio referido cumprir com
as caracteristicas de ser objetivamente completo e maximamente consistente. Da-
das tais condicodes, pode-se compreender a verificabilidade de qualquer proposic¢ao
como um ideal. No entanto, se a significatividade semantica de uma proposi¢ao
envolver dominios cuja intencionalidade os caracterizam como incompletos, por
vezes dependendo da acido de um sujeito para serem completados, a verificabilidade
ndo pode ser colocada como um ideal. Tal proposi¢ao ndo possuiria um valor de
verdade intrinseco, sendo a sua determinacdo necessariamente dependente de uma
experiéncia-de-verdade, que pode ser atual ou possivel. Mas note-se, trata-se da
nog¢ao de possibilidade compreendida nos parametros de uma verificacao decidivel
(como as proposi¢des caracterizadas de acordo com o item (3), acima), ndo nos

parametros de uma verificabilidade ideal.

81Cf. (da SILVA, 2017, 81-82; 88).
82Que pode ser uma experiéncia intuitiva em que se verifica o valor de verdade de uma proposicao,
por exemplo.
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Podemos desse modo, por meio de um viés transcendental, compreender o de-
bate entre platonistas e intuicionistas. Aqueles intencionam o dominio de referén-
cia de suas proposi¢cdes como objetivamente completo, ja estes, como incompleto,
constituido por meio de construcdes que se desenvolvem no tempo. Neste caso,
nem todo estado de coisas representado por uma proposi¢ao se encontra determi-
nado quanto a sua factualidade. Por conta disso, a bivaléncia ndo € valida em ge-
ral®3, apenas para proposicdes decidiveis. Sendo assim, a disputa entre platonistas
e intuicionistas trata, no fundo, de um embate acerca da constitui¢do intencional de

seus respectivos dominios de referéncia.

E interessante observar a ordem conceitual que constitui esse argumento: par-
tindo da intencionalidade de um dominio seguimos para a validacdo de um principio
l6gico. Logo, se a légica se segue de uma certa concepgao da realidade, ou seja,
se 0 modo de ser de um determinado dominio, que foi intencionado de uma certa
maneira, exige uma logica em particular, isso vai de encontro a ideia de que a 16-
gica serve de base para uma metafisica, um ponto de vista que encontramos, por

exemplo, na obra The Logical Basis of Methaphysics, de Dummett34.

Ap6s ressaltar que o conflito entre platonistas e intuicionistas se deve a pressu-
posicdes que cada uma das partes toma a respeito da natureza da realidade mate-
matica e da verdade matematica, isso com base em hipdteses metafisicas, ndo com

base numa abordagem transcendental e fenomenoldgica, da Silva afirma:

The conflict is dogmatic and thus unsurmountable. The phenomenological-transcen-
dental approach, being non-dogmatic, can understand each side’s perspective, corres-
ponding as they are to different conceptions of reality, each acceptable on its own terms
under the scope of the epoché. From the phenomenological perspective, Platonists and
intuitionists are simply not talking about the same thing, since they do not have the
same intentional conception of mathematical reality (da SILVA, 2017, 86, grifo do au-
tor).

A fenomenologia investiga esse debate a partir da epoché, o que significa, de
acordo com a secdo passada, que a distin¢do entre platonistas e intuicionistas deve
ser considerada no ambito da distin¢do entre MD; e MI,. De fato, para da Silva, o
debate que nao ultrapassa o ambito da distin¢ao entre MD{ e MI; procura justificar
os principios 16gicos por meio de pressuposi¢cdes ontoldgicas e epistemoldgicas,
que de modo geral ele denomina de hipéteses metafisicas. Num realismo conce-

bido por meio de uma hipétese metafisica, por exemplo, h4 um mundo “l4 fora”

83Lembre-se que hd pouco dissemos que um principio 16gico é a priori porque independe de
qualquer experiéncia atual. E justamente por isso que a bivaléncia deixa de ser um principio 16gico
no intuicionismo, uma vez que, neste contexto, para uma proposicao ser verdadeira ou falsa deve ao
menos haver uma experiéncia que evidencie a existéncia de uma método capaz de decidir o seu valor
de verdade.

84 A esse respeito, cf. (ALVES, 2011, 31), onde o autor defende que ha pelo menos uma ideia em
comum entre Dummett e Quine: “the idea that our logical principles constitute our principles about
what there is, and therefore, that logic is metaphysics”.
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porque pressupde-se que tal mundo é completo e independente do conhecimento.
Isso caracteriza o que chamamos na secdo passada de realismo ingénuo. Por outro
lado, anuindo a uma abordagem transcendental, envolvemo-nos com uma questao
de principio. Se hd um mundo “l4 fora”, é porque ele é concebido como objeti-
vamente completo, i.e., trata-se da intencionalidade que constitui seu sentido de
ser. Como temos apresentado, o que interessa a fenomenologia € o voltar-se ao
ato intencional enquanto tal, sendo consideradas ingénuas, ou carentes de melho-
res qualificacdes, pressuposicdes metafisicas que desconsideram a intencionalidade
daquilo que uma pressuposi¢do instaura. Em termos gerais, “[t]he difference is that
metaphysical hypotheses have to do with how reality is, whereas transcendental
presuppositions on how reality is conceived to be or how it must be given how it is

conceived to be”83.

Nesse sentido, a abordagem fenomenoldgica ndo pode colocar-se com o intuito
de justificar a validade de um principio 16gico. E como o conflito entre platonistas
e intuicionistas gira em torna da aprovacao ou recusa do principio de bivaléncia, a
fenomenologia, quanto a isso, nos deixa num terreno neutro, servindo apenas para

nos esclarecer por que esse principio € aceito num contexto mas ndo em outro.

Mais adiante, analisaremos a questdo sobre a rejei¢do de um principio logico,
ou sobre a condi¢do de trafegarmos de um contexto a outro. Por ora, vejamos como
a elucidacdo fenomenoldgica nos auxilia a esclarecer alguns problemas encontrados

no interior do préprio intuicionismo.

5.2.3 Demonstracao, tempo e verdade

Como visto, o cerne da disputa entre um platonista € um intuicionista se concen-
tra na condi¢ao de que aquele admite uma realidade objetivamente completa e in-
dependente. Nesta perspectiva, proposi¢des matematicas sao compreendidas como
descricdes de fatos “que ja estdo ai”’, de maneira que uma proposicao € verdadeira
desde que os descreva corretamente, atribuindo assim a matematica uma conota-
cdo epistemoldgica que se assemelha as das ciéncias naturais, as quais pressupde
um “mundo objetivo 14 fora”. No intuicionismo, por outro lado, o conhecimento,
em certa medida, é constitutivo da realidade. E sob esses termos que a nocdo de
demonstracdo — compreendida como uma atividade de conhecimento, por meio da
qual um sujeito encontra as garantias de evidéncia do valor de verdade de uma pro-
posicdo matemdtica — desempenha um papel fundamental. Neste contexto, onde
a autonomia da realidade é colocada em questdo, o que poderia atestar a verdade

de uma proposi¢do ndo se encontra plenamente determinado: a proposi¢ao tem a

83(da SILVA, 2017, 85, grifo do autor).
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pretensdo de dizer verdadeiramente sobre algo, mas este algo ndo estd completo,
esperando por uma descricdo correta, ele se constréi a0 mesmo tempo em que se

evidencia ao entendimento.

Um dos pontos distintivos do intuicionismo, portanto, € que nele uma proposi-
cdo matemadtica, a despeito de seu cardter necessario, torna-se verdadeira. Ela ndo
¢ intrinsecamente verdadeira ou falsa, pois seu valor de verdade nao € concebido
como algo que pré-existe a vivéncia de um sujeito que o evidencie atualmente (ou,
ao menos, garanta tal evidéncia por meio da posse de um método efetivo de veri-
ficacdo). Nesta secao, baseando-se sobretudo nas filosofias de Prawitz e Dummett,
trataremos da dificuldade de se conciliar as no¢des de demonstracdo e verdade, ja
que elas nos induzem a uma cisao de partes antagonicas: de um lado, temos uma
nog¢ao temporal, empirica e epistemoldgica, de outro, uma no¢ao atemporal, neces-

saria e ontologica.

A nocdo de demonstra¢do contém o elemento epist€émico necessdrio para que,
aliada a uma concepgdo de verdade, seja possivel opor-se a acusagdes concernindo
a admissao de um realismo. Tomando por verdadeiro apenas aquilo que possamos
evidenciar com a apresentacdo de uma demonstracdo, segue-se que a determinacao
desse valor de verdade estd subjugada a vivéncia de um sujeito cognoscente, mesmo
que, por meio da posse de um método efetivo, tal vivéncia esteja garantida apenas

em principio.

Nesses moldes, equivalendo as no¢des de demonstracdo e verdade, o intuicio-
nista conseguiria se desvincular do realismo. No entanto, Prawitz alerta que essa
equivaléncia deve ser ponderada, sob o risco de estarmos exigindo demais do con-

teddo de uma sentencga:

By asserting a sentence you guarantee that there is a proof of it, but that is not what the
assertion says; the content of the sentence, what you say by asserting it, is simply that
the sentence is true, not that you have a proof of it. [...] It seems to be a misrepresenta-
tion of the assertion to think of its content as being that a proof has been found. It is to
put too much in the content (PRAWITZ, 1998, 46).
De acordo com ele, podemos extrair consequéncias bastante contraintuitivas se nao
desvincularmos a verdade de uma sentenca do fato de se ter obtido a sua demonstra-
cdo. Como argumento ele oferece um exemplo hildrio, mas esclarecedor: imagine
um pastor que, até entdo, era dono de 52 ovelhas. Asserindo-se a premissa de
que apenas 50 ovelhas se encontram no pasto, poderiamos concluir que estdo fal-
tando duas ovelhas. Todavia, se a verdade dessa premissa pressupde a efetivacao
de sua demonstracdo — que poderia ser colocar um observador no pasto, para contar
o nimero de ovelhas —, caberia-nos concluir, também, que haveria um observador

bastante cansado.
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Da mesma forma, agora considerando um exemplo dado por Raatikainen (2004,
137), se A é verdadeira significasse 0 mesmo que A foi demonstrada, poderiamos

considerar equivalentes os dois enunciados abaixo:

(1) Se alguém possui uma demonstracdo de que existe uma infinidade de nimeros

primos gémeos, entdo alguém conhece bastante de nlimeros primos.

(2) Se é verdade que existe uma infinidade de nimeros primos gémeos, entdo

alguém conhece bastante de nlimeros primos.

Nao obstante, isso contraria 0 uso mais natural e intuitivo que fazemos da nog¢ao de
verdade em tais contextos. Quando hipoteticamente tomamos uma conjectura como
premissa, o que nos interessa ¢ uma no¢do de verdade atemporal e independente,
para assim podermos construir um argumento que nos leve a certas consequéncias,
dependentes da demonstracdo da conjectura em questdo. Com uma no¢do muito
restrita de asser¢do, em que a posse atual de uma demonstracao € a palavra de or-
dem, seria dificil justificar o uso que fazemos de tais argumentacdes hipotéticas.
A estranheza provocada pelo enunciado (2) nos deixa claro que asserir hipoteti-
camente a conjectura de que hd infinitos nimeros primos gémeos ndo visa extrair
consequéncias do fato de alguém conhecer a demonstragcdo dessa conjectura, pois o
objetivo de uma argumentacgao hipotética €, antes de mais nada, poder pensar sobre
uma realidade que ndo pdde ainda ser conhecida.

Diante disso, Prawitz se pergunta se uma noc¢ao de sentido proposicional com-
preendida em termos epistémicos necessariamente conduz a condi¢ao temporal de

existéncia de uma demonstracao:

What is the appropriate notion of truth for sentences whose meanings are understood
in epistemic terms such as proof or ground for an assertion? It seems that the truth
of such sentences has to be identified with the existence of proofs or grounds, and the
main issue is whether this existence is to be understood in a temporal sense as meaning
that we have actually found a proof or a ground, or if it could be taken in an abstract,
tenseless sense (PRAWITZ, 2012b, 9).
A abordagem que Prawitz privilegia € a que favorece um sentido abstrato e atem-
poral de demonstracdo, para que assim possamos abranger outros usos da forca
expressiva de uma sentenga, indo além da mera assercdo. Essa abstracdo e atempo-
ralidade seria viabilizada pela no¢do de verdade, que nos permitiria sempre atribuir
a uma sentenga, a despeito do uso que se faca dela, um mesmo conteido, seja

empregando-a como uma hipdtese, uma pergunta, ou uma assercao.

Assim, Prawitz (2012b, 14) acusa que autores de indole intuicionista, como

Dummett e Heyting, identificam a verdade de uma sentenca — de acordo com ele, o
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seu conteddo — com as condi¢des de asseri-la, as quais envolvem questdes empiricas
sobre a construgdo e posse de uma demonstracdo. Essa identificacdo restringiria
o uso de sentengas apenas ao seu aspecto assertivo, ja que empregando-as como
conjecturas, por exemplo, a nocdo de verdade envolvida € outra que a de construcio

de uma demonstracao.

Todavia, exatamente nesse ponto onde Prawitz argumenta por uma no¢ao de
verdade baseada numa concepc¢do de demonstragdo abstrata e atemporal, ele € sus-
peito de retomar uma posicio realista®®. De acordo com ele, A ¢ verdadeira nio
deve ser equacionada com A foi demonstrada, mas com A é demonstrdvel, ou existe

187, Para

uma demonstragdo de A, em que este existe € tomado num sentido atempora
proposicoes decidiveis, essa nocdo de verdade é consentida pelo intuicionismo, no

entanto, ao adotd-la de forma geral, surgem acusagdes de realismo:

The difficulty with his formulation is, of course, how we should construe the ‘can’ in
‘can be verified’. I am dubious about his explanation of it [...] in terms of an untensed
and abstract (platonic?) sense of ‘exists’. An untensed use of ‘is true’ is no doubt
admissible: but then it should genuinely be in the tense of timelessness, and not in that
of eternity; ‘is’ ought not to be read as ‘always was and always will be’. [...] it is
equally hard to see how, on this conception of the existence of proofs, we can resist
supposing that a proof of a given statement determinately either exists or fails to exist
(Dummett (1987, 285) em réplica a Prawitz).

Num outro texto, Dummett (1998, 130) reconsidera a posi¢do de Prawitz e nos
esclarece de que maneira com ele concordaria. Sua proposta consiste em dizer que,
situando-nos num ponto em que possamos olhar para o passado, temos o direito de
afirmar que o que aconteceu estava determinado de assim o ter sido. Para ele, o
curso de eventos se desmembra em direcao ao futuro, ndo em direcdo ao passado,
assim, um enunciado que se refere ao futuro nao possui um valor de verdade intrin-
seco, mas chegado o tempo referido, tal enunciado assume um valor de verdade,
sendo que, quanto ao passado, ndo se considera mais o curso de eventos que nao
conduz ao tempo a que se chegou. Nesse sentido, Dummett afirma:

What we need, therefore, is a semantics for tensed statements that will allow us cor-

rectly to say at any given time, concerning some statement that has turned out at that

time to be true, that it was always the case that it was going to be true, even though,

at an earlier time, we could not correctly have said that it was true or going to be true
(DUMMETT, 1998, 130).

Para ficar mais claro, empreguemos aqui o exemplo que Dummett apresenta.
Primeiramente, ele considera uma linguagem com os operadores P,, que significa
foi o caso n dias atrds, e F,, serd o caso n dias depois. Se a uma sentenca A
antepuséssemos o operador P>, formando P>A, por exemplo, tal sentenca significaria
A foi o caso 2 dias atrds. Consideremos entdo o seguinte diagrama, que ilustra o

desmembramento do curso dos eventos r,s e t:

86Cf., por exemplo, (RAATIKAINEN, 2004, 140).
87(PRAWITZ, 2012b, 15).
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A
s P FA t

Dessa forma, com o estado de coisas r precedendo os estados de coisas s e ¢
por 1 dia, sendo a sentenca A verdadeira em s, mas ndo em ¢, situando-nos em r
nao poderiamos afirmar que A seria verdadeira daqui a um dia, i.e., F1A. Isto se d4
porque nao ocorre de A ser verdadeira em todos os ndédulos ligados (acessiveis) a
r. Por outro lado, se o nosso ponto de vista se constituisse a partir de s, F1A seria
verdadeira em r, uma vez que ¢, onde ndo temos a verdade de A, ndo € acessivel ao
nddulo s, ou seja, olhando para o passado, ignoramos os caminhos que nao levaram
a verdade de A, por isso, em s, dirfamos que sempre foi o caso que A se tornaria
verdadeira. Portanto, sendo s o nosso ponto de vista, P F1A é verdadeira em s, i.e.,
ontem j4 era o caso de que A seria verdadeira no dia seguinte. Dummett prossegue
dizendo que a ideia basica dessa concep¢ao temporal € a de que para o presente e
o passado s6 existe um curso de eventos, ndo obstante existir, para o futuro, varios

cursos possiveis, nenhum deles atual.

A nogdo semantica apresentada acima corresponde a maneira de Dummett con-
cordar com Prawitz a respeito da concepg¢ao de que a verdade preexistiria a demons-
tracdo de uma proposicdo. Ela nos permite dizer, de qualquer sentenga que jd tenha
sido demonstrada, que ela sempre foi verdadeira, a0 mesmo tempo em que nao pre-
cisamos consentir com a ideia de que uma sentenca ndo demonstrada ou refutada

estd fadada a ser demonstrada ou refutada, ou jamais ser demonstrada ou refutadaS8.

Prawitz, todavia, ndo se contentaria com essa perspectiva. Ele almeja uma no-
cdo de verdade destituida de qualquer trago temporal. Precisamente, em sua pro-
posta ndo nos caberia afirmar que uma certa proposicao A se tornou verdadeira.
Tampouco poderiamos dizer que, quando uma demonstragdo € obtida, tal demons-
tracdo jd existia, tudo isso por causa do elemento temporal envolvido nessas condi-
coes. De acordo com ele:

[T]ense should be dropped when speaking about truth and the existence of proofs or

grounds, as it usually is when we speak about the existence of numbers. Even a cons-

tructivist can use ‘is’ without tense when saying that there is a number with a certain

property. Such a use does not bring with it a commitment to holding that for any pro-
perty, either there is a number with the property or there is not (PRAWITZ, 2012b,
15).

E vélido observar que um ponto crucial envolvido com a temporalidade da ver-

dade se relaciona com a questdo da objetividade da matemadtica. Em tdltima instan-

88 DUMMETT, 1998, 131).
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cia, Prawitz (1998, 50) se pergunta como a matemadtica manteria a sua objetividade
no contexto de uma concepg¢ao intuicionista. No contexto do realismo (ingénuo),
o problema da objetividade nao se coloca, pois a verdade de uma proposi¢ao nao
depende da vivéncia de um sujeito que a evidencie. Tal verdade se deve a prépria
constituicdo da realidade, que € independente de quem assere a proposi¢do. Sem a
objetividade, a evidéncia de uma assercdo se daria apenas no ambito pessoal, € no
caso de um embate em torno de assercdes opostas, ndo haveria nada de imparcial a
recorrer para que o conflito pudesse ser resolvido. Um desafio que se coloca a um
intuicionista, portanto, € manter, por um lado, a objetividade da matemdtica, mas
sem ser realista, e, por outro, justificar uma posi¢ao antirrealista, mas sem cair em

alguma espécie de subjetivismo.

A via que Dummett parece sugerir é a de que a realidade ndo existe autono-
mamente em relacdo ao conhecimento, no entanto, para que ela ndo seja uma mera
criacdo nossa, ele oferece a imagem de que tal realidade brotaria a medida que fOs-
semos bem-sucedidos em verificar a verdade das proposi¢des por nds investigadas,

de tal maneira que seriamos forcados a aceitd-la assim que ela fosse surgindo:

It seems that we ought to interpose between the platonist and the constructivist picture

an intermediate picture, say of objects springing into being in response to our probing.

We do not make the objects but must accept them as we find them (this correponds to

the proof imposing itself on us); but they were not already there for our statements to be

true or false of before we carried out the investigations which brought them into being

(DUMMETT, 1978, grifo do autor).

Prawitz, porém, traca outro caminho, para justificar a objetividade da mate-
madtica nessa fronteira entre platonismo e intuicionismo. De acordo com ele, essa
objetividade se encontraria no préprio significado das sentengas que consideramos,
sendo que nele ja estdo presentes as condi¢des que nos permitiriam confirmar se

uma alegada demonstrac¢io realmente lhe corresponde.

Consideremos um matematico se esfor¢cando para encontrar a demonstracdo da
verdade de uma proposicao, até que, por fim, ele alega té-la encontrado. Anali-
sando a demonstracdo, pode-se verificar que ela de fato serve para justificar que a
proposicdo investigada € verdadeira. Essa verificacdo s6 é possivel porque nos é
claro, antes mesmo da apresentacdo da demonstracdo, qual o significado da propo-
sicdo. Tal significado ja deixou estabelecido o que seria demonstra-la, apesar de
nao nos dizer como fazé-lo, que seria a tarefa, por exceléncia, do matematico. E

considerando isso que Prawitz afirma:

[T]he question of whether something is a proof is fixed when the meanings are given,
that is, when it is given what counts as a canonical proof. From this it is natural to
conclude that already, before a proof of a sentence is found, it is determined that there
is such a proof. Provability, which I want to identify with truth, becomes in this way
something objective (PRAWITZ, 1998, 50).
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Prawitz, portanto, ndo identifica a verdade de uma proposicdo com o fato dela ter
sido demonstrada, mas com a condicdo dela ser demonstrdvel, condi¢do essa esta-

belecida pelo préprio significado da proposi¢ao.

Em suma, as propostas intuicionistas hd pouco tratadas, ao equacionarem ver-
dade e demonstrabilidade, a fim de nao negligenciar a participacdo de um sujeito
cognoscente na constru¢cdo do saber matemadtico, acabaram sobrecarregando o con-
teido proposicional, como afirma Prawitz. Em virtude disso, as proposi¢des ma-
temadticas ganharam uma dimensao temporal e empirica que nio aparenta condizer
com o carater necessario da ciéncia a que pertencem. Assumindo que a atribuicao de
um valor de verdade a uma proposi¢cdo depende da existéncia de uma demonstracao,
a qual € empiricamente construida por um matematico, temos como consequéncia a
estranha condicao de que uma proposicao demonstrada, ainda que necesséaria, ndo
era, antes da demonstracdo, verdadeira ou falsa. Tentemos agora avaliar os argu-

mentos que Dummett e Prawitz ofereceram para lidar com essa condig¢ao.

A proposta de Dummett aparentemente sugere que, a despeito de uma proposi-
¢do ndo possuir um valor de verdade intrinseco antes de ser demonstrada, quando
surge a sua demonstracdo, o valor de verdade que lhe € atribuido se propaga para o
passado, o que nos permitiria dizer que tal proposicao jd era verdadeira. Contudo,
considerando o argumento de Pereira presente no artigo On the Constructive No-
tion of Truth and a New Sea-battle Problem, temos boas razdes para refutarmos a

proposta de Dummett. Vejamos de perto este argumento.

Pereira comega considerando dois casos em que a verdade vai além de uma

assercdo justificada, i.e., casos em que demonstracdo e verdade ndo se coincidem:

(a) quando se possui um método efetivo capaz de decidir o valor de verdade de
uma proposi¢do, este valor ja estd determinado, mesmo que o método ndo

tenha ainda sido executado;

(b) ap6és uma proposi¢ao matematica ter sido demonstrada, nao se pode negar que
ela jé era verdadeira antes do surgimento da sua demonstracdo, dada a neces-

sidade da sua verdade.

Em ambos os casos ha uma ruptura entre o conhecimento e a realidade, algo carac-
teristico das concepg¢des platonistas: em (a) dirfamos “a proposi¢ao possui um valor
de verdade, apesar de ndo o conhecermos”; em (b), “a proposicao era verdadeira,
mas nao se sabia”. Vale ainda acrescentar que temos aqui uma dualidade. A ver-
dade se dissocia da no¢do de demonstracdo em duas direcdes temporais, uma que

se direciona ao futuro, como em (a), e outra que se direciona ao passado, como em

(b).
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A partir da condicdo (b), em que poderiamos dizer que a verdade de uma pro-
posi¢cdo — depois que a demonstramos — se propaga para o passado, Pereira (2014,
192) reformula o problema da batalha naval, de Aristételes®®. A reformulagio se
d4 mais ou menos nestes termos: seja § uma conjectura matematica levantada em
1662, mas que s6 foi demonstrada em 1994. Levando em conta a propagacdo da
verdade para o passado, podemos dizer que S sempre foi verdadeira, mas ninguém
sabia disso até o dia em que foi demonstrada, mais de 300 anos depois. Em outras
palavras, em 1662, as condi¢gdes que justificariam a verdade de S ndo foram reali-
zadas, apesar de j4 naquela época ela ser verdadeira. Vale observar que uma no¢ao
onitemporal de verdade necessdria estd sendo assumida: a demonstracdo de uma
proposicdo matemdtica ndo implica apenas que a proposi¢cdo € verdadeira, também

implica que ela era verdadeira e sempre serd verdadeira.

O ponto crucial do argumento vem agora. De acordo com o principio C, de
Dummett, se uma proposicdo for verdadeira, entdo deve existir algo na realidade
em virtude do qual se d4 a sua verdade. Um intuicionista, para ndo contrariar sua
conduta epistemoldgica, toma esse algo na realidade como sendo a demonstracio
da verdade da sentenca, ndo um fato matematico independente do conhecimento.
Mas se S nao possui uma demonstracdo em 1662, a qual garantiria a realiza¢do do
principio C, isso quer dizer que S ndo era verdadeira naquela data, o que nos coloca
em confronto com o principio de nio contradi¢do, ou seja: S, em 1662, € verdadeira,
dada a propagacdo da verdade para o passado ocasionada pela demonstracdo de
1994, e ndo € verdadeira, dada a ndo realizacdo do principio C. Temos assim uma
batalha naval as avessas, que pode ser sumariada no seguinte quadro, que a compara

com o argumento da batalha naval aristotélico:

Batalha Naval Nova Batalha Naval

Tempo futuro Tempo passado
Sentengas contingentes Sentencas necessarias
Principio de bivaléncia | Principio de ndo contradi¢ao

Note-se que na batalha naval de Aristételes uma nog¢ao intuitiva, a contingéncia do
futuro, nos faz repensar um principio 16gico, a bivaléncia; na nova batalha naval,
um principio l6gico, a ndo contradi¢do, nos faz repensar uma nog¢do intuitiva, a

onitemporalidade das verdades necessarias.

E quanto a proposta de Prawitz, seria possivel sustentd-la? Tentaremos elucidar

essa questdo por meio da filosofia de Martin-Lof.

89Numa palavra, o problema aristotélico da batalha naval é um argumento para refutar a ideia de
que a necessidade do principio 16gico de bivaléncia implica a ndo contingéncia das acdes futuras.
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Como visto na secao 3.5.1, na TIT compreendemos uma proposi¢ao A quando
temos compreensdao do que seria a sua prova — ou para sermos mais especificos a
TIT, quando sabemos o que seria o seu objeto-prova. Dessa forma, a uma proposi-
¢do A podemos associar o tipo prova(A), habitado pelos objetos-prova que verificam
A. Isso condiz com a seguinte concepg¢do: existindo uma prova de A, pode-se con-
cluir que A é verdadeira; ou entdo: a assercdo da verdade de A se da a partir da

existéncia de uma prova de A. Assim, legitimamos esta equagao:

A proposicdo A é verdadeira = prova(A) existe.

E como Martin-Lof observa, esse existencial ndo € o existencial quantificacio-

nal:

[T]he notion of existence that enters here is the traditional philosophical notion of exis-
tence of a concept, or existence of an essence, if you prefer, where by saying that a
concept has existence I mean that there exists an object which falls under the concept.
So to say that a proposition is true is the same as to say that the concept proof of the pro-

position has existence in the traditional philosophical sense®® (MARTIN-LOF, 1991,
141).
Ou seja, se de fato possuimos uma prova a de A, que pode ser um método efetivo de
verificacdo ainda ndo executado, entdo A é verdadeira. Por isso a inferéncia abaixo

é correta:

a: prova(A)
A é verdadeira

Martin-Lof reconhece a dificuldade do que vimos tratando, qual seja, quando a
noc¢do de demonstracdo se envolve com a de verdade, deve-se estranhamente admitir

que uma proposi¢do necessdaria se torna verdadeira:

[I]t has often been pointed out that it is very counter-intuitive to say that a proposition
becomes true when it is proved, and it has often been held against the intuitionists that

they construe the notion of truth in that way (MARTIN-LOF, 1991, 142, grifo nosso).

Sua maneira de lidar com esse problema consiste em distinguir duas noc¢des de exis-
téncia de uma prova: a existéncia de uma prova pode ser atual ou potencial. E dado
que a existéncia de uma prova implica a verdade de uma proposi¢ao, seguem-se duas
nog¢des de verdade proposicional: uma proposi¢do pode ser atualmente verdadeira
ou potencialmente verdadeira. Quando se diz que uma proposicao € atualmente
verdadeira, isso significa que ela foi provada, ou que a asserc¢ao (ou juizo) A ¢é ver-
dadeira foi demonstrada, ou ainda, que uma prova de A —i.e., um objeto-prova — foi

construida. Tudo isso equivale a dizer que sabemos que A € verdadeira. Por outro

90Cf. a nota 22 da seciio 3.5.1 (p. 60).
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lado, “to say that A is potentially true is to say that A can be proved, that is, that a
proof of A can be constructed, which is the same as to say, in usual terminology,

simply that A is true”!.

Precisamos, no entanto, ter cautela com a expressao A é verdadeira, o que nos
remete 2 discussdo acerca do axioma (CS3) do sujeito criador”>. Repare-se que
Martin-Lof diz “em terminologia usual”, o que quer dizer que, nesse caso, ndo se
estd especificamente falando da forma de juizo da TIT A ¢é verdadeira, que, pela
sua forca assertiva e categérica, compromete-se com a existéncia atual de uma
prova de A. Assim, em terminologia usual, quando enunciamos A ¢é verdadeira,
comprometemo-nos apenas com a existéncia potencial de uma prova de A. Ade-
mais, tendo em vista que na ordem de prioridade conceitual o que € atual precede o
que é potencial®, se de fato possuimos uma prova de A, além de podermos dizer que
A é atualmente verdadeira, também temos o direito de dizer que A € potencialmente

verdadeira, apesar disso introduzir uma ambiguidade desnecessaria.

Isso nos permite compreender por que Martin-Lof considera correta a seguinte

regra de inferéncia”®*:

A é verdadeira ,
(A ¢ verdadeira) é demonstrdvel

mas nio se sente confortavel” com o principio K (que provavelmente estd para

knowability) de Dummett:

K: se um enunciado for verdadeiro, deve ser em principio possivel saber que ele é

verdadeiro.

Considerando que, para Martin-Lof, a demonstracdo de uma assercdo implica
conhecer o que estd sendo asserido, a regra de inferéncia acima € equivalente a
apresentada na se¢do 3.5.3 (p. 81). Nesse sentido, também poderiamos reescrever,

na terminologia de Martin-Lof, o principio K:

/ . . ~ z <
K': se uma proposicao for verdadeira, entdo sua verdade € demonstravel.

O desconforto que esse principio provoca em Martin-Lof diz respeito ao que

91(MARTIN-LOF, 1991, 142).

92Cf. a se¢do 3.5.3, especificamente a pagina 80.

%Tudo o que é atual é possivel, cf. (MARTIN-LOF, 1991, 142).
94(MARTIN-LOF, 1996, 28).

9 (MARTIN-LOF, 1998b, 106).
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j& afirmamos bem atrds: tratando-se de um condicional, pode ser o caso de que a
afirmacdo presente no antecedente nao seja categdrica, logo, da mera hipétese de
que uma proposi¢ao € verdadeira ndo podemos concluir que a sua prova existe. No
entanto, se temos uma asser¢ao categdrica de que uma proposicdo € verdadeira,
como na premissa da regra inferencial acima, é porque temos condicdes de apre-
sentar uma prova que evidencie tal verdade. Em razdo disso, Martin-L6f propde a

seguinte correcao do principio K:

K" se o juizo da forma ‘A € verdadeira’ for correto, entdo a proposi¢io A pode ser

conhecida como verdadeira.

Prawitz (2012a, 57) alega que, nesses termos, o principio K se reduz a uma
trivialidade, dado que “correto”, na andlise de Martin-Lof, significa conhecivel.
Acreditamos, no entanto, que essa retificagdo tem apenas o objetivo de esclarecer
que a mera suposi¢cdo da verdade de uma proposi¢ao nao nos d4 o direito de concluir
que possuimos a sua prova, i.e., que sabemos que ela é verdadeira. Além do mais,
K" exprime o que a regra inferencial acima diz, e, afinal, qual regra inferencial ndo

comporta um sentido trivial?

Mas retomemos nosso problema inicial: como a distingdo entre proposi¢des
atualmente e potencialmente verdadeiras pode lidar com a condi¢do contraintuitiva
de uma proposi¢do matemadtica se tornar verdadeira quando provada? Para Martin-
Lof, quando esse tipo de objecdo € feita, leva-se em consideracdo somente uma
nog¢ao atualista de existéncia de uma prova, e como a verdade de uma proposicao
estd associada a existéncia de sua prova, uma proposicdo sé pode ser verdadeira a
partir do momento que sua prova passa a existir. Sua sugestdo consiste entdo em
apelar a uma nog¢ao potencial da verdade, de modo que ndao mais dizemos que uma
proposi¢do se tornou verdadeira, e sim que sua verdade foi atualizada. Ou seja,
a verdade de uma proposi¢do, que ja lhe era inerente em estado potencial, porque
a existéncia de sua prova sempre lhe foi possivel, apenas se atualiza. Vejamos a
citacdo abaixo:

[T]here is not only the notion of actual truth, but also the notion of potential truth, and

that, even before, the proposition was proved, it could be proved, which is to say that,

although not yet actually true, it was potentially true. Thus the notion of potential truth
is not tensed in the way the notion of actual truth is. On this analysis of the notion

of truth, potential truth, that is, it is clear that there are no propositions which are true
but which cannot be proved; because potential truth is simply analyzed as potential

existence of proof (MARTIN-LOF, 1991, 142).

Nessas condic¢des, Martin-Lof parece cumprir com o que Prawitz caracterizou
como uma nocao atemporal e abstrata de existéncia de uma prova, porque pode-se
dizer de uma proposi¢do arbitraria que a sua prova sempre (no sentido de atem-

poralidade) existiu num estado potencial. Consequentemente, toda proposi¢ao €
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potencialmente verdadeira, independentemente de sua verdade ser ou ndo atuali-
zada. Note-se que assim o argumento da nova batalha naval ndo se aplica, pois a

validade do principio C seria garantida pela existéncia potencial de uma prova.

Ademais, vale ressaltar — pois podemos ser facilmente induzidos a esse ponto —
que a existéncia potencial de uma prova nao se reduz a potencialidade relacionada a
execucao de um método efetivo. A passagem a seguir aparenta atestar que o sentido
de poténcia em “A pode ser provada” nio € o vinculado ao de posse de um método
de decisdo. Dizendo de outro modo, a proposi¢do A ndo precisa ser decidivel. A
no¢do de poténcia ali empregada estd mais préxima ao que chamamos na secao
passada de verificabilidade ideal do que a nocdo de verificabilidade efetiva, que é

menos abrangente:

[I]n the definition of potential truth, we cannot change the words A can be proved into
A has been, is being or will be proved, that is, will be proved at some time in the course
of history, because the conceptual relation between saying that something has been, is
being or will be done and saying that it can be done is that we have an entailment in the
direction, If something has been, is being or will be done, then it can be done, but not

in the converse direction (MARTIN-LOF, 1991, 143).
Se Martin-Lof estivesse falando da posse de um método efetivo, ndo se poderia
negar que a proposicao que tem a conclusao da sua execucdo como prova sera pro-
vada em algum momento no curso da histdria, ou seja, poder-se-ia legitimamente

interpretar “A pode ser provada” como “A foi, estd sendo ou serd provada”.

E quanto a potencialidade envolvida na noc¢ao de verificabilidade efetiva, é pre-
ciso que o método efetivo de verificacdo que a garante seja executado, i.e., & preciso
que ele de fato retorne um valor? De acordo com Martin-Lof, podemos relacionar
essa questdo ao que Lovejoy chama de principio de plenitude, o qual diz que toda
possibilidade serd atualizada no curso do tempo. A negagdo desse principio consiste
em afirmar que ndo € necessdrio que tudo que € possivel deva existir de modo atual.

Como Martin-Lo6f ndo vé “nenhuma base para esse principio”®®

, nada nos impede
de assumir que, para ele, a potencialidade relacionada a verificabilidade efetiva, ou
a nocdo de prova ndo candnica, ndo exige a execugdo factual do método efetivo

envolvido.

Pelo exposto, a impressdo que fica, mais uma vez, é que a tentativa de dissociar
as nocoes de demonstragdo e verdade — a fim de que esta adquira um caréter abstrato
e atemporal — nos deu todos os ingredientes para que compus€ssemos uma compre-
ensdo realista dessas no¢des. A maneira como a no¢ao de poténcia foi interpretada,
tal qual se apresenta no enunciado “A pode ser provada”, parece exprimir a no-
cao de verificabilidade ideal, investigada na sec¢do passada. Entendida dessa forma,

uma proposicao pode ser verdadeira ndo porque ela pode ser atualmente provada,

96(MARTIN-LOF, 1991, 143).
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mas porque ela pode em principio ser provada. No entanto, de acordo com a ana-
lise fenomenoldgica que efetuamos acima, a verificabilidade ideal s6 € vdlida num
dominio cuja intencionalidade o caracteriza como objetivamente completo, que é

justamente a caracteristica fundamental do platonismo:

An assertion is true-in-itself (resp. false-in-itself) if it is meaningful, both syntactically
and semantically; [...] But with an important proviso, assertions must refer to domains
of being that are already fully determined in themselves, domains that I called objec-
tively complete. Only under this presupposition, all meaningful assertions can ideally

be clarified”’. o ‘ o .
[...] If, on the contrary, a domain is conceived as objectively incomplete, depending for

its completion on the action of a subject, there is no place for the notion of intrinsic
truth. Truth is either experienced or not at all (da SILVA, 2017, 88-89, grifo do autor).
Em outras palavras, a menos que uma proposi¢do se refira a um dominio objeti-
vamente completo, ndo estamos justificados em lhe atribuir um valor de verdade
intrinseco, que corresponderia a nocdo proposta por Martin-Lof de proposic¢ao po-

tencialmente verdadeira.

Gostariamos de observar, contudo, que a existéncia de um dominio objetiva-
mente completo ndo € uma condi¢do suficiente para haver um realismo semantico —
1.e., qualquer proposi¢cdo possui um valor de verdade intrinseco —, apesar de ser uma
condi¢do necessaria. Estaria entdo Martin-Lof, sobretudo ao atribuir um caréter on-
tologico aos objetos-prova, propondo uma forma de intuicionismo em que temos, de
um lado, um realismo ontolégico, mas, de outro, um antirrealismo seméantico? Po-
demos constatar nesta citagdo que os objetos-prova (ou provas, simplesmente) sao
compreendidos ontologicamente, entidades em virtude das quais uma proposi¢ao

pode ser dita verdadeira:

[T]he intuitionist, or verificationist, notion of truth is really a version of the correspon-
dence notion of truth, truth as agreement with reality: the only novelty is that we call
that thing in reality, or in the world, which has to be there in order for the proposition

to be true, its proof, or verification (MARTIN-LOF, 1998b, 112).

A partir disso, poderiamos entender que hd um dominio objetivamente com-
pleto de objetos-prova, referéncia de toda proposi¢ao verdadeira, de modo que, para
uma proposicao arbitrdria A, existe ou ndo existe um objeto-prova que a verifique.
Esse dominio, além de garantir a verdade potencial de A, invalidaria o argumento
da nova batalha naval: os objetos-prova sempre estiverem disponiveis, ou melhor, a
referéncia de uma proposicdo verdadeira, como demanda o principio C, pré-existe

a atualizacdo da verdade dessa proposicao.

Mas se a verdade de uma proposi¢do se deve a existéncia de seu objeto-prova,

afirmar que, para qualquer proposic@o, seu objeto-prova existe ou ndo existe nao

9T1.e., idealmente provada (nota nossa).
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equivale a se comprometer com um realismo semantico? Ademais, isso nao valida-
ria o principio 16gico de bivaléncia, marcador fundamental da distin¢ao entre plato-
nismo e intuicionismo? A concepc¢do semantica da TIT ndo permite uma resposta
positiva a essas duas questdes. Para se afirmar um juizo da forma A é verdadeira, é
preciso conhecer o objeto-prova que realize as condi¢des estabelecidas pelo sentido
da proposi¢do A: “to have the right to make a judgement of the form ‘A is true’,
you must know a proof of A”?8. Desse modo, o principio de bivaléncia apenas
seria valido se conhecéssemos, para uma proposicao arbitrdria A, um objeto-prova
de AV ~ A, que, de acordo com o sentido da disjuncdo, equivale a conhecermos o

objeto-prova de pelo menos um dos disjuntos, contudo isso nem sempre é o caso’”.

Prawitz sugere essa interpretacdo para a teoria intuicionista de tipos, em que,

poderiamos dizer, alia-se um realismo ontoldgico a um antirrealismo semantico:

Adopting this new view of proof-objects, Martin-Lof definition of truth in terms of
them does not any longer make “intuitionism into an idealistic philosophy in the kno-
wledge theoretical sense”. On the contrary, it brings his new position close to, or at
least closer to, realism. Asked what the proof-bjects are after their epistemic con-
nections have been severed, Martin-Lof and Sundholm often answer that they are just
truth-makers (PRAWITZ, 2012a, 59, grifo do autor).

Apesar dessa interpretacao solucionar os problemas que temos discutido, ndo
acreditamos que seja fidedigna ao intuicionismo de Martin-L6f. Nao € correto afir-
mar que, de acordo com a TIT, haja um dominio objetivamente completo de objetos-
prova. Como discutido na secao 3.5.1, Martin-Lof distingue entre demonstrar um
juizo e provar uma proposi¢ao. Um juizo da forma A é verdadeira é demonstrado
por um encadeamento de inferéncias onde se evidencia a construcdo de um objeto-
prova que verifica a proposicdo A. Ou seja, os objetos-prova nao habitam um do-
minio objetivamente completo e independente, pois sdo construidos por meio de
uma demonstragdo, atividade que se caracteriza por trazer evidéncias a um sujeito

cognoscente.

Sendo assim, temos que admitir que a condi¢ao temporal de uma proposicao
tornar-se verdadeira € algo inerente ao intuicionismo, trazendo consigo todas as
suas consequéncias contraintuitivas? Acreditamos que nao, e a solucio para isso, se
estivermos corretos, encontra-se na maneira em que a teoria intuicionista de tipos

compreende o sentido proposicional.

Na TIT, temos os juizos de formagdo. Por conseguinte, antes de termos o di-
reito de asserir A ¢é verdadeira, o juizo de formacgao A é uma proposicdo ja deve ter
sido feito, i.e., ele entra como premissa da conclusdo que assere a verdade de A.

Para termos o direito de asserir A é uma proposi¢cdo, devemos saber o que seria um

9% (MARTIN-LOF, 1998b, 112).
9Cf. (PRAWITZ, 2012a, 61).
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objeto-prova de A, pois € esse conhecimento que nos permite compreender o sentido
de A, ou seja, que nos permite saber que A € uma proposicao. Outra peculiaridade
da TIT € que proposicdes podem ser vistas como tipos, tipos habitados por objetos-
prova que verificam a proposicdo associada ao tipo que habitam. Assim, temos algo
semelhante ao que falamos na se¢do passada sobre significatividade semantica. Vi-
mos que a proposi¢ao “o numero 2 € verde” ndo é semanticamente significativa
porque hd uma incompatibilidade a priori entre tipos ontolégicos. Também vimos
que uma sentenga sintaticamente e semanticamente significativa é capaz de expri-
mir uma situacdo a priori possivel, isso se devendo tdo somente a compatibilidade
entre os tipos ontoldgicos que constituem a sua significatividade semantica. Por
essa razdo que a proposi¢ao “175 é um nimero primo”, apesar de ser necessaria-
mente falsa, pode (num sentido mais fraco de possibilidade) ser verdadeira. E aqui
chegamos ao ponto que gostariamos de propor: quando asserimos A é uma proposi-
¢do, delimitamos a compatibilidade dos tipos requeridos pelo sentido de A, para os
quais devemos investigar a constru¢io de um objeto-prova que os instancie. E essa
compatibilidade de tipos, instaurada assim que compreendemos o sentido de A, que

nos permite dizer que A pode ser verdadeira, ou que A pode ser provada.

Usando o argumento da nova batalha naval para testar a nossa interpretagao,
dizemos: independentemente de quando ocorre uma prova, no momento em que
uma proposi¢ao € feita, ou conjecturada, diriamos, estabelece-se uma compatibili-
dade de tipos, determinando a priori que a proposi¢ao em questiao pode ser provada.
Ou seja, uma proposi¢do se torna verdadeira porque construimos um objeto-prova
que a verifica, no entanto, devido somente ao sentido da proposicdo, a constru¢ao
desse objeto-prova ja era possivel, i.e., ja havia a possibilidade da proposicdo ser
verdadeira. E tudo isso sem recorrermos a uma concepcao platdonica de entidades
pré-existentes. Até mesmo os tipos ontoldgicos s6 existem porque as proposi¢does
existem, as quais sao construidas pelos juizos de formacdo da TIT. Nessas condi-
coes, no que diz respeito a passagem do tempo, talvez o mais importante a questio-

nar € se a proposicdo provada é a mesma conjecturada tempos atras.

Assim, se lermos a luz da TIT a nocdo de sentido proposta por Prawitz, ela
parece sustentar-se diante das dificuldades ocasionadas por uma noc¢ao mais abstrata

de verdade.

5.3 Prawitz: equilibrio reflexivo

Como vimos atrds, no contexto de uma anélise fenomenoldgica da 16gica, alega-

se que um principio légico, justamente por conta de sua condi¢do de principio, ndo
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pode ser justificado, impondo assim, caso queiramos compreender sua legitimidade,
uma investigacao de cardter transcendental. No entanto, essa investigacdo ndo nos
permite eleger uma légica em detrimento de outra, uma vez que se restringe a elu-
cidar as condicdes que validam um certo principio, ou seja, ndo haveria uma 16-
gica correta, pois cada dominio, de acordo com os termos de sua intencionalidade,

harmoniza-se com uma determinada légica.

Notamos uma situagdo semelhante quando tratamos da nocao de indicador de
derivacdo. Apesar da derivacdo subjacente a uma demonstragcao revelar de maneira
objetiva quais principios légicos esta pressupde, ela ndo nos da condicdes para re-

solvermos conflitos origindrios de uma disputa entre 16gicas.

Assim, nesta secdo, gostariamos de dar um passo adiante. Assumindo que a
intencionalidade de um dominio exige uma determinada légica, ndo seria entdo
possivel criticar o ato intencional que constitui tal dominio, o que indiretamente
implicaria uma critica a légica por ele exigida? Em outras palavras, seria possi-
vel estabelecer um critério que favorecesse uma intencionalidade em detrimento de
outra? Dessa forma, se, por exemplo, ndo tivermos boas razdes para que o domi-
nio de objetos da matemadtica seja intencionado como um dominio incompleto, em

constru¢do, ndo teremos motivos para sancionar o intuicionismo.

Para da Silva, a matemética d4 conta de si mesma, de modo que a filosofia da
matematica deve ser caracterizada como um ramo da epistemologia, com a funcdo
de elucidar o que se passa na matematica, sem ignorar “como ela é atualmente
praticada e tradicionalmente concebida”!%?. Caso a filosofia ndo se contente com o
seu papel de elucidacdo e tente justificar a maneira como uma determinada pratica
matematica intenciona o seu dominio, i.e., caso tente apresentar uma razao para
eleger uma determinada intencionalidade, ela pode passar a assumir pressupostos

metafisicos:

The fact that mathematicians are convinced that the domain of numbers is objectively
complete only shows that this is how mathematicians conceive the numerical domain
to be, which has no bearing on how this domain is independently of being so concei-
ved, if it indeed were so. Some philosophers think that this way of conceiving must
be justified. But how, they wonder, if not by a metaphysical presupposition, namely,
that this is how the domain actually is? The conception is made to rest on a metaphy-
sical parti-pris. It takes phenomenological insight for one to realize that there is a gap
between intentional conceptions and metaphysical theses (da SILVA, 2017, 259, grifo
do autor).

Todavia, antes de haver uma elucidagdo transcendental da experiéncia mate-
matica (ou das ci€ncias positivas em geral) tal como ela € praticada, a existéncia

dessa pratica ja estd sendo pressuposta. Se nos limitamos a apenas compreender

uma pratica nela mesma, podemos ter um bom entendimento de como funciona

100(da SILVA, 2017, 1).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 5. DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL 214

internamente, todavia ignoramos como ela se comporta diante de outras préticas.
Saberfamos dizer o porqué de uma pratica ter prioridade em face de outras? E no
caso em que uma pratica se modifica? Se nos contentamos com a visdo interna,
podemos somente constatar que uma certa maneira de conceber a realidade foi mo-

dificada. Mas o que levou a essa modificagdo? Vejamos a seguinte citagdo:

Mathematical objects, as I will argue below, are (ordinarily or “classically” posited as)
abstract (ontologically dependent), ideal (non-real) objects outside space and time. To
treat them otherwise, as, for instance, temporal objects, in the manner of intuitionists, is
to falsify the experience in which they are posited. Which does nor mean that experien-
ces of constitution of the intuitionist type are illegitimate; on the contrary, all positing
intentional experiences are legitimate on their own terms. My point is that intuitio-
nism does not coincide with ordinary mathematics; it is a completely different thing.
It cannot count as a philosophy of mathematics, only as an alternative conception of
mathematics. My approach, in short, offers not only a possibility of philosophically
clarifying usual, ordinary mathematics, but alternative versions of it too (da SILVA,
2017, 16, nota 13, grifo do autor).
O que legitima a distin¢@o entre uma matematica ordindria € uma matematica alter-
nativa? Uma mera questdo numérica, i.e., hd mais matematicos praticando a mate-
matica classica? A seguir, por meio da caracterizacdo que Prawitz da ao principio
de equilibrio reflexivo, acreditamos elucidar esses pontos, que ndo dizem respeito
a uma dada pratica em si, mas a um conflito entre praticas. Ou seja, haveria uma
justificativa objetiva que nos pudesse guiar diante de uma escolha entre préticas

conflitantes?

Para comecar, Prawitz apresenta duas concepcdes que ele caracteriza como anti-
objetivistas: o niilismo valorativo e o subjetivismo valorativo. De acordo com elas,

juizos de valor como'?!

“A Suécia deve investir em energia nuclear” ou

“Nao € justo perseguir alguém por motivos raciais”

nao sdo verdadeiros nem falsos, pois ndo hd propriamente uma afirmacao envolvida,
em que se atribui uma propriedade a um certo objeto. Para o niilismo valorativo, tais
juizos expressariam somente uma opinido ou um gosto particular. Ja de acordo com
o subjetivismo valorativo, a questdo da verdade pode até surgir, contudo ela estaria
relacionada apenas a atitude do falante com relagdo as suas opinides valorativas

emitidas, ndo ao juizo em si.

Ambas concepg¢des inabilitam uma discussdo racional sobre juizos de valor,
pois sendo o objetivo de uma discussao estabelecer um valor de verdade, impossi-

bilitada a existéncia deste, ndo ha o que ser discutido. No subjetivismo valorativo,

101 PRAWITZ, 2007, 127).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513204/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513204/CA

CAPITULO 5. DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL 215

o miximo que poderiamos discutir € se a atitude de alguém condiz com os juizos
de valor por ele emitidos, “mas ndo podemos discutir se ele deveria ou ndo possuir

esses sentimentos” 102,

A despeito disso, uma possibilidade de discussdo acerca de juizos de valor seria
discutir as relagdes entre tais juizos, como deduzir um valor a partir de valores mais
basicos, ou recusar um valor por estar em contradicdo com valores previamente
estabelecidos. Prawitz (2007, 128) reconhece que parte dos defensores do niilismo
valorativo legitimam esse tipo de discussao, mas, em todo caso, sendo consistente o
sistema constituido pelos valores bdsicos, ndo nos cabe argumentar sobre a verdade

ou falsidade destes.

Assim, dado que um juizo cientifico pretende estabelecer algo passivel de ver-
dade ou falsidade, e consideragdes morais sobre deveres nao sdo suscetiveis a um
valor de verdade, uma das conclusdes que se segue dessas teorias anti-objetivistas
¢ que ndo cabe a ciéncia descrever como devemos agir. Algo que também se ma-
nifesta em nossas relacdes ordinarias, como quando dizemos que uma determinada
questdo de valor ndo se discute porque se trata de um gosto particular. Isso, to-
davia, ndo necessariamente conduz a um ceticismo ou relativismo generalizados,
basta notarmos que o subjetivismo apontado nas proposi¢des valorativas € frequen-
temente apresentado em contraste com proposi¢des objetivamente factuais — e.g.,
“estd nevando”, “a terra é redonda” —, cujos valores de verdade independem da

subjetividade daquele que as enuncia'®.

Como aponta Prawitz (2007, 132), uma parcela dos niilistas valorativos de-
fende que os problemas mencionados acima ndo se restringem ao ambito da ética,
estendendo-se de modo andlogo aos dominios da matemadtica e da 16gica. De acordo
com esse ponto de vista, da mesma maneira que na ética hd valores basicos sobre
0s quais ndo cabe uma discussdo sobre a verdade — e a partir dos quais sdo de-
duzidos outros valores —, um matemadtico pode adotar um conjunto arbitrario de
axiomas, desde que ndo sejam contraditdrios entre si. Argumentar em favor de um
certo enunciado matemético consiste entdo em deduzi-lo, por meio de regras de in-
feréncia, de axiomas previamente assumidos, a respeito dos quais nio faz sentido
discutir se sao verdadeiros ou falsos. Como nesse caso a asser¢ao do enunciado nao
passaria do estabelecimento da condi¢ao de uma proposicao se seguir logicamente
de outras, o que em ultima instincia estariamos admitindo € que os enunciados ma-
tematicos possuem uma natureza logica, que ndo asserimos algo “matematicamente
verdadeiro”. Assim, dirfamos que ha uma relativizagdo da matematica, dado que

esta € reduzida a 16gica.

12(PRAWITZ, 2007, 128).
103(PRAWITZ, 2007, 129).
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Seguindo o movimento desse raciocinio, podemos considerar um relativismo
com relacdo a prépria légica. Desse modo, um enunciado € logicamente verdadeiro
quando derivavel de axiomas 16gicos por meio de regras bésicas de inferéncia. E
igualmente, ndo faz sentido argumentar pela verdade dos axiomas e das regras de
inferéncia. No caso da légica, contudo, em que nao hd a reducdo de um conheci-
mento a outro — como na reducdo da matemaética a logica —, temos um relativismo
total, o que traz a seguinte consequéncia:

[T]odo raciocinio se torna agora no fundo tao correto do ponto de vista 16gico quanto

qualquer outro. A tarefa da l6gica ndo consiste em averiguar quais raciocinios sdo

corretos, mas somente em determinar a qual sistema de regras um raciocinio pertence
e quais raciocinios s@o corretos em diferentes sistemas (PRAWITZ, 2007, 132).

Ou seja, dado qualquer argumento, podemos lhe atribuir uma Iégica subjacente,

cuja correcao de seus axiomas e regras basicas ndao pode ser colocada em questao.

Esse relativismo total, o qual podemos considerar como um niilismo 16gico,
poderia ser evitado se encontrdssemos um meio de argumentar em favor ou contra
a correcdo das regras légicas que assumimos ou desconsideramos. Infelizmente,
a definicdo mais corrente de verdade légica, a qual afirma que uma certa forma
proposicional € logicamente verdadeira se e somente se ela permanece verdadeira
a despeito de qualquer reinterpretacdo que se faca de suas contantes ndo logicas,
¢ insuficiente para nos auxiliar neste quesito. A esse respeito, Prawitz apresenta o
seguinte exemplo:

Se aplicamos essa defini¢do a sentenga “para toda propriedade vale que ou ela pode

ser aplicada a todos os objetos, ou existe um objeto que ndo tem a propriedade em

questdo”, entdo vemos que ela é logicamente verdadeira se e somente se, para qualquer
dominio de individuos e para qualquer propriedade que possamos escolher, segue-se

que, ou todos os individuos do dominio t€m a propriedade ou existe algum individuo
no dominio que ndo a possui (PRAWITZ, 2007, 133).

Contudo, como ele alega em seguida, na prépria argumentacgao pela verdade 16gica
da sentenca acima € pressuposto o principio de bivaléncia, que € justamente o que se
encontra em disputa entre as 1dgicas cldssicas e intuicionistas. Por isso o emprego da
defini¢do usual de verdade l6gica seria insuficiente numa argumentagdo envolvendo

uma disputa entre 16gicas.

A fim de elucidar o envolvimento entre argumentos e regras logicas, Prawitz
(2007, 133) apresenta um exemplo concreto de argumento matematico, o qual re-
fazemos a seguir com algumas pequenas modificagdes. O objetivo do argumento
¢ demonstrar o teorema de Euclides que diz haver infinitos nimeros primos, i.e.,
dada qualquer lista em ordem crescente de nimeros primos pp, p2, p3, ..., Pn, pode-

se sempre acrescentar um nimero primo maior que pj,.

Seja N o nimero que obtemos quando multiplicamos entre si os primos de uma

dada lista e, em seguida, somamos 1 ao resultado, i.e.:
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N=(p1-p2-p3--..-pn) + 1.

Assim, temos:

(1) N é um nimero primo ou N € divisivel por um nimero g, tal que 1 < g < N;

Considerando o primeiro disjunto, segue-se que

(2) existe um ndmero primo maior do que pj, o proprio N;

Considerando o segundo disjunto, segue-se que

(3) existe um ndmero primo g < N que divide N (isso se deve ao Teorema Fun-
damental da Aritmética: todo inteiro maior do que 1 ou é um nimero primo,
ou pode ser representado de maneira tinica como um produto de ndmeros

primos);

Consequentemente:

(4) g > pu, uma vez que a divisdo de N por qualquer um dos py,..., p, sempre

deixa 1 como resto;

Logo, em ambos os casos, (2) e (3):

(5) pode-se sempre apresentar um primo g > p,, ou seja, 0s nimeros primos sao

infinitos. [

Como Prawitz observa, a inferéncia de (5) a partir de (1), (2) e (4) consiste
numa instancia da regra l6gica conhecida como Dilema Construtivo, a qual estabe-
lece que, dadas trés premissas com as seguintes formas: A ou B; Se A, entdo C;

Se B, entdo C; podemos concluir C. Ele entdo coloca a seguinte questao:

Mas serd realmente que nossa inferéncia acima, pela qual concluimos (5) a partir das
premissas (1), (2) e (4), tem sua validade derivada dessa regra logica geral? Ou serd
que, em vez disso, compreendemos diretamente que (5) tem que valer se (1), (2) e
(4) valem, e que a regra logica adquire sua validade do fato de que essas instancias
concretas sdo vélidas? (PRAWITZ, 2007, 135, adaptamos os niimeros que se referem
aos passos argumentativos).
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H4é aqui um questionamento sobre o que colocamos em primeiro lugar na or-
dem das razdes: um argumento particular porta a sua prépria evidéncia, ou nada
mais seria do que a instancia de principios 16gicos gerais? Ou seja, precisamos re-
conhecer um argumento como uma instancia desses principios para que possamos
legitimar a sua validade? Prawitz (2007, 135) levanta alguns pontos contra esta ul-
tima posi¢ao. Na demonstracdo acima, sua validade ndo aparenta ser outorgada por
uma primazia da regra geral caracterizada pelo principio do Dilema Construtivo.
Atentando-nos diretamente para o conteddo do argumento, reconhecemos sem mai-
ores problemas que o passo (5), que expressaria a conclusdo da regra, ja se encontra
justificado no passo (4). Além disso, Prawitz argumenta que “uma regra geral quase
sempre € mais incerta do que suas instincias concretas”. Em sua formulacao geral,
a validade do principio do terceiro excluido (que se encontra no cerne das discus-
sOes entre cldssicos e intuicionistas), por exemplo, € bem mais controversa do que a
validade de suas instancias particulares, como no caso de (1), que nos parece ime-
diatamente clara, dada a defini¢do de nimero primo. Nesse sentido, a validade de
um argumento aparenta ser mais simples de ser reconhecida em sua particularidade
do que na formulagdo de principios gerais dos quais o0 argumento seria uma mera

instancia.

Um outro ponto que se deve considerar € que, se a validade de um argumento
particular for sempre subsumida a validade de um principio geral, podemos incorrer
num regresso ao infinito absurdo. Tal condicao pode ser descrita nos seguintes ter-
mos!%: podemos dizer que a passagem do passo (3) ao (4) é correta se a proposi¢io
“se existe um numero primo g < N que divide N, entdo g > p,” for vélida, a qual

chamaremos de (S), i.e.:
(S) Se (3), entdo (4).

Assim, a inferéncia de (4) seria justificada a partir de (3) e (S). Nao obstante, a

correcdo dessa inferéncia, por sua vez, seria garantida pela validade da proposicao
(S") Se (3) e (S) valem, entdo (4).

Todavia, ndo podemos ainda inferir (4) a partir de (3), (S) e (S'), pois, para tanto,

precisamos garantir a correcao dessa inferéncia por meio da validade da proposicao

(S”) Se (3), (S) e (S') valem, entdo (4).

104Cf. (PRAWITZ, 2007, 135-136) e (CARROLL, 1895).
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E assim sempre demandariamos a validade de novos principios, impedindo-nos de

definitivamente alcancar a conclusdo almejada.

Diante disso, Prawitz (2007, 136) ressalta a posi¢do de Brouwer, para o qual a
validade de uma inferéncia € compreendida diretamente a partir do contetido que se
apresenta num caso particular, ndo por intermédio de um principio geral que a tem
como instancia. A ldégica surgiria apenas posteriormente, formulando principios
gerais com base em argumentos concretos que ja considerariamos validos. Desse
modo, a prioridade € dada aos argumentos particulares, i.e., os principios 16gicos
sdo vélidos desde de que sejam uma generalizacdo correta destes, ao passo que um
dado argumento ndo adquire sua validade pelo fato de concordar com uma certa
l6gica. Esse ponto de vista pode ser também estendido a outros ambitos, como
os da ética e da linguistica. Muitas vezes ndo temos dificuldades em julgar que
uma certa acao € justa ou injusta, ou que uma determinada expressdo linguistica é
correta ou incorreta, a despeito de que seja complicado formular um principio geral

que abranja adequadamente tais julgamentos particulares.

Dando prioridade aos casos particulares, revertemos a condi¢do descrita no ini-
cio desta se¢do. Naquela ocasido, de acordo com o niilismo valorativo, poderiamos,
a partir de axiomas 16gicos ou principios morais fundamentais, argumentar em de-
fesa de uma verdade 16gica ou moral, contudo tais axiomas ou principios deveriam
ser assumidos sem a possibilidade de argumentarmos em favor deles. Na perspec-
tiva atual, a situagdo se inverte: o fato de axiomas ou principios implicarem propo-
si¢des cuja validade se legitima em casos particulares € usado para argumentarmos

em prol deles. Para Prawitz (2007, 137), isso nos daria

um critério para a validade de uma regra basica 16gica ou moral, que é, em principio, do
mesmo tipo daqueles utilizados para a aceitacdo de uma teoria nas ciéncias empiricas.
Aceitamos uma teoria cientifica quando ela € a teoria mais simples que nos permite
deduzir os fendmenos que realmente observamos; e a rejeitamos quando ela implica
enunciados que sao refutados pela observagao.

Em suma, ao contrério do que apregoa o niilismo valorativo, temos condi¢des
de argumentar pela verdade de principios bdsicos morais ou légicos, sendo o crité-
rio utilizado para isso a condicao de tais principios implicarem o que efetivamente

constatamos nos casos particulares.

Todavia, a comparagdo com as ciéncias empiricas ndo é completamente ade-
quada. Uma sentenca observacional ndo estd para uma teoria empirica da mesma
maneira que um valor ou inferéncia particulares estao para uma teoria ética ou uma
l16gica, respectivamente. No caso destas, acontece de frequentemente nos guiarmos
por principio gerais quando ndo estamos completamente certos a respeito de como
julgar o caso particular que se apresenta. Por outro lado, nas ci€ncias empiricas,

“mesmo sendo verdade que nossas observagdes dependem em parte das teorias em
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que acreditamos, ndo parece razodvel pensar que aquilo que observamos seja de

fato modificado com base em consideragdes tedricas”!.

Nesse sentido, a ética e a 16gica sdo peculiares porque no momento em que
reconhecemos a validade de um principio geral ele assume um cardter normativo
que passa a se impor sobre os juizos que fazemos nos casos particulares. Como
argumenta Prawitz (2007, 139), faz parte da natureza de nossas a¢des que elas sejam
influencidveis pelas reflexdes que fazemos acerca delas. Assim, o estabelecimento
de principios gerais traz uma melhor compreensao dos objetivos de nossas agdes
éticas ou argumentativas, induzindo-nos a agir de acordo com tais principios, o que

por fim acaba modificando o cariter dessas agoes.

H4, portanto, “um movimento circular inevitdvel”1% no estabelecimento de
principios gerais que concernem nossas agdes. Em especial, a partir de valores
éticos fundamentais e regras ldgicas gerais, julgamos valores e inferéncias particu-
lares, mas existe também a outra dire¢do, argumentamos em favor dos principios
l6gicos ou éticos indicando que eles ndo contrariam nenhum caso particular que

reconhecemos como legitimo.

Consequentemente, na situacdo de um conflito entre um principio geral e um
caso particular, um desses dois polos deve ser modificado. Prawitz (2007, 140)
nao desenvolve um argumento detalhado que elucide como nos guiar acerca de tal
modificacdo, dizendo apenas que, se as praticas constitutivas dos casos particulares
j& estiverem bastante “arraigadas” em nds, provavelmente rejeitaremos o principio
geral conflitante, mas se, por outro lado, o principio geral tem sido ratificado pelos
casos particulares, e ja o temos “absorvido” em nossa compreensao, o mais provavel

€ que consideremos errados os casos particulares conflitantes.

Dessa forma, quando tentamos propor um principio geral ou resolver um con-
flito entre este e um caso particular, dd-se inicio a um processo de modificagoes
sucessivas, que pode modificar ora um lado, ora o outro, mas ndo deixando de con-

vergir para um equilibrio onde a teoria e a praxis encontrem uma harmonia:

O desenvolvimento da teoria dos conjuntos nos tltimos cem anos pode ser visto como
um exemplo desse tipo de processo na drea da 16gica. Somente quando, nesse processo,
tivermos atingido um ponto de equilibrio em que teoria e praxis entrem em acordo
— o que Rawls denomina “equilibrio reflexivo” — poderemos ter a pretensdo de ter
alcangado uma compreensao tedrica de nossa atividade (PRAWITZ, 2007, 140).

Alcangado tal equilibrio, terfamos um bom fundamento para aceitarmos tanto a

praxis quanto a teoria que procura compreendé-la por meio de principios gerais.

O termo “equilibrio reflexivo”, que Prawitz atribui ao filésofo John Rawls, é

105(pPRAWITZ, 2007, 138).
106(PRAWITZ, 2007, 139).
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caracterizado por este autor, no contexto da filosofia politica, da seguinte maneira:

In searching for the most favored description of this situation'?” we work from both

ends. We begin by describing it so that it represents generally shared and preferably
weak conditions. We then see if these conditions are strong enough to yield a signifi-
cant set of principles. If not, we look for further premises equally reasonable. But if
so, and these principles match our considered convictions of justice, then so far well
and good. But presumably there will be discrepancies. In this case we have a choice.
We can either modify the account of the initial situation or we can revise our existing
judgments, for even the judgments we take provisionally as fixed points are liable to
revision. By going back and forth, sometimes altering the conditions of the contractual
circumstances, at others withdrawing our judgments and conforming them to princi-
ple, I assume that eventually we shall find a description of the initial situation that
both expresses reasonable conditions and yields principles which match our conside-
red judgments duly pruned and adjusted. This state of affairs I refer to as reflective
equilibrium (RAWLS, 1999, 18).
Nesta mesma passagem, Rawls acrescenta uma nota de rodapé que faz referéncia ao
trabalho do filésofo Nelson Goodman, no qual podemos encontrar uma concepcao
semelhante de ajuste mituo entre condi¢des particulares e principios, s que no
ambito de principios concernentes a ldgicas indutivas ou dedutivas. Goodman nao
emprega o termo “equilibrio reflexivo”, mas pela caracteriza¢ido que lemos abaixo,
vislumbramos a mesma nog¢do de justificacdo de um principio a partir da obtencao

de um estado de equilibrio:

[D]eductive inferences are justified by their conformity to valid general rules, and that
general rules are justified by their conformity to valid inferences. But this circle is a
virtuous one. The point is that rules and particular inferences alike are justified by being
brought into agreement with each other. A rule is amended if it yields an inference we
are unwilling to accept; an inference is rejected if it violates a rule we are unwilling to
amend. The process of justification is the delicate one of making mutual adjustments
between rules and accepted inferences; and in the agreement achieved lies the only
justification needed for either (GOODMAN, 1983, 64, grifo do autor).

Prawitz (2007, 140) ressalta, contudo, que o estabelecimento de um equilibrio
nao d4 garantias de uma verdade absoluta. O equilibrio obtido pode ser desestabi-
lizado a qualquer momento, seja por novas consideracdes tedricas — “quando, por
exemplo, buscamos uma explicacdo unificada, uma teoria mais bdésica, para feno-
menos semelhantes” —, seja por uma praxis que nos viabilize novas experiéncias.
Nao obstante, temos condi¢des adequadas para discutir racionalmente a verdade de
proposicdes que dizem respeito a principios ldgicos ou morais, refutando assim a

tese do niilismo valorativo.

Uma ressalva que se poderia fazer consiste em imaginar uma situagdo em que
dois interlocutores estabeleceram para si equilibrios diferentes. Como cada um sis-
tematiza suas praticas e principios correspondentes numa harmonia interna prépria,
nada que um diga podera ser tido como uma possivel desestabilizacdo do equilibrio

alcangado pelo o outro:

107A situacdio em que dois agentes racionais procuram estabelecer um consenso acerca de princi-
pios de justi¢a. (Nota nossa).
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A discussdo racional sobre questdes 16gicas e morais pressupde que haja entre os par-

ticipantes suficiente semelhanga para que um deles possa preocupar o outro com casos

concretos ou principios tedricos cuja validade este deve reconhecer ainda que tais casos

ou principios ndo se sigam de seu sistema (PRAWITZ, 2007, 141).

Prawitz alega que uma compartimentalizacao entre sistemas que inviabilize nas
ciéncias empiricas uma discussdo entre os interlocutores que os assumem pressupde
que estes possuem mecanismos de percepcao distintos, por isso uma tal situacdo
nunca teria ocorrido. Contudo, ainda que isso seja possivel no ambito da ética e da
l6gica, ndo se deixa de demonstrar que o relativismo nesses dominios seria de outra

ordem, diferente das teses niilistas discutidas acima.

5.3.1 Elucidando alguns pontos

Peregrin e Svoboda (2017), num livro inteiramente dedicado a no¢do que temos
analisado de equilibrio reflexivo, argumentam que a maneira bdsica como forma-
mos teses gerais, seja na ciéncia ou em nosso cotidiano, é por meio da inducao.
A partir da observacdo de diversos casos individuais, fazemos certas generaliza-
coes, como “metais sdo condutores elétricos”, “nenhuma mamifero respira debaixo
d’4dgua”, “todo peixe tem guelras”. Quanto mais exemplos individuais confirmam
nossas teses gerais, mais acreditamos que elas sdo corretas e irrefutdveis. Nessa
condicdo, quando nos deparamos com um contraexemplo, nossa primeira atitude é
tentar deslegitima-lo, uma vez que os casos em favor da tese tém sido maioria. Po-
demos fazer isso procurando um erro de observacdo, mas se o contraexemplo ainda
persistir a essa revisao, e ainda ndo quisermos abandonar a tese, uma outra medida
consiste em revisar nossos conceitos: “The point is that any general thesis is for-
mulated by means of some concepts (‘metals’, ‘electricity’, ‘breathing’, etc.) and
fine-tuning the concepts may tamper with the thesis in such a way that the counte-
rexample might no longer refute it”1%8. A esse respeito, Peregrin e Svoboda (2017,
91) dao o seguinte exemplo: supondo que o conceito de peixe seja definido como
“todo animal que vive na dgua e possui barbatanas”, podemos formar a tese geral
de que “todo peixe possui guelras”. Contudo, ao nos depararmos com uma baleia,
teriamos um caso, de acordo com aquela definicdo, de um peixe que ndo possui
guelras. Diante disso, temos duas opg¢des, abandonar a tese ou ajustar nossa defi-
nicdo de peixe, de modo que o contraexemplo ndo mais se aplique, como dizendo
que “peixe € todo animal que possui guelras”. Neste caso, a tese se trivializaria,
pois se tornaria analitica!®. Se nio quisermos tornd-la trivial, uma saida € acres-

centar a defini¢cdo de peixe caracteristicas que a distingue da defini¢do de baleia,

108 (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 92).
1090 que nos faz lembrar da critica de Lakatos (1976, 17) dirigida ao fato de se definir um poliedro
como sendo justamente aquilo que realiza o teorema de Euler.
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por exemplo: “todo animal ectotérmico que vive na dgua e possui barbatanas”.

Gostariamos de observar, no entanto, que a disjun¢@o acima, “abandonar a tese
ou modificar o conceito nela envolvido”, ndo nos parece, de fato, uma disjuncio
entre possibilidades distintas. Afinal, ao modificarmos os conceitos, nao estariamos

abandonando a tese original? Peregrin e Svoboda afirmam:

It would not make sense to apply this method [fine-tuning concepts] whenever we en-
counter a counterexample which challenges our adopted picture of the world. However,
if we have a very well-confirmed general thesis that has already proven to be use-
ful and only isolated counterexamples, then explaining the counterexamples away by
fine-tuning concepts may be reasonable (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 92, grifo dos
autores).

O problema é que ndo se pode ajustar os conceitos da tese sem que esta deixe

de ser a “tese geral bem confirmada”. Os autores, numa observacao parentética,

reconhecem isso, mas ndo parecem se atentar as devidas consequéncias:

[A] general thesis holds because there are no counterexamples to it, but if we could
explain away any counterexample, then, it might seem, anything might be defended as
a general thesis. (Well, not really; for explaining away the counterexamples changes
the original thesis, hence we should say any general thesis can be transformed into a
modified thesis that holds) (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 92, grifo dos autores).
Imaginemos um cldssico e um intuicionista discutindo acerca da validade do
principio do terceiro excluido. Quando um intuicionista apresenta a conjectura de
Goldbach como um caso em que o principio ndo se aplicaria, ndo cabe ao classico,
pretendendo defender seu principio geral, ver esse caso como um contraexemplo.
E ao contririo do que os autores pensam, desconsiderar (explain away) um contra-
exemplo ndo se trata de reformular os conceitos da tese geral, mas de argumentar,
por uma via que ndo envolva a tese em questdo, que o contraexemplo apresentado
nio pode ser considerado como tal'!?. Nessa disputa hipotética entre um cldssico e
um intuicionista, se aquele modifica a sua conceitualizacdo do principio do terceiro
excluido, afirmando, por exemplo, que ele € valido porque, no fundo, s6 se queria
dizer que o principio apenas diz respeito a proposicdes decidiveis, o cldssico acaba

se tornando um intuicionista.

Mais adiante, Peregrin e Svoboda, com a técita pretensao de defenderem a ideia

de que principios 16gicos ndo sdo absolutos, ou de que ndo refletem uma estrutura

111

necessdria da realidade’ ", apresentam a citacdo abaixo, a qual diz que o principio

1100 classico poderia, por exemplo, apresentar justificagdes de cariter ontolégico que deslegiti-
massem o caso apresentado pelo intuicionista.

I Esta citagdo nos ajuda a compreender o horizonte teérico em que o livro se articula: “While
it seemed almost self-evident during the pre-modern era that logic must be grounded in the realm
of the ideal that precedes the mundane reality of our senses, during the last century the requirement
that logic should be continuous with scientific findings about the world (such as those of psychology,
linguistics, but also of neurology, or evolution theory), i.e., that logic should be grounded in a broadly
naturalistic fashion, became close to imperative” (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 2, grifo nosso).
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reflexivo ndo contém nada que jad ndo possa ser encontrado na metodologia das

ciéncias empiricas:
As a procedure, reflective equilibrium (RE) is simply a familiar kind of standard sci-
entific method with a new name. (...) A theory is constructed to account for a set of
observations. Recalcitrant data may be rejected as noise or explained away as the ef-
fects of interference of some sort. Recalcitrant data that cannot be plausibly dismissed
force emendations in theory. What counts as a plausible dismissal depends, among
other things, on the going theory, as well as on background theory and on knowledge
that may be relevant to understanding the experimental design that is generating the ob-
servations, including knowledge of the apparatus and observation conditions. This sort
of mutual adjustment between theory and data is a familiar feature of scientific practice.
Whatever authority RE seems to have comes, I think, from a tacit or explicit recogni-

tion that it has the same form as this familiar sort of scientific inference (Cummings,
apud (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 93)).

Como vimos acima, ao analisarmos o artigo de Prawitz (2007), a compara¢do com
as ciéncias empiricas ndo parece adequada. O equilibrio reflexivo exige que, a par-
tir do momento em que ha um conflito entre o principio geral assumido e um caso
particular, devemos ou reconsiderar nossas praticas envolvendo o caso particular,
preservando assim o principio geral, ou vice-versa. Em outras palavras, optar pela
preservacdo do principio geral implica modificar nossas praticas: o que era até en-
tdo visto como contraintuitivo passa a ndo mais ser encarado dessa forma. E dessa
maneira que o principio geral adquire um cardter normativo, pois modifica nossas
praticas argumentativas ou éticas. Nas ciéncias empiricas, a modificagao € unila-
teral, apenas os principios gerais podem ser alterados, uma vez que nio se pode
modificar aquilo que observamos. O maximo que podemos fazer € rever nossas
observagdes, mas isso sO pode revelar um erro no experimento, o qual propiciou
uma coleta de dados errada. Os dados, eles mesmos, ndo sao alterados em virtude
de uma forca normativa da teoria que busca sistematiza-los. Nessas condi¢des, ndo
nos parece correto atribuir o principio de equilibrio reflexivo a contextos que nao
possuem um cardter normativo. Singer também argumenta nessa dire¢ao, como

podemos ler a seguir:

The analogy between the role of a normative moral theory and a scientific theory is

fundamentally misconceived. A scientific theory seeks to explain the existence of data

that are about a world “out there” that we are trying to explain. Granted, the data may
have been affected by errors in measurement or interpretation, but unless we can give
some account of what the errors might have been, it is not up to us to choose or reject

the observations (SINGER, 2005, 345).

Recorrendo mais uma vez a disputa cldssico/intuicionista acerca do principio
do terceiro excluido, se quisermos salvaguardar a compreensao intuicionista desse
principio, devemos modificar nossas préticas argumentativas, ou seja — para dar
um exemplo —, argumentos por redug¢do ao absurdo envolvendo dominios infinitos
nao devem mais ser aceitos como validos. Por outro lado, se quisermos preservar
as préticas envolvendo argumentos por reducio ao absurdo, devemos modificar a

compreensao intuicionista do principio do terceiro excluido.
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Numa outra ocasido, Peregrin e Svoboda aparentam confundir o movimento
envolvido no processo de estabelecimento de um equilibrio reflexivo: se ele diz
respeito a manutengdo do principio geral, em detrimento do que se pratica num
caso particular, ou vice-versa. Analisemos a citacdo a seguir:

Consider, for example, the law of the excluded middle, stating, in effect, that every

statement is true or false. In natural language, we can certainly find lots of statements

which do not quite obey it: statements with indexicals or in other ways substantially

context-dependent, vague statements, statements of personal taste, perhaps statements
about the future, etc. So there may seem to be a reason to reject the law and to embrace

a logic that does not accept it!'>. But, in view of the fact that two-valued logic is
so conveniently simple, we may also consider the possibility to ‘explain away’ all the
inconvenient cases as non-statements, or as not what we understand by statements when
articulating the law (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 95).

Diante do que o inicio da citagdo diz, o seu tltimo periodo, que se inicia com a con-
juncdo adversativa “mas”, ndo faz sentido. Se quisermos manter a ldgica cladssica
(denominada pelos autores l6gica bi-valorada), por ser “so conveniently simple”,
o que ndo devemos fazer € exatamente o que este periodo diz para fazer. Quando
desconsideramos (explain away) certos casos como sendo inconvenientes, € justa-
mente porque o principio ja ndo tem mais a generalidade que lhe era atribuida. Para
que realmente possamos manter o principio do terceiro excluido (e a Iégica cldssica
que lhe € subjacente), devemos admitir — modificando assim a nossa pratica — que
ele se aplica inclusive aos casos que aparentemente o contradiz, pois a contradi¢io
se insinua apenas quando um novo principio do terceiro excluido é proposto. O que
uma légica intuicionista (que € ndo classica) faz ndo é exatamente desconsiderar
certas proposicdes como ndo sendo candidatas a uma aplicacao do principio do ter-
ceiro excluido, justamente porque este ja ndo seria mais considerado universalmente

vélido?

Ao empregarmos o procedimento de equilibrio reflexivo na justifica¢do ou elu-
cidacdo de leis 16gicas, deparamo-nos com um outro problema: em virtude da gene-
ralidade destas, no proprio processo envolvido no equilibrio reflexivo alguma légica
jé estaria sendo pressuposta, de maneira que, se esta € vista como o resultado desse
processo, encontramo-nos num circulo vicioso: “we cannot see logic as being cons-

tituted by a certain procedure because the procedure already incorporates logic” 3.

Um outro sintoma indesejado, observagio que os autores' !4

atribuem a Shapiro,
€ que o equilibrio reflexivo pode ser facilmente trivializado. Uma vez que podemos
modificar nossos principios 16gicos, diante de um conflito entre um principio geral e
um caso particular, bastaria modificarmos o principio de contradi¢cdo, fazendo assim

com que tal conflito desapareca e um equilibrio seja estabelecido.

112Aqui, os autores inserem a seguinte nota: “This, of course, is what many modern ‘non-classical’
logics did”.

I3(PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 96, grifo dos autores).

114(PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 96).
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Como Peregrin e Svoboda observam, tais objecdes seriam legitimas apenas se
concebéssemos o equilibrio reflexivo como uma elucidagdo de como a logica passa
a existir a partir do nada. Neste caso, terfamos um circulo vicioso, uma vez que,
enquanto a légica estd sendo construida (do nada), ela ja se encontraria pressuposta
no procedimento que a constrdi. No entanto, de acordo com os mesmos autores, 1SS0
ndo seria uma imagem correta do procedimento de equilibrio reflexivo. Antes que
possamos dar inicio ao estabelecimento de qualquer teoria, o que inclui uma teoria
l6gica, uma linguagem ja deve estar a nossa disposicdo. Tal linguagem, pela sua
propria condi¢do de linguagem, deve incorporar implicitamente uma certa ldgica.
Nessas condicdes, o que o procedimento de equilibrio reflexivo faz € explicitar e dar
uma forma definitiva aos principios “(proto)légicos” inerentes a essa linguagem, um
procedimento que envolve, em certa medida, um papel ndo meramente descritivo,

mas, também, normativo:

[T]he logic that would be implicitly contained in a language might be — to a certain
extent and in some respects — vague, indeterminate and open-ended, and to make it
more precise, decisive, and explicit is a project that is surely not simple even if it may
be greatly rewarding. This process is not just a description of what we can find in
language, it is a project involving regimentation, streamlining, and extrapolation — but
in no case is it a creation ex nihilo (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 96).

Assim, ndo incorremos num circulo vicioso, tendo em vista que a légica ndo esta

sendo criada do nada por meio de um procedimento que pressupde a légica. Tam-

pouco podemos modificar arbitrariamente a l6gica, com o objetivo especifico de

extinguir determinados conflitos.

Isso esclarece por que ndo podemos conceber o equilibrio reflexivo como um
procedimento que cria a 16gica. Contudo, ndo haveria ainda uma outra forma de cir-
cularidade, levando em considerag¢do que, em ultima instancia, nesse procedimento
utilizamos uma 16gica para modificar a propria l6gica sendo empregada nessa mo-
dificacdo? Peregrin e Svoboda possuem também uma resposta a essa questdo. De
acordo com eles, o processo de equilibrio reflexivo pressupde uma légica, a 16gica
implicita na linguagem empregada para construir uma determinada teoria. Tal 16-
gica“s, todavia, “transcende” esse processo, nao estando, portanto, sujeita aos seus
desdobramentos. Isso se daria ndo por uma mera decisdo ad hoc, “but rather be-
cause its robust presence in our language is a presupposition of any theory building,
and it is hence resistant to any revision”!'®. Em todo caso, os autores concedem que
tal 16gica nuclear ndo é completamente imune a revisdes, acontece que sua revisao
¢ mais lenta e complexa, algo que eles vinculam a metéfora do barco de Neurath —

o l6gico empregaria a 16gica que est4 construindo para modificar ela mesma'l”,

1150u melhor, “this amount of logic”, cf. (PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 97).
H6(PEREGRIN; SVOBODA, 2017, 97).
17<(This is not to say that this core logic would be totally immune to revision, but that its revi-
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Essa resposta, no entanto, ndo parece nos retirar do lugar do qual queriamos
sair. Como € possivel afirmar que temos uma logica transcendente ndo sujeita ao
processo de equilibrio reflexivo, € a0 mesmo tempo afirmar que tal 16gica € pas-
sivel de revisao? Talvez a melhor maneira de compreender essa circularidade seja
apelando ao que Prawitz sugeriu como “movimento circular inevitavel”, e que em
Goodman foi caracterizado como um circulo virtuoso. Podemos entender tal “16-
gica implicita na linguagem” como a ldgica que se manifesta em nossas préticas,
ora contrariando principios 16gicos que as sistematizam, ora os confirmando. As-
sim, dizer que empregamos a logica para modificar ela propria corresponde a dizer
que modificamos um principio 16gico a partir de nossas praticas argumentativas, ou
vice-versa. No fundo — e essa parece ser a tese fundamental do equilibrio reflexivo

—, ndo existem principios absolutos.

Vendo dessa maneira, a seguinte citacdo, que fala da presenca de uma légica
antes de uma teoria da 16gica, pode ser entendida como se referindo as praticas
argumentativas, que se modificam ou se generalizam no processo de equilibrio re-

flexivo:

[Ulnderstanding logic in terms of reflective equilibrium makes sense if we assume that
logic is here before we start to do a theory of logic — not quite in an articulated and
unambiguous form, but here nevertheless. We assume that we can start to do logical
theory only if we already have a language embodying some logic, i.e., such that some of
the arguments articulable in the language are held for correct and some for incorrect and
the language allows for reflecting on these matters (PEREGRIN; SVOBODA, 2017,
97).

Assim, acompanhado os dois autores, ndo se cria uma légica a partir do nada,
e a logica que se origina por meio do processo de equilibrio reflexivo € explicita
e envolve um aperfeicoamento — com uma dose de normatividade — daquilo que

estamos considerando como o principio manifestado num caso particular.

Uma outra critica que se faz ao principio de equilibrio reflexivo, devida a Sin-
ger, concerne a condi¢do de que poderiamos estipular principios gerais normativos
arbitrdrios, completamente independentes de uma ratificacdo da intui¢do. Vejamos
a passagem que exprime essa perspectiva:

A normative ethical theory [...] is not trying to explain our common moral intuitions.

It might reject all of them, and still be superior to other normative theories that better

matched our moral judgments. For a normative moral theory is not an attempt to answer

the question “Why do we think as we do about moral questions?” Even without an
evolutionary understanding of ethics, it is obvious that the question “Why do we think

as we do about moral questions?” may require a historical, rather than a philosophical,
investigation (SINGER, 2005, 345).

A critica de Singer se articula especificamente no ambito da ética, além de que

seu argumento contém premissas provenientes da ética evolucionista. Seu ponto

sion might happen only as a very slow, complex, and ‘Neurath-boat’ process)” (PEREGRIN; SVO-
BODA, 2017, 97). Estranhamente, mais uma afirmagao parentética que contraria o que acaba de ser
afirmado.
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principal consiste em dizer que nao faz sentido conceber principios gerais que jus-
tifiquem nossas intui¢des €ticas, uma vez que estas meramente seriam legadas de
um processo concernente a evolugcdo de nossa espécie. Tomando como exemplo o

dilema do bonde''8

, N0 nos traria um esclarecimento ético uma tentativa de propor
principios gerais que justifiquem o porqué de nossa intui¢do preferir o caso em que
se puxa a alavanca ao caso em que se empurra uma pessoa de cima da ponte, pois de
acordo com a ética evolucionista, intuitivamente repudiariamos o segundo caso sim-
plesmente porque em nosso passado primitivo ndo dispinhamos de meios indiretos
de infligir uma violéncia fisica a alguém. Como s6 podiamos agredir fisicamente
outrem por meios diretos — batendo, empurrando, estrangulando, apedrejando, o
que € diferente do caso de puxar uma alavanca, a¢do que infligird uma violéncia
apenas por uma via indireta —, nossa intui¢do s6 pdde legar repulsa a tais atos di-
retos. Ou seja, desde a perspectiva das condi¢des decretadas por nosso processo
evolutivo, ndo hd uma distincdo moral relevante a ser considerada entre os dois ca-
sos. Levar em conta nossas intui¢des diria menos respeito a uma investigagao ética
ou filoséfica do que a uma investigacao histdrica. Citando Singer novamente:
There is little point in constructing a moral theory designed to match considered moral
judgments that themselves stem from our evolved responses to the situations in which
we and our ancestors lived during the period of our evolution as social mammals, pri-
mates, and finally, human beings. We should, with our current powers of reasoning

and our rapidly changing circumstances, be able to do better than that (SINGER, 2005,
348).

Como nosso interesse principal € a 1ogica, poderiamos apenas alegar que tais
criticas direcionadas ao principio de equilibrio reflexivo no ambito da ética nao
teriam correspondéncia no dominio que nos interessa — afinal, seria legitimo atribuir
uma origem evolutiva a nossas intuigdes logicas? Contudo, gostariamos de propor

que mesmo no ambito da ética a critica de Singer parece equivocada.

De acordo com a vis@o desse autor, em ultima instincia, nossa intui¢do nao
portaria nenhuma legitimidade ética para nos dizer como devemos agir, e esse se-
ria o problema presente no modelo de uma ética baseada no principio de equilibrio
reflexivo, porque ““it assumes that our moral intuitions are some kind of data from

which we can learn what we ought to do”!'!°. O que gostarfamos de apontar é que

1180 dilema se exprime na seguinte experiéncia de pensamento: “You see a runaway trolley moving
toward five tied-up (or otherwise incapacitated) people lying on the tracks. You are standing next to
a lever that controls a switch. If you pull the lever, the trolley will be redirected onto a side track
and the five people on the main track will be saved. However, there is a single person lying on the
side track. You have two options: (1) Do nothing and allow the trolley to kill the five people on the
main track; (2) Pull the lever, diverting the trolley onto the side track where it will kill one person”.
Ha também a seguinte variacdo do dilema: “As before, a trolley is hurtling down a track towards
five people. You are on a bridge under which it will pass, and you can stop it by putting something
very heavy in front of it. As it happens, there is a very fat man next to you — your only way to stop
the trolley is to push him over the bridge and onto the track, killing him to save five” (Wikipedia
contributors, 2018).

119(SINGER, 2005, 346).
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Singer parece estar pressupondo algum tipo de intui¢do primitiva e imodificdvel,
diante da qual deveriamos construir e justificar principios éticos gerais. Mas ndo é
essa a ideia por trds do principio de equilibrio reflexivo. A ideia é que uma dada
intuicdo € passivel de ser modifica — o que, além do mais, é bem diferente da ideia
de, dado um conjunto de intui¢des, eleger, em detrimento de outras, apenas as in-
tuicdes que melhor se adequam a um certo principio geral. Assim, € irrelevante
uma investigacao histdrica sobre a origem de uma determinada intui¢do, dado que
ela pode modificar-se devido ao circulo virtuoso contido no embate originério da

adequacao de uma intui¢cao a um principio geral, e vice-versa.

Na citagdo a seguir, Singer d4 claramente a entender que esta atrds de uma intui-
¢do primitiva e, num certo sentido, pura, sem a interferéncia de uma racionalizacao

que a tomou como base:

It might be said that the response that I have called “more reasoned” is still based on
an intuition, for example the intuition that five deaths are worse than one, or more
fundamentally, the intuition that it is a bad thing if a person is killed. But if this is an
intuition, it is different from the intuitions to which Haidt and Greene refer. It does not
seem to be one that is the outcome of our evolutionary past (SINGER, 2005, 350).
Contudo, o que o equilibrio reflexivo faz é exatamente misturar as instancias do in-
tuitivo e do racional, onde reside a formula¢do dos principios gerais: o que era antes
uma mera intui¢do se torna um principio geral (mais racional, por assim dizer), que
por sua naturalizacdo em nossas praticas passa a fazer parte do que consideramos
como intuitivo, € assim sucessivamente. L.ogo, se ndo nos comprometemos com
uma nogao de intui¢do primitiva, ndo faz sentido negar que nossas intuicdes tenham
algo moralmente relevante a nos esclarecer sobre nossas atitudes éticas atuais'2°.
De fato, na citacdo acima, se Singer abrisse mao dos preceitos que ele defende
acerca da ética evolucionista, poderiamos 1é-la como uma defesa do principio de

equilibrio reflexivo.

120Na citagio a seguir, vemos como Singer compreende — erroneamente, como tentamos argumen-
tar — a intuicdo ética a partir de uma dimensdo histérica que procura atribuir uma origem a nossas
intuicdes: “So the salient feature that explains our different intuitive judgments concerning the two
cases is that the footbridge case is the kind of situation that was likely to arise during the eons of
time over which we were evolving; whereas the standard trolley case describes a way of bringing
about someone’s death that has only been possible in the past century or two, a time far too short
to have any impact on our inherited patterns of emotional response. But what is the moral salience
of the fact that I have killed someone in a way that was possible a million years ago, rather than in
a way that became possible only two hundred years ago? I would answer: none” (SINGER, 2005,
348).
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Consideragdes Finais

Neste ultimo momento, gostariamos de destacar dois resultados que acredita-
mos ter obtido. O primeiro diz respeito a compreender a tese de Church a par-
tir de um contexto em que € legitimo falar de evolucdo conceitual na matematica.
O segundo € acerca da possibilidade de conciliar de maneira coerente a condi¢ao
contingente e temporal de posse de uma demonstragdo com o carater necessdrio e

atemporal do valor de verdade de proposicdes matemaéticas.

Consideremos o primeiro resultado. Distinguimos, no primeiro capitulo, duas
maneiras de compreender em que consiste adequar a no¢do informal de compu-
tabilidade a uma definicao formal equivalente a de funcdo recursiva: a definicao
pretende identificar uma estrutura matemadtica subjacente aos processos computa-
cionais ou pretende ser um modelo que permite tratar matematicamente tais pro-
cessos. Ambos 0s casos sdo passiveis a critica que fizemos sobre pressuposi¢coes
metafisicas ingénuas, pois pressupdem uma realidade objetivamente completa, que
se encontra além de toda experiéncia possivel. O que propomos entdo foi consi-
derar a tese de Church como sendo relativa a um conceito de computdvel que se
manifesta em algum momento de sua histdria transcendental (registro de sua gé-
nese intencional). Se reconstruirmos a historia (factual) desse conceito, passaremos
pelos trabalhos de Babbage, Lovelace, Godel, Church, Turing, a partir dos quais
poderemos desvelar a sua historia transcendental, onde encontraremos o sentido
intencional que lhe possibilitou ser independentemente definido por diversas defi-
ni¢cdes equivalentes. Assim, dirfamos que o que Shapiro caracteriza como textura
aberta talvez seja o entrever de etapas da génese intencional de um conceito, cuja

“realidade” nao pode ser dissociada da sua constituicao intencional.

Esse modo de compreensdo nos leva a crer que, na matemdtica, a evolucao

conceitual ndo falsifica resultados baseados no conceito que se desenvolve, o que
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ocorre ¢ uma delimitacdo mais precisa do dominio onde tais resultados se aplicam.
Essa condicdo pode ser compreendida a partir do que vimos na se¢do 4.4.1. Como
expomos, Kripke demonstra a tese de Church desde que qualquer algoritmo possa
ser expresso numa linguagem de primeira-ordem. Se isso ndo for o caso, nao temos
exatamente uma falsificacdo desse resultado, mas a sua restri¢do, ou seja, ao invés
de dizermos que todo algoritmo € recursivo, teremos apenas o direito de afirmar que

todo algoritmo formulado numa linguagem de primeira-ordem é recursivo.

Quanto ao segundo resultado, por meio da nocao de proposi¢des como tipos,
de Martin-L.of, e a no¢do de compatibilidade a priori de tipos ontoldgicos, proposta
por da Silval, acreditamos ter elucidado o que significa dizer no contexto do intui-
cionismo que uma proposicao pode ser provada. Na TIT, a partir do momento em
que concebemos um juizo da forma A é uma proposicdo, estabelecemos os tipos
que, se habitados por algum objeto-prova que realize as exigéncias que demandam,
nos permitem asserir que A € verdadeira. A exemplo da andlise feita da proposicao
“uma sequéncia de sete 7s ocorre na expansao decimal de w°, podemos dizer que
o estabelecimento de tipos ndo se compromete particularmente com nenhuma de
suas instancias, as quais, por uma questio de fato, podem ser necessariamente in-
compativeis. A compatibilidade se refere apenas a compatibilidade entre tipos, que

delimita a priori o que ndo pode ser descartado como um de seus objetos-prova.

Por essa via, um intuicionista pode continuar insistindo na associacdo entre
verdade e posse de uma prova, sem com isso sobrecarregar o conteiido proposicio-
nal. Além do mais, permite-se compreender como uma proposicao cuja verdade é
necessdria torna-se verdadeira: a necessidade dessa verdade se encontra na compa-

tibilidade a priori estabelecida pelos tipos que constituem o sentido proposicional.

Esses dois resultados empregam o aparato conceitual da fenomenologia como
uma ferramenta. Embora isso possa parecer heterodoxo aos olhos da filosofia ana-
litica, onde majoritariamente encontramos as discussdes dos temas aqui tratados,
observamos que as bases filosoficas da teoria intuicionista de tipos t€ém uma fun-
damentacdo fenomenoldgica, como pode ser constatado nos seguintes trabalhos:
(MARTIN-LOF, 1987), (MARTIN-LOF, 1996) e (MARTIN-LOF, 1998b). Ade-
mais, em (TIESZEN, 2011) h4d um trabalho histérico e interpretativo que busca
compreender o quanto a fenomenologia de Husserl exerce influéncia nas concep-

coes filosoficas de Godel, outro autor que esteve aqui presente em diversas ocasioes.

Antes de finalizar, gostariamos de indicar duas investigagdes que podem dar

continuidade a este trabalho. Questdes acerca do limite dos sistemas formais e da

I'Saying that a meaningful judgment represents its content as the content of a possible evidence
only means that the terms of the judgment fall into materially compatible types (da SILVA, 2017,
83).
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evolucdo conceitual na matemdtica tém sido temas dos trabalhos de Celluci?. Esse
autor distingue duas noc¢des fundamentais de demonstracdo, as quais qualquer outra
nog¢ao pode ser reduzida: (a) a no¢ao de demonstracdo axiomatica, em que uma de-
monstracio consiste em demonstrar dedutivamente uma proposicao a partir de pre-
missas primitivas que sdo consideradas verdadeiras “em algum sentido de ‘verda-
deiro™3. O objetivo de tais demonstracdes é fundamentar ou justificar a proposicdo
demonstrada; (b) a no¢do de demonstracdo analitica, em que uma demonstracao,
“em algum sentido de ‘plausivel””, consiste em derivar ndo dedutivamente hipote-
ses plausiveis de um dado problema. Neste caso, o objetivo é descobrir hipoteses

plausiveis capazes de solucionar o problema em questao.

Numa demonstra¢do analitica, dado um problema a ser resolvido, procuram-se
hipdteses que possam soluciond-lo. Essa procura se d4 por métodos nao dedutivos,
como indug¢do, analogia, etc. Solucionado o problema, a hipétese, por sua vez,
permanece como um problema em aberto, o qual demanda novas hipéteses, e assim
se segue ao infinito. Nesse sentido, o método axiomdtico de demonstracdo pode ser
visto como uma parte do método analitico: quando se decide que as hipdteses de

um certo estdgio devem ser consideradas como um ponto de partida absoluto.

O que chama atencao no processo de uma demonstragdo analitica € que tanto o

problema quanto a sua solug¢do se modificam nesse processo:

During this process the statement of the problem may be modified to a certain extent
to make it more precise, or may even be radically changed as new data emerge. Thus
the development of the statement of the problem and the development of the solution
of the problem may proceed in parallel (CELLUCI, 2008, 3).

Isso sem ddvida nos remete a nossas discussdes sobre uma demonstracao axioma-
tica da tese de Church e sobre a historicidade dos conceitos matematicos. Afinal,
quando resolvemos um problema, trata-se do problema inicialmente conjecturado,
ou os conceitos que o compdem se modificaram para se encaixar numa certa solu-

cao?

Associada a isso, surge uma outra questio: a pureza dos métodos empregados

nas demonstragoes:

“Purity” in mathematics has generally been taken to signify a preferred relationship
between the resources used to prove a theorem or solve a problem and the resources
used or needed to understand or comprehend that theorem or problem. In this sense, a
pure proof or solution is one which uses only such means as are in some sense intrinsic
to (a proper understanding of) a theorem proved or a problem solved (DETLEFSEN;
ARANA, 2011, 1).

Uma investigacao acerca da “pureza” na matematica pode nos auxiliar a compreen-

der em que medida o sentido de uma sentenga se preserva ante a sua demonstracao,

2Cf, por exemplo, (CELLUCCT, 2013) e (CELLUCTI, 2008).
3(CELLUCI, 2008, 2).
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trazendo assim alguns esclarecimentos sobre o que temos falado a respeito de de-

senvolvimento conceitual.
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