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Resumo

Talavera Lopez, Alvaro Gustavo; Oliveira Corréa, Gilberto (Orientador);
Silva Kubrusly, Carlos (Orientador). Sintese H, de Controladores
de Dimensao Finita para Sistemas Estaveis de Parametros
Distribuidos. Rio de Janeiro, 2014. 129p. Tese de Doutorado —
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica
do Rio de Janeiro.

Objetiva-se, nesse trabalho, formular e testar numericamente uma
perspectiva computacional, baseada em elementos de controle robusto e
indices de desempenho H,, para a sintese de controladores de dimensao
finita (DF) para sistemas lineares de dimensao infinita (DI) correspondentes
a certas equacoes de evolucao parabodlicas e, especialmente, a uma versao
simplificada da equacao do calor. A abordagem aqui utilizada é a de usar
modelos aproximantes de DF (modelos “nominais”) e limitantes superiores
nas normas H,, dos erros de aproximacao correspondentes nas funcgoes de
transferéncia de DI em questao, de modo que o procedimento de sintese
baseie-se apenas em funcoes de transferéncia racionais e os controladores
resultantes sejam de DF. Mais especificamente, uma classe de controladores que
asseguram a estabilidade do sistema em malha fechada envolvendo o sistema
de DI em questao é definida tomando-se as solucoes oOtimas de problemas
Hy/H,, nos quais o funcional de custo (H;) nominal é minimizado sobre os
controladores nominalmente estabilizantes, sob uma restri¢ao (Ho ) de margem
de estabilidade minima definida por um parametro de projeto escalar denotado
por u. A obtengao de um controlador é entao feita pela escolha do valor de
g de modo a minimizar um limitante superior (calculado apenas com base
em fungoes racionais) sobre o funcional de custo calculado no sistema de DI
original. Esse procedimento é ilustrado por exemplos numéricos envolvendo a

versao simplificada da equacao do calor.

Palavras—chave
Controle 6timo H, Controle em realimentacao Estabilidade robusta

Sistemas de parametros distribuidos
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Abstract

Talavera Lopez, Alvaro Gustavo; Oliveira Corréa, Gilberto
(Advisor); Silva Kubrusly, Carlos (Advisor). Hs Synthesis

of Finite-dimensional Controllers for Stable,
Distributed-parameter Systems. Rio de Janeiro, 2014. 129p.
PhD Thesis — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia

Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

A computational perspective based on robust control tools is presented
for the H, synthesis of finite-dimensional controllers for linear, stable,
distributed-parameter systems corresponding to certain evolution equations.
The approach pursued here relies on finite-dimensional approximations and
error bounds on the H,, norms of the corresponding errors on transfer functions
so that the resulting synthesis procedure solely depends on rational transfer
functions, thereby yielding finite-dimensional controllers. More specifically, a
class of stabilizing controllers for a given infinite-dimensional system is defined
taking optimal solutions of Hy/H. problems - i.e., a nominal Hs cost is
minimized over controllers which satisfy a nominal stability margin defined
by a scalar parameter pu. A controller is then obtained by choosing y in such a
way as to minimize an upper bound on the value taken by the cost functional on
the original infinite-dimensional system. This procedure is illustrated by simple

numerical examples involving the (simplified) heat equation in one dimension.

Keywords
Hs-optimal control Feedback control Robust stabilization Distributed

parameter systems
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”Se vi mais longe ... € porque me apoiei NoS
ombros de gigantes.”

Isaac Newton, Carta para Robert Hooke (15 de Fevereiro de 1676).
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1
Introducao

1.1
Motivacao

Equagoes envolvendo derivadas parciais relativas a coordenadas espaciais
e a variavel tempo sao frequentemente utilizadas na descricao matemaética de
sistemas fisicos. Sistemas deste tipo sao ditos de parametros distribuidos ou
de dimensao infinita (DI) em oposigao aos sistemas descritos por equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) em espacos de dimensdo finita os quais sao
denominados sistemas de parametros concentrados (lumped systems) ou de
dimensao finita (DF) (cf. (Brockett, 1970)) e comumente mais estudados.

Problemas de controle envolvendo sistemas de dimensao infinita deram
origem a uma vasta literatura produzida ao longo de varias décadas (cf.
((Padhi, 2009)) e o livro-texto ((Curtain e Zwartz, 1995))). Para os propdsitos
desse trabalho, pode-se distinguir nessa literatura referéncias que consideram
problemas de controle em malha aberta (nos quais a “variavel de decisao” é
um sinal de controle em um dado intervalo de tempo), problemas associados
a formulagao LQR (“Linear Quadratic Regulator”) (nos quais a solugao para
o prolema em malha aberta é caraterizada por meio de equagoes de Ricatti) e
problemas de controle em malha fechada (nos quais a ‘variavel de decisao” é
um controlador em realimentagao) - como, esse trabalho diz respeito apenas a
alguns aspectos dos problemas de controle em malha fechada, apenas algumas
referéncias seminais ou fundamentais serao citadas em conexao com os outros
tipos de problemas.

No primeiro caso, pode-se citar os trabalhos seminais de
((Butkovsky, 1969)) e ((Lions, 1969)) (ver também o artigo expositério de
((Zuazua, 2002)) e a monografia de ((Troltzch, 2010))). No segundo pode-se
destacar as referéncias ((Curtain e Pritchard, 1978)) e ((Ahmed e Teo, 1981))
- (ver também o Capitulo 6 de ((Curtain e Zwartz, 1995))).

Questoes relativas ao controle em malha fechada de sistemas de DI,
especialmente no que diz respeito ao problema de estabilizacao, foram tratados
em (Chen e Desoer, 1982), (Schumacher, 1983), (Curtain e Glover, 1986)
e (Ito, 1990). Em (Schumacher, 1983) foram utilizados métodos baseados
em equacgoes de estado para sistemas de DI para demonstrar a existéncia
de controladores de DF capazes de estabilizar em malha fechada

sistemas de parametros distribuidos. Em (Chen e Desoer, 1982) foram
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Capitulo 1. Introducdo 17

apresentadas condicoes necessarias e suficientes, envolvendo funcoes de
transferéncia, para a estabilizacao robusta de uma ampla classe de
sistemas de DI (a classe de fungbes de transferéncia correspondente foi
introduzida em (Callier e Desoer 1978)). Essas condigoes foram utilizadas em
(Curtain e Glover, 1986) para caraterizar controladores de dimensdo finita
que asseguram a estabilizacao robusta em malha fechada de um dado sistema
na classe considerada em (Chen e Desoer, 1982) - tais controladores sao
obtidos a partir de aproximacoes de dimensao finita para o sistema de que
se deseja controlar. Essa perspectiva para a obtencao de controladores é
aplicada a estabilizacdo de estruturas flexiveis em (Bontsema et al. 1988).
Em (Ito, 1990) solugbes aproximadas para o problema LQR e seu dual sao
utilizadas para gerar controladores de DF que assegurem a estabilidade em
malha fechada para um dado sistema de DI.

Problemas de controle H, para sistemas de DI sob a acao de
controladores de DF foram também considerados sob a perspectiva de
utilizar aproximacgoes de DF para o sistema original em (Curtain, 1990),
(Ozzbay e Tannenbaum, 1991), (Rodriguez, 1995), (Curtain e Zhou, 1996),
(Xiao e Basar, 1999), (Cifdaloz et al. 2007) e (Cifdaloz et al. 2008). Esses
trabalhos consideram indices de desempenho H,. para avaliar o efeito de
sinais de perturbacao no sistema em malha fechada e visam a obtencao de
controladores de DF que assegurem que um valor méximo prescrito para tal
efeito seja satisfeito. Essencialmente, os resultados obtidos asseguram que para
aproximacoes de DF “suficientemente precisas”do sistema de DI original os
controladores obtidos (por meio das solugoes dos correspondentes problemas
aproximantes) atingem o objetivo desejado.

Outros estudos para os sistemas de dimensao infinita dizem
respeito ao problema de otimizacao da localizacao de sensores e
atuadores. Uma revisao abrangente dos primeiros trabalhos nesse toépico,
considerando diferentes formulagoes relativas a problemas de identificacao
de sistemas de DI, estimacao de estado e controle 6timo, pode ser
encontrada em (Kubrusly e Malebranche, 1985); em (Peng et al. 2005)
(Kumar e Narayanan, 2007) sao utilizados algoritmos heuristicos (como
algoritmos genéticos) na localizacgdo O6tima de sensores e atuadores
no controle de vibracoes; métodos de pontos interiores na localizacao
de atuadores foram utilizados em (Demetriou e Grigoriadis, 2004); em
(Fahroo e Demetriou, 2000) algoritmos baseados em gradiente sdo utilizados
na localizacao de sensores e atuadores para problemas de regulacao de ruido
e seguimento de um sinal de referéncia. Em (Morris e Demetriou, 2010),

(Morris, 2011) e (Kasinathan e Morris, 2013) sdo formulados problemas de
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localizagao de atuadores tomando-se os valores 6timos de um problema
LQR (nas duas primeiras referéncias) ou de um problema H,, (na terceira
referéncia), em fungao da localizacdo dos atuadores, como funcional de custo
para a escolha da localizacao 6tima.

Novas motivagoes foram apresentadas para o projeto e implementacao
de controle de sistemas com parametros distribuidos, originados tanto em
avancos na tecnologia (como por exemplo na tecnologia eletromecanica
Micro-electro-mechanical systems MEMS e Nano-electro-mechanical Systems
NEMS que oferecem micro ou nano sensores e atuadores) quanto em avangos
em computagao de alto desempenho (Padhi, 2009). Em (Heirari et al. 2010)
estuda-se o comportamento da equacao de calor em escala nanométrica,
propondo-se uma nova abordagem de controlabilidade; em (Vires et al. 2007)
apresenta-se o problema de controle para desinfeccao de comida e agua
por meio de raios ultravioletas; (Krstic et al. 2007) abordam o problema
de estabilizagdo da equagao linear de Schrodinger; em (Hasan et al. 2010)
apresenta-se um problema de controle em dimensao infinita relativo a producao
de petréleo, tendo em vista que a equacao de fluxo é uma equacao de
derivadas parciais (EDP). Em (Borggaard et al. 2009) utiliza-se o modelo de
fluxo de Navier-Stokes, para formular o problema de controle e otimizacao
da temperatura em uma habitagao para assim nao consumir muita energia.
Em (Robu et al. 2009) apresenta-se o problema de redugao de vibragoes em
sistemas de estruturas fluidos-flexiveis.

Frequentemente, o tratamento dado ao problema de controle de sistemas
lineares invariantes no tempo (LIT) de dimensdo infinita LIT-DI ¢é projetar
um controlador de dimensao finita para atuar nos sistemas LIT-DI em
questdo (embora existam estudos de controladores de dimensdo infinita
com fins tedricos, como ((Curtain e Zwartz, 1995) secao 5.3), (Orner, 1971),
(Balas, 1980), entre outros). Ao projetar um controlador de dimensao finita,
duas abordagens podem ser seguidas (Cifdaloz et al. 2007):

(1) Abordagem projeto/aproximagao, na qual um controlador é projetado
utilizando técnicas de dimensao infinita. Se o controlador resultante ¢é de
dimensao infinita entao uma aproximacao de dimensao finita é obtida para
implementagao. (cf., (Curtain e Zwartz, 1995) secao 5.3 - ver referéncias) e
(Orner, 1971)

(2) Abordagem aproximagao/projeto, na qual o sistema a ser controlado
(“planta”) é primeiro aproximado por um modelo de dimensdo finita,
e entdo o controlador é projetado com base nesse modelo (esta tltima
abordagem ¢é amplamente utilizada) (ver, por exemplo, (Gu et al. 1989),
(Rodriguez, 1995)).
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Em ambos casos é necessario analisar o comportamento do sistema
em malha fechada definido pelo modelo de DI original e o controlador de
DF obtido, especialmente com respeito a estabilidade (em malha fechada)
do mesmo. Ademais, surgem, naturalmente, outras questoes associadas a
convergéncia da aproximacao de sistemas de DI como, por exemplo, quais
métodos de aproximacao podem ser usadas para projetar controladores que
apresentam desempenho satisfatorio quando implementados no sistema de
DI e quao alta serd necessdria a ordem de aproximacao. (Morris, 1994)
menciona o fato da convergéncia dos semigrupos aproximantes em intervalos
limitados nao ser, em geral, suficiente para assegurar uma resposta afirmativa
a estas perguntas (cf., (Burns et al. 1985)). Sendo assim, um modelo
aproximante que da bons resultados quando usado para a simulacao ou
identificacao pode ser inadequado para o projeto do controlador. Em
relacao a formulacao LQR, varios trabalhos se concentraram em responder
perguntas desse tipo, particularmente no que diz respeito ao estudo da
convergéncia de solucoes para uma sequéncia de equacoes de Riccati. Em
(Gibson, 1983) foi demostrada a convergéncia uniforme de soluges assumindo
hipdteses de estabilizabilidade uniforme e convergéncia forte dos semigrupos
adjuntos; em (Bank e Kunisch, 1984) foi provada a estabilizabilidade uniforme
para equacoes parabdlicas simétricas com base na qual foi demostrada
a convergéncia das solucoes da sequéncia de equagoes de Riccati. Em
(DeSantis et al. 1993) é apresentada convergéncia uniforme da aproximagao
do operador de Riccati na norma Hilbert-Schmidt, sob condicoes relativamente
restritivas nas aproximagoes utilizadas. (Morris, 2011) estende o trabalho de
(Gibson, 1983) mostrando que a condigao de que operadores de entrada e saida
sejam compactos é suficiente para obter convergéncia uniforme na aproximacgao
do operador de Riccati.

Em (Morris, 1994) considera-se o problema da estabilidade em malha
fechada e convergéncia das funcoes de transferéncia em malha fechada para
controladores obtidos por meio de problemas de controle H,,, mostrando que
a graph topology (Vidyasagar, 1984) é apropriada no estudo de convergéncia

de aproximacoes utilizadas no projeto do controlador.
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1.2
Objetivos e pontos principais desse trabalho

Objetiva-se, neste trabalho, investigar problemas relacionados ao controle
por realimentacao (“feedback”) de sistemas de dimensao infinita (DI) descritos
por equagoes de evolucao parabdlicas (EEPs), especialmente pela chamada
“equacao do calor” simplificada, por meio de controladores de dimensao finita
(DF).

Mais especificamente, objetiva-se aqui formular e testar numericamente
uma perspectiva computacional, baseada em elementos de controle robusto
e indices de desempenho definidos por meio de normas Hs, para o projeto
de controladores (em “feedback”) de dimensdo finita para sistemas de DI
exponencialmente estdveis correspondentes a EEDPs (equagoes de evolugao
de derivadas parciais parabdlicas) e, especialmente, a equagao do calor
simplificada. Note-se que indices de desempenho baseadas em normas H, sao
amplamente utilizados e especialmente adequados ao caso de sinais estocasticos
(cf., (Dullerud e Paganini, 2000), pg. 190-192).

De modo similar os trabalhos mencionados acima, a abordagem aqui
utilizada para a obtencao de controladores de DF para tais sistemas baseia-se
na utilizacao de “aproximacoes’de DF para um dado sistema de DI e
na formulacao de um problema de controle 6timo para o sistema de DF
correspondente (dito sistema ou modelo nominal) cuja solugao caracteriza um
controlador de DF.

Um aspecto fundamental dessa abordagem ¢é a necessidade de assegurar
que o sistema em malha fechada definido pelo controlador (de DF) assim
obtido e o sistema original (de DI) seja estavel. Este requisito pode ser
satisfeito utilizando-se resultados fundamentais da teoria de controle robusto.
Nesse sentido, o problema de controle 6timo no qual se baseia o projeto
do controlador deve nao s6 incorporar a restricao usual de estabilidade
em malha fechada do sistema nominal como também uma restricao de
estabilidade robusta que assegure a estabilidade em malha fechada de qualquer
sistema em uma classe na qual esta incluido o sistema (de DI) original. Na
formulagao especifica aqui utilizada para EEPs correspondentes a sistemas
estdveis em malha aberta, a estabilidade nominal em malha fechada (para o
sistema aproximante) serda assegurada pela chamada parametrizagdo Q dos
controladores (nominalmente) estabilizantes. Adicionalmente uma restricao
que assegure a desejada estabilidade robusta sera incluida no problema de
otimizacao formulado.

Uma vez definida uma classe de controladores de DF por meio

da parametrizacao QQ e de uma restricio de estabilidade robusta, serao
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introduzidos indices de desempenho baseados em normas quadraticas para
o sistema em malha fechada constituido pelo sistema (de DI) original e
um controlador na classe mencionada. Esses indices de desempenho dizem
respeito a atenuacao do efeito de sinais de “perturbacao” e de “ruido de
medida” e ao rastreamento aproximado de trajetérias de referéncia para
algumas variaveis associadas ao sistema original. Um funcional de custo pode
entao ser definido combinando estes indices de desempenho de forma a poder
buscar controladores que alcancem compromissos satisfatorios entre os varios
objetivos de projeto expressos separadamente em cada indice.

Serao, entao, consideradas aproximacoes e limitantes superiores para
os indices de desempenho em questao de forma que o problema de controle
O0timo a ser numericamente resolvido s6 envolva fungoes de transferéncia
racionais (correspondentes a sistemas lineares invariantes no tempo e de
DF) e estimativas dos erros de aproximagdo em questdao. Focalizando
especificamente o problema de atenuacao dos efeitos dos sinais de perturbacao,
um procedimento de projeto de controladores em dois estagios é formulado
tendo por base um limitante superior para o funcional de custo definido para
o sistema de DI a ser controlado. Esse procedimento envolve a minimizacao
de um funcional de custo nominal sobre cada classe (de controladores) em
uma familia uniparamétrica - (cada classe correspondente a um valor minimo
prescrito para a margem de estabilidade em malha fechada do sistema nominal)
e uma busca unidimensional relativa a escolha de tal valor minimo.

Em relacao aos trabalhos anteriores envolvendo a solucao de problemas
definidos por meio de aproximacoes de DF de um sistema de DI dado, cabe
observar que tais trabalhos (i) utilizam indices de desempenho baseados em
normas H.; (ii) visam a obtencdo de controladores de DF que assegurem
(além da estabilidade em malha fechada) que o efeito das perturbagoes no
sistema de DI controlado seja menor do que um valor prescrito; (iii) tem, como
estratégia para a obtencao de um tal controlador, a resolucao dos problemas
aproximantes definidos por aproximagoes de DF do sistema de DI original,
assegurando-se entao que para aproximacoes ‘suficientemente precisas”o valor
maximo prescrito para a atenuacao de perturbacgoes é satisfeito pelo sistema
de DI sob a acao dos controladores de DF obtidos.

Por outro lado, nesse trabalho (a) utilizam-se indices de desempenho
baseados em normas Hs e (b) visa-se a obtencao de um controlador de DF
para uma dada aproximacao de DF que garante a estabilidade do sistema de
DI controlado e minimize um limitante superior no efeito das perturbacoes
sobre o sistema de DI controlado.

Finalmente, este procedimento é aplicado a alguns exemplos numéricos
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relativos a equacao do calor simplificada em uma dimensao.

1.3
Organizacao do texto

Este documento esta dividido em 6 capitulos: No Capitulo 2 utiliza-se a
equagao do calor para motivar e introduzir sistemas descritos por EDOs em
espacos de Hilbert e apresentar alguns elementos bésicos da andlise de EEPs
por meio da teoria de semigrupos. Em seguida, é apresentado o sistema de
controle em malha fechada. No Capitulo 3 sao apresentadas condi¢oes gerais
sobre controladores para garantir a estabilidade em malha fechada, e condigoes
baseadas em estabilidade robusta para caracterizar uma classe de controladores
de dimensao finita que garantem a estabilidade em malha fechada quando
aplicados ao sistema de dimensao infinita original.

No Capitulo 4 sao apresentados indices de desempenho H, relativos aos
objetivos de rastreamento de sinais de referéncia e atenuacao dos efeitos de
ruidos e sinais de perturbacao. Em seguida, sao obtidos indices de desempenho
definidos apenas com base em aproximagoes de dimensao finita para o sistema
original e limitantes superiores nas normas H,., dos erros correspondentes na
aproximacao das funcoes de transferéncia do mesmo. Na tltima secao, sao
apresentados tais limitantes para o caso da equacao do calor em uma dimensao.

No Capitulo 5 é apresentado um procedimento de dois estdgios para a
escolha de um controlador com o objetivo de atenuar o efeito de perturbacao
sobre o sistema original de DI. Este procedimento baseia-se na solucao de
problemas Hs e H,,/H; e, portanto, sdo apresentados métodos computacionais
para obtencao de solucoes para os mesmos.

No Capitulo 6 sao apresentados resultados numéricos para ilustrar a
aplicacao do procedimento de projeto apresentado no Capitulo 5 bem como
dos efeitos da escolha da localizagao dos sensores e atuadores no desempenho
obtido com os controladores correspondentes.

Finalmente, sao apresentadas algumas consideracoes sobre os problemas
apresentados, sobre os resultados obtidos e sobre motivacoes para trabalhos

subsequentes.
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2
Sistema de Controle: Equacoes de Evolucao Parabdlicas e
Controladores de Dimensao Finita

Nesse capitulo é apresentado o sistema de controle em malha fechada
constituido por um sistema de dimensao infinita correspondente a uma
equacao de evolugado parabdlica (com condi¢do de fronteira de Dirichlet) e
um controlador (linear) de dimensao finita.

Com essa finalidade, nas duas primeiras secoes é apresentado o sistema
a controlar (“planta”), isto é, uma equagao de evolucdo parabdlica, e a sua
correspondente formulacao como uma equacao diferencial ordinaria em um
espaco de fungoes (sistema de dimensdo infinita). Na terceira secao, sao
caraterizados o controlador de dimensao finita e o sistema em malha fechada
mencionado acima.

Na primeira secao sao apresentados os elementos basicos da analise das
equagoes de evolugao parabdlicas (EEPs) que sao utilizadas no trabalho de
tese. O material para esta segdo pode ser encontrado em (Gustafson, 1999)
e (Evans, 2010). Na segunda secdo, se formula a chamada equagao do calor
simplificada, em uma dimensao e com condigao inicial e de fronteira (do tipo
Dirichlet), como um problema de valor inicial para uma equagao diferencial
ordindria em um espaco de dimensao infinita cuja solugao é obtida por meio

de elementos basicos da teoria de semigrupos.

2.1
Equacao parabdlica

Apresenta-se brevemente a forma cldssica da equacao de evolucao
parabdlica (EEP) de segunda ordem e o problema de valor inicial e condigoes
de fronteira. Seja U um subconjunto aberto e limitado de R”, o conjunto
Ur = Ux(0,T] para algum tempo fixo T > 0 e considere a equagao de derivadas
parciais

0z

—+Lz = em U 2-1
Y S T (2-1)
onde f: Up - R é dada, e u : Up - R é desconhecida. L é um operador

diferencial parcial de segunda ordem cuja forma nao divergente é

0%z
8372‘837]‘

Lz=-)a"(z,t) +Zbi(x,t)%+k:(:p,t)z,
0. i=1 ox;
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para fungoes a¥, b' e k (i,7 = 1...n) dadas.

4y no_ij 9%z
Comentdrio: O termo de segunda ordem ¥}, a"(z,t) B0 descreve uma

difusdo, o termo de primeiro ordem Y, bi(x,t)2= descreve o fenomeno de
7

transporte e o termo de ordem zero k(x,t)z descreve a deplecao. v

Se a = §;, (constantes) b' = k=0, entdo L = -A e a equacao diferencial
parcial % + Lz = f torna-se a equacao de calor simplificada.

Na procura de solugoes de EEPs homogéneas e nao-homogéneas, sao
frequentemente consideradas restricoes de condicao inicial e de fronteira, as

quais sao apresentadas a seguir

2.1.1
Condicoes de fronteira

Problema de valor da fronteira (PVF) tipo Dirichlet

§+Lz = f em Up,
h em OUr,

z

onde Uy é o dominio, OU é a fronteira de U, Uy = OUx[0,T], e h é uma fungao
definida em OUr. Outro PVF com condicao de fronteira do tipo Neumann, é

dado por

% +Lz = f em Ur,
% = h em OUrp,
on

onde % denota a derivada normal exterior em OUr (Gustafson, 1999). Por

ultimo, o PVF com condicao de fronteira do tipo Robin ou mista é dada por

% +Lz = f em Ur,
% +kz = h em JUp, k>0.
on

Estas condicoes definem diferentes PVF as quais, podem ocorrer em diferentes
fenomenos, como em vibracoes, dinamica de fluidos, problemas de conducao

de calor em estado estaciondrio, entre outros (Gustafson, 1999).
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2.1.2
Condicoes Iniciais

O problema de valor inicial (PVI) esta usualmente presente em sistemas
fisicos. Frequentemente deseja-se impor valores pre-especificados a solucao da
equacao diferencial no instante inicial. Um exemplo pode ser a equacao do

calor em uma barra infinita

%+Lz = f —oco<xr<oo, t>0,
2(2,0) = g(x) -oo<mz<oo, =0,

onde g é uma distribuigdo da temperatura inicial e z(x,t) é a evolucdo da
distribuicao da temperatura para um tempo positivo t. E frequentemente de
interesse considerar problemas com condicao inicial e de fronteira como o aqui

considerado qual seja

—+L[z] = f em Ur,
2(2,0) = g(x) em U,
z = h em OUr,

onde Ur =U x (0, 00).

2.2
Equacao de evolucao parabdlica: Semigrupos

Nesta secao carateriza-se a solucao da EEP envolvendo condicao inicial
e de fronteira por meio da teoria de semigrupos para o caso da equacao de
calor homogeénea. Em seguida serd apresentada a solucao fraca para o caso
da equagao de calor nao-homogénea para uma fonte f. Para mais detalhes
na teoria de semigrupos uma referéncia fundamental é Pazy (1983) e para a
solugdo fraca ver o trabalho de Ball (1977).
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2.2.1
Formulacao EEP Homogénea

E apresentada a seguir a solucao do caso particular da equagao do calor
homogénea de dimensao um com condicao inicial e condicao de fronteira
do tipo Dirichilet homogénea. Uma breve derivacao dessa equacao seguindo
(Figueiredo, 2012) encontra-se no Apéndice (A-2). Para isto, considere-se o
problema da conducao de calor em uma barra de metal com extremidades
mantidas a temperatura zero. Matematicamente, o problema consiste em
determinar uma fungéo z(z,t), definida para um tempo ¢t > 0 e 0 < z < L
(neste caso U = (0, L)), tal que

0z 0%z
= (z,t) = s (z,t), 2(z,0)=z(x), (2-2)

com uma condicao de fronteira tipo Dirichlet homogénea
2(0,t) =0, =z(L,t) =0,

onde z(x,t) representa a temperatura na posigdo x no tempo t, zo(x) é a
temperatura inicial. Inicialmente o problema acima é reformulado considerando
z como uma aplica¢ao de t no espago Lo(0, L) de fungoes de x (a varidvel z é

formulada desta maneira em todo o trabalho de tese), isto é,
z:[0,T] - Lo(0, L)

é definida por
[2(t)](x) :== z(x,t) (xeU0<t<T).

Toma-se Z = Ly(0,L) como o espaco de estados e a fungao z(t) €
L5(0,L) como o estado no instante t. Objetiva-se aqui formular o problema
da equagao (2-2) como uma equagao diferencial ordinaria definida em Ls(0, L)

com condi¢ao inicial z(0), i.e.,

2(t) = A[z(D)], £20,  2(0) = 2. (2-3)

Para isto definiremos o operador Ay em Z, da seguinte maneira

d?h
Ao[h] Y

dx?’

sendo o dominio de Ay,

D(A) = {he Ly(0, L)lh, 2.
dx

absolutamente continua,
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d*h € Ly(0,L) h(0)=0=h(L)}
—_— [ = =
de 2\Y, ;

onde a funcdo zy € L5(0,L). Note-se que o dominio de Ap contém as

condicoes de fronteira do problema. Note-se ainda que se % é absolutamente

continua em (0,L) entdo 4 ¢ diferencidvel em quase toda parte em (0, L)
((Curtain e Zwartz, 1995), pg. 15-16) - assim sendo a derivada segunda na
defini¢do de Ay pode ser tomada como a derivada classica (restrita aos pontos
onde % é diferenciavel) ou como a derivada fraca de %.

Neste ponto deseja-se obter uma solugao da equagao
2(t) = Alz(t)], t20, 2(0) =2 (2-4)

onde A é um operador definido em um espaco de Hilbert Z.

No caso de Z ser de dimensao finita, a solugao seria z(t) = e(49zy [cf.
(Brockett, 1970)]. Em dimensao infinita se deseja uma extensao de e(4) onde
A é um operador nao limitado. A andlise da equacao diferencial ordinaria
(EDO) resultante da reformulacdo pode ser feita por meio da teoria de
semigrupos [cf. (Pazy, 1983)], cujos elementos mais basicos sao apresentados

a seguir.

Resultados Auxiliares

Suponha-se que zy € Z é o estado do sistema dinamico definida no espaco
de Hilbert Z no tempo zero, e que o estado no tempo ¢ é z(t). Assuma-se que
a dinamica que governa a evolugao de zg a z(t) é linear, invariante no tempo e

auténomo, entao para cada tempo ¢ definimos o operador linear 7'(¢) tal que

- Tt):Z—->2Z, T0O)=1I
— 2(t) =T(t)z0.

Assumimos que o estado de nosso sistema dinamico satisfaz as condi¢oes

4

de boa colocacao “well posedness”

— Tenha solucao tunica,

— 2(t) = T(t)zo varia continuamente com a condigao inicial.

Se z(t) é a unica solugdo, entao z(t+s) é o mesmo ponto em Z alcangado
pela dinamica para evoluir de z(s) no tempo ¢, para todos os pontos iniciais
Zp € Z, entao

2(t+s)=T(t+s)z=T(t)T(s)zo0,

T(t+s)=T()T(s).
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Se assumimos que o estado em ¢ varia continuamente com o estado inicial
20, entao T'(t) é um mapeamento limitado em Z. Finalmente se impoe alguma
condicao de suavidade na trajetéria z(t) e assumimos que z(t) — zo quando

t - 0% para todo zy € Z, isto é
IT(t)z0 - 20]|z = 0 quando ¢ — 0*.

Pode-se perceber que o conceito de um sistema dinamico leva
naturalmente ao conceito de semigrupo fortemente continuo. Apresenta-se
em seguida a definicao formal de semigrupo fortemente continuo. Todas
as demonstragoes dos teoremas podem ser encontradas em (Pazy, 1983) e
(Curtain e Zwartz, 1995).

Definigao 2.1 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 15). Seja Z wum espago de
Hilbert. Uma familia T(t),,, de operadores lineares limitados em Z, é chamado

de semigrupo fortemente continuo ou Cy — semigrupo, se satisfaz as sequintes

propriedades
T(t+s)=T({t)T(s), (2-5)
T(0)= 1, (2-6)
IT(t)z0 — 20| = 0 quando t - 07 Vzye Z. (2-7)
v

Até agora somente se assumiu que 7'(t)z é continuo, o que geralmente
nao é suficiente para obter a diferencial de T'(t)z - o que, por sua vez, é
fundamental para caraterizar uma solucao da equacao diferencial abstrata

(2-3). Para resolver este problema é que se apresenta a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.2 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 20). Seja T(t),,, um Cy -
semigrupo em um espaco de Hilbert Z. O gerador infinitesimal do semigrupo

¢ o operador A definido

Ao = Tim T(t)z-z _ dT'(t)z
t—0* t dt

e o dominio de A, D(A) é o conjunto de todos os vetores z € Z para o qual o

limite existe, i.e.,

D(A)z{zeZ:limM

t—0*

existe em Z} .
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Teorema 2.3 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 21-24. Theorem 2.1.10). Seja
T(t) um semigrupo fortemente continuo em um espaco de Hilbert Z com

gerador infinitesimal A. Entao:
1. Para zg€ D(A), T(t)zo € D(A)Vt >0,

2. %(T(t)Zo) = AT (t)zg = T(t) Az para zg € D(A),t > 0.

v
As demais proposic¢oes do Teorema 2.3 estao apresentadas no Apéndice.
Segue-se do Teorema 2.3 que, se A é um gerador infinitesimal de um Cj —

semigrupo T(t),,,, pode-se caraterizar a solugao da equacdo (2-4) por
2(t) =T(t)[20], para zo€ D(A).

A ultima observacao motiva a procura por condigoes sobre um dado
operador A que assegurem que o mesmo ¢é gerador infinitesimal de um Cj —
semigrupo T(t),,,- Estas condigoes sao dadas pelo Teorema de Hille-Yosida
(cf. Apéndice).

Retornando ao caso da equacao de calor (em uma dimensao) homogénea
com condigao de fronteira de Dirichlet (2-2) e a sua formulagdo como um
problema de valor inicial (EDO) dado por (2-3), note-se que, para aplicar
os resultados sumarizados na obtencao de uma solucao, basta demonstrar
que Ag é o gerador infinitesimal de um semigrupo T,. Entao a solucao
tnica de (2-3) serd dada por z(t) = Ty(t)zo. De fato, introduzindo a base
{pn(z) = \/%sin(%)}ndv, n > 1 (ou conjunto ortogonal completo) no espago
de Hilbert separdvel Z = Ly(0,L) e sendo {\, = —(%F)?}nen, n > 1 uma
sequéncia de nimeros reais, Ay é dado por (cf. (Curtain e Zwartz, 1995) pg.
31)

A()Z = i )\n<z7 ¢n)¢n7
n=1

e o semigrupo gerado por Ay é (cf. Apéndice)
To(t)z = ) ez, dn)bn,
n=1

onde, para 21 e z em Ly(0, L), (z1,2) 2 fOL 23 (x)ze(z)dx.
2.2.2
Formulacao EEP Nao-Homogénea

Considere-se agora a versao nao-homogénea do problema dado na secao

anterior i.e.,
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2
% (2,t) = % (2,0) + f(2,0),  2(2,0) = 2(), (2-8)

com a mesma condigdo de fronteira (Dirichilet-homogenea) considerada
anteriormente, s6 que agora adiciona-se um termo f(x,t), o qual é uma fonte
de calor ao longo da barra de metal. Como no caso homogéneo, formula-se
o problema como uma equagao diferencial ordindria em L9(0,L). A EDO em

dimensao infinita da equagao de calor (2-8) é dada por

2= Ag[2(D)]+ F(1), t20 2(0) = 2. (2-9)

onde f(t) € Z. Deseja-se entao obter a solucao da equagao de evolugao abstrata

2=Alz(t)]+ f(t), t>0 2z(0) = z, (2-10)
onde A é um gerador infinitesimal de un Cy — semigrupo T'(t),,,. Primeiro
vai-se definir o que se entende por uma solugdo da equagao (2-10), comegando
com a no¢ao de uma solugao classica (note que C* ([0,7]; Z) denota as classes

das fungoes continuas em [0, 7] cujas derivadas sao também continuas).

Definicao 2.4 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 101). Considere a equagdo
(2-9) no espacgo de Hilbert Z. A funcdo z € uma solugdo cldssica de (2-9) em
[0,7] se ze C1([0,7]; Z), 2(t) € D(A) para todo t € [0,7] e z(t) satisfaz (2-9)
para todo t € [0,7]. v

A fungao z é uma solucao classica em [0, 00) se z é uma solugao cldssica

em t € [0, 7] para cada 7 > 0.

Teorema 2.5 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 103-104, Theorem. 3.1.3). Se A
¢ um gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo T(t),,, no espago de Hilbert

Z, feCY([0,7];Z2) e 29 € D(A), entio

=(t) =T(t)zo+f0tT(t—s)f(s)ds. (2-11)

é continuamente diferencidvel em [0,7] e é a dnica solugdo cldssica da equagao
(2-9). v

Pode-se observar que a equagao (2-11) é formalmente anéloga a solucao
de uma EDO linear no R”, mas neste caso a EDO ¢ de dimensao infinita e a
integral envolve funcoes que tomam valores no espacgo de Hilbert Z.

As condigoes do Teorema 2.5 (f € C'([0,7];Z) e 2z € D(A)) sao
restritivas do ponto de vista de controle. Contudo introduzindo uma nocao
de solucao fraca a EDO (2-10), Ball (1997) demonstra que a expressao (2-11)
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define a solugado de (2-10) sob condi¢oes menos restritivas em zy e f do que
aquelas mencionadas no Teorema acima.

A proposta de Ball (1977) é estabelecer uma equivaléncia abstrata entre a
funcao z dada pela equagao (2-11) e uma solucao fraca adequadamente definida
na equacao (2-10), para oferecer uma caraterizacao relacionada com a teoria
de semigrupos fortemente continuos.

Definigao 2.6 (Ball, 1977) Uma fungio z € C([0,7];Z) € a solugdo fraca
da equagao (2-9), se e somente se, para cada v € D(A*) a funcao (z(t),v) €

absolutamente continua em [0,7] e

d *
S(=(0),0) = (=(0), A0} + (£ (2),0)
para quase todo t € [0,7], onde A* é o operador adjunto de A. v

Teorema 2.7 (Ball, 1977) Seja f € L?([0,7];Z),p > 1. Existe para cada
20 € Z uma unica solucao fraca z(t) de (2-9) que satisfaz z(0) = z (sendo Z
um espago de Hilbert separdvel) se e somente se A é um gerador infinitesimal
de um semigrupo fortemente continuo {T'(t)} de operadores lineares limitados

em Z. Nesse caso, z(t) € dado por

() = (1) + fo "Il 5)f(s)ds. (2-12)

v

Retornando ao caso da equacdo de calor (em uma dimensdo) nao
homogénea (2-8) com condi¢ao de fronteira de Dirichlet e a sua formulagao
pela equagao diferencial abstrata (2-9), onde Ay é o gerador infinitesimal do
Co—semigrupo Ty(t),,, introduzindo a base {¢,(z) = \/%sin(%)}ndv ,n>1
em Z = Ly(0,L) e sendo {\, = =(%F)%}nen, n > 1 uma sequéncia de nimeros
reais, a solucdo de (2-9) pode ser caraterizada da seguinte forma (lembrando
que Ty(t)z = Xoly €Mz, ¢n)dn)

Sat) = Y@l [ 3 eI @) on. (e

[Feweanras [ [ cwst-nenin

onde GG é a funcao de Green

G(x,6:1) = i i, ()65 (€).

e [[ 78 wsi©e nder


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012093/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012093/CA

Capitulo 2. Sistema de Controle: Equagbes de Evolugdo Parabdlicas e
Controladores de Dimensao Finita 32

2.3
Sistema de Controle

Nesta secao, serd caraterizada a acao de um controlador sobre o sistema

a controlar o qual é descrito pela EDO com condic¢ao inicial

S = AL (O]+ f(t) 20, 2(0)=2 (2-13)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo T
((Curtain e Zwartz, 1995), pg. 101).

Denominaremos wu, f5,4 e y as chamadas varidveis de controle,
perturbagao, controlada e de medida. Consideram-se duas variaveis adicionais
v, € v - a primeira leva em conta erro/ruidos no processo de impor a varidvel
1 os valores prescritos pelo controlador para u; enquanto que v leva em conta
erro/ruidos no processo de tornar y fisicamente acessivel ao controlador ou no
processo de medir os valores assumidos por y; r é uma referéncia da trajetoria
desejada para a variavel 4. O sistema de controle em malha fechada da figura

2.1 é descrito pela aplicacao que leva nas variaveis dependentes as variaveis
externas (ou exégenas),i.e., (r(-),v,(-),v(-), fa(-)) = (6(:),u(-),y())-

7y $ i P

Figura 2.1: Sistema de controle em malha fechada.

A acgao de sinais exdgenos sobre (4, u, y) se dd por meio do termo de fonte
f na EEP original, o qual se supoe ser constituido por sinais manipuléveis e

sinais de perturbacao da seguinte forma:

f() = fa(t) + Blu(t) + vu(t)]

onde u é o sinal de controle, v, é um sinal de ruido (u(t) € R™, v,(t) € R™),

fa corresponde a sinais de perturbagoes, B : R™ — Z e, portanto,

4(t) = AL=(t)] + fa(t) + Blu(t) + vu(t)]
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Atuador
O atuador correspondente ao operador B é caracterizado da seguinte

maneira

Blu(t)] = Blu(t) = gﬁmui@)

onde [, € Z.

Comentaério: No caso da equacao do calor unidimensional (,; : (0, L) - R pode

ser visto como “distribuindo espacialmente” a acao de u; sobre o dominio

(0,L). \V/

Os sinais de perturbacao f; considerados sao analogamente definidos
por meio de varidveis d;, ¢ = 1,...,mg, d;(t) € R cujo efeito “espacial” é
caraterizado por meio de By, € Z ,i.e., fa(t) = X1 Ba,di(t).

Sensor
O sinal y que é inserido no controlador K ¢é definido por funcionais

lineares aplicados ao estado z do sistema P, i.e.,

y(t) = [y (1)..yp()]" € R,

onde

Yi(t) = (paris 2(t)) 2, i = 1,...,p.

omi € Z, ie, y(t) =Cuylz(t)], Car:Z — Rr. Portanto, y é dado por

(@Mmz(t»z
Culyl = :
(P, 2(t)) 2

Exemplo 2.8 No caso da equagao do calor unidimensional y;(t) poderia ser

a media da temperatura z(x,t) em uma pequena regiao do dominio, i.e.

1
b —a
0 Vl‘¢ [al,bl].

() Ve [ay,b],

oi()

\Y%
As varidveis controladas ¢;,7 = 1,...,mg, 8 = [61,...,6,,]7 sdo também

definidas como funcionais lineares aplicados a Z i.e., 8(t) = (@q:, 2(t)).
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Em termos gerais, os objetivos de controle correspondem a tornar a
evolucao de 4 proxima a de um sinal de referéncia r a despeito dos efeitos do

sinal de perturbacao 4 e ruido v.

Controlador
O controlador C' gera o sinal de controle u a partir do sinal “medido”y e
de um sinal de referéncia r, todos de dimensao finita, sendo descrito da seguinte

i (1) = Agzi (8) + Biey (y (£) + v (£)) + Brey (1), (2-14)

u(t) =Cgzg (t) + Dy (y (t) +v (1)) + Diy (1) . (2-15)

Substituindo u no sistema de dimensao infinita dado pela equagao (2-13) e
sendo w (t) = [0 (t) 7 (1)]"; Dxw = [Diy:Dir] € Brw = [Biy:Bxr] obtém-se

2(t) = (A+BIDkyCur) [2 (D] + B Creze (1)

+BI{ Dgpw (t) + v, ()} + BT d (2) (2-16)

i (t) = Agz (8) + BiyCus [2 (8)] + Brow (£). (2-17)

onde Ag € Rrx>nx By, € Rux? Oy € Rk | B, € R - Dy, € RUEXP ¢
Dy, € Rrxxmr,

As equagdes (2-16) e (2-17) descrevem a evolugao do estado da planta e
do controlador sob a agdo dos sinais externos (ou entradas) r, f4,v € v,. Uma
condigao para que o sistema em malha fechada descrito por (2-16)-(2-17) seja

“bem posto” é que o operador

(&) = ((A+ BY Dy Can)[€] + B Crex, Biey Cur[€] + Axcx) -

seja o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo, o que
decorre do fato do operador (&, x) = (8L DgyCum(&] + BICrx, BryCu[€]) ser
limitado e do Teorema 3.2.1 ((Curtain e Zwartz, 1995), pg. 110).
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3
Estabilidade em Malha Fechada

Esse capitulo é dividido em trés secoes. Na primeira secao apresenta-se
o sistema de controle em malha fechada no dominio da frequéncia.
Na segunda secao, considera-se uma definicao de estabilidade do tipo
entrada-limitada/saida-limitada para o sistema em malha fechada e sao
apresentadas condicoes para que tal estabilidade seja assegurada, assumindo
que o sistema em malha aberta é estavel. Na terceira secao é caraterizada uma
classe de controladores de dimensao finita, para um dado sistema de dimensao
finita, que asseguram a estabilidade do correspondente sistema de controle em

malha fechada.

3.1
Descricao do sistema de controle no dominio da frequéncia

O sistema em malha fechada descrito no dominio do tempo pelas equacoes
(2-16) e (2-17) sera a seguir caraterizado no dominio da frequéncia.

Nesse sentido, considere o conjunto resolvente S,.s(A) do gerador
A e o operador resolvente Ry(s) £ (sI — A)~' onde s € Syes(A) (cf.
(Curtain e Zwartz, 1995), pp. 608-609). Para todo s € S,.s(A) pode-se tomar

a transformada de Laplace da equagao (2-13), o que leva a

2(s) = Ra(s) [20]+ Ra(s) [ f (5)].,

onde Z(-) é a transformada de Laplace de z(:) (cf. (Curtain e Zwartz, 1995),
pp. 175-178). Como f(t) = fa(t) + Blu(t) + v, (t)] e fa(s) = BTd(s), segue-se
que

2(s) = Ra(s) [z0] + Ra (s) [Bd(s) + By (u(s) + 0 (5))]

e definindo

qu(s) é RA(S)I:ﬁg]
[Ra(8)[Buil - Ra(s) [Bum]],

(funcao de transferéncia que leva u no estado z), os estados da planta e do

controlador no dominio da frequéncia sao descritos por

2(s) = Ra(s)[20+B87d(s) + Brvn(s)]+ Pu (s) i (s), (3-1)
2k (8) = Rp(8)zxo+ Ri (8) BiyCar [2 ()] + Rk (8) Brww (s). (3-2)
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onde Rg(s) = (sl — A )™t e Crxne,

Como se pode observar, as equagoes (3-1) e (3-2) estao relacionadas pela
realimentacao de (t), a qual é caraterizada por meio da transformada de
Laplace da equagao (2-15). De fato, com K, (s) = CxRg (s) By + Dk, €
K (s) = Cx Rk (8) Biy + Dy, obtém-se

(s) = CxRi (8) 2o+ Ky (s)w (s) + K (s) 5 (s) . (3-3)
onde w(t)? = [v(t)T r(t)T] e K, = [K:K,].
Note-se que se pode escrever §(s) = Cy[2(s)] = Lap{Cuy [2(t)] (s)}
substituindo z pela equagao (3-1), i.e

y(s)=Cuy [RA (s) [Zo + B3 d(s) + B, (5)]] +Cy Py, (s) i (s) (3-4)

ou, equivalentemente

7(s) =Py, (s) [zo + 63&(5) + BT, (s)] + P (s)u(s). (3-5)
onde
Py (s)[20] = Cu[Ra(s)[20]], e
P (s) = Cu[Pu(s)]=Cu[Ra(s)[51]]
Analogamente

Py, (s) = Co[Ra(s)[B1 1]
Exemplo 3.1 No caso da equagio do calor (operador Ag)
Ra,(s)[z0] = Zioi(s = M) Yzo,0k)pr  ie., Ra(s)[z,] € a transformada

de Laplace de To(t)[z0] (cf. (Curtain e Zwartz, 1995) pp. 24). A funcao de

transferéncia Py, ¢ entao dada por

Cor[Ra()[77] = Car | (5 = M) [{Buts ) (Bures 1) 0

k=1

Pyu(s)

8

> Culdr](s = M) [{Burs 1) Bums @)

k=1
o <PM1,¢>/§
= ) (5= M) [ Buts B) - Bums 1)
k=1
@Mpa(bk

2 k km\?
onde ¢ = \/;sin(%x) JkeZy, A\ = —(%) . Note-se que P, € CP*™ ngo
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¢ racional (jd que possui uma infinidade de polos). v

Finalmente, utilizando as equagdes (3-3) e (3-5), @ é dado pela equagao

abaixo

i(s) = CkRk(8)zro+ Ky (s)w(s)+ K (s)P,,(s) [zo + Bga?(s) + BLv, (s)]
+P,, (s)u(s),

ou, equivalentemente,

(I-K(s)Pu(s)u(s) = CxRk(s)zro+ Ky (s)w(s)+
K (s) P,. (s) [zo + B8Yd(s) + Lo, (5)] .

Se (I-K (s)Py(s))" é “bem definido”, @ pode ser explicitamente

caraterizado da seguinte forma

u(s) = Tk (s)CrxRk(s)zko+Tk (s) K, (s)w(s)
+T (s) K (5) Py, (s) [zo +BYd(s) + glo, (5)] . (3-6)

onde Ty (s) = (I - K (s) Py ().

Concluindo, o sistema de controle em malha fechada é caraterizado no

dominio da frequéncia pelas equacoes

Z(s) Ra(s) [zo+ﬁgd(s)+65®u (s)] + Py, (s)u(s),

Rk (8) zxo + Ri (s) BKyC’M [2(s)]+ Rk (s) Bxoww(s),

ZVJK (S)

com % dado pela equacao (3-6).
Note-se que para, condic¢oes iniciais nulas (i.e. 2(0) = 0 e zx = 0), o
sistema de controle em malha fechada pode ser visto como uma aplicagao que

leva os sinais exégenos (d,v,,v,r) nos sinais (8,y,u).

Esta aplicacao é caraterizada no dominio da frequéncia pela seguintes
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equacgoes: para o = 1,4

6(s) = (Paa(s)+ Paa () Tt (5) K (5) Paa (5)) d(s)
+Pou(s) (1 + T () K (5)Pyu(s)) Buls)

+Fou(8) Tk (s) (K(s)0(s) + Ky (s)7(s)) (3-7)
a(s) = Tg(s)K(s) [Pyd (s) d(s)+Pyu(s)@u(s)]
+Tk (s) (K (s)0(s) + K (s)7(s)) (3-8)

1.e.

a(s) = Faa(s;K)d(8) + Fav, (51 K)5u(8) + Fou(s; K)0(8) + Fap(s; K, K, )7(s)

a(s) Fua(s; K)d(s) + Fu, (8 K)0,(8) + Fuu (55 K)0(s) + Fur(s; K, K, )7(s)

Note-se que as equacoes acima dependem apenas das funcoes de transferéncia

. - P, dd du
(em malha aberta) do sistema original P = e do controlador [ KiK. ].

yd yu

3.2
Estabilidade em malha fechada

Nesta secao é formulada uma condicao de estabilidade em malha fechada
que envolvendo o comportamento entrada-saida do sistema em malha fechada
(P,[K:K,]) (figura 2.1), com o objetivo de que, quando as varidveis externas
(ou exégenas) (d,v,,v,r) forem limitadas em [0,00), as correspondentes
varidveis dependentes (4,u,y) sejam também limitadas em [0, 00). A defini¢ao
correspondente de estabilidade em malha fechada é enunciada a seguir (as
demonstracoes relativas as proposicoes desta e da préoxima secao encontram-se
em (Corréa e Talavera, 2014)).

Defini¢ao 3.2 O sistema em malha fechada definido por (2-16) e (2-17) é
dito estavel (no sentido entrada limitada-saida limitada) se, sempre que d,v,,v
er forem limitadas em [0,00), as respostas correspondentes a partir do estado

zero 8,y e u serao também limitadas em [0, 00). v

Daqui em diante, serao apenas considerados sistemas de DI estaveis em
malha aberta, isto é, aqueles que satisfazem a hipétese abaixo - O semigrupo
T4 gerado pelo operador A é exponencialmente estavel, i.e., 3us € R, e or e Ry
tal que

Vte[0,00), [T(t)| < pae .
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Uma condigao suficiente para estabilidade em malha fechada sob a
hipétese 3.2 pode-ser deduzida de (3-7) e (3-8).

Nesse sentido, seja € R, Cj={seC: Re(s)> S},
Ho(B) ={f:C} — C|f ¢ holomérfica e limitada em Cj} e considere a definicao

apresentada a seguir (ver no apéndice definigao de fungao holomérfica).

Defini¢ao 3.3 (Funcdo de transferéncia estdvel)

a feHyu(B) com <0 € dita estavel se existem hy € L1(0,00) e dy € R tais
que f = ﬁf +dy, onde ﬁf ¢ a transformada de Laplace de hy

b Uma matriz F de fungoes em Hoo(5) com B <0 € dita estdvel se todos seus

elementos sao estaveis .

O seguinte resultado simples é utilizado na sequéncia:

Fato1l : Se s : [0,00) - R é continua por partes e limitada e f é estavel,
entao 7 = f§ é a transformada de Laplace da funcao continua por partes e
limitada r: [0, 00) - R dada por r(t) = dys(t) + fot hy(t)s(t - T)dr.

A proposicao enunciada a seguir apresenta condigoes suficientes para que
o sistema em malha fechada definido por (3-7)-(3-8) (denotada por (P,[K:K,])

seja estavel (no sentido entrada limitada-saida limitada).

Proposicao 3.4 Suponha que a Hipotese 3.2 seja verificada. O sistema em
malha fechada (P,[K:K,]) € estavel se a matriz de fung¢oes Tk | K:K,] € estdvel.
v

3.3
Controladores de Dimensao Finita e Estabilidade em Malha Fechada

Nesta secao sera apresentada uma ampla classe de controladores de
dimensao finita constituida apenas por controladores estabilizantes para o
sistema de dimensao infinita original (suposto estdvel em malha aberta) - cada
controlador dessa classe quando aplicado ao sistema de DI original da origem a
um sistema estavel em malha fechada. Esta classe é caracterizada com base em

uma aproximacao P, para P, e em condicoes de estabilidade robusta relativa

a uma bola H. ponderada, centrada em P,,, a qual contém P,.
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Mais especificamente sejam P, = P, + E,,, P, e E,, funcbes de

transferéncia estdveis e seja Tx = (I - K Pyu)*l tem-se entao que
Ti=(1-KPu) ' =(I-KPy - KE,) ={(I-KP,)(I-TxKE,u)} "

<~ TK = ([ - TKKEyu)flfK.
Segue-se entao da Proposigao 3.4 que o sistema em malha fechada (P,[ KK, ])
é estavel se (1 -TxK Eyu)‘lfK[K ‘K] é estavel. Uma condigao suficiente para

que isto aconteca é dada por

(I -TxKE,)™" e Tx[K:K,] sio estéveis (3-9)

Exemplo 3.5 No caso da equacao do calor uma aproximacao racional e

estavel para Py, ¢ dada por

) N (e or)
Pu(s) =] : (5= M) [(Buts B) - Bum, Dk}
e, on)

(para um dado N ) ou, equivalentemente

Pyu(s) = Cyn(sI = Ax) " [Byw],

onde

<90M17 ¢k> cee <S0M1> ¢N>
CyN = : GRPXN,

(Omp: k) - {omp, ON)
Ay = diag(\y, ..., \y) e RV,

<6u17¢1> (ﬁum7¢1>

Byn = : e RPN

<6u17¢N> ---(6um>¢N>

Considere-se agora o lema.

Lema 3.6 (Zwart e Bontsema, 1997) Seja A,,(3) = {9 € Ho(3) : a
funcio s+ sg(s) € Hw(B)}. Se g € Ay(Bo) para algum By < O entio eviste
hy:[0,00) = R tal que Y5 > o, a fungio t — e Pthy(t) € L1(0,00). v

Uma consequéncia imediata deste lema é enunciada a seguir,
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Corolario 3.7 Seja f € Hoo(B) para 8 < 0. Se existem g; € Ay,(B) e ds € R
tais que f =g +ds entao f € estdvel. v

Tendo em vista que (I - TxKE,,) "t = I - Tk KE,(I - Tx KE,, )™, se
TeK & estdvel, F,, ¢ uma matriz de elementos em /Vlsp(ﬁ 4) para 4 <0 e
(I -TxKE,,)™ € Hyo(B) para 3 <0 entdo (I - T KE,,)™! é estavel.

Portanto se FE,, ¢ uma matriz de elementos ASP(BA) para (B4 < 0,
segue-se de (3-9) da condi¢ao dada acima que uma condigao suficiente para
que (P,[K:K,]) seja estavel é

(I -TxKE,) ™" € Ho(B) para <0 e Tx[K:K,] éestavel (3-10)

Note-se que a segunda parte da condigao (3-10) depende apenas da

aproximacao Pyu para P,,. A primeira parte, por outro lado, depende de

yu-
E,, = Pyu—pyu e como P, nao é, em geral, racional, se pyu for racional E,, nao
o seré. Assim sendo, ao invés de garantir que (I - Tx K E,.)™' € Ho(B) para
uma dada FE,, ndo-racional, procura-se garantir que (I - Tx K E,)™ € Hoo(f)
para todo E, em um conjunto que contenha F,, e que seja caraterizada apenas
por meio de fungoes racionais.

Neste sentido suponha que um limitante em uma norma H,, ponderada
de E,, € A, (B4) seja satisfeito, i.e., |W,E, Wg|m. < v para um dado par
(W, Wg) de matrizes quadradas de fungoes racionais estéveis tais que W;1! e

Wi sejam também estaveis (Heo = Hoo(0)) € um dado y > 0.

Neste caso

(I -TxKE,,)™ (I -Tx KW 'E,,WgH)™
{(Wg-Tx KW E,, )W7}™!
Wrl{Wr(I - Wi Tk KW E,,)}

Wr{l - (Wi Tk KW YEy )\ We (3-11)

(I -TxKE,,)™"
onde By, = WLE,,Wg é tal que [Ey,| g, <7.

Considere-se agora o Lema

Lema 3.8 Seja G uma matriz de elementos em flsp(ﬁo) para algum By <0 e
|Glo < 1. Entao existe 3 <0 tal que (I - G)™' € Ho(S). v
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Segue-se do Lema 3.8 que, se F,, ¢ uma matriz de elementos em flsp(ﬁ 4),
Tk K éestavel e [WRl Tg KWt .. < y7L, entdo (I-Tx K E,,)~! € Hoo () para
f < 0. Esta conclusao juntamente com (3-10), leva a condic¢oes de estabilidade

robusta enunciadas a seguir.

A~

Proposicao 3.9 Seja P, = pyu + Ey, onde Py, e Ey, saio matrizes de

elementos em ASP(BA), (Ba<0), \WLE, Wr|u. <, Wi e Wg como acima.

O sistema em malha fechada (P,[K:K,]) é estdvel se

Tx[K:K,] € estivel e |[Wi"(Tx K)YW; |m. <77 (3-12)
\Y%

Note-se que a condi¢ao (3-12) é expressa em termos das fungoes
P(K)=TxK e P (K, K,) = TxK, de (K,K,), onde Ty (K) = (I - KP,,)".
Observe-se que (’ﬁ(K),ﬁr(K, K,))=(Q,Q,) se e somente se

Q=(-KP,)"'K e Q.=(-KP,)"'K, <
(I-KP,)Q=K e Q. =(I+(I-KP,)"'KP,)K, —
Q=K+KP,Q=K(I+P,Q) ¢ Q =(+QP,)K, —
K=QU+P,Q)'=(I+QP,)"'Q e K,=(+QP,)"'Q,,

@

@

e, portanto, se f’yu, @ e @, forem matrizes de funcgoes racionais, K e
K, também o serao. Segue-se que uma classe de controladores de DF
que asseguram estabilidade em malha fechada pode ser explicitamente

parametrizada conforme descrito na Proposicao enunciada a seguir.

Proposicao 3.10 Suponha que a Hipdtese 1 seja verificada. Seja Py, = Pyu +
E,., onde Pyu e By, sdo matrizes com elementos em /Vlsp(ﬁ) (8<0)ekE,,,é

tal que

WL Ey Wk b, <v

onde W e Wg sao matrizes de ponderagao conforme definicoes acima. Sejam

as funcoes IC e IC,
K(Q)=(I+QFu)"Q ek (Q.Qr) = (I+QPu)"Q,

e defina o conjunto
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So(7) ={Q e RHZ® : [WR' QW . <71

Para qualquer par (Q,Q,) de matrizes de elementos em RH,, tal que
Q € So(v), o sistema em malha fechada (P,[K(Q)K.(Q,Q,]) € estdvel.
Ademais, se f’yu ¢ uma matriz de fungdes racionais, K(Q) e K.(Q,Q,) sdo

também matrizes de fungoes racionais. v
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4
Avaliacao de Desempenho de Controladores

Nesse capitulo, sera considerada a avaliacao de desempenho dos
controladores (K, K,) que asseguram a estabilidade do sistema em malha
fechada definido com as fungoes de transferéncia P,, (ndo-racionais) do sistema
de DI original. Mais especificamente, um funcional de custo sera definido (como
uma fungao de (K, K,)) com base no qual serao buscados controladores tendo
em vista o objetivo de rastreamento aproximado de sinais de referéncia na
presenca de ruido e de sinais de perturbacao. Na secao 4.1 é formulado
um problema de otimizacao para a escolha de um controlador estabilizante
de dimensao finita na classe definida no Capitulo 3. Como o funcional de
custo em questao depende de fungoes de transferéncia nao-racionais, limitantes
superiores para os mesmos, os quais podem ser obtidos apenas de funcoes
racionais, sao apresentados na secao 4.2. Na secao 4.3 é apresentado um
procedimento de dois estagios para a escolha de um controlador de DF.
Finalmente, na secao 4.4 sao apresentados limitantes superiores para as normas
H,, dos erros de aproximacao das funcoes de transferéncia nao-racionais

associadas a equacao do calor simplificada.

4.1
indices de desempenho e funcional de custo

Seja d(t) = C4[z(t)] onde Cs : Z — R™s é definido por Cs[z] =
[(¢s1,20)--{Psmy, 20)]" € ¢si € Z. Tanto os objetivos de rastreamento per se
quanto os de atenuacao dos efeitos de ruido e perturbagoes serao formulados

em termos de 6. Nas derivacoes que se seguem os sinais de perturbagao fy

considerados serao confinados a uma classe de “dimensao finita”, qual seja:

fd(t) = Bgd(t) onde Bg = [Bdl"'ﬁdmd]a Bdi € Z, d(t) € R™Md

Assim sendo, com relacao aos objetivos de projeto explicitamente levados
em conta no funcional de custo, o sistema em malha fechada pode ser visto
como uma aplicagao levando (r,v,,v,d) em (8,u) o qual pode ser descrito no

dominio da frequéncia pelas seguintes equagoes:
= Fyq(K)d + Fy, (K)0, + Fsp(K)0 + Fy (K, K, ).

U= Fug(K)d+ Fyy, (K)0y + Fyu(K)0 + Fp (K, K,
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nas quais as funcoes de transferéncia F,, do sistema em malha fechada

constituido pela “planta” P e o controlador (K, K,) sao dadas em termos de

P(K) = TKK? Pr(Ka Kr) = TKKT, TK = (I— KPyu)71

pelas expressoes
Foi(K)=P(K)Pyq, Fiu (K)=P(K)P,,, Fu(K)=P(K),

Fu(K)=P(K,K,), Fsu(K)=Py+Py/P(K)Py, Fs,(K)=Py(l+P(K)P,,),

de(K):PduP(K)a Fdr(KaKr):PduPr(KaKr)a

e as fungoes de transferéncia em malha aberta sao dadas por

Py(s) = Cu[Ra(s)[57]].
Pu(s) = Cs[Ra(s)[BL]], e
Pu(s) = Cs[Ra(s)[B7]]-

Para controladores estabilizantes, i.e., para K e K, tais que P(K) e
P.(K, K,) sao fungoes de transferéncia estéveis (cf. Proposicao 3.4), é possivel
definir indices de desempenhos com base em normas H, ponderadas, da

seguinte forma

77a<(K7KT) = ”FM(K)(I)CH; a=6u §=0,0yd
e (K, K,) = |(I-Fy (K K)o, 5 e
N (I, K,) = “Fur (KvKr)(I)r“;

onde ®. é uma matriz com elementos em RH, (densidade espectral de potencia
ou “envoltoria de frequéncias”associadas ao sinal <), pois, neste caso, F, (K)

e F,,. (K, K,) sao todas matrizes de fungoes estaveis.

Um funcional de custo pode entao ser definido pela expressao

J(K,K,) = Z P Anec (K, K,) + punue (K, K}, pr= 1

S=0,Vy,d,T

ou, equivalentemente, J (K, K,.) = Jo (K) + J. (K, K,.), onde

Jcl (K)

Z pc{ndc(K)"'punuc(K)}a €

§=’U7’Uu7d

Jr(KaKr) = nOr(KuKr)"'punur(KuKr)-
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Note-se também que

Jcl(K): Z

S=v,Vy,d

Fu(K) | ’
ﬁuFud(K) )

2

ou, equivalentemente, J,(K) = |(Fo + FLP(K)Fg)®., |5 onde
q)ev = dmg (ﬁdq)d ) ﬁvu (I)Uu ) ﬁvq)v) sendo ﬁa = pgév
FR = [Pydpyu[]7

7 Py(K) Py (K) 0
0o = e
0 0 0

Pdu

o=
Y ad

Analogamente, J.(K, K,) = |(F.o + FLP.(K, K,))®,|3, onde

)

Fr(]:

46

Observa-se também que o funcional de custo depende de (K, K.) apenas

por meio de P(K) e P(K, K,.). Como visto anteriormente, a estabilidade destes

ultimos assegura que o sistema em malha fechada seja estavel. Pode-se entao
introduzir a mudanca de variaveis (K, K,) - (Q,Q,) = (P(K),P.(K,K,) e

reescrever o funcional de custo como

7cl(@) = ”(FO + FLGFR)(I)WH% € 77"(@7’) = “(FTO + FL@r)q}r“%

de forma que os objetivos de rastreamento e os de atenuagao de perturbagoes

podem ser associados separadamente a cada uma das novas “variaveis de

decisao” @) e (),.. Segue-se que, para classes de fungoes de transferéncia estaveis

Sg e Sg. pode-se formular um problema de controle 6timo

min ~ J4(Q) + J,.(Q,)

66 Sa,@r € Sar


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012093/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012093/CA

Capitulo 4. Avaliacdo de Desempenho de Controladores 47

ou, equivalentemente, dois problemas independentes, quais sejam

min J4(Q) e _min J,.(Q,).
@S @re8q,
Quando um par (Q,Q,) de solucdes aproximadas é obtido, o controlador

correspondente (K, K,) é dado por
? = @([ + Pyu@)71 = ([ +@Pyu)71@ € ?r = ([ +@Pyu)71@r

sempre que (I + QP,,)™! é “bem definido”.

Note-se, entretanto, que como P, nao é uma matriz de fungoes racionais,
nio se pode assegurar em geral que K e K, sejam matrizes de fungoes racionais
mesmo que @ e @T o sejam. Assim sendo, para obter um controlador de DF
seria necessario aproximar K e K, por matrizes de funcoes racionais (digamos,
K e K,) e verificar se o sistema em malha fechada (P,[K:K,]) é estavel . No
desenvolvimento a seguir, ao invés de tentar obter inicialmente controladores
com funcgoes de transferéncia nao-racionais e depois aproximé-las por matrizes
de fungoes racionais, a escolha de um controlador serd restrita a uma classe
de controladores estabilizantes de DF definida no capitulo anterior por meio
de aproximacoes racionais para P,, e com base em consideracoes de controle
robusto.

Nesse sentido, serao formulados problemas de controle étimo com base
no funcional de custo introduzido acima, o qual é agora visto como uma funcao
dos novos “parametros de projeto” @ e @, introduzidos no Capitulo 3 (ao invés
de K e K, como era anteriormente o caso).

Mais especificamente, como

J(K,K,)=Jy(K)+ J,(K,K,) onde

Jcl(K) = “(F0+FLP(K)FR)q)ev’|% € Jr(Kv Kr) = H(Fr0+FLPr(K7 Kr))q),,H%,

um problema de controle étimo pode ser formulado com base na Proposicao

3.9 envolvendo controladores estabilizantes de DF, qual seja:

min  J(K, K,)
(K,Kr)eSk

onde Sk = {(K(Q), K, (Q,Q:)) : Q€ Sq e Qr ¢ RHZ™"}

ou, equivalentemente,
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Prob. 1: minQeSQ(v),QreRleme JQ(Q)QT)

onde Jo (Q,Q,) £ J(K(Q), K. (Q,Q,)), ie.

Jo(Q,Q,) = JS(Q)JrJ?Q(Q,QT), onde
JQ) & JuK(Q))
JQ,Q,) 2 J(K(Q),K(Q Q)

onde Q = (I - KP,) 'K e Q, = (I - KP,,) ' K,..

Para escrever Jg(Q, @, ) explicitamente em termos de @ e @,, note-se

que
P(K) = (I-KP,)'K=(I-KP,, - KE,,)"'K
= {(I-KP,)I-(I-KP,)'KE,)}"'K
= (I-P(K)E,) "P(K) o que implica em
P(K(Q) = (I-QEu)"'Q (jd que P(K(Q))=Q)).
Analogamente,
P(K,K,) = (I-P(K)E,) 'P.(K,K,) =

P (K(Q), K (Q, Qr))

Segue-se que, Jg(@) e JTQ(Q, @Q),) podem ser escritos como

|(Fo + FLTe(Q)QFR)Pel3
|(Fro+ FLTe(Q)Qr)®: |3

J%(Q)
JE(Q, Q)

onde Tr(Q) = (I - QE )™

Observa-se, entao, que embora o Prob. I tenha sido formulado sobre uma
classe de matrizes de fungdes racionais (Q e @), as matrizes de fungoes Py,
Py, Pya, Py, e Ey, que aparecem no funcional de custo nao sao necessariamente

racionais.

Uma dificuldade adicional é a presenga dos termos nao-lineares Tz (Q)Q

e Tp(Q)Q, em (Q,Q,) as quais se devem ao erro de aproximacao E,, (se

E,. — 0, entao Tr(Q) — I e, portanto, Tr(Q)[Q:Q,] » [Q:Q.]).

Torna-se entao natural aproximar cada P,., a = 4,y, ¢ = d,u por uma

(I-QE.)"'Qr  (ja que P.(K(Q), K (Q,Qr)) = Qr)).
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matriz de funcoes racionais Pag e, com base em limitantes superiores para
normas dos erros de aproximacgao F,. correspondentes, definir problemas de
otimizacao envolvendo apenas funcoes racionais, os quais devem se constituir
em aproximacoes progressivamente melhores para o Prob. I a medida que F,

se torna menor. Isso é feito na proxima secao.

4.2
Limitantes superiores para os indices de desempenho

As funcoes

T3(Q)=Fo+ FLTp(Q)QFr e T5(Q,Qr) = Fro+ FLT(Q)Q;

sao agora reescritas em uma forma conveniente, i.e., separando os termos

~

“nominais” (que s6 dependem de ISCW) dos que dependem de E,, = P,, — P,,.

Proposicio 4.1 Seja P.. € M(RHy,), Pac = P+ Eoe, =8,y c=d,u e

Esy  Es , A .| By
S| 0 T Seja Fr=[PuiBuil], Fr=| i,
Eyd Eyu pil
. |Py Py O

0:

0 0

. I
and FT0=|: ]
0

Entao T;(Q) = TP(Q) + A(E,Q) e T5,(Q,Qr) = TX(Qr) + An(E,Q. Q)
onde TP(Q) e T (Q) sdo fungoes afins dadas por

T})(Q):FO"_FLQFR € Tﬁ(QT)ZFrO"’pLQr

(as quais dependem apenas de fungoes racionais),

A(E,Q) = FAL(Q)E(I_FAQ(Q)E)ilﬁAR(Q)a
Ar(Ea Qa Qr) = ﬁAL(Q)E([ - FAQ(Q)E)ilMaQM
M, - [ On}dxm W= Oy ¢ 1y ] Fao(@Q) = MLQNIE,

FAL(Q) =My, + FLQM@T, FAR(Q) = Mg + M,QFp,

I 0 I 0 0
M; = e Mp-= . v
Lloo] R[OIO]
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Demonstracao:

Note-se, inicialmente, que

T1(Q) = Fo+ FLP(K)Fr = Fy + FiTp(Q)QFg

Edd Edu

onde Tp(Q) 2 (I -QE,,)"", E = [
yd yu

. Assim sendo, para escrever,

T:(Q) =T (Q) + A(E,Q)

onde T7(Q) depende somente das fungoes de transferéncia nominais (Pos:a=

8,y, B =d,u}, reescreve-se T;((Q)) na forma
T1(Q) = (Fo + Ery) + (Fp + Bp, )Te(Q)Q(Fr + Erg)

o que leva imediatamente a T;(Q) = TH(Q) + A(E,Q) (j& que Tr(Q) =
I+QE,(I-QFE,)™") onde

TIO(Q) = FO"‘FLQFR €
A(E,Q) = EFO+FLTE(Q)QEFR"'EFLTE(Q)QFR"'

EFLTE(Q)QEFR + FLQEyuTE(Q)QFR-

Observa-se, a seguir, que

Edd Esu 0
Er, = 0 0 = M E Mg,
ML é Imd Omoxp MR é ‘[md 0 O
Omxmg  Omg,, | 0 Iy Opsp |

Ern = | By Ep Opp |=| Opmg & L, | EMp

Erg = ]\}[(ITEMR onde Mgé[opxmd : [p], e
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finalmente que F,, = Z\}[aT EM,. Segue-se que A(F, Q) pode ser reescrito como

A(E,Q) = MpEMg+FrTp(Q)Q(MI EMg) + FLQ(MIEM,)Te(Q)QFr
+(MEM,)Te(Q)QFr + (ML EM,)TE(Q)Q(MI EMpg)

Adicionando o primeiro e o ultimo termo do lado direito da equacao de acima

obtém-se .
My E(I + M,Tp(Q)QNIT E) My, (41)

Como

MTp(QQMIE = M,(I- QM EM,)"QM]E

= (I- M,QMTE) " M,QNTE
~(I+(~-M,QNMTE)) " (-M,QMTE)
~{1-(1-M,QNTE)"},

a equagao (4-1) pode ser expressa da seguinte maneira
MpE(I-M,QMTE)" "My = My(I-EM,QM") 'EMg
Sendo assim, A(E, R) pode ser escrito como

A(E,R) = My(I-EM,QM)) 'EMg+ FLQMIEM,T5(Q)QFR

+FpTe(Q)Q(MY EMg) + (M EM,)Tu(Q)QFr
Note-se agora que
Tp(@QQM, = (I-QMEM,)"QM; = QM;(I-EMQM)"
de modo que o terceiro termo de A(E, R) acima, pode ser escrito como
FLQM (I - EMoQM;)™ EMp;

Consequentemente,

A(E,Q) = (M +EL,QMIY(I-EM, QM) " EMp+(M+EL,QMIYEM, T5(Q)QEx.

Finalmente,

EM,T5(Q)Q = EM,(I-QM!EM,)"'Q = (I-EM,QM])'EMQ,
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A(E,Q) = (My+F.QMI)(I - EM,QMT) 'E(Mg + M,QF%),
A(E,Q) = FAL(Q)E(I—FAQ(Q)E)_lpAR(Q),
onde
Far(Q) 2 Mg+ E,QMT,
FAR(Q) = MR-FMGQFR, e

Fag(Q) = M,QM!.

Com base na Proposicao 4.1, o Prob. 1 pode ser reescrito da seguinte forma

min 177 (Q) ey + A(E, Q)Pey |3+ [ T7(Qr) 2y + A (E, Q, Qr) 2, 3

QeSq(7),QreRHIG™™T

Na expressao acima para o funcional de custo aparecem os termos
nominais 77 (Q)Pe, ¢ Tp(Q,)®, que dependem apenas das fungdes de
transferéncia racionais P, tomadas como aproximacoes para FP,,. Contudo,
os termos de perturbagdo A(E,Q)P., e A.(E,Q,Q,)P, dependem de E,, =
P, - P, e, portanto, envolvem funcoes de transferéncia nao-racionais. Assim
sendo, para considerar apenas fungoes racionais em procedimentos de sintese de
controladores faz-se aqui necessario substituir as func¢oes de transferéncia E,,
por limitantes superiores em suas normas H,, (como foi feito no Capitulo 3 para
fins de estabilizagdo em malha fechada). Essa mudanga equivale a substituir
nos “calculos de projeto”cada funcao de transferéncia F,, pelo conjunto de
funcoes de transferéncia cujas normas H,, sao menores do que os limitantes
mencionados.

Uma consequéncia imediata dessa abordagem é que a restricao de
estabilidade em malha fechada [|Qle < ;4 Yyu > [Eyulee Pode nao ser
suficiente para assegurar desempenho adequado de um controlador que a

satisfaca. Isso se deve ao fato de que

I 0

A 0
[_FAQ(Q)E:[_[I]Q[Eyd Eyu]: —QEyd ]—QEyu
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|- Fag(@)E) oo 2 | (T - QEyp) ™" s

e, portanto, quando |Q[. se aproxima de 7,1, | (/- QF,.) " e pode-se
tornar arbitrariamente grande, se |Eyllc ® 7Yyu, 0 que poderia levar a
valores correspondentemente grandes de |A(F,Q)]e € de |A.(E,Q, Q)]
(j8 que [A(E,Q):A(E,Q,Q,)] = FaL(Q)E (I - Fag(Q)E)™ [Far(Q):M.Q,])
e, portanto, a valores grandes de |A(E, Q)P |2 e de |A(F,Q,Q, )P, .. Para
evitar essa possibilidade, consideram-se, entao limitantes superiores sobre essas
normas Hs com base nos quais podem ser definidos limitantes superiores para
o funcional de custo acima. A sintese de controladores serda entao abordada
por meio dos ultimos.

A proposicao enunciada a seguir apresenta esses limitantes para o caso

simplificado em que Wy, =1, Wg = I (que sera considerado a seguir).

Proposigao 4.2 (Limitantes 7., € 7jef)
a) Os termos de perturba¢io A(E,Q)P., € A(E,Q,Q,)P, sdo limitados da

sequinte forma:

AN

“A(Ea Q)q)ev ”2 - ﬁer(Q)

IN

HAT(EaQaQr)(I)rHQ ﬁref(QaQr)

onde

N [—=

[®all, +

(@) - HFAL@)HM{(@%)

1

2

@ (1@l + 101l 12, )

HFAL(Q)HM Ner(Q) HQT‘q)T’H; )

ﬁref(Qu Qr)

sendo fier(Q) 2 (%%L +’V§u)5 (1- HQ“oo’Vyu)il-

b) Os funcionais Jg() e J2(-,-) sio correspondentemente limitados da sequinte

forma:
I@Q) < (|T@®u], + (@) e
JQ,Q.) < (|T2(Q)8. ], + rer (Q, Q1))
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v
Demonstracao:
Note-se inicialmente, que
7 _ T Omdxp
Fao(QFE = M,QM'E-= | By By ] —
- Om xm, Om Xm
Fag(Q)E = o
QEyd QEyu
Segue-se que
I - Fra(Q)E = Lmnaxana O e, portanto
_QEyd I- QEyu ’ 7
. 1 0
(I -Fa(Q)E)™ =
Z (I - QEyU)_l
onde Z - (I -QE,,)'QFE, =0 Z=(I-QFE,,) 'QFE,,. Assim sendo,
A [ I 0
(I - Fag(@QE)™ =
| (I -QEyu)"'QEy (I-QEyu)™"
. [ 1 0 I 0
(I- Fag(Q)E)" - B (+2)
| 0 ([_QEyU) QEyd I

Note-se também que

FAR(Q)(PE

D, 0
N E
QPydq)d Q(I)v

[ r0 ]FAR@)@G

b, 0 -
QEyd I QEyd(I)d-f-QPydq)d Q(I)v Cf.(4—2)
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» L [ 0 By 0
E(I - Faq(Q)E) Far(Q)®e = E[ 0 (1-QE,) H OB, @0+ QP OB,
R R E FEy,
E(I - Fag(Q)E) ' Far(Q)®. = EZ [ ®; 0 ]+ Ezu ] X
(I-QEy)" [ QFE,®4+QPu®y QO, ] (4-3)

Tendo em vista que

| QEu®i+QPu®a QO, |5 < |QEuu®a+ QPudyl3+ QP 3,
|QFyu®a+ QPu®ale < |QFual> + |QE®al2 < |QFu®al> + |Qlyal Ball,
e que
Ega Esa ;
d; 0 < Dylla < (Y2, +2)2 | Pal3,
” Eyd][ ’ ]2 ” E] 12l O3+ a0 12l

segue-se de (4-3) que

1@l < s (@l G220 10l
er(@{(1QPaall + | QU alBale)? + 10D, 13) '}
A demonstracao de (a) é concluida observando-se que
I$@Q) < (1T (@ Pasllo + |AE,Q)Pc o)

Uma derivacao analoga permite demonstrar (b). [ ]
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4.3

Procedimento de sintese de controladores

Os limitantes

ﬁav = HT]O(Q)(I)eUHQ + ﬁer(@) € (4_4)
Now = HT]OT(QT)Q)THz + ﬁref(Qa Qr) (4'5)

sao critérios naturais para a avaliagdo dos controladores (K(Q), K,.(Q,Q,))

com @ € Sg(77!) que dependem apenas das fungoes de transferéncia racionais

P,, (modelo nominal) e dos limitantes 7,, nas normas H. dos erros de

aproximacio (i.e., |Pay = Pav]eo < 7av). Contudo, otimizar globalmente tais

critérios sobre o conjunto dos (Q,(,) admissiveis é bastante dificil dadas

as formas pelos quais 7, (Q) e Mef(Q, Q) dependem de @ e @,. Como

consequeéncia, considera-se a seguir um procedimento heuristico de dois estégios

que consistem em:

(a)

Resolver um problema de otimizagao sobre a classe Sg o, (1) = {(Q, @) :
Q € So(p), Qr € RHZ™}, para varios valores de p (digamos, p € .S,),
cujo funcional de custo depende apenas do modelo nominal {POW o=
6y, v=d,u}, ie.,

min J5(Q) + J% (Q.)

50,ar (1)

o qual ¢é equivalente a dois problemas independentes quais sejam

Prob. a  minges, () J9(Q) e Prob.a, ming emru.) JL(Qr).

onde J9(Q) = |TH@%ul2 e JAQ) = [T2(Q)®, |2, obtendo-se um

subconjunto de controladores dados por
{Qrob(,u) e Su} € Q?

Otimizar o funcional de custo

Naw (Qrob(11))* + Ty (Qron(11), Q7))

com respeito a p €.5,,.
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A motivagao para o passo (a) acima é que para “boas aproximagoes para

P, (i.e., Yo “pequeno”) e |[Wr,QWhgglleo << y7!

@ ~J3Q) e JUAQ)~JIAQ.Q))

(ou seja, o custo nominal “aproxima bem o custo ideal”).

A motivagao para o passo (b) é a possivel amplificacdo dos efeitos dos
erros de aproximacao medidos por 7je, € Tref, quando |[WraQ@Wra|e » 771
assim sendo, escolhe-se um valor p, <y~! que define um controlador Q,.op(ftx)
levando em conta, por meio de 7, € 7., os efeitos dos erros de aproximagao
no funcional de custo ideal (i.e., no desempenho dos controladores atuando

sobre o sistema de DI original).

Comentario O procedimento acima pode ser visto como um refinamento

do processo de escolha de um controlador baseado apenas na minimizagao
do custo nominal sob a restricao de estabilidade robusta. A manipulacao
da margem de estabilidade nominal ' no procedimento acima é uma
maneira sistemdtica de escolher uma margem maior do que a minima (7y,)
de modo a evitar valores relativamente grandes para |A(E,Q)®P., |2 e de
IA(E,Q,Q,)®,|2, conforme discutido acima. v

Comentario O procedimento em dois estagios apresentado acima pode ser

relacionado com a otimizacao, sobre os controladores estabilizantes, de um
indice de desempenho obtido com um limitante um pouco mais conservador

do que 7,,. Nesse sentido, note-se que V@Q € RHY 7,

sendo [Ma : FAL(Q)], onde Ma:[? , obtém-se,
R . 2 R X
IEac(@I% = |[Ma + Pan(@]| <1-1F2QI% <1+ [FLIZ QIS

|QPua®al: < Qe Ba®alz e [QPullz < [Qec] o2

IN

e, portanto, ¥ @ tal que |Qe < vy

N[

fer(Q) < ﬁer(HQHoo)=(1+\FL\illQlli)%{(vfd+7§d) [®ally +

(498" (1= 19 191 {([Paal, + a2l ) + ||<I>v||§}§},
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A escolha étima de @ utilizando o limitante obtido com 7, para avaliar o
desempenho relativo a atenuacao de perturbacoes corresponde a obter uma

solucao para o problema

min_ 7,,(Q) (4-6)

Qe <vga:

Onde ﬁav(Q) = H7T]0(Q)(I)€U “2 + ﬁer(“@“oo) Ouv eqUivalentementev

min min TO (I)ev +_e7" X 4-7

X<y anin (757 (@) ez + 770, () (4-7)
ou, ainda,

min {7,.(X)+ min |72(Q)P., L8

i [0+ i 177(@)0 2 s

Por outro lado, o procedimento acima consiste em escolher p resolvendo

Y problema minu@/g}t ﬁer(Qrob(N)) + Hﬁ(@rob(u))q)e?) H2

Para comparar o desempenho dos controladores obtidos com os dois
procedimentos, seja X, o valor 6timo do problema dado por (4-8), e Q,(X,) o

controlador étimo correspondente. Segue-se que
Tao(@. (X)) = ey (X2) + | TP(QL (X)) P
onde | TP(Q.(X.))®eyll2 = min{| TP(Q)Deu |2 : | Q0 = X}
Observe-se que
min {| 77(@)Peull2 : [Qleo < X} < min {[ TH(Q)Pes |2+ | Qoo = A}
e que, portanto, figw(Qrop(Xs)) 2 Tor () + | TO(Qrop (X)) Pes 2 < 7o (@, (X2)).
Além disso fier (Qrob(X2)) < Ter (| Qrob () [o0) < Tp ().

Decorre entao das tultimas duas desigualdades que

Ner(Qron(Xe)) + [ TP (Qron(Xe)) Pevll2 < Tlaw(Qrob(X2)) < g (QL(X2)).-
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Seque-se que

oo (Qrop (1)) = min {7, (Qron(1)) + 177 (Qron (1)) Pevll2 + 12 < Yyu } < 7 (Qu ().

Comparando, entao, o efeito de perturbacoes sobre os sistemas em
malha fechada constituidos pelo sistema de DI dado por P sob a acao dos
controladores dados por Qq(st.) (procedimento acima) e @, (X,) (solucio
6tima da equagao (4-6)), pode-se assegurar um menor (ou igual) valor para tal

efeito no caso de Q,o(1tx) do que com o controlador étimo para o problema
dado por (4.6) (j& que 7ay(Qrob(1+)) < oo (Q. (X)) v

Esta formulacao relativamente simples pode ser um pouco refinada
considerando aproximagoes de primeira ordem (com relacio a F) para
A(E, Q)P e A(E,Q,Q,)P, quais sejam:

A(E,Q)®., = FAL(Q)E(FAR(Q)(I)ev) €
Ar(EuQaQT)(I)T = FAL(Q)E(MaQr(I)T)v

e modificando os Prob. a e Prob. a, com a introdugao de fungoes de (Q,Q,)
baseadas nos coeficientes a direita é a esquerda dos termos de primeira ordem
acima. Uma possibilidade nesta linha é substituir, no procedimento acima, a
minimizagao dos funcionais de custo nominais, i.e. os problemas Prob. a e

Prob. a, por Prob. b e Prob. b, dados por

Prob. b minQegQw) Q) + MJHW_EFAR(Q)(D%H%

Prob. br ming, cvm(ra..) JNQr) + 11, HW_iMaqu)rH%

e entao ajustar pu, py; e py. conforme sugerido no segundo estdgio do

procedimento em questao.

Um novo procedimento em dois passos seria entao formulado da seguinte forma

— Resolver os Prob. b e Prob. b, para varios valores de [t = (, t4, ft., ), b <
771 (digamos, i € Sz) obtendo Q,,(11), @, -

— Minimizar o funcional de custo em (b) com respeito a f € Sz.

Alternativamente, outras formulacées podem ser consideradas no sentido
de levar em conta a priori os efeitos dos termos de perturbacao, seguindo o

problema de controle robusto estudado em (Corréa e Freire, 2008).
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Neste sentido, note-se que
A(E,Q)=X(E,QFsr(Q) e 8,(E,Q,Q,)=X(E,Q)MQ,
onde X(E,Q) = Far(Q)E(I - Fag(Q)E).
Ademais, X = X(E,Q) < X = FAor(Q)E(I - Fag(Q)E)™
= X(I - Faq(Q)E) = Far(Q)E = X = (X Faq(Q) + Far(Q))E
= X = (XFaq(Q) + Far(@)W(Wea EWra) W
= XWga = (XFaq(Q) + Far(Q)W;'E  onde E = W, EWhg,.

Condigoes necessédrias em X podem ser obtidas se E € Sg(e), onde Sg(€) = {FE

estavel: |[WroEWra|e < €}, tais como
[ XWhaleo < [Ac(X, Q)] e,
Vw e R, [(XWra)(jw)ls < [Ac(X, Q) (jw) <€,
g0 X Whral3 < [lg0Ac(X, Q) [5¢* ou
Vi=1,...VweR, |(ef goXWhra)(jw)[} < (el oA(X, Q) (jw) 3
onde A.(X,Q) = (X Faq(Q) + Far(Q))Wp,

o que leva a definicoes correspondentes do conjunto dos X que satisfazem a

condicao escolhida, o qual é denotado por Sx (e, Q).
Pode-se entao formular problemas de “desempenho pior-caso”tais como:

Prob. c: minges,(y-1),0,eM(RH) J(Q,Qy),

onde

7(@7 Qr) = SUP{’|Ty(Q)®ev+XFAR(Q)q)ev ’|§+HT3(Q7’)®7’+XMCLQT®T “% 1 X € Sx(6,Q)}

ou, para recuperar a separacao dos objetivos associados a ) e ), (ainda que

isto corresponda a uma avaliagdo mais conservadora de (@ e Q).
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Comentario Como os problemas acima sao de fato problemas min — maz bem

mais dificeis de resolver do que os problemas anteriormente considerados,
surge a possibilidade de usar J(Q,Q,) apenas como um limitante superior

potencialmente menos conservador do que

Naw(@rob(1))? + 1 (Qron (1), Q1)

no procedimento sugerido acima. Nesse caso, o estigio (b) do referido

procedimento seria dado por

misnj(me(M)a Q)
peS,

Prob. d: minQeSQw) 70!(@) Prob. dri minQTeM(RHoo)jr(Qr)-

onde

Ja(Q) = sup{[| TYH(Q)Per + X Far(Q) ey |3 : X € Sx(e,Q)},
T(Q,) = sup{T2(Q.)®, + X, M,Q,®,]3: X, € Sx(e,Q.)}

e (), é uma solucao aproximada para o Prob. d.

No proximo capitulo, serda examinado em detalhe o primeiro
procedimento em dois passos apresentado acima, considerando-se apenas o
caso de atenuagao de perturbagoes (portanto, apenas @) devera ser escolhido)
e o caso particular (W, =1, Wgr=1).

Nesse trabalho, serda explorado em detalhe o caso da atenuacao de
perturbagoes (para Wy, =1 e Wx = 1) usando o procedimento de dois estagios
esbocados acima. A aplicacao desse procedimento ao caso em que se considera
também objetivos de rastreamento bem como as formulagoes alternativas
(e computacionalmente mais complexas) expressas pelos problemas b - d

constituem-se em temas para trabalhos subsequentes.
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4.4
Calculo dos Limitantes

Nessa secao, serao obtidos limitantes superiores v,, para as normas H,
das diferencas F,, entre as funcoes de transferéncia P,, do sistema de DI
original correspondente a equacao do calor simplificada e as aproximacoes

“nominais” P, .

Proposicao 4.3 (Calculo de v,,) Considere as fungdes de transferéncia

[ee]

Poy(8) = ) Cal[r](sI = \) ' Bu[ér] e

k=1

2

Po(s) = Z [6x](sT = M) ™' By [61].

O limitante superior Yo, para |Ea,|e € caraterizado da sequinte maneira:
Seja  E,,

Ean(s)= 3 Calon](s— M) B, (6],

k=N+1

ou, equivalentemente,

Eau(5) = B, (s) + Eq, (s).

A
H

Entao, |Eawlleo < Yaw = |E% | +78,  onde

Na

Ea, = Y. Calewl(s - M) Bulénl, (4-9)

k=N+1

o=t (2) {8 Iealit S 112} ==y (@10

1
1 LV (& 1 2 (& 2
st o () Soew) e
[ Eyulleo < vaw AL ;byi—ayi Z;( ) (4-11)
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onde gx(s) 2 (s=M\) ' =

Demonstracao:

120 < 5 [C[odaBlol, >
k=Ng+1

12l € 5 ol G0 B0l
k=Ng+1

AP ( )|c (6B (0]l
k=Ng+1 |)‘k‘|
e 1

B s 3 (o) 1Cadl 1801,
k=Ng+1

assim sendo,

N =

Enlesf () icea)

entao

I
>
.
A
;
T
8
+
—_
i

“ av “00

1 p oo 2 oo m
Bl s {3 B |<som,¢k>|2} [ & Sitsnonr) @
| Na+1| i=1 k=Ng+1 k=Ng+1 j=1
Finalmente, observando-se que
[aily = 22 Wpais dk)* e 18uilly = X 1(Buis d0)?
k=1 k=1
segue-se que
o~ 2 2 A 2 S 2 & 22
Z |<90a27¢k>| SHSOOCZ”X_ZKSOOﬂvgbk‘H € Z |<6U27¢k>| S”/BVZ”X_ZKBVZ)gkaH )
k=N,+1 k=1 k=N,+1 k=1
e, portanto,
> Hea )P <lleanly e 30 WBuidi)l” <[1Builx-

k=Ng+1 k

Hpais P )}_ {k gwl }

N =

L5 (o]

1

N [—=

i | Bma ¢k

=

1
2

=Ng+1
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Substituindo em 4-12 obtem-se

b b A 1 S 2 (o 2 :
”Eow “00 < ’Yow = HSOOéiHX Z Hﬁuz “X . (4_13)
=1 =1
1= Jj=

|)\Na+1|

e, como A, = — (’%)2, (4-10) segue imediatamente de (4-13).

No caso particular do trabalho da tese, ¢, ¢ a medida do sensor sobre

uma regiao a qual é expressa da seguinte maneira

SOyi(x) = b Va e [ayi - b!h’]a

yi — Yy

Il
)

pri(l‘) Vo ¢ [ayi - byz]

Assim sendo

leyily = ! beyid - (4-14)
Pyilly = —a. oy €r = byi_ayi i

byz - Yy,

Da mesma maneira, a acao espacial do atuador é caraterizada por G(x) da

seguinte maneira:

Baui(z) =1 Vaela;, b,
Baui(x) = 0 Va ¢ [a;, b;]

entao

b;
a2 = [ " do = (b - ) (4-15)

7

km

Finalmente, A\ = —(%F)?, segue-se de 4-13 - 4-15 que

7

1 L\?
st ()
1By oo <y AL

:b -ia _}E {g(bi_ai)}a. (4-16)

yr yr

Comentdrio: O termo ||E%, |l que s6 depende do modelo aumentado (fungoes

de transferéncia racionais) é avaliado numericamente para a obtengao de 7y, .

v
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5
Sintese de controladores

Nesse capitulo sera apresentado em detalhe um procedimento em dois
passos para a escolha de um controlador K que estabilize o sistema em malha
fechada (P, K') (envolvendo o sistema original com fungoes de transferéncia P,,
nao-racionais) e tenha um bom desempenho no que diz respeito a atenuagao
das respostas a sinais de perturbacao, conforme esbocado no Capitulo 4.
Esse procedimento que é apresentado na secao 5.1 baseia-se em problema Hy
irrestritos e problemas com funcional de custo H, e restricao dada em termos
de uma norma H,,. Assim sendo, as secoes 5.2 e 5.3 tratam, respectivamente,
do problema Hj irrestrito e do problema Hsy (custo)/ He. (restrigdo). Em
particular, na subsegdo 5.3.1 o problema Hy/H,, sobre um subespaco de
dimensao finita (de possiveis @) é convertido em um problema de programagao
semi-definida cuja solugao numérica é o ponto central na implementacao

computacional do procedimento de sintese considerado.

5.1
Procedimento de sintese

Conforme mencionado anteriormente, um critério natural para avaliar o

desempenho na atenuacao de perturbacgoes, de um controlador K, é dado por
Ja(K) = | (Ps + P P(K)Pya)Pal3 + | PsuP (K) Py |3

(Ja(K') mede o efeito da perturbacao e do ruido de medida na saida controlada
8), onde P(K) = (I - KP,,) 'K, ou, equivalentemente, para controladores
estabilizantes K (@) parametrizados por @ € RHe™? (cf. Capitulo 3),

Jcl(K(Q)) = HFcl(Q)q)dv“%

onde a funcao de transferéncia F.(Q) de (d,v) para ¢ do sistema em malha
fechada (P, K(Q)) é dada (em fungao de @) por

F(Q) & [Py 0]+ Ps Po(Q)[Pya+ 1]

onde Py(Q) = P(K(Q)) = (I -QFE.)"'Q, Eyy = Pyu— Pyu, ®uy = diag(Py, @,).
Contudo, devido a dependéncia de J, (K (Q)) nas fungdes ndo-racionais

P,., foi apresentado no Capitulo 4 um limitante superior para o mesmo no qual
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deve-se basear o procedimento de sintese de controladores, qual seja, 7,,(Q)?

dado por
100(Q) = [T3@) +:(Q)

onde

J§Q) = [Fu(QPal3  ou
J3Q) = [Fa(@)Pal} + pu{| QP13 + pal (QP,a) a3}

Fcl(Q) = [Pdd 0] + pduQ[pyd 11, P,, é a aproximacao nominal (de dimensao
N) para P,, e 7, é dado no Capitulo 4.
Seria entao natural formular os problemas de sintese de controladores

como (nesse caso, Wy =1e Wr=1)

olnin Han(Q)  sujeito a Qe < fimax

onde fimax € menor do que (e préximo a) 7, ; (note-se que quando |Qf e — v,
(@) > 00).

Contudo, embora F,(Q)®P4, seja uma fungao afim de ) a dependéncia
nao-linear de 7,, em @) tomaria tal otimizacao muito dificil.

Considera-se, entao, um procedimento em dois passos, cuja motivacao
se baseia na observagao heuristica de que para “boas aproximacoes” de P,,
(i.6., Yo “pequenos”) 7,.(Q) é “pequeno” desde que ||Q | nao seja “grande” e
|Qlcoyyu na0 seja “muito proximo” de 1. Assim sendo, considera-se o seguinte
procedimento em dois passos:

Seja S, um subconjunto de 0 < & < fimax.

— 1Y passo  Resolver o problema:

Prob. I(u) : min_ J2(Q) sujeito a  [Qe <7
Qe

P cl

para todo p € S, obtendo uma colecao de controladores estabilizantes
dados por {Qrob(u) S SM}

— gdo passo  Resolver o problema:

m:lgn ﬁav (Qrob (,LL) )

HeS L
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obtendo p, e o correspondente Q,.(1.) que define o controlador
estabilizante escolhido K (Qop(ft«))-

Comentario: Como as demandas computacionais relativas a solucao numérica
do Prob. I(p) sd@o bem maiores do que aquelas requeridas para avaliar
Naw(Q (1)), pode-se utilizar um modelo nominal “ampliado” (i.é. de dimensao
N, > N) para as aproximagoes requeridas na avaliacao de Q(u) com vistas a
obter limitantes mais precisos do que 7)4,.

Mais, precisamente, pode-se substituir 7),,() no segundo passo por

16,(Q) onde 15, (Q) = [F5(Q)Pay |2 + 7¢,(Q) onde
Fi(Q) = [P : 0]+ P Po(Q) [Py i 1]

Pg=(I-QE;,)"'Q, Ej, = Py, — Py, {Pg,} sdo as aproximagcoes de dimensao
“ampliada” N, > N (N é a dimensao das aproximacoes P,,) e n2.(Q) é a
versio de fe,(Q) (cf. Proposicio 4.2) obtida pela substituicdo de P, por P2,
e de E,, por E¢,. \V

O ponto central do procedimento descrito acima é a solucao do problema

Prob.I(u) para i < fimax. Note-se que se a solugao do problema irrestrito

Prob. II: min J9(Q)
QeRHIP
denotada por Qp,, for tal que |Qm,|e < Vya, eNtA0 fimax < |Qmy oo Assim

sendo, em geral, pode-se, definir

Hmax = YV mln( HQHQ H 00 7;&)

onde 7, ¢ um nimero real menor do que e préximo a 1, de modo que é
necessario resolver o Prob II antes de iniciar o primeiro passo do procedimento
de sintese. Além disso, a obtencao de @y, permite definir um subespaco de

RH™ digamos S, sobre o qual o problema

min J4(Q), sujeito a Qe < p
QES%

(para p < pimax) pode ser efetivamente resolvido sem que o valor étimo obtido
seja muito superior ao do Prob. I(u).
Tal subespago pode ser definido da seguinte forma: seja (Ay,, Bu,, Ch,)

uma realizacdo minima para Qp, (i.e., Qu,(s) = Cu,(sI = Ag,) ' Bpy,). O
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subespago S% pode ser definido por
S% ={Q(C): C e R™"H2}

onde Q(C)(s) =C(sI - Ap,) 'By, e Ap, € R"H2X"Hs,
Nas secoes subsequentes desse capitulo sao apresentados os resultados
que possibilitam a obtencao de solugoes aproximadas para os problemas H; e

H,/H,, utilizados no procedimento de sintese descrito acima.

5.2
Problema H, irrestrito

Nessa secao, resolve-se o seguinte problema irrestrito

Prob. II: min J4(Q) (5-1)
QeRH)"?

Note-se que Ju(Q) contém um termo de regularizacio p.{|Q®,[2 +
de(QPyd)@dH%} o qual garante a existéncia de uma tunica solu¢do e pode
impedir que o sinal de controle tome valores excessivamente grandes (o que
pode ser til por razoes de seguranca, conservagao de equipamento, consumo
de energia, etc).

Tem-se, entao,

Ja(Q) = [(Psu@) P05+ pall (Paa+ PuQPya) @all3 + pu QP03+ pal (QFya) ®al3}-

J.(Q) (no caso p, #0) pode ser reescrito como

2

Ja(@Q) = ll[f";] Q[piBudai®, |+ [é ] piPua|1 0]

2
Ja(Q) = <(Pdu +p3[)Q(p3pydq)d+q)v) ; (p6u+p5[)Q(p§Pydq)d+q)v)>

X 1 1, 1. 1, 1
+2 <(Pdu + P{H) Q (Pé Pya®g + (I)U) Py Psdq)d> + <P§ Psq®a, p; Psd‘bd>

Ja(Q) = ((P5Psu+pul) Q(paPya®a(Ppa®a) +2,2;),Q)

+2(0Q, PP, Psa®y (pydq)d)N) + Pd Hpod@dH;
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ou, equivalentemente
Ja(Q) = (TaQTs, Q) +2(Q, Zet) + pull PoaPal3 (5-2)
onde
r, = Pguﬁdﬂ ,Ouf
Iy paPa®a(P, d@d) + 0, Py,
Ea = paPsPu®a(Pa®y)".

Para obter uma solugdo explicita do problema de otimizacao (5-1),
sao utilizadas fatoracoes espectrais das funcoes de transferéncias I'y, e I,
da seguinte forma: 'y = ¢;¢, € Iy = ¢po;, onde ¢, ¢;', ¢y € ;' € RHy
(Francis, 1987), sendo caraterizado Ja(Q) em funcao desse fatores espectrais

da seguinte forma

Ja(Q) = (3:0aQ0u05, Q) +2((07'0a) Q (605" ) s Ect) + pal Poa®ul 3
Ja(Q) = (0aQ, 9aQbp) +2(0aQ, (631) Eet (¢31)) + pall Pa®ul 2
Ja(Q) = [6.Qb]3 +2(0uQbb, Zas) + pal Pra®al 3

onde Zgp = (1) Ea(¢z1)~. Completando quadrados, J(Q) ser reescrito como

jcl(Q) = H¢aQ¢b + EabHQ ” abH2 + Pd HPsd(I)dH

Note-se, que Z, possui uma decomposicao em uma funcao estavel (Zu),
(onde {}, denota a projegao ortogonal de M(RLs) em M(RH>)) e em uma

funcao instavel (Z4)-, i.e., Zap = (ZEap)+ + (Eap)-, de modo que
B — — — A 2
Ja(Q) = [0aQp + (Zap)+ = (:ab)ng —Zas3 + pa HPsd(I)dH2
ou, equivalentemente,
5 2 2 — —_ 2 = 2 A 2
Jcl(Q) = H(baQ(bb + :abH2_2 ((baQ(bb + Zab, (:ab)*>+H (:ab)fHQ_H:ang"'pd HPsd(I)dH2 .

Como <¢QQ¢I, + s (Eab)_) =0 (Ver Lema A.1. (Corréa, 1992)), tem-se

Ja(@) = 16aQds + Eas 3 + [ (Eat)- 15 = |Zasl3 + pa | P
como | Zap[3 = [(Zap)+ 3 + [ (Zan)-3,

- 2
Psdq)dHQ

jcl(Q) = H(baQ(bb + éasz -z
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onde =, = (Zap)+-
Definindo-se Q) = ®aQp, 0 problema da equagao (5-1) é reformulado da

seguinte forma:

min Ju(Q) (5-3)
QeRH

onde Ju(Q) = |Q + Za |3 — |Zasl12 + pal Poa®al 2.

Comentdrio: Note-se que a transformagao @) € RH)"™ < Q = pqQ oy € bijetora
pois, como ¢, e ¢, sio fatores espectrais, ¥Q € RHy"®, 071Q¢;' € RHy™ e
PRy =0 Q =0. v

Dessa maneira, a condicao para otimalidade depende somente pela
expressio |Q+Zg2, j4 que os demais termos nao dependem de Q. Note-se que
VQ e RHZ, Ju(Q) > Jup(Qp,) onde Qp, = —Z4p. Sendo assim Qp, € RHo, é

solucdo do problema da equagio (5-1) se e somente se Qp, = ¢;'Qu,b; ", i.e.,

Qr, = =02 {(62") Za () )0y (5-4)
Segundo o exposto pode-se enunciar o seguinte Teorema.

Teorema 5.1 Suponha que p, > 0 e que existe € > 0 tal que Yw € R,
Iy(jw) > €l e sejam ¢, e ¢y fatores espectrais de I'y = ¢7¢, € I'y = ¢poy.

Entao a unica solu¢ao Qp, do Problema II é dada por

Qry = =0, {(02") Baley,') }ody
\V4

As principais operagoes envolvidas na obtencao de uma realizacao para
Qu, (isto é, Ag,, Bg, ¢ Cg, tais que Qu,(s) = Co,(s] — Ag,) ' Bg,), sdo a
obtencao de realizagoes para os fatores espectrais (¢, e @) e para a projegao
{(82))"Ean(d31)" )

Assim sendo, cabe observar que a obtencao de uma realizacao para a
projegao {G{GG3}, com G e MRH> e G; e MRH,, consiste basicamente da
resolucao de uma equacao linear matricial do tipo AX + XB = C com A, B
e C definidos pelas matrizes das realizacoes de G, G; e G5, como expressa o

seguinte Lema.

Lema 5.2 (Corréa et al. 1997) Seja G = G5G2Gy onde G; € M(RH),
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Go e M(RH,), Gi(s) =Ci(sI = A)'B,+ D, , Dy =0, A; € estdvel. Entao,
(G)+(s) = (D5 Co+ By M3)(sI = A)" (M{CY + By DY)
onde M AT + AoM} = -ByBT e MZAT + ATMZ = -CTCs,. v

Por outro lado a obtencao de realizacoes de fatores espectrais consiste

fundamentalmente da resolucao de equacoes de Ricatti da seguinte maneira

Defini¢ao 5.3 (Francis, 1987) Considere uma matriz quadrada I'(s) com as

sequintes propriedades

I, T' e RILY
I = T (onde I'"(s) =T'(-s))
['(o0) > 0

Tais matrizes possuem polos e zeros simétricos em relacao ao eiro imagindrio.

O objetivo é obter um fator espectral ¢ de T i.e., ¢ tal que

r = ¢
6, 0 € RHZO.

v
Para calcular a fatoracao espectral, obtém-se primeiramente uma

decomposicao aditiva de I' na forma
'=D+Ty+TI7%

onde I'y € RHY™ D e R4 e I'y(s) = I'g(-s). Para uma realizacdo minima
(Ao, By, Cp) de Ty, sdo calculados as matrizes A = Ag—ByD™'Cy, R = ByD™' BT
e @ =-CI'D~1Cy. Obtém-se entao X que satisfaz a seguinte equagao de Ricatti
ATX + XA - XRX + @ = 0. Finalmente é obtido uma realizacao para o fator

espectral ¢, qual seja,
(AO, By, D73 (Co+ BEX), D%).
No caso em questao, deseja-se obter os fatores espectrais de
To=PBPu+pd e Ty=paPa®a(Pa®y) + ®,;

Inicialmente, como Py, é estritamente propria deve-se escrever I', na forma

r, = {(Pou)diu}+ + {(POU)NI%U}, + pul. Pode-se obter uma realizagdo para
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A~

{(Ps)" Ps}+ por meio do Lema 5.2 com G = P;,P,,, ie.,
G = G3G2GY
onde G5 = 15&” Go=Py e Gy =1. Segue-se do Lema 5.2 que
(G)+(s) = B3 M3 (sI - A2) ™' By
onde M3 é obtida resolvendo-se a equacao de Lyapunov
ATM2 + MZAT + CTCy = 0.
Obtém-se, assim, a realizagao (A,, B,, C,) de (G).(s) onde
A,=Ay, B,=B,, e C,=BiIM:

calculam-se entao as matrizes:

A = A,-B,D'C,
R = B,D'B,”
Q = -CI'D'C,

sendo D = p,I. Obtém-se entao, a solucao da equacao de Ricatti
ATX + XA-XRX+Q=0
Finalmente uma realizacao para o fator espectral ¢, é dada por

(Ap7 Bp7 D_%(CP+BZX)7 D%)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012093/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012093/CA

Capitulo 5. Sintese de controladores 73

Para obter a fatoracao espectral de

Fb = pdpydq)d(pydq)d)N + (I)vq);

no caso de ruido branco (i.e., ®,9; = D, € RP*P), primeiramente escreve-se Iy
da seguinte forma I'y = {pdpyd¢d(ﬁyd®d)~}+ + {pdpydéd(Pydq)d)“}_ + 9,0 e
como no caso anterior é obtida uma realizacao para {pdpydq)d(Pydq)d)N}+ por

meio do Lema 5.2, onde

G = G5GoG5

A

sendo G5 =1, Gy = Pyy®y e Gy = (Pyuéd)N. Segue-se do Lema 5.2 que
(G),(8) = Co(sI - Ay)*MICT

onde M} é obtida resolvendo-se a equagdo de Lyapunov. Para utilizar a
definigdo 5.3 onde I' = ¢~¢, calculamos a transposta de {G}.(s) sendo a
realizagao (Ay2, Bpa, Cp2) de {G}7(s)

APQ = _Aga Bp2 = _Cga € Cp2 = (Mllclir)T

Calculam-se as matrizes

A = Ap-BpD;'Ch,
R = szD;IBZ;ZT
Q = —CZ;D;lez

obtendo-se as equacao de Ricatti ATX + XA- XRX +Q =0, sendo finalmente

a realizacao para o fator espectral ¢, dada por

_1 1
(Apg, Bpg, DUQ(CPQ-FBZ‘QX), Dﬁ)
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5.3

Problema H; com restricao H.,

Nesta secao é resolvido o seguinte problema com restricao

min J;(Q) sujeito a Qe < pi- (5-5)
QGS%

Problemas de minimizacao com funcional de custo dado pela norma H, de

uma fungao afim da varidvel de decisao (digamos) @) e uma restrigao dada pela

norma H,, de outra fungao afim de ) foram abordadas de diversas maneiras

na literatura existente, conforme a breve revisao apresentada a seguir.

(i)

(iii)

Foram estudadas modificagoes da formulacao original nas quais o
funcional de custo é substituido por um limitante superior relacionando
uma fungdo afim com a restrigio ((Bernstein e Haddad, 1989),
(Khargonekar e Rotea, 1991), (Doyle et al. 1990), (Zhou et al. 1990),
(Yeh et al. 1990), (Mustafa, 1989), (Glover e Mustafa, 1989)) - essa
mudanga do funcional de custo da origem a chamada medida de
desempenho mista Hs/H. ou no caso de Mustafa (1989) e Glover,
et. al (1989) a um funcional de custo baseado em uma definicdo de
entropia. No primeiro caso, Khargonekar e Rotea (1991) mostram que
tal modificacao do problema original pode ser decomposta em um
problema de estimacao H., e um problema de dimensao finita convexa
para assim determinar um controlador por meio de uma realimentacao

de estado.

Seguindo uma abordagem distinta, em (Scherer, 1995) considera-se
uma solugao sub6tima do problema H,/H. para controladores de
ordem pré-especificada. Essa abordagem consiste, basicamente, em
substituir duas desigualdades matriciais envolvendo dois distintos
conjuntos de parametros desconhecidos (tais desigualdades expressam
condigOes necesséarias e suficientes para que um dado controlador seja
solu¢do subdtima) por duas desigualdades matriciais envolvendo o
mesmo conjunto de parametros desconhecidos (passando portanto a
sob-condigbes apenas suficientes para subotimalidade), dando origem a
um problema, LMI. As duas desigualdades matriciais correspondem as

indices de desempenho H, e de viabilidade de uma H,, em questao.

Em (Corréa e Sales, 2003) é explorada a estrutura convexa do problema
original e a simplicidade do funcional de custo quadrético, por meio
a um procedimento baseado no gradiente do funcional de custo que
evolui no espaco linear das matrizes de funcoes racionais proprias e

estaveis. Este procedimento gera uma sequéncia de solugoes factiveis com
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decrescimento do valor do funcional custo por meio do deslocamento
ao longo das direcoes descendentes factiveis, as quais sao escolhidas a
cada passo com base em projecoes do gradiente no conjunto factivel. A
correspondente sequéncia dos valores do funcional custo convergem para

valor 6timo do problema Hy/H.o,.

(iv) Uma abordagem por dualidade é explorada em (Corréa e Sales, 2010),
na minimizagdo do problema H; com restricao H, e H.. Esta
abordagem envolve a geracao de sequéncias de multiplicadores de
Lagrange dinamicos (tomados em classes lineares de dimensao finita)
para obter limites inferiores do valor 6timo do problema original. E
demostrado que a maximizacao do funcional dual pode ser convertida

em um problema de programacao linear semi-definida.

Uma outra abordagem para a obtencao de solucoes aproximadas
para problemas Hs/H,, baseia-se no confinamento do parametro de Youla
a um subespago de dimensao finita pré-especificado (conforme sugerido
em (Boyd et al. 1988)). Nesse caso, obtém-se uma versao do problema
em questdo que é equivalente a um problema de programagao (linear)
semidefinida (SDLP) - para esse tipo de problema existem métodos numéricos
eficientes para a obtencgao de solugoes aproximadas. Essa abordagem, por ser
computacionalmente mais atraente, sera seguida nesse trabalho. Conforme
sugerido em (Corréa e Sales, 2010), uma escolha natural para o subespaco em
questao é definido por meio de um problema Hj irrestrito (ver detalhes na
segao 5.3.1). Contudo, é conveniente poder estimar o quanto a escolha de um
determinado subespaco de dimensao finita acarreta de perda de desempenho
e, quando necessario, gerar outras possiveis escolhas para um tal subespaco. A
formulacao dual mencionada acima responde naturalmente a primeira questao
ja que gera limitantes inferiores para o custo étimo do problema Hs/H,, e pode
também ser 1til em relagao ao segundo ponto levantado.

Assim sendo, as préximas sub-secoes tratam da conversao para um
SDLP do problema Hy/H., restrito a um dado subespago de dimensao finita

pre-especificado e da formulacao dual acima mencionada.

5.3.1
Problema H,/H,, em um subespaco de dimensao finita

Da solugao do Prob. II (cf. (5-1)) é obtida a realizagdo minima

(AH27 BH27 CHQ) de QHQ
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a qual é aproveitada para definir o subespago S% da seguinte maneira
5% = {Q = CYip, By, : C e R™":)

onde Yy, (s) = (sI-Ap,)™!, sendo Ay, € R"#2*"H2 Na procura de solugoes nesse
subespaco ¢é parametrizada a classe de controladores estabilizantes robustas da
seguinte forma: Q(s) = C(s[-Ap,) ' By, : C € R™™2 onde C' é um parametro

livre e pode ser escrito como

Ms

C = zj: z]ei(m)ej(nHz)T

Il
—_

%

onde e;(m) e e;(m) sdo, respectivamente vetores das bases canonicas do R™ e
R™, e ¢;; os coeficientes. Sendo assim ) pode ser escrito em funcao de {¢;;} da

seguinte forma:

{i EH: ZJei(m)ej(nHz)T}YHzBHQ'

=1 j=1

A seguir serd reparametrizada a classe S% em termos de 6 =
T . , -

[011...01nH2 Co1..-Conyy, ~-~Cm1-~-cmnH2] , para ser incluida na solucao do problema

da equacao (5-5), (a dimensdo de C' é a mesma dimensao de Cp,). 0 é

definido como: 01y, +;j = cij €, introduzindo E; =ei(m)ej(nm,)T, a

(i-1)np,+j
parametrizacao de C' em termos de 6 é dada por

MXN

>, OEf
k=1

sendo assim, o subespaco S% ¢ definido como

{Q(‘g (Z ) )YHQBHQ’ 9€Rman2}

Em seguida, sera utilizada a mesma expressao de J (@) usada na segao

8.1, mas incluindo a classe de controladores estabilizantes () em termos de 6.

Ja(Q) = [ P.QPy + Pol3 (5-6)
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onde

j2) —pdu
a = _pql/QI

b = _ptli/prdq)d | (I)v]

é Pl Pra®q [I 0]

J.(Q) pode ser rescrito (em termos de )

Ja(Q) = (PuQPy, PQFs) + 2Py, PLQP) + | Pol3
. 771)(77/].1277”1,)(77/1-12
Ja(Q0)) = > Y OOk(PuE (Vi Brry) P, Pl (Yer, B, ) Py)
=1 k=1
anH2
+2 Y Ou(Po, PaE; (Y, Bu,) By) + | Poll3
k=1
reescrevendo .
Ja(Q(0)) = 0" Rof + 26050 + | Po3 (5-7)

onde

090 € RmanQ, {eo}k = (Po, PaEg(YHQBHQ)Pb) e
Ry e R )x(mxnmyy LRV = (PyEf (Y, Bir, ) Py, PuEf (Y11, By ) Po).

O problema de otimizagao pode ser entao definido como (Wg=1e Wy =1)

min 07 Re0 + 2080 + | Py|3  sujeito a  |Q(0) e < p. (5-8)

96Rman2

O problema definido em (5-8) tem funcional de custo linear e restricio dada
por uma desigualdade envolvendo a norma infinita da matriz de funcoes
racionais Q(€). A restrigdo [Q(6)|e < p pode ser formulada como uma
desigualdade matricial linear (LMI) por meio do chamado “Bounded Real

Lemma” apresentado a seguir para facilitar a leitura:

Lema 5.4 (Bounded Real Lemma) (cf. (Boyd et al. 1994) pg. 26)

Seja a LMIs P>0 e

ATP+ PA+CTC PB+CTD <

<0, (5-9)
BTP+DTC  DTD-~2]
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onde A € R, B € R™n (C e RP™ eD e RP™  sqo matrizes dadas e
P = PT e R™™ ¢ q variqvel. Suponha-se que A € estavel e ainda que (A, B,C)
¢ uma realizacao controldvel. Entao a LMI dada é vidvel se e somente se
o sistema & = Ax + Bu, y = Cx + Du, x(0) = 0 € nao expansivo, isto é,
fOTy(t)'y(t)dt < fOTu(t)'u(t)dt para todo w e T > 0, ou, equivalentemente, se
e somente se Hy, <7 onde H(s) =D +C(sl - A)'B. v

A equagao (5-9) pode ser reescrita como

+ g —I[C D]so,

ATP+PA PB
BTP I

de modo que, utilizando-se o chamado “complemento de Schur”(cf.

(Zhou and Doyle, 1998) pg. 14), esta ultima desigualdade é convertida em

ATP+PA PB CT
BTP  —42] DT|<0
C D I

(note-se que agora tem uma desigualdade matricial definida por uma funcao
“variavel de decisao”C).
Sendo (Ap,, Bpm,, C(#)) uma realizacio de Q(#), a restrigao

|Qrob(0)] o0 < o pode ser entao reformulada como: existe S = ST tal que S >0

afim da

(&
A525+SAQ2 SBQ2 C(@)
Ry(S.9)=| BLS 2 0 <0
C(0) 0 I

ie., a restrigdo [Qrop(0)|ee < p que defina a classe de controladores
estabilizantes pode ser convertido em uma LMI envolvendo a matriz Ry (.S, 0)

. Chega-se entao ao problema

min 0T Ryl + 2080 + | Py||3  sujeito a  Ry(S,0) <0. (5-10)
0eR™ " H2 S=8T

Finalmente, deve-se converter o problema acima em um outro com funcional

de custo linear. Nesse sentido, note-se que
67 Rpf = min {x txr > HTRQH} = min {x cx— 0T Ryl > 0}
ou equivalentemente, usando-se “complemento de Schur”

07 Ryf = min {x : Rg(x,0) > 0}
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onde )
0T R?
Ra(r,0)=| g

R;0 I

Segue-se que o problema dado em (5-10) pode ser reformulado como
um problema de minimizacao de um funcional linear sob restricoes dadas por
desigualdades matriciais lineares, qual seja

min T +2080 (5-11)

X
QeR™ " Ha | §=GTeR™H2"Ha geR

sujeito a Ry (S,0) <0, S>0,Rg(x,0) > 0.

Para obter solucoes aproximadas para esse tipo de problemas, existem métodos

numéricos muito eficientes (cf., (Gahinet e Nemirovski, 1997)).

Comentério: O calculo de {0y}, ¢ {Rp}ix ¢ realizado utilizando o seguinte

Lema. \Y4

Lema 5.5 Seja F(s) = Cr(sl-Ap)'Br e G(s) = Cg(s] - Ag) ' Bg matrizes
de fungoes em RHy e (Ap,Br,Cr) e (Ag, Bg,Cq) realizagoes minimas das
mesmas. FEntao

(F,G) =tr(CrQraCl)

onde Qr¢ € a tnica solu¢io de ApQre + QrcAL = -BrBL. v

O valor 6timo do Problema Hs/H,, com @) restrito a S% é um limitante
superior sobre o valor 6timo do mesmo préprio sobre o conjunto de todos
os () estaveis. Assim sendo, é interessante obter estimativas do “perda de
otimalidade”resultado do confinamento de (@ a S%. Para essa finalidade
e também para gerar outras classes lineares de () pode-se recorrer uma
abordagem do problema Hy/H,, por meio de dualidade Lagrangiana, conforme

serd explicado na proxima secao.

5.3.2
Abordagem por dualidade para o problema H,/H.,

Sera agora apresentada a abordagem por dualidade para obtencao de
limitantes inferiores para o valor 6timo do seguinte problema, dado por (5-12)
abaixo. A deducao a seguir é uma adaptagdo para o caso de uma unica
restricdo Hy do tratamento dado em (Corréa e Sales, 2010) para o caso de

varias restricoes Hy e Ho,.
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min_ J4(Q) sujeito a  [A(Q)]w < pi- (5-12)

QeRH,"P

onde J4(Q) = |P,QP, + Py e A(Q) = FQG + H.

Observe-se, inicialmente, que  [A(Q)]e < p <=

VweR, AQ) (jw)A(Q)(jw) < p?I < VA e Sy, (A, R(Q)) <0.

Onde R(Q) E A(Q)”(jw)A(Q)(Jw) — 2l e Sy (conjunto cujo interior é

nao vazio) é dado por

S, & {R e RLE*C . VYweR, R(jw)>0 e footr[R(jw)]dw < oo}

Note que (A, R(Q)) pode ser reescrito em termos de multiplicadores bipréprios

A ja que
(AvR(Q)) = (A7 A(Q)NA(Q» - :uz (A7 [)
(ALRQ) = (90" (9") A, (90A@)) (90 AQ))) = 17 {95 (95" )N, gogi T)
(ARQ) = (LAQIAWQ) - (R, gugi )

onde A £ g5 (g5 )" A, A(Q) = 90A(Q) e go=(s+1)7".
Definindo o funcional Lagrangiano
Lag(Q; ) = Ju(Q) + (A, A(Q)"A(Q)) - 1* (A, gogi T)
e o funcional dual ~ ¢p(A) =min{Lag(Q,A): Q¢ RHZ™}.

Segue-se que YA € St 2 {ReRL&: VYweR, R(jw)>0} e que,
portanto, V.S c S5,

inf{jcl(Q) Qe RHYP e |A(0)] oo < pt} > sup {pp(A) : A e St}

Para obter limitantes inferiores eficientemente computéaveis considera-se
a seguir classes lineares de multiplicadores.

Nesse sentido, seja a classe linear de multiplicadores
Se={A=pBp :f=5"}nS;

onde S; = {Re RLZ™™: VYweR, R(jw)>0}, ¢ = [c,Y, i I.], Y, =
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(sI - A,)™t, Re(M(A,)) <0 e (A,,C,) observével. Para A € S,

=

/EI

;5
I

(AQ)eB, AQ)p) e
(9008, go)

—_—
>
Q
\.
~
|

Utilizando produtos de Kronecker, pode-se reescrever jcl(Q) na forma
Ja(Q) =0,T +Tyy onde O, 2 F;oGY, Ty 2 rvec(Hy) e T =rvec(Q).

De forma analoga,

rvec (A(Q)y) [(90F) ® (Gp)T|T+T, e

rvec (A(Q)goﬁ) [Ira ® 5T] {[(QOF) ® (G<P)T] T+ Ta}

onde T, 2 rvec(goH ).

Como resultado, Lag(Q, A) pode ser reescrito como
Lag(Q; A) ={0,T + Ty0,0,T + Tyo)H{Br (0T +T0), 0.T + Ta)~11* (90103, gow)

onde 6, £ (goF) ® (Gp)T e Bk =1,, ® T, ou equivalentemente

Lag(Q; A) = (Mo (B)(OT + T, OT + Tp) — 1i* (9003, gow) (5-13)

onde@zlg‘]], Ty = 1;;;0] e My(p)= [O 52(]

Oq
Observe-se ainda que, sendo (A

g0s Bgo, Cgp) uma realizacdo minima de
9o¥,

(.90906 gO¢>_tr{BTB Qgcp ggo}

onde (g, ¢ a tinica solugao de AL SRQ+QAy, = Cgso de modo que Lag(Q; )

pode ser rescrito como

Lag(Q; A) = (M, (B)(OT + Ty, 0T + Ty} - 11> { 87 BL, Qg By }

Para converter a maximizacao de ¢p(-) sobre S, em um SDLP, é
necessdrio inicialmente converter o problema min {Lag(Q;K) :Q e RH"™? }

em um problema LQR. Isso é fato com base nas seguintes proposicoes.
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Proposicao 5.6 Sejam (Ay, By, Cy, Dy) e (Aro, Bro, Cro) realizagoes

Be
, By =
0[0

R(B) = RTMG(B)R, e seja u a transformada inversa de Laplace de
T € RH)”?. Entdo para cada A

minimas de © e Tj.

Ao 0
0 Apo

0

AO =
BTO

, Lo =

,I%z[C’@ Cro D@] e

Lag(@:A) = [ Ta(®) u(®] R(3)

:cg;] (5-14)

onde YVt >0, & = Agz(t) + Bou(t), x(0) = x. v

1)
) e

onde 7 e @ denotam a transformada de Laplace de x e u. Calculando para
= R{ 12(5)}

resolvendo para cada subespaco
0 (s = Aro)™ || Bro

CTO(SI - ATo)_lBTQ = TQ(S)

Demonstracao:

¢
=«

| @ w1 RE)

(R(ﬁ)

:c(t)] Y
u(t)

¢

¢
=«

(M (B)R[

(sI - Ag)' By
1

=«

~

R

I-A))!
(s 00) 370] N

¢

B [(5[ - Ao)lfb’o]
0

e para
(S[—Ao)_lBQ _ R (SI—A@)_l 0 B@ +D@
1 0 (SI— AT0)71 0
= C@(Sl - A@)_lB@ + D@
entao tem-se .
T
|:V =0O(s)u(s) +To(s) (5-16)
U
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Combinando a equagao 5-15 com a equacao 5-16 (note-se que % =T)

z(t)

“le(t) u TR
J, b@ueRG)|

]dt = (Mo (B)(OT + To,0T +Tp) = Lag(Q; A, 7)

O resultado desejado é dado pela seguinte proposigao (ver demostragao
em (Corréa e Sales, 2010)) que estabelece a equivaléncia entre o limitante
inferior sup {gp p(A(B)) : A(B) € Sq,} para o valor 6timo do problema dado por
(5-12) e o valor 6timo de um SDLP.

Proposigao 5.7 sup{@D(K(B)):K(B)eSW} ¢ igual ao wvalor dtimo do

sequinte problema

T T T - :
P:PTr,%i%(T,BszO Pz, —,LLQtr{B BWQWBW} sujeito a  Q(P; ) >0 (5-17)

d
senao AP+ PB, PB,

+ RTM,(B)R 5-18
BIP () (5-18)

v

Para nosso caso em particular ;= P,, G;=PF,, H;=F,, F =1,,,G =
I,e H=0. Sendo

0; = F;0GY,

0, = (goF)® (Gp)" sendo
S¥
O

S)

Onde ¢ é calculado da seguinte maneira: Seja ; a projegao estavel de p; =
{90Qu2}+, (90(s) = 1) sendo sua realizacao minima ¢; = [A,,, By,, Cy,, Dy,
o € RMeixMei O € R"i*Pei e D, €
R™#i*Pei . Sendo assim a realizacao de ¢ = [Ay,, By, C,, D,] é a seguinte

cujas dimensoes sao: Ay, € R'i*™i B

Aso = @i
Beo = ©i)
C _ Inwxnw
L )
| Ymexng |
D _ On¢Xm¢
m
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por outro lado

Ty = Hy
T, = Onw +mxp
T
TO = JO:I .
T,

Assim sendo obtém-se as realiza¢oes minimas de © e Ty. A equacao de M,(3)
é

I, O
Ma — m mxnﬁ ]

O controlador (digamos Qgue) que minimiza o Lagrangiano Lag =
(-;K(ﬁ*)), onde 3, e P, sao as solucoes obtidas para o problema dado por

(5-18), é obtido por meio das seguintes formulas:

Suu _ [OanAO Im] RTM@(B)R OnAOXm]

I
ST - —InA XM A
Sue = [Omxna, L] RTMg(B)R| 407 0
0 Oman
0
sendo o controlador 6timo quadratico
F, = =81 (S + BI(-P)) (5-19)

Aguat = Ao+ Bo * F,
Baua = %o,
Cdual = F*7
-1
Qdual = Cdual (SI - Adual) Bdual-
Uma heuristica utilizada para “aumentar”’a dimensao da classe S%

com base em Qguq ¢ tomar S% = {Q =CY,B,:Ce¢ Rmx("Hf"d“al)}. sendo
Y;; = diag(AHzaAdual) € Ba = dia'g(BHzaBdual)-
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Resultados

Nesse capitulo, sao apresentados exemplos numéricos, envolvendo a
equacao do calor simplificada em uma dimensao, para ilustrar o procedimento
de sintese de controladores, em dois passos, apresentado no capitulo anterior.

Em cada exemplo sao inicialmente fixadas as dimensoes mg, p, m e my,
das seguintes varidveis: ¢ (varidvel controlada), y (saida realimentada), u (saida

de controle) e d (sinal de perturbacao). Sao também fixadas as fungoes

{wsit,i=1,..mg, {oy},i=1,...,p, {B},i=1,....,me {Bfl}, i=1,...,mgq.

que definem as variaveis ¢;(t) = (gs,,2(t)) € vi(t) = (pp,;, 2(t)). Nos exemplos
que se seguern,
1

bi—ai

0 Va ¢ [a;, b

Qppz(l‘) Ve [a’i ) bl]7

©p: ()

correspondendo a uma media sobre uma pequena regiao do dominio espacial.

A acao espacial dos sinais de controle e perturbacao é dada por

mq

m
Jul,t) = Z;ﬁ%‘(x)U(t) e fa(x,t) = Z;ﬁid(x)d(t)
i= =
Comentario: No sentido de visualizar alguns aspectos espaciais dos problemas
tratados nos exemplos a seguir, suponha que p = 1 (um sensor), m = 3 (trés
atuadores) e m, = 5 (cinco varidveis controladas). Nesse caso, a Figura 6.1
abaixo mostra esquematicamente a configuragao correspondente a acao direta
de controle sobre trés pequenas regides da barra (8j(x), Sy(z) e f¥(x)) com
base em medidas tomadas em uma outra regiao (y,(x)) com vistas a atenuar
o efeito de perturbagao (89(x)) sobre outras cinco pequenas regioes na barra
(05, (), 0o, (), ps,(x), wa,(x) € ps.(x)). Consideram-se, nesse caso, 1 sensor
localizado, 3 atuadores localizados, 5 saidas controladas (S.C.) localizadas e

uma perturbacgao cujo efeito se propaga por toda a barra. v
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5.C. Sensor  S.C. S.C. 5.6 5.C
‘Pa(x) (03,(.%) (Pg(x) qgg(x) QOO(X) ({JJ(JC)

Perturbacdo L] L] L]
Br(x) By (x) B3 (x)

Atuador1 Atuador2 Atuador3

Figura 6.1: Configuracao espacial de controle

Em cada um dos exemplos considerados a seguir, sao também escolhidas
as “envoltérias” (ou densidades espectrais de poténcia) das classes de sinais d
e v consideradas, i.e., ®; e ®,. Em seguida é fixada a dimensao N do modelo
nominal (usado no procedimento de sintese) e sdo determinadas as fungoes de

transferéncia nominais
{15(1,, cv=u,d e a=4,y}, Pay(s) =COun(sI - AN)'B,n

onde Ay = diag(A1,...; AN, )s {Can }or = (Pag, @r)s {Bun tor = (BY, @q), onde { A}
e {¢r} sao autovalores e autovetores do operador A correspondente a equagao

do calor simplificada 1-D i.e.,

v () a2 (5),

para o valor fixado de L.

Sao calculados os limitantes superiores {7,,} para as normas H,,
dos erros E,, = P,, — P,, relativos a aproximagao de P,, por P,, (i.e.,
| Eavloo € Yar), conforme as expressdes para 7, apresentadas no Capitulo 4 -
nos exemplos apresentados Wy e Wx sao tomados como identidades. Como o
primeiro passo do procedimento de sintese consiste em resolver os problemas

H,/H. (minimizacao do custo nominal com restrigao de estabilidade robusta)

Problema. I (u):

min | F(Q) o3 sujeito a  [Qle < g
QGSQ

para varios valores de p menores do que 7,!, onde S% ¢ um subespago

de RH?, resolve-se inicialmente um problema H, (minimizagdo do custo
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nominal) sem restrigao

Prob. a: mln HFCI(Q)(I)ev “2
QeRH.

(conforme a se¢ao 5.2 do Capitulo 5), obtendo-se Qp, = Cp, Yy, B, onde
Y, = (sl = Ap,)™' e Ay, tem dimensao (digamos) ny,.

Define-se entao a classe linear
Sg ={Q =CYy,By, : C e R™"H:2}

e calcula-se |Qp, |0, com base no que se define fi,,, da seguinte forma:

Hmaz ® 0.95min (’Yy HQH2 HOO)
Resolve-se, entao, o Problema I (i), por meio de um SDLP, (conforme

os resultados do Capitulo 5), para uma grade de valores S, em (0, fimqq]
obtendo-se uma colecao {Qo(pt) : p € S,} de controladores estabilizantes,
cada um dos quais minimiza o custo nominal sob a restrigao |Qp, [e < p-

O segundo passo do procedimento consiste em resolver o seguinte

problema

Problema. II:

min | 5 (Q(10)) Pev |2 + 12 (Q(1))

onde 72.(Q(n)) e F2(Q) sao introduzidos no capitulo 4 - cabe lembrar que
F2(Q(p) é uma aproximagdo para a fungao de transferéncia de (d,v) para
s do sistema em malha fechada (P, K(Q)) obtida por meio de aproximacoes
{P2,:v=u,d e a=46,y} de dimensdo N, > N para as funcoes de transferéncia
P, do sistema original.

Os resultados da avaliacao de Q () pelo critério

faw (1) = | Fe(Q(1)) Pev |2 + 0l (Q(1))

sao apresentados (em tabelas) para p € S, e apontado o valor p, que minimiza
Naw sobre S,. S@o também apresentados (nas mesmas tabelas) os valores
{1 F2(Q(1))Peyll2 : 1 € Sy} Note-se que, para N, “grande”, | F4(Q(p))Pey |2 é
um critério natural para a avaliagao da atenuacao de perturbacoes alcancada
pelo controlador Q(u); contudo, esse critério tem um cardter algo “otimista”ja
que sao desprezados os efeitos dos modos excluidos {(Ax,¢x) : £ > N,} na
resposta em malha fechada.

Ressalta-se ainda que para estimar o efeito do controle em malha fechada
pode-se comparar as normas |Py,®q]2 e | F5(Q(11))Pey |2 correspondentes aos

efeitos de perturbacao com e sem a acao do controlador escolhido.
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Finalmente, cabe observar que, além de ilustrar o procedimento de sintese
de controladores apresentados no Capitulo 5, os exemplos apresentados a seguir
sao gerados de forma a ilustrar o efeito das seguintes mudancas na definicao

dos mesmos:

— na dimensao das aproximacoes utilizadas para as mesmas escolhas das
demais variaveis sendo as varidveis controladas (Exemplo 1 (N = 5)
e Exemplo 2 (N = 2)) tomadas como projegoes em autofungoes, i.e.
6; = (i, 2), mg = 5.

— na dimensao das aproximagoes (Exemplo 3 (mg=5e N =5) e Exemplo
4 (mg="5e N =2)) - como no caso anterior, s6 que sendo as varidveis

controladas tomadas como média espaciais.
— no ndmero de varidveis controladas (Exemplo 5 (mg=T7)).
— no numero de variaveis controladas (Exemplo 6 (ms=3 e N =5)).
— na localizagao dos sensores (Exemplo 7).
— no ndmero e localiza¢do dos atuadores (Exemplo 8).

— na escolha conjunta do atuador e do sensor (Exemplo 9 (p=1em=1)).

O 1ltimo exemplo refere-se a equagao do calor em duas dimensoes.

Exemplo 1

Neste exemplo sao considerados 5 varidveis controladas (i.e., mg = 5)
definidas da seguinte forma: ¢;(t) = (¢s,, 2(t)), onde @4, = ¢;, correspondendo
a projegoes nas fungdes da base de autovetores. A varidvel de medida (p = 1)
usada para a realimentacao é definida como y(t) = (@, 2(t)) onde ¢, é dada

por

1
QOy(l’) = m Ve [05 s 06],

py(z) = 0 Vo ¢ [0.5, 0.6].

Consideram-se 3 varidveis de controle (i.e., m = 3) cuja acdo espacial é

caraterizada por B¢ e ¢ dadas por

pi(x) = 1 Vo e[0.8,0.9],
By(z) = 1  Vre[l8,1.9],
Bi(z) = 1  Vae[28,29],
Bixz) = 1 Vazel0, L],

com L = 3.
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A dimensao da aproximagao para o modelo de DI é N = 5, i.e. A =
diag(Ay,...,An), e a dimensao da aproximagao maior (estendida) é N, = 10,

ie. A =diag(M,...,A\n,). O sinal de perturbagao no dominio da frequéncia é

125
s+0.3 °

Os indices de desempenho nominais com respeito aos efeitos dos sinais de

caraterizado pela “envoltéria” ®,; , que neste caso é dada por: ®,4(s) =

perturbacao e ruido sao dados por:

ndd(QHQ) = ”(pdd + pduQHprd)(de%?
ndv(QHQ) = ||pOUQH2(I>v “%

onde ]5&,, sendo v=u,d e a=4,y.

Como foi explicado acima, primeiramente se calcula ||Q g, || . Como, nesse
caso, a norma infinita do controlador 6timo Qp, ¢ 32.2090, a margem de
estabilidade de (P, K(Qu,)). m,

2 oo

que o limitante v = 0.0140 no erro de aproximacao |Ey,|«, 0 que garante

¢ igual a 0.031, sendo entao maior do

a estabilidade do sistema em malha fechada (P, K(Qy,)) - assim, é possivel
considerar fimar * |Qm, |- Como indicado na se¢ao 5.3.1, é aproveitada a
“dindmica” (Apy,, By, ) do controlador 6timo @y, para o projeto do controlador
robusto (,p-

A Tabela 6.1 mostra, para os vérios valores de pu considerados, os valores
de J3(Q(1)), onde J4(Q(1)) = | E5(Q) @3 (primeira coluna), e 7 (Q(1))?
(segunda coluna). Observa-se que a avaliagdo de Q. (12) pelo critério “nominal
estendido” (primeira coluna) aponta como melhor p o valor mas préximo de
|Qm, 0. Ou seja, como nesse caso Qp, < Y, 0 préprio controlador Qp,
corresponde a um sistema estavel em malha fechada (P, K(Qp,)) e, além disso,
a aproximagao ‘nominal’com N =5 é préxima da aproximacao com N, = 10
(1B, || <9.824x107%, onde |, || = | P2~ Pyl ), 0 critério “otimista” (que nao
leva em conta os erros de aproximacao) leva a escolha do préprio @y, como
melhor controlador.

Por outro lado, a avalia¢ao de @Q,.,»(1) por meio do limitante 7,, (segunda
coluna), que leva em consideracdo o erro de aproximacao entre P,, e P4,
aponta como melhor p o valor p, =15 (o valor de 74, (Qrop(ptx))? aparece em
negrito).

E importante observar que, ainda que 7),, seja um critério conservador,
ao selecionar o controlador Q,.,(15) o que se perderia em desempenho medido
pelo critério otimista com respeito ao controlador Q,.,(32) seria somente 3 %,
ou seja, perde-se muito pouco em uma avaliacao “otimista”ao se escolher o

controlador por meio de um critério que leva em conta (ainda que de forma
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conservadora) os erros relativos ao modos excluidos {( A, ¢x) : k> N, }.
Finalmente, no sentido de avaliar o efeito do controlador Q(j.) na
atenuacao do sinal de perturbacao ®,, pode-se comparar as respostas na
varidvel 6 em malha aberta (por meio de |Pf,®,4/3) e em malha fechada (por
meio de J%(Q(n))) relativas aos sinais de perturbacdo e ruido usando as

avaliagoes nominais estendidas

| Pe®g3 = 41420 x 10° e J%Q(u.)) = 1.5709 x 10*

ou usando os limitantes nos erros de aproximacao, (nesse caso |Psq — Pl =
0.0046)
(IPE@alls + 15l Bala)? = 41421 x 100 ¢ 7(Qus))? = 24656 x 10°

No primeiro caso, a presenca do controlador diminuiu em aproximadamente
62 % o efeito da perturbagao e, no segundo caso (medida conservadora), em

aproximadamente 40.4 %.

Tabela 6.1: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 1)

po | J5(Q(1) | N (Q())?

5 | 2.7177 x 104 | 3.2444 x 10*
10 | 1.7612 x 10% | 2.5659 x 104
11| 1.7134 x 10% | 2.5346 x 104
12 | 1.6713 x 10% | 2.5084 x 104
13 ] 1.6332 x 104 | 2.4873 x 10*
14 | 1.5994 x 10% | 2.4727 x 10*
15 ] 1.5709 x 10% | 2.4656x10%
16 | 1.5672 x 10% | 2.4792 x 104
17 | 1.5635 x 104 | 2.4923 x 104
18 | 1.5600 x 10% | 2.5057 x 104
19 | 1.5564 x 10% | 2.5209 x 104
20 | 1.5529 x 104 | 2.5377 x 104
25 | 1.5360 x 104 | 2.6373 x 104
30 | 1.5206 x 104 | 2.7712 x 104
32 | 1.5153 x 104 | 2.8364 x 104

Na Figura 6.2 sao apresentadas as respostas em frequéncia do controlador
6timo Qp, para o problema Hjy irrestrito e do controlador Q.. (1), exibindo
o efeito da restricao Ho, (i.e., |Q|e < p para p = p, = 15). Na Figura 6.3
¢ apresentada o desempenho para cada p por meio do critério “otimista”
Je4(Q(n)) e o critério “conservador” 7,,(Q(1))? (que leva em consideragao o

erro de aproximacao entre P,, e P%)). A Figura 6.4 apresenta uma comparagao
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entre 0 Qrop € Quauar para p = 20 - pode-se observar que a classe aumentada
pelo método dual permite encontrar uma solucao que satisfaz a restricao Ho,
alterando significativamente a resposta em frequéncia do controlador 6timo

(Qn, apenas na regiao em que a restricao H,, foi violada pelo mesmo.

Note-se, finalmente, que

1.5146 x 10*
1.5702 x 10*

Nea(Q ) + Mo (Qr, )
Nod(Qrob (s ) + Moo (Qron (11+))

Assim sendo, o desempenho nominal sob uma restricao H,, e com )
restrito a classe S% se deteriora apenas 3.5% em relacao ao étimo irrestrito
obtido sobre todos os @ € RH,"”", indicando que nao hd necessidade de se

buscar uma classe de dimensao maior para a obtencao de Q,op(fi+)-

10

10

Magnitude (Db)

10°L . A SO T T . A S S A . A S S A
10 10 10 10
Frequéncia (rad/s)

Figura 6.2: Resposta em frequéncia do controlador Hs e Hy/Ho,
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Figura 6.3: Desempenho de cada p por meio dos critérios de avaliacao -

(Exemplo 1)
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Figura 6.4: Resposta em frequéncia do controlador Q,, Qrob € Qaua
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Exemplo 2

Neste exemplo sao consideradas as mesmas configuragoes do Exemplo
1. A tnica mudanca é a aproximacao nominal que, nesse caso, corresponde
a N = 2. Nesse caso |Qm,l|le ¢ igual a 39.4083, a margem de estabilidade é
0.025, sendo maior do que o limitante ,,, = 0.0150 no erro de aproximagao. Da
mesma forma que no exemplo anterior é possivel considerar e  |Qm, | (j&
que |Qu, e <752).

Note-se (Tabela 6.2) que, como a dimensdo de aproximagao é menor do
que no Exemplo 1 (maior erro de aproximagao), a margem de estabilidade

minima 7 requerido dos controladores estabilizantes é agora maior.

Tabela 6.2: Comparagao dos resultados Ex. 2 - Ex. 1.

|Qralleo | v
Exemplo 1 (N =5) | 32.2090 | 71.4286

Exemplo 2 (N =2) | 39.4083 | 66.6667

Observa-se na Tabela 6.3 que a avaliagao de Q,.(1t) pelo critério nominal
estendido (primeira coluna) aponta como melhor p o valor mais préximo de
|Qm, | (como no exemplo anterior). A aproximagdo nominal com N = 2
continua sendo préxima & aproximacdo com N, = 10 (|Pg, - P,,| < 0.0020)
e, portanto, o critério “otimista” leva a escolha do préprio )y, como melhor
controlador.

A avaliacao de Q,(p) por meio de 7,, aponta como melhor p o
valor p, = 17. Ao selecionar o controlador @Q,.,(17) por meio do critério
“conservador” (fqy), 0 que se perderia pelo critério otimista (J%) com Qo (39)
seria somente 2.6 %.

Como no exemplo anterior, avalia-se o efeito do controlador Q(u.) na
atenuacao do sinal de perturbacao ®,; comparando as respostas na variavel ¢
em malha aberta (por meio de |P%®4|3) e em malha fechada (por meio de
Je4(Q(u))) relativas aos sinais de perturbacao e ruido usando as avaliagoes

nominais estendidas
| Py®g3 =4.1420x 10° e J%(Q(u.)) = 1.5108 x 10*

ou usando os limitantes nos erros de aproximagao (nesse caso |Psq — Pgf o0 =

0.0046)

(IPa0ale+ 1| ®ul2)? = 414213100 € 70 (Q(ui.))? = 24635 x 10°
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Tabela 6.3: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 2)

po | JG(Q(1) | Naw(Q())?

5 | 2.7332x 104 | 3.2593 x 104
10 | 1.7081 x 10% | 2.5525 x 104
11| 1.6760 x 10% | 2.5330 x 104
12 | 1.6448 x 10% | 2.5149 x 104
13 ] 1.6148 x 104 | 2.4999 x 10*
14 | 1.5860 x 104 | 2.4842 x 10*
15 | 1.5587 x 104 | 2.4746 x 10*
16 | 1.5334 x 10% | 2.4665 x 104
17 | 1.5108 x 104 | 2.4635x10%
18 | 1.4915 x 10% | 2.4640 x 104
19 | 1.4760 x 10* | 2.4691 x 104
20 | 1.4640 x 10% | 2.4789 x 104
25 | 1.4316 x 10% | 2.5660 x 104
30 | 1.4139 x 104 | 2.6951 x 104
35 | 1.4001 x 104 | 2.8743 x 104
39 | 1.3904 x 104 | 3.0644 x 10%

No primeiro caso, a presenca do controlador diminuiu em
aproximadamente 63.7 % o efeito da perturbacao e no segundo caso (medida
conservadora) em aproximadamente 40.5 %.

Cabe observar que face ao maior erro de aproximagao o critério 7,,(+)
determina que se escolha um controlador com norma H, (i) mais longe de
|Qm, oo, (39 - 17 = 22) do que no Exemplo 1 (32 - 15 = 17).

Exemplo 3

Neste exemplo, sao considerados os mesmo dados do Exemplo 1 com
excegao da definicao das varidveis controladas (como é apresentada da Figura
6.1). Nesse caso, sao consideradas 5 variaveis controladas (i.e., mg = 5) definidas

em regioes na barra da seguinte forma: ¢;(t) = (s, 2(t)), onde s, é dada por

w5, () = ﬁ Vze[0.4,0.5],
Ps,(z) = Tll() Vre[l1.0,1.1],
Yo, (z) = Tllfi Vre[l.6,1.7],
Ps,(x) = 23% Vre[2.2,2.3],
Yo, (z) = o Voe[2.7,28].

29-28
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Nesse caso |Qm, | € igual a 45.3800, a margem de estabilidade é 0.022
sendo maior do que o limitante 7, = 0.0140 no erro de aproximacao. Da mesma
forma que no exemplo anterior, é possivel considerar fia. ~ |Qm, |- Note-se
que, comparando com o exemplo 1 (na tabela 6.4), o margem de estabilidade

do sistema nominal 6timo (i.e., |Qp,|sd) estd mais perto do limitante ~,,.

Tabela 6.4: Comparacgao dos resultados Ex. 3 - Ex. 1
[Quts oo | Vi

Exemplo 1 (N =5) | 32.2090 | 71.4286
Exemplo 3 (N =5) | 45.3800 | 71.4286

De igual maneira que nos casos anteriores, a Tabela 6.5 mostra que a
avaliagao de Q.. (1) pelo critério nominal estendido (primeira coluna) aponta
como melhor p o valor mais préximo de |Qn,|le- A avaliagdo de Q,op(1t) por
meio de 7., aponta como melhor p o valor u, = 19. Ao selecionar o controlador
Qrop(19) por meio do critério “conservador” (14, ) 0 que se perderia pelo critério
otimista (J%) com Qo (43) seria 10 %.

Como nos exemplos anteriores, avalia-se o efeito do controlador (. ) na
atenuacao do sinal de perturbacao ®,, comparando-se as respostas na variavel
¢ em malha aberta (por meio de ||Pg,®4|3) e em malha fechada (por meio de
Jo(Q(p))) relativas aos sinais de perturbacao e ruido usando as avaliacoes

nominais estendidas
|P®4]3=6.8970x 10" e J%Q(p.)) =1.8117x 10"
ou usando os limitantes nos erros de aproximagao (nesse caso v°, = 0.0092)
(1Pa®als + 75 all2)> = 6.8972x 100 e 1u0(Q(u.))* = 35717 x 10*

No primeiro caso, a presenca do controlador diminuiu em aproximadamente
73.7% o efeito da perturbagao e, no segundo caso (medida conservadora), em

aproximadamente 48.2 %.
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Tabela 6.5: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 3)

po | JG(Q(1) | Naw(Q())?

5 | 4.5362 x 104 | 5.2661 x 10%
10 | 2.7380 x 10% | 4.0272 x 104
11| 2.4499 x 10* | 3.8735 x 104
12 | 2.2385 x 10% | 3.7669 x 104
13 | 2.1461 x 10% | 3.7125 x 10*
14 | 2.0772 x 104 | 3.6724 x 10*
15 | 2.0157 x 10% | 3.6404 x 10*
16 | 1.9588 x 104 | 3.6150 x 104
17 | 1.9057 x 10% | 3.5910 x 104
18 | 1.8566 x 10% | 3.5753 x 104
19 | 1.8117 x 104 | 3.5717x10*
20 | 1.7717 x 10 | 3.5856 x 104
25 | 1.7100 x 104 | 3.7529 x 104
30 | 1.6868 x 10% | 3.9920 x 104
35 | 1.6652 x 104 | 4.3407 x 104
43 | 1.6341 x 10% | 5.2396 x 104

Exemplo 4

Para explorar os resultados do exemplo anterior sao considerados as
mesmas configuragoes do Exemplo 3 (Figura 6.1), sendo a unica mudanga
a aproximagao nominal que nesse caso corresponde a N = 2. Sendo assim,
|Qm, ] € igual a 55.6096, a margem de estabilidade é 0.0180, sendo maior
do que o limitante 7, = 0.0150 no erro de aproximagao. Da mesma forma
que no exemplo anterior, é possivel considerar fi,a: * |Qm, |- Note-se que,
comparando com o exemplo 2 (na tabela 6.6), a margem de estabilidade do

sistema nominal 6timo fica mais perto do limitante ,,,.

Tabela 6.6: Comparacao dos resultados Ex. 4 - Ex. 2.
Q|0 | Vou

Exemplo 3 (N =5) | 45.3800 | 71.4286
Exemplo 4 (N =2) | 55.6096 | 66.6667

De mesma forma que nos casos anteriores, a Tabela 6.7 mostra que a
avaliagao de Q.. (1) pelo critério nominal estendido (primeira coluna) aponta
como melhor p o valor mais préximo de [Qn,|le- A avaliagdo de Q,op(1) por
meio de 7., aponta como melhor p o valor u, = 20. Ao selecionar o controlador
Qrop(20) por meio do critério “conservador” (7,,), 0 que se perderia pelo critério
otimista (J%) com Q0 (52) seria 19 %.
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Avalia-se o efeito do controlador Q(u,.) na atenuagdo do sinal de
perturbacao ®; comparando-se as respostas na variavel 4 em malha aberta
(por meio de |Pf®4[3) e em malha fechada (por meio de J%(Q(p))) relativas

aos sinais de perturbacao e ruido usando as avaliacoes nominais estendidas

| PL®g)3=6.8970 x 10* e J%(Q(u.)) = 1.7786 x 10*

ou usando os limitantes nos erros de aproximagao (nesse caso 7261 =0.0092)
(125 ®als + 2| Pall2)* = 6.8072x 10* e fp(Q(11.))* = 3.6542 x 10°

No primeiro caso, a presenca do controlador diminuiu em aproximadamente
74% o efeito da perturbagao e, no segundo caso (medida conservadora), em

aproximadamente 47 %.

Tabela 6.7: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 4)

po | J5(Q(1) | N (Q())?

5 | 4.5611 x 104 | 5.2902 x 104
10 | 2.7933 x 104 | 4.0786 x 104
11 | 2.5079 x 104 | 3.9308 x 104
12 ] 2.2452 x 10* | 3.8156 x 104
13 ] 2.0689 x 104 | 3.7479 x 104
14 ] 2.0238 x 104 | 3.7278 x 104
15 ] 1.9798 x 104 | 3.7063 x 104
16 | 1.9370 x 10% | 3.6914 x 104
17 | 1.8954 x 104 | 3.6794 x 104
18 | 1.8551 x 104 | 3.6702 x 104
19| 1.8161 x 10% | 3.6638 x 104
20 | 1.7786 x 10 | 3.6542x10%
21 | 1.7428 x 10% | 3.6559 x 10*
22 | 1.7088 x 104 | 3.6624 x 104
23 | 1.6769 x 104 | 3.6724 x 104
24 | 1.6475 x 104 | 3.6899 x 10*
25 | 1.6210 x 104 | 3.7146 x 10*
30 | 1.5360 x 10 | 3.9189 x 10*
35 | 1.4975 x 10 | 4.2679 x 10*
40 | 1.4729 x 104 | 4.7368 x 104
45 | 1.4535 x 104 | 5.4422 x 104
52 | 1.4306 x 104 | 7.1229 x 10*

Cabe observar ainda que, devido ao maior erro de aproximacgao, nesse
caso i, é mais distante de |Qp, [ (55 - 20 = 35) do que no Exemplo 3 (45 -
19 = 26).
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Exemplo 5

Nesse exemplo sao consideradas as mesmas configuragoes do exemplo
3 (N =5) e do exemplo 4 (N = 2), com um maior nimero de varidveis
controladas (nesse caso my = 7) definidas em regides na barra da seguinte

forma: 4;(t) = (s, 2(1)), onde g, é dada por

05, (2) = 0.5000;.4000 Va € [0.4000, 0.5000],

Po,(z) = 0.9286%.8286 Va e [0.8286, 0.9286],

Po,(z) = 1.357&1.2571 Vo e [1.2571, 1.3571],

Ps,(z) = 1.7857:.6857 Vo e [1.6857, 1.7857],

Gs.(2) = 2.214;2.1143 Vo e [2.1143, 2.2143],

Gs. (1) = 2.6429;.5429 Va e [2.5429, 2.6429],
1

o= Va € [2.9714 . 3.0000],
Po.0) = Fooo0-29md F el ]

com a finalidade de ilustrar o efeito do maior niimero de variaveis controladas
no “esforgo de controle” (||Qm, o )-

Na tabela 6.8 apresentam-se os resultados das simulacoes dos
controladores para cada exemplo. A primeira coluna apresenta cada exemplo
em questao com mg = 7; na segunda coluna é apresentada a norma infinito do
controlador nominal 6timo projetado para cada exemplo; na terceira coluna
¢ mostrada a inversa do limitante 7, do erro de aproximacao para cada
exemplo; a quarta coluna apresenta o melhor u, para o controlador @Q,.;
a quinta coluna mostra a avaliacdo do critério otimista J%(Q(u.)) para o
melhor p e finalmente na sexta coluna é apresentada a avaliacao do critério

conservador 7, (Q(p.))? para o melhor .

Tabela 6.8: Desempenho dos controladores (Ex. 3 e Ex.4).

| Qs |l Ygu | Fox | TG Qron(t1:)) | Tlaw (Qrop (24))?
Ex. 3: N =5 com (ms=7) | 55.2944 | 71.2470 | 21 | 1.9579x 10° | 4.7519 x 10*
Ex. 4: N =2 com (ms=7) | 68.0893 | 66.5012 | 20 | 2.0319x 10° | 4.9647 x 107

Observa-se que a norma H, do controlador quadratico étimo esta

mais perto do limite méaximo de aproximacgao -y

-1
yu

do que nos dois exemplos

anteriores. Note-se que pu, é mais distante de |Qpg,|lc N0 primeiro exemplo
(N=5emy=7) (55 -21 = 34) do que no Exemplo 3 (45 - 19 = 26). No
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segundo exemplo (N =2 e my = 7) p, é mais distante de ||Qp,lle (66 - 20
= 46) do que no Exemplo 4 (55 - 20 = 36). Note-se ainda que nesse caso
| Qs oo < vi-

Como nos casos anteriores, sao comparadas as respostas na varidvel 4
em malha aberta (por meio de Hp&fbd |3) e em malha fechada (por meio de
J4(Q(u))) relativas aos sinais de perturbacao e ruido usando as avaliagoes

nominais estendidas, para o primeiro exemplo (N =5 e my=7)
|Pa®,3=9.6554x10* e JA(Q(k)) =1.9579 x 10*
e para o segundo exemplo (N =2 e mg=7)
| Pe®4]2 = 9.6554 x 10* e 9(Q(u)) = 2.0319 x 10*

ou usando os limitantes nos erros de aproximacao para o primeiro caso (N =5
e mg="T7) onde v°, =0.0109

(Hlf’oczlq)ng + ’ygdHfI)dH2)2 = 9.6558 x 104 e oo (Q(p14))? = 4.7519 x 10*
e para o segundo caso (N =2 e mg =7) onde 7%, =0.0109
(1P @al2 + s Pall2)® = 96558 x 10* e Alay(Q(p1))* = 4.9647 x 10*.

No primeiro caso (N = 5), a presenga do controlador diminuiu em
aproximadamente 79.72% o efeito da perturbacdo e por meio do limitante
superior (medida conservadora) em aproximadamente 50.78%. No segundo
caso (N =2), a presenca do controlador diminuiu em aproximadamente 78.95 %
o efeito da perturbacao e por meio do limitante superior (medida conservadora)
em aproximadamente 48.58 %.

Na Tabela 6.9 é apresentada para os varios valores de p considerados, os
valores de J%(Q(u)) (primeira coluna), e 74, (Q(1))? (segunda coluna) para o
primeiro caso (N =5 e my=T7). A Tabela 6.10 apresenta, para os varios valores
de p considerados, os valores de J%(Q(u)) (primeira coluna), e fq,(Q(1))?
(segunda coluna) para o primeiro caso (NN = 2 e mg = 7). Observa-se que a
avaliagao de Qo (12) pelo critério “nominal estendido” (primeira coluna) aponta

como melhor p o valor mas préximo de | Qm, || co-
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Tabela 6.9: Desempenho dos Controladores na classe Sg(u) - (Exemplo 3 com

m6:7).

I

Ja(Q(1))

Tan (Q(11))?

5

6.3352 x 10*

7.2479 x 10

10

3.8100 x 10*

5.5144 x 104

15

2.3841 x 104

4.8815 x 104

16

2.2985 x 104

4.8402 x 104

17

2.2211 x 10*

4.8076 x 104

18

2.1490 x 10*

4.7827 x 104

19

2.0813 x 10*

4.7669 x 104

20

2.0176 x 10*

4.7522 x 104

21

1.9579 x 10*

4.7519 x 10*

22

1.9023 x 104

4.7567 x 104

23

1.8512 x 104

4.7836 x 104

24

1.8052 x 104

4.8253 x 104

25

1.7648 x 10*

4.8940 x 104

52

1.5944 x 104

1.0849 x 10°

23

1.5906 x 10*

1.1521 x 10°

o4

1.5869 x 104

1.2287 x 10°

25

1.5831 x 104

1.3164 x 10°

Tabela 6.10: Desempenho dos Controladores na classe Sg (1) - (Exemplo 4 com

m6:7)

Exemplo 6

Ja(Q(1))

fan (Q(1))?

I
3

6.3693 x 104

7.2807 x 10%

10

3.8861 x 104

5.5823 x 104

15

2.2982 x 10*

5.0079 x 10*

16

2.2423 x 10*

4.9963 x 104

17

2.1876 x 10*

4.9876 x 104

18

2.1343 x 10*

4.9760 x 10*

19

2.0824 x 104

4.9684 x 104

20

2.0319 x 104

4.9647 x 10*

21

1.9828 x 104

4.9735 x 104

22

1.9352 x 104

4.9779 x 104

23

1.8891 x 104

4.9956 x 104

24

1.8445 x 104

4.9918 x 104

25

1.8016 x 104

5.0204 x 104

65

1.3208 x 104

3.3809 x 10°

66

1.3176 x 104

3.9726 x 10°

Neste exemplo sao considerados as mesmas configuragoes do Exemplo

3. A diferenca é no menor nimero de varidveis controladas. Nesse caso, sao
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consideradas 3 varidveis controladas (i.e., mg = 3) definidas da seguinte forma:

5:(t) = (i23,, (1)), onde s, ¢ dada por

= — v 4,05
(pdl(x) 0.5_0.4 xe[o Y ]7
1
()062(.1’) m Voe [14, 15],
1

Nesse caso |Qm, | ¢ igual a 32.9585, a margem de estabilidade é 0.030
sendo maior do que o limitante ,,, = 0.0140 no erro de aproximacao. Da mesma
forma que os exemplos anteriores é considerado fimaz * |QH, | co-

Comparando com os exemplos 3 e 6 (na tabela 6.11) nota-se, inicialmente,
que o “esfor¢o de controle”medido por |Q g, | é menor no exemplo 6 do que
no exemplo 3 (o que é natural ja que deseja-se controlar trés médias espaciais
e nao cinco como no caso do exemplo 3). Como consequéncia a margem de

estabilidade do sistema nominal 6timo fica mais afastada do limitante 7.

Tabela 6.11: Comparacao dos resultados Ex. 4 - Ex. 2.
|Qmlloo | Vi

Exemplo 3 (N =5) | 45.3800 | 71.4286
Exemplo 5 (N =6) | 32.9585 | 71.4286

Como nos casos anteriores, a Tabela 6.12 mostra que a avaliacao de
Qrob(12) pelo critério nominal estendido (primeira coluna) aponta como melhor
o valor mais proximo de |Q g, ||co-

A avaliacao de Q,(p) por meio de 7,, aponta como melhor p o
valor p, = 15. Ao selecionar o controlador @Q,.,(15) por meio do critério
“conservador” (7q,) 0 que se perderia pelo critério otimista (J%) com Q0 (30)
seria 3%. Como nos exemplo anteriores perde-se muito pouco com uma
avaliacao “otimista”.

Comparam-se as respostas na variavel 4 em malha aberta (por meio de
| P®4]2) e em malha fechada (por meio de J4(Q(u))) relativas aos sinais de

perturbacao e ruido usando as avaliagoes nominais estendidas
|Pa®,3 =4.1840 x 100 e JA(Q(w,)) = 1.7045 x 10*
ou usando os limitantes nos erros de aproximacao (nesse caso fygd =0.0071)

(I B ®all2 + 54 Ball2)? = 41841 x10* e 7lay(Q(p1))* = 2.6284 x 10*
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No primeiro exemplo,

aproximadamente 60 % o efeito da perturbagao e no segundo exemplo (medida

a presenca

do controlador

conservadora) em aproximadamente 37.2%.

Tabela 6.12: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 6)

p 1 12@Q0) | Q)

5 |2.8215% 104 | 3.3613 x 104
10 | 1.8941 x 104 | 2.7200 x 10*
11 | 1.8469 x 10% | 2.6897 x 10*
12 | 1.8052 x 104 | 2.6660 x 10*
13| 1.7673 x 10% | 2.6459 x 104
14 [ 1.7334 x 10* | 2.6322 x 104
15 | 1.7045 x 104 | 2.6284x10*
16 | 1.6996 x 10% | 2.6392 x 104
17 | 1.6959 x 104 | 2.6532 x 10*
18 [ 1.6922 x 104 | 2.6672 x 10*
19 | 1.6886 x 10% | 2.6829 x 10*
20 | 1.6850 x 104 | 2.6988 x 104
25 | 1.6676 x 104 | 2.7991 x 104
30 | 1.6516 x 104 | 2.9367 x 104

Nesse caso, observa-se que com o mesmo erro de aproximacao (com
respeito ao Exemplo 3) mas com um nimero menor de varidveis controladas,
nesse caso (i, ¢ menos distante de |Qp, [0 (32 - 15 = 17) do que no Exemplo
3 (45 - 19 = 26).

A Figura 6.5 apresenta a resposta no tempo da variavel ¢; em malha
aberta por meio de |P4®4|3 e em malha aberta por meio de |(Psu +
Py Po(K)P,q)®4|2 relativas as sinais de perturbacdo. As Figuras 6.6 - 6.7
apresentam os mesmos resultados para 4, e 63.

Note-se que além da atenuacao de aproximadamente 60% no efeito de
perturbacao medido pela norma H, das respostas ¢ ao sinal ®,;, o valor
de pico das respostas no tempo de cada uma das varidveis ¢; aumenta

aproximadamente 45 % a 50 % quando nao sem tem controlador.
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Figura 6.5: Resposta da variavel controlada my,.
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Figura 6.6: Resposta da variavel controlada ms,.
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Figura 6.7: Resposta da variavel controlada my,.
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Exemplo 7

Neste exemplo sao realizados experimentos para avaliar o efeito da
localizagao do sensor na barra. E avaliado o sensor @y () em trés posicoes,
isto seguindo a mesma configuragao do Exemplo 4 (i.e. mg=5e N =2).

Na Tabela 6.13 sao mostradas as medidas de desempenho de cada posicao
do sensor ¢,(z) na barra. A primeira coluna apresenta a posigdo espacial
de cada sensor (a primeira linha da tabela é o resultado do Exemplo 4), na
segunda coluna é apresentado a norma infinito do controlador nominal 6timo
projetado para cada posicao do sensor; na terceira coluna é mostrada a inversa
do limitante ,, do erro de aproximacao; a quarta coluna apresenta o melhor
[t~ para o controlador @),..; a quinta coluna mostra a avaliacao do critério
otimista J%(Q(s.)) para o melhor y e finalmente na sexta coluna é apresentada
a avaliagao do critério conservador 74, (Q (1 ))? para o melhor pu.

Note-se na tabela 6.13, que somente o no terceiro caso (ou seja o sensor
localizado em [2.7, 2.8]) o margem de estabilidade (m) é menor que
o limitante 7,,, sendo assim é escolhido fime = 55 < 7,i para garantir

estabilidade do sistema em malha fechada. Nos demais casos é considerado

Mmaz & HQHQ “00

Tabela 6.13: Desempenho relativo a localizagao do Sensor

1Qmlloo | vga | #x | JG(Qrob (1)) | Thaw(Qrob(12+))?
1) ¢,(x), 2 €[0.5,0.6] | 55.6096 | 66.6667 | 20 | 1.7786x 107 | 3.6542x 10*
2) ¢, (z), T e [1.7, 1.8] | 39.7134 | 46.7289 | 10 | 2.2544x 107 | 3.3311 x 10°
3) (), v€[2.7,2.8] | 65.1465 | 57.8034 | 16 | 3.3230 x 10 | 5.2809 x 10*

E avaliado o efeito dos controladores Qrob(j1+) para cada posicao do
sensor) na atenuacao de perturbacio ®4, comparando a resposta na variavel 4
em malha aberta (por meio de |Pg®4[3 = 6.8970 x 10%) e em malha fechada (
por meio de J%(Qrop(/1+))). A atenuagao de perturbagao alocando o sensor na
primeira posicao é de 74 %, na segunda posicao é de 67 % e na terceira aposicao
é de 51 %. Da mesma maneira, usando os limitantes nos erros de aproximacao,
(por meio de 7,,(Qrop(pix))?) a atenuagao de perturbagao alocando o sensor
na primeira posicao é de 47 %, na segunda posicao é de 52 % e na terceira
aposicao é de 24 %.

Pode-se concluir que para a atenuacao da perturbacao ®, avaliada
somente pelo critério otimista a localizacao do sensor é 6tima na primeira
posicao, mas considerando o critério conservador, é melhor escolher o sensor

aproximadamente no meio da barra. Note-se que uma ma escolha da posicao do
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sensor pode degradar significativamente o desempenho do controlador obtido

(50 - 60 % na comparacao da terceira com a segunda localizagao).
Exemplo 8

Neste exemplo sao realizados experimentos para avaliar o efeito
das localizagoes dos atuadores na barra. Cada atuador 3! serd avaliado
isoladamente, isto seguindo a mesma configuracao do exemplo 3 (i.e. mg="5 e
N =2).

Na Tabela 6.14 é mostrado o desempenho de cada atuador S}, 5§ e
B% na barra, para isto é apresentada a norma infinito do controlador 6timo
projetado para cada atuador (primeira linha), a inversa do limitante ~,, do
erro de aproximacao ou 4 (segunda linha), o melhor u, para o controlador @,
(terceira linha), a avaliagdo do critério otimista J%(Q(u.)) para o melhor p
(quarta coluna), a avaliacdo do critério conservador 7., (Q(i1+))? para o melhor
i (quinta coluna).

Observa-se na Tabela 6.14, que nos trés casos o margem de estabilidade
(m) ¢ maior que o limitante 7,, no erro de aproximacao, o que garante
a estabilidade do sistema em malha fechada, porem em todos os casos é
considerado fimazr * |Q oo

Avaliando pelo critério conservador ao selecionar Q..p(i+) 0 que se
perderia pelo critério otimista com Q,op(fmas) para By seria 2.9 %, para [y
seria 4.23 % e para (¥ seria somente 0.15 %. Note-se que a avaliacdo por meio
do critério otimista, a escolha do atuador (8%) mais afastado do sensor é muito

desfavoravel.

Tabela 6.14: Desempenho relativo a localizacao dos Atuadores

eh B B3
Q13 oo 44.9394 49.9706 11.8000
Vo 113.5278 123.7863 105.9735
[ie 22 25 5
J9(Qrop(11.)) | 34087 x 10% | 2.6116 x 107 | 6.6440 x 10°
Naw(Qrob (112 ))2 | 4.4485 x 104 | 3.7314 x 10% | 7.1662 x 104

Como mnos exemplos anteriores, ¢é avaliado o desempenho dos
controladores @Q,o(1t«) (para cada /) na atenuagao da perturbacao D,
comparando-se a resposta na varidvel ¢ em malha aberta (por meio de
|Po®,4)3 = 6.8970 x 10*) e em malha fechada (por meio de J%(Qrop(1t+)))-
A atenuagao da perturbagao utilizando somente o atuador S¥ é de 50.5 %,
para o atuador (¥ seria 62.3 % e para o atuador [} seria somente 3.6 %. Da

mesma maneira, usando os limitantes nos erros de aproximagao (por meio
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de Maw (Qrob(12+))?), a atenuagao da perturbagao utilizando o atuador Bi é de
35.5 %, utilizando o atuador % seria 45.8 % e finalmente para Y piora 3.7 %
com relagao a perturbacao em malha aberta.

Pode-se concluir que para a atenuagao da perturbagao @, (avaliado tanto
pelo critério otimista como pelo critério conservador) utilizando apenas um
atuador, é melhor escolher o atuador aproximadamente no meio da barra e a
pior escolha é o atuador (/%) localizado no final da barra. Da mesma forma que
no caso do sensor, conclui-se que uma ma escolha na localizagao de um atuador
pode acarretar uma degradacao significativa no desempenho do controlador
correspondente.

Comparando este Exemplo com desempenho do controlador do Exemplo
3 (onde se tem os trés atuadores), se observa que a atenuacao da perturbagao
tanto pelo critério otimista, e quanto pelo critério conservador é melhor no
Exemplo 3; entretanto se a escolha fosse utilizar somente um atuador (S, como
o recomendado nesse exemplo) pelo critério otimista a perda com respeito ao
Exemplo 3, seria de 30 % e pelo critério conservador seria de 4.8 % - ou seja (ver
Tabela 6.15) com mais atuadores o sistema de controle pode ser mais sensivel
a erros de modelo. As Tabelas 6.16, 6.17 e 6.18 apresentam o desempenho dos
controladores na classe Sg(p) para 51, By e 8. Na Figura 6.8, é apresentada

o desempenho de cada controlador na classe S () para cada .

Tabela 6.15: Desempenho de Q,.,(14.) Ex. 3 - Ex. 8

Ja(Q(1:)) | Tlaw(Q(p+))?
Exemplo 3 (3 atuadores) | 1.8117 x 10* | 3.5753 x 10*
Exemplo 8 (1 atuador 8Y) | 2.6116 x 10* | 3.7314 x 10*



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012093/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012093/CA

Capitulo 6. Resultados

107

Tabela 6.16: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) para S}

I

Ja(Q(1))

Nav (Q(11))?

5

5.3550 x 10*

5.9125 x 10*

10

4.0701 x 104

4.8943 x 104

11

3.8443 x 10*

4.7306 x 104

12

3.7142 x 104

4.6390 x 10*

13

3.6707 x 104

4.6051 x 104

14

3.6287 x 104

4.5720 x 104

15

3.5883 x 10*

4.5410 x 104

16

3.5501 x 10*

4.5132 x 104

17

3.5149 x 10*

4.4895 x 104

18

3.4838 x 104

44711 x 104

19

3.4577 x 104

4.4596 x 10*

20

3.4371 x 104

4.4531 x 104

21

3.4211 x 104

4.4492 x 104

22

3.4087 x 10*

4.4485 x 10

23

3.3988 x 10*

4.4495 x 104

24

3.3905 x 10*

4.4553 x 104

25

3.3833 x 10*

4.4589 x 10*

30

3.3567 x 104

4.4934 x 104

35

3.3363 x 104

4.5442 x 104

40

3.3186 x 104

4.6095 x 104

44

3.3057 x 10*

4.6719 x 104
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Tabela 6.17: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) para ¥

I

Ja(Q(1))

Nav (Q(11))?

5

5.0771 x 10*

5.6342 x 10*

10

3.5939 x 10*

4.4293 x 104

15

2.9076 x 10*

3.9203 x 10*

20

2.7211 x 104

3.7788 x 10*

21

2.6913 x 104

3.7598 x 104

22

2.6652 x 104

3.7478 x 104

23

2.6435 x 10*

3.7397 x 10*

24

2.6258 x 10*

3.7341 x 10*

25

2.6116 x 10*

3.7314 x 10*

26

2.6000 x 10*

3.7315 x 104

27

2.5903 x 10*

3.7357 x 104

28

2.5820 x 104

3.7403 x 104

29

2.5747 x 104

3.7444 x 104

30

2.5682 x 10*

3.7497 x 10*

35

2.5427 x 10*

3.7896 x 10*

40

2.5224 x 10*

3.8444 x 10*

45

2.5049 x 10*

3.9152 x 104

49

2.4920 x 104

3.9779 x 104

Tabela 6.18: Desempenho dos Controladores na classe Sg(u) para G

Ja(Q(1))

Nav (Q(11))*

6.8282 x 10*

7.2325 x 10%

6.7602 x 10*

7.2061 x 10*

6.6934 x 10*

7.1811 x 10%

6.6545 x 10*

7.1676 x 10*

6.6440 x 104

7.1662 x 10%

6.6396 x 104

7.1680 x 10%

6.6374 x 10*

7.1710 x 10%

6.6358 x 10*

7.1744 x 10%

©o| ool | o] e x| wo| | =

6.6345 x 10*

7.1784 x 10*

6.6333 x 10*

7.1826 x 10*

[S— e—
— O

6.6321 x 104

7.1871 x 10*
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Figura 6.8: Desempenho de cada controlador na classe Sg(u) - (Exemplo 8)

Exemplo 9

Neste exemplo € realizado um experimento para avaliar a melhor alocacao
conjunta de um sensor e de um atuador. Para isto é avaliado o efeito de cada
par de posicoes de atuador e do sensor. A acao espacial de cada atuador é

localizada na seguinte maneira (como no exemplo 1)

Bi(x) = 1  Vxe[0.8,0.9],
() = 1 Vre[l8, 1.9],
Bi(x) = 1  Vre[28,29]

e as medidas dos sensores sao localizadas em

1

—_— v 0.5, 0.6
1
QOyQ({E) W Vxe [17, ]_8],
1

As configuragoes das variaveis controladas e a dimensao da aproximacao
sdo como no exemplo 4 (i.e., mg=5e N =2).

A tabela 6.19 apresenta as medidas de desempenho para cada posicao
do atuador e do sensor. Na primeira coluna é apresentado o atuador e sensor
utilizado para cada simulacao; a segunda coluna apresenta a norma infinito do
controlador nominal 6timo projetado para cada posi¢ao do atuador e sensor,
na terceira coluna apresenta a inversa do limitante ,,, do erro de aproximagao;

na quarta coluna é mostrada o melhor u, para o controlador ),., a quinta
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coluna mostra a avaliacao do critério otimista J%(Qro(/t+)) para o melhor p

e finalmente na sexta coluna é apresentada a avaliacao do critério conservador

Naw (Qrop(1tx))? para o melhor p.

Tabela 6.19: Comparacao do desempenho para cada atuador e sensor

“QHQ HOO 71;1} Hx ng(Qrob(,u*)) ﬁav(me(ﬂ*))Q
(@1, 01 | 44.9394 | 113.5278 | 22 | 3.4087 x 104 4.4485 x 104
(¢y1,By) | 49.9706 | 123.7863 | 25 | 2.6116 x 10* 3.731410*
(¢y1,B%) | 11.8000 | 105.9735 | 5 | 6.6440 x 10* 7.1534 x 10*
(g2, /1) | 32.3216 | 96.6828 | 17 | 3.5514 x 104 4.3587 x 104
(@2, 5Y) | 35.8688 | 67.4131 | 19 | 3.0340 x 10* | 3.8143 x x104
(¢y2, %) | 8.5463 95.1530 | 3 | 6.6608 x 10% 7.1653 x 10*
(ys, 51) | 69.7439 | 101.8386 | 29 | 3.5774 x 104 5.2737 x 10*
(pys, 5Y) | 77.8804 | 83.2420 | 22 | 3.0015 x 104 4.8831 x 104
(¢ys, BY) | 18.2386 | 58.6514 | 8 | 6.6545 x 10* 7.1856 x 10*

Note-se que, comparando com o exemplo 7, onde o melhor desempenho
foi utilizando trés atuadores e um sensor aproximadamente no meio na barra,
a perda em utilizar um sensor e um atuador (ambos aproximadamente no meio
da barra) foi de 12 % avaliada pelo critério conservador e a perda avaliando
pelo critério otimista 16 %. Na tabela 6.20 é apresentada o desempenho de
cada controlador na classe Sg(p) para a configuracao de alocagao de sensor e

atuador que teve melhor desempenho (g2, 5Y).

Tabela 6.20: Desempenho dos Controladores na classe Sg(p) - (Exemplo 9)

I

Ja(Q(1))

Nan (Q(11))?

5

4.2230 x 104

4.8319 x 104

15

3.0669 x 10*

3.8225 x 104

16

3.0558 x 104

3.8183 x 104

17

3.0472 x 104

3.8159 x 104

18

3.0401 x 10*

3.8145 x 10*

19

3.0340 x 10*

3.8143 x 10*

20

3.0283 x 10*

3.8147 x 10*

21

3.0231 x 10*

3.8156 x 10*

22

3.0182 x 104

3.8171 x 104

23

3.0136 x 104

3.8190 x 104

24

3.0091 x 104

3.8207 x 104

25

3.0048 x 10*

3.8233 x 10*

30

2.9849 x 10*

3.8382 x 10*

35

2.9667 x 10*

3.8561 x 10*
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Exemplo 10

Neste exemplo sao apresentados dois experimentos considerando a

equacao de calor 2D, i.e.,
2 2
% (z,t) = % (z,t) + g—yj (y,t), z(z,y;0) = zo(z,9),

para ilustrar o procedimento de sintese dos controladores com aproximacoes
de dimensao N =6 e N = 7. Na Figura 6.9 é apresentada a configuracao
dos sensores (1), atuadores (3) e da varidvel controlada (7) em uma placa
de dimensdo Ly x Ly (Ly = Ly = 3). Nesse experimento nao é considerada a

aproximagao aumentada (i.e., N,).

®s; P Py

LT
: sensor(py :

u u | u

Eb By ! 2 B
| |

G| 0| O |0

Figura 6.9: Configuracao espacial de controle em uma placa

Nesse exemplo, a acao espacial de cada atuador é localizada da seguinte

maneira

|
—_

Bi(xy,1a) V(z1,22) € [0.50, 1.00] x [1.25, 1.75],
B(rr,as) = 1 V(x1,x9)€[1.25, 1.75] x [1.25, 1.75],
Bi(ar,ae) = 1 V(wi,x2) € [2.00, 2.50] x [1.25 , 1.75].

As medidas dos sensores sao localizadas em

1
1+ (05)?
0 V(xy,2a) ¢[1, 2] % [1, 2].

©y1(T1,72) V(zy,x)€e[1, 2]x[1, 2]

pr (.CUl, xZ)
A perturbacao é aplicada em toda a placa da seguinte maneira

Bd(l’l,l’z) = 1 V(.I‘l,.I‘Q)E[O, Ll]X[O, LQ],
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onde L; e Ly sao os cumprimentos de cada lado da barra. Finalmente as

variaveis controladas (41, 42, 83, 44, 65, 95, € 67) sao localizadas em

s, (T1,T9) = m V(xz1,29) € [0.35, 0.85] x [0.35, 0.85],
©a, (1, 22) = W V(z1,22) € [0.95, 1.45] x [0.35, 0.85],
s, (T1,9) = m V(xz1,29) € [1.55, 2.05] x [0.35, 0.85],
o, (11,72) = W V(z1,m2) € [2.15, 2.65] % [0.35 , 0.85],
s (T1,9) = m V(z1,29) € [0.50, 1.00] x [2.00, 2.50],
o (21,72) = W V(1 m) € [1.25, 1.75] x [2.00, 2.50],
s, (T1,22) = m V(x1,29) € [2.00, 2.50] x [2.00, 2.50],

Na tabela 6.21 apresentam-se os resultados das simulagoes dos
controladores para cada caso (N =7 e N = 6). A primeira coluna apresenta
cada caso em questao com; na segunda coluna é apresentada a norma infinito
do controlador nominal 6timo projetado para cada caso; na terceira coluna é
mostrada a inversa do limitante 7, do erro de aproximacao para cada caso;
a quarta coluna apresenta o melhor u, para o controlador @Q,.; a quinta
coluna mostra a avaliacdo do critério otimista J%(Q(.)) para o melhor u e

finalmente na sexta coluna é apresentada a avaliacao do critério conservador

oo (Q(p+))? para o melhor p.

Tabela 6.21: Desempenho dos controladores

HQH2 Hoo '73;11 Ho Jcal(Qrob(M*)) ﬁav(Qrob(M*))z
Caso 1: N =6 | 28.1915 | 241.7798 | 11 | 1.3389 x 104 2.3612 x 104
Caso 2: N =7 | 27.9589 | 415.5197 | 19 | 1.2503 x 103 1.7666 x 104

No primeiro caso (N = 6), como o limite méximo de aproximacao v, ¢
menor do que no segundo caso (N =7), u, é mais distante de |Qp, [ (28 - 11
= 17) do que segundo caso (28 - 19 = 9).

Compara-se as respostas na varidvel 6 em malha aberta (por meio de
deifbdﬂg) e em malha fechada (por meio de J%(Q(u))) relativas aos sinais de
perturbagao e ruido usando as avaliagoes nominais estendidas, para o primeiro
caso (N =6)

|Pa®43=25797x100 e JA(Q()) = 1.3389 x 10*
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e para o segundo exemplo (N =7)
| PL®y)3=2.5511x 10 e J4(Q(x.)) = 1.2503 x 10,

Ou usando os limitantes nos erros de aproximacao para o primeiro caso
(N =6) onde >, =0.0634

(IBE®als + 2Ll @all)? = 25902 x 100 ¢ 7 (@(.))? = 23612 x 10°
e para o segundo caso (N =7) onde 72, = 0.0360
(15 @all2 + 744l Pall2)” = 25545 x 10* e Alap(Q(p1))* = 1.7666 x 10*.

No primeiro caso (N = 6), a presenga do controlador diminuiu em
aproximadamente 48 % o efeito da perturbacao e por meio do limitante superior
(medida conservadora) em aproximadamente 8.8 %. No segundo caso (N =7),
a presenca do controlador diminuiu em aproximadamente 51% o efeito da
perturbagdo e por meio do limitante superior (medida conservadora) em
aproximadamente 31 %.

Na Tabela 6.22 sao apresentados para os varios valores de p considerados,
os valores de J%(Q (1)) (primeira coluna) e 7, (Q(1t))? (segunda coluna) para
o primeiro caso (N =6). A Tabela 6.23 apresenta, para os varios valores de
considerados, os valores de J%(Q (1)) (primeira coluna), e 7., (Q(x))? (segunda

coluna) para o segundo caso (N =7).
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Tabela 6.22: Desempenho dos Controladores na classe Sg (i) - (Exemplo 10 -

N =6)

I

Ja(Q(1))

Nan (Q(11))?

5

1.7129 x 10*

2.4950 x 10*

10

1.3548 x 104

2.3624 x 104

11

1.3389 x 104

2.3612 x 10%

12

1.3252 x 104

2.3665 x 104

13

1.3206 x 104

2.3688 x 10*

14

1.3185 x 104

2.3705 x 10*

15

1.3164 x 10*

2.3728 x 10*

16

1.3143 x 104

2.3751 x 10*

17

1.3122 x 104

2.3772 x 10*

18

1.3102 x 104

2.3798 x 104

19

1.3082 x 104

2.3823 x 104

20

1.3062 x 104

2.3858 x 10*

21

1.3042 x 10%

2.3898 x 10*

22

1.3022 x 104

2.3942 x 10*

23

1.3003 x 10*

2.3990 x 10*

24

1.2984 x 104

2.4034 x 104

25

1.2965 x 104

2.4082 x 104

26

1.2947 x 104

2.4133 x 10*

27

1.2929 x 104

2.4181 x 10*

28

1.2911 x 104

2.4232 x 10*
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Tabela 6.23: Desempenho dos Controladores na classe Sg (i) - (Exemplo 10 -

N=7)
p | Ja@Q() | 7 (Q())?
5 | 1.6688 x 104 | 2.0689 x 10*
10 | 1.3068 x 104 | 1.8028 x 104
11| 1.2929 x 104 | 1.7920 x 104
12 | 1.2823 x 104 | 1.7846 x 104
13 | 1.2747 x 10* | 1.7795 x 104
14 | 1.2689 x 104 | 1.7756 x 104
15 | 1.2640 x 104 | 1.7728 x 104
16 | 1.2598 x 104 | 1.7703 x 104
17 | 1.2561 x 104 | 1.7684 x 104
18 | 1.2529 x 104 | 1.7674 x 104
19 | 1.2503 x 104 | 1.7666 x 10
20 | 1.2489 x 104 | 1.7667 x 10*
21 | 1.2481 x 104 | 1.7677 x 10*
22 | 1.2473 x 104 | 1.7684 x 10*
23 | 1.2466 x 10* | 1.7690 x 104
24 1 1.2459 x 10* | 1.7697 x 104
25 | 1.2452 x 104 | 1.7708 x 104
26 | 1.2446 x 10* | 1.7718 x 10*
27 1 1.2439 x 104 | 1.7729 x 10*

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012093/CA

Comentario: O conjunto dos resultados numéricos obtidos sugerem que:

i Embora potencialmente conservador o critério 7., permite a escolha
cautelosa quanto ao efeito de “dinamicas nao-modeladas” sem sacrificar
significativamente o desempenho medido de forma mais otimista sem

levar em conta tais erros.

ii As escolhas das localizacbes de sensores e atuadores podem ter
consequéncias significativas no desempenho dos controladores obtidos a

partir das mesmas.
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7
Consideracoes finais

Nesse trabalho, foi apresentada uma perspectiva computacional para a
sintese de controladores lineares de DF para sistemas lineares de DI e estaveis

(em malha aberta) com base em

(i) indices de desempenho Hj para o sistema em malha fechada constituido
por um dado sistema de DI a ser controlado (P) e um controlador de
DF (K) (denotados genericamente por n(P, K)).

(i) aproximacdes “nominais”de DF para o sistema de DI dado (P).

(iii) limitantes superiores para os indices de desempenho Hs em questdo, os
quais podem ser calculados apenas com base em funcao de transferéncia
racionais (P) e limitantes superiores (7,,) em normas dos erros de

aproximacao das funcoes de transferéncia nao-racionais do sistema de
DI dado (digamos, (P, vyu; K)).

Essa perspectiva tem por base a solugdo de um tipo de problema Hy/H,,
cujo funcional de custo Hs corresponde ao desempenho de um dado sistema
nominal em malha fechada e cuja restricao H,, corresponde a um valor
minimo prescrito (u~!) para a margem de estabilidade do mesmo. Denotando
o controlador obtido com base nesse problema para um dado valor de p por
K,op(pt), o procedimento de sintese consiste em escolher p em um conjunto
predeterminado de modo a minimizar o limitante superior sobre o valor do
funcional de custo correspondente ao desempenho em malha fechada do sistema
de DI original (i.e., mingeg, (P, Yyu; Krop (1))

Nos exemplos simples utilizados para ilustrar esse procedimento,
observou-se que o limitante superior em questao leva a escolhas “cautelosas”da
margem de estabilidade nominal (afastando-a do seu valor critico para
assegurar estabilidade em malha fechada do sistema de DI original) mas que
acarretam perdas relativamente pequenas no desempenho estimado com base
em modelos aproximantes de maior dimensao do que o nominal utilizado no

processo de sintese.
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Com relagao a trabalhos subsequentes pode-se mencionar:

a Busca de solucoes aproximadas ou “heuristicas”para os problemas de
localizacao de sensores e/ou atuadores, avaliando uma dada localizagao
(digamos, X) pelo desempenho garantido para o sistema de DI

obtido com o controlador resultante do procedimento acima i.e.,
N(P(X), Yyu(X); Kpop (1 (X), X))

b Estender o procedimento utilizado de forma a incluir objetivos de

rastreamento, visando a sintese de controladores com “dois graus de
liberdade” (K(Q),K.(Q,Q;)).

¢ Explorar possiveis escolhas das fungoes de ponderacao Wy e Wgr com
vistas a obtencao de um melhor desempenho garantido para o controlador

obtido.

d Possiveis refinamentos do procedimento de sintese acima com base
em um outro limitante superior para n(P,K,), potencialmente menos

conservador, como aquele dado J(Q,Q,) (Capitulo 4).

e Explorar um outro procedimento de sintese, computacionalmente mais

complexo baseado no problema min — max Problema c (Capitulo 4).

f Viabilizar a aplicagao do procedimento acima para sistemas de DI
dados pela equagao (2.13) onde A nado tem uma base ortonormal de
autovetores; i.e., estudar a obtencao de aproximacgoes racionais para as
correspondentes funcoes de transferéncia e de limitantes superiores nas

normas H., dos erros de aproximacao resultantes.
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Apéndice

Al

Definicoes gerais

Definigao A.1 (Fungao absolutamente continua) Seja I um intervalo
compacto. Uma fungcao F € absolutamente continua em I. Se para cada € >0
existe um 0 > 0 tal que, para qualquer Iy, = [ax,by] intervalo nao sobreposto
em I com Yj_i|bx — ax] < 0, tém-se Yp_|F(by) — F(ag)| < e. Se I é um
intervalo arbitrario, nos dizemos que F' € absolutamente continuo em I se F' €

absolutamente continuo em cada intervalo compacto ((Naylor and Sell, 1971)
pg. 180). v

Definicao A.2 (Transformacgao linear limitada) Uma transformagao
linear T de um espaco normado X para um espaco normado )Y € limitado se

ezxiste uma constante 5 >0 tal que

|Tz]y 2 Bl]x

para cada x € X. (A norma do lado esquerdo da equagdo de acima € a norma
em Y e a norma do lado direito é a norma em X). ((Kubrusly, 2011) pg.
215). v

Definigao A.3 (Transformacao linear continua) Seja T uma
transformacao linear de um subespacos linear normado X para um subespaco
linear normado Y sobre o mesmo campo F. T : D(T) c X - Y € continuo a

To € X se, dado um € >0, existe um 6 >0 tal que
IT(x) =T (x0)|y <€, sempre que |z —x0|x <9

T € continuo em D(T) se é continuo para cada ponto em D(T).
((Kubrusly, 2011) pg. 217). v
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Definicao A.4 (Transformacao linear fechada) Seja T uma
transformacao linear de um subespacos linear normado X para um subespaco
linear normado ) sobre o mesmo campo F. T : D(T) c X — ) é fechado se
somente se

para toda sequéncia{x,} c D(T) tal que lim x, =x e lim Tx, =y

n—>00

entio x € D(T) e Tx =y. ((Kreyszig, 1978) pg. 293). v

Definigao A.5 Seja um operador linear fechado T : D(T) - X, onde X # [0]
¢ um espago normado e D(T) € o dominio de T onde D(T) c X. Seja I a
identidade em X. O congunto resolvente p(T) de T é o conjunto de todos os

escalares A € F para o qual (A —T) existe e é um operador linear limitado
em um dominio denso de X. ((Kubrusly, 2011) pg. 449). v

A € p(T) se e somente se (M —T)™' é um operador linear limitado de X

para X. (M —T)~! é chamado de operador resolvente de T .

Definicao A.6 Suponha que f seja uma funcao complexa definida em §2

(sendo Q@ um conjunto aberto no plano). Se zy € ) e

i £ =1 ()

z=20 Z = 2y

existe, denotamos o limite por f'(29) e a chamaremos de derivada de f em z.
Se f'(z) existe para cada zy € ), dizemos que f € holomdrfica (ou analitica)
em Q. A classe de todas as fungioes holomdrficas em Q é denotado por H(S2).

((Rudin, 1987) pg. 197). v

Teorema A.7 ((Curtain e Zwartz, 1995) pg. 21-24) Continuacdo do
Teorema 2.3.
Seja T(t) um semigrupo fortemente continuo em um espago de Hilbert Z

com um gerador infinitesimal A, entao:
1. T(t)zo — 20 = fOtT(s)Azods para zp € D(A);

2. fOtT(s)zds eD(A) e AfOtT(s)zds =T({t)z-z YzeZ, e D(A) ¢ denso

em Z;
3. A é um operador linear fechado;

4. Ny D(A™) € denso em Z.
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Teorema A.8 (Teorema de Hille-Yosida (Curtain e Zwartz, 1995) pg.26-28)
Uma condigdo mnecessdria e suficiente para um operador linear A (nao
limitado) definido denso e fechado em um espago de Hilbert Z ser um gerador
infinitesimal de um Cy — semigrupo T(t),,,, € existir um nimero real M e w

tal que para todo real o> w, av € p(A), o conjunto resolvente de A, e

M
|R(a; A)"| € ——5 Vn>1.
(p—w)
onde R(a; A) = (al = A)~ € o operador resolvente. Nesse caso |T(t)| < Me®t.

v

A.2
Conducao de calor numa barra

E considerada uma barra com comprimento L, cuja seccao transversal
tem area A, feita de um material condutor uniforme de calor. Suponha-se que a
superficie lateral da barra esteja isolada termicamente de modo a nao permitir,
a traves dela, transferéncias de calor com o meio ambiente. Transferéncias
podem, entretanto, ocorrer através das extremidades da barra.

A uniformidade do material e o isolamento térmico lateral implicam que
o fluxo de calor se dé na direcao longitudinal, portanto é um problema de
conducao de calor em uma dimensao. A lei do resfriamento de Fourier diz
o seguinte: considere duas placas, P, e P,, de areas iguais a A, mantidas
constantemente as temperaturas 71; e 15, respetivamente; se colocadas
paralelamente a uma distancia d uma da outra, havera passagem de calor
da placa mais quente para a mais fria, e a quantidade de calor, por unidade

de tempo, transferida de uma placa para outra é dada por

0. /<;A|T2—T1| (A1)

onde k é a conductibilidade térmica do material entre as placas.

Representa-se por u(x,t) a temperatura de um ponto na abcissa = (como

na figura A.1) no tempo t.

__________ -3
X

Figura A.1: Barra colocada no eixo x

Sao tomadas duas secgoes transversais da barra localizadas em x e x +d.

Para aplicar a lei de Fourier, se vai introduzir a grandeza do fluxo do calor
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através de uma secao x, em um instante t, que sera feito do seguinte modo:
fixar o tempo t da equagao (A-1), fazer Ty = u(x + d,t) e Ty = u(x,t), e passar
ao limite quando d tende a zero. Tal limite serd kA|u,(z,t)|. Definindo entao,
o fluxo de calor na dire¢ao positiva do eixo = como uma funcao ¢(z,t) dada

por

q(z,t) = -k Au,(x,1). (A-2)
Fixando agora um elemento da barra entre xg e xo + J, e vejamos qual é
a quantidade de calor (¢) que ai entra, no periodo de tempo entre ty e to + 7.

Usando o fluxo do calor ¢(z,t) pode-se ver que

to+7 to+T
q= f q(xo,t) dt - f q(zo +4,t)dt,
to to
ou seja,

to+7
q=f° ke [t (20 + 6,8) — wa (2o, £)] A dt. (A-3)
to
Sabendo que o calor especifico (¢) de uma substancia é a quantidade

de calor necessaria para elevar em 1°C a temperatura de um grama dessa

substancia. Portanto ¢ pode ser também escrito como

to+1 To+0
q= f cug(x,t) — uz (o, t)dt p Adz, (A-4)
to x0

onde p é a densidade da substancia. Utilizando o teorema fundamental

del célculo em (A-3) e igualando o valor de ¢ assim obtido com o valor de ¢

dado em (A-4), obtemos

to+7 zo+0 to+1 To+6
f f kg, (x,t) dedt = f f cpug(x,t) dxdt. (A-5)
to o to o

Como a expressao (A-5) é valida para todo ty > 0, todo 0 < zg < L e todos

7>0 e 0 >0, concluimos que

kg, (z,t) = cpus(x,t),

ou seja, ou 2u
ot ox?

onde K = c—kp é a difusibilidade térmica com dimensées cm?/s. A equacao (A-6)

é chamada a equacao do calor, e é a lei de variacao de temperatura u(x,t) em

(A-6)

uma barra uniforme com a superficie lateral isolada termicamente.
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