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Apéndice |

Obtencao Das Coordenadas Locais (r,s) Associadas As Coordenadas
Globais (x,y)

Sabendo que a geometria de um elemento finito é interpolada na forma

x=Y h(r.s)x, e y=Y h(r.5)y,. (1)
dado o ponto de coordenadas globais (X,y), calcula-se a inversa da Jacobiana associada a

transformacgdo em (1)

ox dy

_lor or
J_ax dy

s s

or Os

-1_3 o0x
J “|or Os

dy dy
e arbitram-se os valores iniciais (r,5;) = (rg,50) = (0,0), k= 0.
i) calcula-se (xy,yx) empregando-se a transformacao dada por (1);
ii) calcula-se Axy =x-x e Ayr=y - W
iii) calcula-se Ar e As, onde
dr dr
Ar = —Ax, +—Ay,
dx dy

e AszﬁAxk+£Ayk 2)
dx dy

iv) calcula-se r y,; = +Ar e sy =S+ As

v) verifica-se como critério de parada se
“X_Zhi(rkﬂ’skﬂ )xiH S€e “y _Zhi(rk+l’sk+l)yiu <€

onde € é uma tolerdncia especificada. Nao se verificando o critério, retoma-se o passo (i).
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Apéndice Il

Para a equacao diferencial ordindria nao-homogénea

—u, = f(x)/E (1a)
referente ao problema da barra uniaxial definido na figura 3.1, com
f(x)=6x—{%—[ll_22xj2]-e(X‘"L/z] (1b)
(04 o
e as seguintes condi¢des de contorno
k-u(0)=AE-u,_(0) (2a)
e u, (Ly=T/AE (2b)

tem-se a solu¢do da equagcao homogénea associada na forma
u,(x)=bx+c, 3)
onde b e ¢ sdo constantes.

Uma solugdo particular para a equacao

2 (x=L2Y}
—E-u,xx=f(x)=6x+[%—(L_22x)]-e[ :) &)
(04

o

é obtida usando o método dos coeficientes a determinar, na forma apresentada
por Kreyszig [65]. Por inspecdo de funcdo f{x) , em (1 b), arbitra-se uma solucio
particular na forma

u,(x)= Kx3 + Pet™ 5)

onde K e P sdo constantes. Para as derivadas temos

up’x (x):3KX2+P~g,x (x).eg(x) (6)
€
I/lp S xx (X) =6Kx+P- [g,ﬂ (x)+g,x (x)z],eg(x) (7)
onde
2
g(x) = _( x—L/z) .
o

g,x(x>=—§(x / ] =(L ij (8b)
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2
8oy ()= -
o
Comparando-se as equacdes (1), (7) e (8) obtem-se
K=-1/E e P=1/E

A solugdo geral é entdo obtida na forma

3 _(%L/z T

x e
u(x)zup(x)+uh(x)=—f+T+bx+c

cuja primeira derivada fornece

2 B (x-L2Y}
u,x(x)=—32 - 2E'(x L/zj-e[ * ] +b.
a- (04

153

(8¢)

€))

(10)

QY

Assim, aplicando-se as condi¢cdes de contorno em (2), e desprezando a

contribuicdo dos termos exponenciais nas extremidades da barra, (a/L <<1),

tem-se

k-u(0)=AE-u, (0)..k-c=AE-b

_ 2
r -3, T

u, (L)y=——..
AE E AE

que resultam em
bzi{Z+3ﬁ)
E A

T+3LA
c=——.
k

Desta forma, obtém-se a solugdo, apresentada na equacao (3.3)

Yo T+37A
+—

u(x) = —E+—e

+—(—+30L%)x
E E A

e,paraA=FE=1

“ T+@+3ﬁ)[x+%]

(12a)

(12b)

(13a)

(13b)

(14)

5)
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Apéndice lli

Solucao da MFLE e Fungoes de Enriquecimento de Ponta-de-Trinca

A solucdo da MFLE para o campo de deslocamentos na ponta de trinca, da Ref. [50]; fornece:

w | _K, \E cos(6/2)(k —1)+2- sin*(8/2) cos(6/2)
uy) 2u\N2m sin(0/2)(k +1)—2 - sin’(0/2)
+&\/Z sin(0/2)(k +1)+2-cos?(0/2) - sin(6/2) "
20\ 27 | —cos(8/2)(k —1) +2 - sin®(6/2) cos(6/2)

onde K; e Ky s@o os fatores de intensidade de tensdo para os modos I e II de fratura,
respectivamente, 7 € 0 sdo as coordenadas polares no sistema de referéncia com origem na ponta-
de-trinca, 1 é médulo de cisalhamento, =G = E/(2(14V)) , x é a constante de kolosov,

k =3—4v , para o estado de deformagdes planas e k = (3—V)/(1+V), para o estado de
tensdes planas.

Esta solugdo é equivalente & combinacdo linear de quatro fungdes {F1 I, F, L F, }, definidas

para as coordenadas r e 0 na forma

. 0
ﬁsm(z) =F.(r,0) 2)

Jreos®
r cos(z) =F,(r,0) 3

o . . . .0
e, observando a identidade trigonométrica , sinf =2 - Sln(E) . COS(E)

2. \/Tsinz(%) cos(%) = \/;sin(%)sine = F,(r,0) @)
2-r-cos’ (%)sin(%) =r cos(%)sin@ =F,(r,0) 5)

2ﬁsin3(%) =2. \/7[1 - cosz(%) }vin(%) =2F,(r,0)— F,(r,0) (6

o que justifica o emprego do conjunto de funcdes {F1 JF,,F,,F, }, como funcdes de

enriquecimento, na discretiza¢do do campo de deslocamentos definido por (1).
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Apéndice IV

Arquivo de trabalho - worksheet - do Maple® com a rotina de calculo
algébrico para a obtencao das coordenadas e pesos dos pontos de integracao, para

a integracdo de Gauss-Lobatto:

S

Integragao de Gauss-Lobatto
Digits:=30;

\2

Digits := 30

\%

with (orthopoly);
(G, H, L, P, T, U]

>
>
# Definicdo do numero de pontos
> n:=20;

n := 20
# Derivada do polindmio de legendre

VvV Vv

diff (P(n-1,x),x);

83945001525 18 347123925225 16 148767396525 14

136745788725 12 145568097675 10 45176306175 8

# cédlculo das abscissas livres:
> a:=fsolve(diff (P (n-1,x),x));

a := —-.980743704893914171925446438584,
—.935934498812665435716181584931,
—.866877978089950141309847214616,
-.775368260952055870414317527595,
-.663776402290311289846403322971,
-.534992864031886261648135961829,
—.392353183713909299386474703816,
-.239551705922986495182401356927,
-.080545937238821837975944518159¢,
.080545937238821837975944518159¢6,
.239551705922986495182401356927,
.392353183713909299386474703816,
.534992864031886261648135961829,
.663776402290311289846403322971,
.775368260952055870414317527595,
.866877978089950141309847214616,
.935934498812665435716181584931,
.980743704893914171925446438584

> xg[l]:=-1.0;
> for i from 1 to n-2
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vV V. V V

V #= V V vV V #= V

V V V V V YV V

do
xg[i+l]:=alil;
od;
xg[n]:=1.0;

xg[l] := -1.0;

xg[l] := -1.0
.980743704893914171925446438584
.935934498812665435716181584931
.866877978089950141309847214616
-.775368260952055870414317527595
—-.663776402290311289846403322971
.534992864031886261648135961829
.392353183713909299386474703816

= -.239551705922986495182401356927
= -.0805459372388218379759445181596

.0805459372388218379759445181596
.239551705922986495182401356927
.392353183713909299386474703816
.534992864031886261648135961829
.663776402290311289846403322971
.775368260952055870414317527595
.866877978089950141309847214616
.935934498812665435716181584931
.980743704893914171925446438584
xg[20] := 1.0

xg[l] := -1.0

Pesos das abscissas livres:
w:=(n,x)->2/(n*(n-1)* (P (n-1,x))"2);

w o= (

#

n,

X) => 2 ——m——— e

pesos abscissas extremidades:

wext:=(2/(n)/(n-1))

wext:=evalf (wext);
wext :=

wgt [1] :=wext;
for i from 1 to n-2
do

7

wext := 1/190

00526315789473684210526315789474

wgt [1+1] :=evalf(w(n,alil]));
od;
wgt [n] :=wext;
wgt[1] := .00526315789473684210526315789474
wgt [2] := .0322371231884889414916048186088
wgt [3] := .0571818021275668260047538286448
wgt [4] := .0806317639961196031447767445512
wgt [5] := .101991499699450815683781172092
wgt [6] := .120709227628674725099429694936
]

wgt [7

.136300482358724184489780791251

156
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wgt [8]

wgt [9]

wgt [10]
wgt [11]
wgt [12]
wgt [13]
wgt [14]
wgt [15]
wgt [16]
wgt [17]
wgt [18]
wgt [19]
wgt [20]

.148361554070916825814713013931

.156580102647475487158169896810
.160743286387845749007726726448
.160743286387845749007726726448
.156580102647475487158169896810
.148361554070916825814713013931
.136300482358724184489780791251
.120709227628674725099429694936
.101991499699450815683781172092
.0806317639961196031447767445512
.0571818021275668260047538286448
.0322371231884889414916048186088
.00526315789473684210526315789474
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Anexo |

Propriedades de singularidade em elementos finitos.

Algumas configuracdes de nés em elementos finitos produzem campos de
deformagdo com singularidades. Este comportamento € indesejdvel na maioria das
andlises, mas na MFLE ele é vantajoso. Elementos com singularidade do tipo
1/ Jr, onde r € a distancia radial para a ponta de trinca, podem ser usados nesta
ponta. Isto melhora a precisdo dos resultados e reduz a necessidade de
refinamento na malha nesta regiao.

A demonstragao apresentada a seguir mostra que esta singularidade pode
ser obtida em elementos isoparamétricos quadréticos deslocando os nés de meio
de aresta, em direcao a extremidade, de uma distancia de 1/4 do lado [50].

A matriz deformacdo - deslocamento de um elemento finito poder ser

af e

escrita da seguinte forma:

onde

oN .
i
or )

. N .

B |=< 0 —

5] -
N, N,
ds or

onde (r,s) s@o as coordenadas locais paramétricas de um ponto no elemento. Os

valores de deslocamento nodal {u;,v;} sdo limitados ou nao singulares, por sua

prépria natureza. Os termos singulares devem estar entdo em [J] Tou [B*].
Considere o elemento isoparamétrico bidimensional quadratico de 8 nos.

As funcdes de forma para este elemento podem ser escritas na forma [70]

2.2
N :[(1+rri)(1+ssi)—(l—rz)(1+ssi)—(l—sz)(1+rrl.)]r’:i
+(l—rz)(l+Ssl.)(l—132)%+(1—S2)(1+r”,«)(1_5i2)% (ALD)

onde (r;, s;) sdo as coordenadas locais paramétricas do i-ésimo no.
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Em geral, as fungdes de forma sdo polinomiais. A equagdo (Al.1), por exemplo, é
uma fun¢do quadréitica. Portanto, N;, ON,/0r ou ON,/dssdo termos ndo

singulares e, a matriz jacobiana [J] deve conter a fonte das singularidades.

A singularidade na deformagdo ocorrerd se o determinante da matriz

jacobiana for nulo na ponta da trinca, ou seja, det |J | =0.

Considerando-se um elemento quadrilateral com 8 nés com os n6és médios
deslocados para a posicdo de 1/4 da aresta do elemento, conforme ilustrado na
figura Al.1, a origem do sistema de coordenadas ¢ definida no n6 1. Seja a aresta
do elemento definida pelos nés 1,2 e 5. Da equacdo (Al.1), temos que as funcdes

de forma nesta aresta sao dadas por

N, z—%r(l—r)
N, :%r(l-kr) (A1.2)
Ny =(1—r2)

Com estas fungdes podemos escrever
1 1 2
xz—zr(l—r)-xl+§r(l+r)-x2+(l—r )-xs (AL.3)

assumindo x; =0, x, =L e xs=L /4, obtém-se

1 2). L _ 2 L
x_Er(1+r).L+(1—r ) ;=0 (A1.4)

onde L € o comprimento da aresta do elemento entre os nés 1 e 2. Resolvendo

X
r=—1+2,|]— Al.S
‘}L (ALS)

o termo relevante para a matriz jacobiana é dado por

&L=Vl (AL6)

este termo anula-se para x = 0, indicando a singularidade da deformacao neste

para r temos

ponto. considerando os deslocamentos nodais uj, u € us, os deslocamentos nesta

aresta sdo dados por
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4 7 3
[ ® ®
s
o
A
y r
8 @
1 5 2
® ® > ®
L/4 3L/4
< >

Fig A1.1 Elemento quadrilateral isoparamétrico com nés
médios deslocados para 1/4 da aresta.

Lx/4 3 Lx/4
<

Fig A1.2 Elemento isoparamétrico colapsado.
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uz—%r(l—r)-ul+%r(1+r)~u2+(1—r2)-u5 (ALT)

substituindo (A1.5) em (A1.7) temos

(A1.8)
que resolvendo para a deformag¢do na direcdo x
£ = a_u (A1.9)
ox

34 1 1 4 2 4

*5[@7}'*5(‘@*2}2*[@7 , (ALI0)

e, assim, a deformacdo exibe uma singularidade 1/ Jr a0 longo da aresta do

elemento.

A construgdo de um elemento triangular por degeneracdo do elemento é
mostrada na figura Al.1. Os nés 1,4 e 8 serdo colapsados e os nés médios 5 e 7
sdo deslocados para a posi¢do de 1/4 da aresta. A singularidade de deformacdo
1/ Jr ocorrerd ao longo das arestas 1-5-2 e 4-7-3, em analogia ao caso do
elemento quadrilateral. Neste caso, no entanto, hd o beneficio adicional de se
observar esta singularidade no interior do elemento.

Desta forma, considere-se o eixo x , para s = 0 . A relacdo entre as

coordenadas x e r é dada por
L
x:(r2+2r+1)Tx (AL.11)

onde L, é o comprimento do elemento na dire¢do x. Resolvendo-se para r, tem-se

r=—142|% (A1.12)
LX

que ¢é idéntica a equagdo (A1.5). Entao a deformagdo € singular ao longo do eixo x
neste elemento. Repetindo-se os passos apresentados para a determinagdo da

deformacgao, de (A1.8) para (A1.10), facilmente demonstra-se que a singularidade

¢ do tipo 1/\/7
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