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Resumo

Schlosser, Edson Rodrigo; Bergmann, José Ricardo; Thomas Heck-
ler, Marcos Vinício. Análise e Síntese de Redes Refletoras
para Aplicações Espaciais. Rio de Janeiro, 2020. 159p. Tese de
Doutorado – Departamento de Engenharia Elétrica, Pontifícia Uni-
versidade Católica do Rio de Janeiro.

Neste trabalho é apresentada a análise e síntese de redes refletoras para apli-
cações espaciais. Redes refletoras são abordadas para expor de forma sucinta
suas aplicações, geometrias, métodos de análise e de síntese de diagramas
de irradiação. O método do circuito equivalente é utilizado para a formu-
lação da função diádica de Green, possibilitando estabelecer relações entre
os campos eletromagnéticos e as densidades superficiais de corrente elétrica
em meios estratificados e constituídos por diversas metalizações. Validações
numéricas são realizadas através da determinação das constantes de propa-
gação em estruturas slab e guia de onda parcialmente preenchido, formadas
por paredes metálicas com condutividade infinita. Análises de redes refle-
toras com poucos elementos são realizadas empregando-se o método dos mo-
mentos para calcular numericamente as densidades superficiais de corrente
elétrica que fluem sobre os patches. Adicionalmente, propõe-se a aplicação
de uma função base de domínio completo com condição de borda segmen-
tada para modelar o comportamento impulsivo da densidade de corrente nas
bordas dos espalhadores. Diferentes curvas de fase são obtidas através da
técnica de variação das dimensões físicas dos espalhadores metálicos, con-
siderando o campo elétrico total composto pelos campos espalhado, refletido
e difratado, devido às posições espaciais dos patches. Softwares comerciais
são utilizados nas verificações dos resultados obtidos. Por fim, o conceito de
defasagem progressiva e o método de enxame de partículas foram aplicados
para se determinar a fase desejada em cada célula. Assim, as curvas de fase
são interpoladas e utilizadas para projetar as dimensões dos elementos im-
pressos e garantir a distribuição de fase calculada sobre a superfície da rede
refletora, de forma a reproduzir os diagramas desejados.

Palavras-chave
Redes refletoras; Método dos momentos; Funções base; Síntese de

diagrama de irradiação.
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Abstract

Schlosser, Edson Rodrigo; Bergmann, José Ricardo (Advisor);
Thomas Heckler, Marcos Vinício (Co-Advisor). Analysis and
Synthesis of ReflectArrays for Space Applications. Rio de
Janeiro, 2020. 159p. Tese de doutorado – Departamento de Engen-
haria Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

This thesis presents the analysis and synthesis of reflectarrays for space
applications. A review of the state-of-the-art of reflectarrays is presented
and the applications, geometries, methods of analysis and methods of
synthesis are discussed. Dyadic Green’s function is formulated using the
equivalent circuit method to describe the relation between electromagnetic
fields and electrical current densities in structures composed of stratified
media and several metallizations. Slab and partially-filled waveguide formed
by metallic walls with infinite conductivity are analyzed to validate the
formulation. Analyses of reflectarrays with few elements are performed using
the method of moments to numerically calculate the densities of electric
current that flow on the patches. Additionally, entire-domain basis function
with segmented edge condition to model the impulsive behavior of current
density at the edges of the scatterers is proposed. Different phase curves are
obtained due to the patches positions in the reflectarray using the variable
size technique. Phase curves are calculated considering a total electric field
composed of scattered, reflected and diffracted fields. Commercial software
is used to verify the obtained results. Finally, the desired phase in each cell
is determined using the progressive phase concept and the particle swarm
optimisation method. The phase curves are used to design the dimensions
of the printed elements, and, thus, ensure the desired phase distribution on
the surface of the reflectarrays, and, consequently, the specified radiation
pattern.

Keywords
Reflectarrays; Method of moments; Basis function; Synthesis of

the radiation patterns.
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Ẽ - Vetor campo elétrico no domínio espectral
erfc - Função erro complementar
F̃i - Vetor contendo os campos eletromagnéticos tangenciais na i-ésima inter-
face no domínio espectral

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Fec - Função transição
fr - frequência de ressonância
F̃i−1 - Vetor contendo os campos eletromagnético tangenciais na i-ésima -1
interface no domínio espectral
F (.) - Transformada de Fourier da função (.)
¯̃G - Função diádica de Green
H0 - Função Struve de ordem zero
Hx - Campo magnético na direção x no domínio espacial
Hy - Campo magnético na direção y no domínio espacial
Hz - Campo magnético na direção z no domínio espacial
H - Vetor campo magnético no domínio espacial
H(f) - Vetor campo magnético da fonte
H(r) - Vetor campo magnético refletido
H(t) - Vetor campo magnético transmitido
H̃x - Campo magnético na direção x no domínio espectral
H̃y - Campo magnético na direção x no domínio espectral
H̃z - Campo magnético na direção x no domínio espectral
H̃ - Vetor campo magnético no domínio espectral
In - Coeficiente da função base
Inx - Coeficiente da função base na direção x
Iny - Coeficiente da função base na direção y
I - Vetor corrente (coeficientes) do método dos momentos
j - Raiz quadrada de -1
Jx - Densidade de corrente elétrica superficial na coordenada x
Jy - Densidade de corrente elétrica superficial na coordenada y
J(f) - Vetor densidade de corrente elétrica superficial na fonte
J(s) - Vetor densidade de corrente elétrica superficial na metalização
Jm - Função teste vetorial para a densidade de corrente superficial
Jn - Função base vetorial para a densidade de corrente superficial
J̃x - Densidade de corrente elétrica superficial na coordenada x no domínio
espectral
J̃y - Densidade de corrente elétrica superficial na coordenada y no domínio
espectral
J̃(s) - Densidade de corrente superficial sobre o patch no domínio espectral
J0 - Função de Bessel de primeira espécie e ordem zero
k0 - Constante de propagação no espaço livre
kx - Constante de propagação na direção x
ky - Constante de propagação na direção y
kz - Constante de propagação na direção z

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



¯̃Ki - Matriz híbrida de um i-ésimo meio estratificado
¯̃Ka - Matriz equivalente acima da metalização
¯̃Kb - Matriz equivalente abaixo da metalização
¯̃Keq - Matriz equivalente para um meio estratificado
kx̄ - Constante de propagação normalizada na direção x
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1
Introdução

As áreas de tecnologia espacial e de comunicação são consideradas rele-
vantes pelos países desenvolvidos, em que grandes investimentos em pesquisas
são disponibilizados constantemente para o desenvolvimento e o aprimora-
mento destes sistemas. O Brasil tem investido recursos para aperfeiçoar sua
capacidade no setor de produção de satélites, visando aplicações em defesa,
comunicações e monitoramento ambiental. Atualmente, o Brasil conta com
uma rede de plataformas de coleta de dados ambientais (PCDs), distribuídas
em todo o território nacional, que são monitoradas pelo Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais (INPE). Algumas destas estruturas são aplicadas em ambi-
entes remotos e de difícil acesso, podendo-se citar as estações responsáveis pela
cobertura da Floresta Amazônica. As plataformas instaladas possuem sensores
capazes de medir grandezas físicas do local de interesse, tais como temperatura,
umidade, velocidade dos ventos, etc. Estas estruturas possibilitam monitorar
as mudanças climáticas que estes ambientes vêm sofrendo cotidianamente. A
coleta destes dados é realizada através de uma constelação de nanossatélites,
dedicados a receber os sinais transmitidos pelos sensores alocados nestes am-
bientes e a retransmiti-los para os centros de armazenamento e processamento
(CMCD). Esse conjunto de PCDs, juntamente com o segmento espacial, é co-
nhecido como Sistema Brasileiro de Coleta de Dados Ambientais (SBCDA) e
pode ser visualizado na Figura 1.1.

O sistema embarcado nos nanossatélites contém o bloco de recepção
(uplink do transponder), responsável pelo enlace de subida de dados e que
opera em UHF, e de retransmissão (downlink do transponder), que opera em
Banda S e estabelece o enlace de descida entre o satélite e estações terrenas de
armazenamento e processamento dos dados coletados, conforme ilustrado na
Figura 1.2. O sistema de radiofrequência é composto por antenas e circuitos de
recepção e transmissão, constituídos por amplificadores de baixo ruído, filtros,
amplificadores de potência, misturadores e outros componentes eletrônicos que
operam na faixa de micro-ondas.

Neste trabalho, tem-se apenas o interesse na modelagem eletromagnética
de uma antena a ser utilizada no link de descida, que pode operar com
determinada faixa na banda S (2 GHz a 4 GHz). Diversos tipos de antenas são
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apresentados na literatura, tais como monopolos, dipolos, cornetas, microfita,
parabólicas e outras derivações. Entretanto, deve-se dedicar atenção especial na
escolha, pois estas devem ser integradas ao corpo do nanossatélite no momento
do lançamento (cubo com arestas de 20 cm). Em [1] são discutidas as vantagens
e desvantagens em relação à máxima abertura, ganho, apontamento, largura
de banda, nível dos lóbulos secundários, acondicionamento, complexidade,
confiabilidade, massa e custos para três tipos de antenas que podem ser
aplicadas em nanossatélites, que são as antenas refletoras, as redes de microfita
e as redes refletoras.

Legenda

CMCD

Nanossatélite
PCD marítima
PCD terrestre

Downlink
Uplink

Alegrete

Cuiabá

Natal

Alcântara

Figura 1.1: Sistema Brasileiro de Coleta de Dados Ambientais (SBCDA).

Antenas refletoras clássicas são compostas de um alimentador, geral-
mente utilizam uma antena corneta, colocado no foco ou com offset do parabo-
lóide e responsável por iluminar a superfície metálica com uma onda plana [2],
conforme ilustrado na Figura 1.3. A partir disso, o campo elétrico é refletido
pelo refletor, cujo formato é descrito a partir de um diagrama de irradiação.
Para determinadas aplicações, principalmente no que se refere à cobertura es-
pacial ou de telefonia celular, um diagrama de irradiação conformado pode
ser desejado [3, 4], em que a superfície do refletor deve ser modelada para se
obter tal característica. Entretanto, a construção desta superfície é complexa
e exige aproximações, o que pode causar imprecisão nos resultados obtidos
para a antena projetada. Estruturas de grande porte apresentam dificuldades
de manufaturamento e transporte devido ao tamanho físico e a elevada massa,
sendo, em muitos casos, necessária a confecção em partes para posteriormente
serem montadas. Adicionalmente, no que se refere à cobertura espacial, a inte-
gração destas antenas em satélites de pequeno porte (nanossatélites) é inviável
no momento do lançamento devido às limitações do modelo físico. Para con-
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Plataforma de 

coleta de dados

Estações receptoras de 

Cuiabá e Alcântara

Estações de rastreio, telemetria

e telecomando de Natal

NanossatéliteUplink do 

transponder

Downlink do 

transponder

Uplink de 

telecomando

Downlink de 

telemetria

Figura 1.2: Sistema de comunicação.

tornar este problema, antenas refletoras em malha podem ser aplicadas, pois
permitem o fechamento do parabolóide no momento do lançamento, porém a
possibilidade de conformação de feixe é perdida. Além disso, a aplicação deste
tipo de antena provocaria o sombreamento das demais antenas responsáveis
pelo uplink do transponder e uplink/downlink da telemetria e telecomando.

Refletor

parabólico

Superfície

iluminada

Alimentador

(antena corneta)

x

y

z

Superfície

metálica

Figura 1.3: Antena refletora clássica.

Nos últimos anos, através da evolução da engenharia de materiais, o de-
senvolvimento de compostos com baixas perdas na faixa de micro-ondas, além
de alta resistência e estabilidade mecânica, têm permitido o desenvolvimento
de substratos que possibilitam o projeto de antenas impressas com alta eficiên-
cia. Fazendo uso deste tipo de tecnologia, uma alternativa às antenas refletoras
tradicionais consiste no emprego de uma rede de antenas em microfita. Entre-
tanto, a abertura da antena é limitada às dimensões físicas do nanossatélite e
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o sistema alimentador apresenta grande complexidade de projeto para elevado
número de patches.

Outra opção é a substituição da superfície metálica do refletor convenci-
onal por uma rede de antenas em tecnologia de microfita, denominada rede re-
fletora (do inglês, ReflectArray - RA), como pode ser visualizada na Figura 1.4.
Este tipo de estrutura é formada por espalhadores metálicos, impressos sobre
dielétrico de baixa perda e alta rigidez mecânica, pode ser multicamada [5], e
possui um plano de terra. As RAs apresentam facilidade de construção através
de uma prototipadora de precisão, baixo peso e custo de fabricação, facilidade
de integração com a estrutura do nanossatélite [6], além de possuir ganho e
eficiência de irradiação adequados quando substratos com baixas perdas na
faixa de micro-ondas são aplicados. A grande vantagem em relação aos refleto-
res tradicionais (clássicos e malháveis) é a possibilidade da conformação sobre
as estruturas no momento do lançamento.

Alimentador

(antena corneta)

x

y

z

Plano 

de terra

Substrato

Superfície

iluminada

Espalhador

metálico

ReflectArray

Figura 1.4: Rede refletora.

Neste contexto, este trabalho busca apresentar uma abordagem para a
modelagem eletromagnética de redes refletoras.

Este trabalho está organizado em capítulos da seguinte forma,
Capítulo 2: Contextualização teórica sobre os tipos de RAs, as geometrias

de espalhadores, o modelamento da fonte, os métodos de análise e de síntese
de redes refletoras, erros na modelagem e a proposta desta tese;

Capítulo 3: Formulação da função diádica de Green para estruturas
planares a partir do método do circuito equivalente. As estratificações são
representadas por matrizes híbridas e a estrutura física é modelada através de
um circuito equivalente, obtendo-se assim uma relação entre o campo elétrico
e a densidade de corrente superficial, ambas no domínio espectral;

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 1. Introdução 26

Capítulo 4: Aplicação das condições de contorno sobre a metalização e a
formulação do método dos momentos - MoM para se determinar a densidade
de corrente superficial e o campo elétrico espalhado por elementos simples e
redes refletoras. A análise de estruturas planares é realizada fazendo-se uso do
método dos momentos e da função diádica de Green determinada no Capítulo
3. A aplicação de funções base com condição de borda segmentada é proposto
para reduzir o número de modos para representar o comportamento impulsivo
da densidade de corrente superficial nas bordas dos patches. Adicionalmente,
os campos elétricos incidente, refletido e difratado são abordados e inclusos no
cálculo do campo elétrico total re-irradiado;

Capítulo 5: Sintetização de diagramas de irradiação através da defasagem
progressiva e de método heurístico. A partir da determinação da fase, projetam-
se os tamanhos dos elementos impressos necessários para reproduzirem os
diagramas de irradiação desejados com base em diferentes curvas de fase. O
conceito de defasagem progressiva entre as células da rede é aplicado para
determinar analiticamente a fase desejada para obter-se um apontamento de
feixe em determinada direção. Também, o método de enxame de partículas
é utilizado para determinar numericamente as fases que reproduzam um
diagrama com feixe retangular nos planos E e H;

Capítulo 6: Discussões sobre a metodologia de análise e síntese de
redes refletoras com base na modelagem eletromagnética desenvolvida na tese,
resultados apresentados e trabalhos futuros na temática de redes refletoras.
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2
Contextualização do estado-da-arte para redes refletoras

A grande maioria dos projetos propostos pela literatura apresenta uma
rede refletora plana, com geometria circular, quadrada, retangular ou hexago-
nal, mas também pode ser curva1. Os elementos impressos sobre o dielétrico
podem ser dipolos lineares, dipolos cruzados e patches com diferentes formatos
(retangular, circular, etc.) que podem possuir fendas.

O diagrama de irradiação de redes refletoras é obtido a partir da
soma vetorial do campo espalhado por cada elemento da rede, adicionado da
contribuição da reflexão ocorrida no plano de terra/substrato e da difração de
borda. Este campo elétrico total, avaliado em campo distante, pode apresentar
determinado formato. Para isto, a amplitude e a fase do campo produzido por
cada elemento devem ser definidas. Em [7] é apresentada a possibilidade do
controle da amplitude a partir do uso de resistores, embora essa prática não
seja comum em virtude de introduzir perdas e, consequentemente, reduzir o
ganho da rede. Os trabalhos apresentados na literatura concentram-se apenas
na otimização da fase [6].

A grande desvantagem deste tipo de antena é a banda estreita, limitada
a partir de dois parâmetros: i) largura de operação do elemento impresso;
ii) diferença de fase entre os diversos caminhos da fonte aos espalhadores
metálicos. O item i) é o fator principal para a limitação de banda de RAs
pequenas, enquanto que ii) prevalece para RAs com dimensões maiores que
50λ0 e pequena razão entre a distância focal e o tamanho do refletor [6].

Técnicas para alargamento da banda de operação foram propostas ao
longo dos anos para amenizar o problema da faixa estreita em antenas
impressas em tecnologia de microfita. Algumas destas consistem na proposta
de diferentes topologias, em que fendas podem ser inseridas no patch para
gerar mais de uma frequência de ressonância. Com este mesmo intuito, outra
técnica consiste em empilhar patches a partir de estrutura multicamada [6].

Os caminhos entre a fonte e as superfícies metálicas impressas apresentam
diferentes comprimentos elétricos (relacionada às distâncias físicas), assim
sofrem variações de fase em função da frequência, fazendo com que o diagrama

1Substrato flexível conformado sobre uma superfície. Exemplo: cilíndrica.
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de irradiação da antena modifique. Para resolver este problema, em [8] é
proposta uma RA curva.

Diversos parâmetros podem ser explorados em projetos de redes refleto-
ras, tais como tamanho, formato, orientação e posição dos elementos na rede.
Adicionalmente, o número de camadas da estrutura, o(s) tipo(s) de substrato(s)
e o formato da superfície do plano de terra podem ser investigados.

2.1
Geometria de espalhadores

Os elementos impressos sobre o dielétrico podem apresentar diversos
formatos geométricos, os quais se diferenciam em termos de variação de fase,
eficiência, banda e frequência de operação, polarização e reconfigurabilidade.

A fase desejada em cada elemento de RAs pode ser alcançada a partir
das seguintes características:

i) Elemento com tamanho fixo: variada através de inserção de linhas
de transmissão conectadas nos elementos de tamanho fixo, ou através de
modificações estruturais, compensando, assim, a diferença de fase entre a fonte
e os patches com diferentes posições espaciais, e atribuindo a distribuição de
fase desejada ao longo da rede refletora;

ii) Elemento com tamanho variável: modificando a dimensão física de
cada irradiador, uma pequena defasagem é introduzida na frequência de
ressonância, o que modifica a fase do campo espalhado por cada elemento;

iii) Rotação dos elementos: modificada a partir da disposição com rotação
angular dos elementos na rede;

iv) Elemento com reconfigurabilidade: ajustada em tempo real a partir
de artifícios eletrônicos ou microeletromecânicos.

As possibilidades descritas podem ser observadas na Figura 2.1.

RA

Tamanho

Fixo
ReconfigurávelRotação

Tamanho

Variável

Modificações

estruturais

Inserção de 

LT

Ajuste de fase

Características dos elementos

Figura 2.1: Fluxograma dos tipos de ajustabilidade da fase em RAs.
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A inserção de linhas de transmissão possibilita modificar a fase do
campo irradiado por elementos de tamanho fixo, necessitando apenas de-
terminar o comprimento correspondente a fase desejada, conforme abordado
em [9–13]. Outra possibilidade para elementos de dimensão fixa é a aplica-
ção de fenda/recortes na metalização impressa, podendo-se citar os formatos
fragmentados propostos em [14, 15], estruturas fractais em [16–18] Phoenix
em [19–21], loop em [22–24], Archimedes em [25] e slot em [26–28].

Elementos com formato quadrado, elíptico e dipolos impressos também
são vastamente aplicados em projeto de redes refletoras com ajuste de fase
através da variação do tamanho da metalização, conforme apresentado em
[29–32].

A técnica de elementos rotacionados foi aplicada nos projetos de [33–38],
e a combinação desta técnica com a de elementos de tamanho variado em [39].

Em [40] é apresentado o projeto de um sistema reconfigurável eletromecâ-
nico que consiste na rotação de elementos a partir de micromotores acoplados
aos espalhadores e que são controlados por um dispositivo lógico. Outro cami-
nho para a reconfigurabilidade de RA é através da utilização de componentes
eletrônicos, tais como diodos PIN ou varactor [41–47] e transistores [48]. Con-
forme mencionado em [49–52], também pode ser alcançada através de sistemas
microeletromecânicos (MEMS) e a partir do uso de materiais funcionais (cristal
líquido ou filmes finos).

2.2
Variações estruturais

Na literatura, existem alguns projetos que destoam em relação às topo-
logias clássicas de redes refletoras. Em [53–55] a estrutura é composta de um
alimentador posicionado a certa distância de uma RA, que é formada apenas
pelo plano de terra e um substrato com furos cilíndricos (não existem patches).

Em [56] é apresentada uma RA para aplicações em THz, em que a
estrutura é formada por um plano de terra e dielétrico com diversos níveis
de altura.

Já em [57–61] é apresentada uma RA envolvida, do inglês Folded Reflec-
tArray - FRA, em que a antena corneta é colocada com a abertura no centro
da RA, sendo os elementos iluminados pelo campo refletido por uma superfície
inserida acima do alimentador.
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2.3
Modelamento da fonte

No projeto de RAs pode-se assumir a iluminação dos diversos patches
por uma onda plana. Outra possibilidade é a representação do campo elétrico
da fonte através de uma função cosq ou feixe Gaussiano, conforme apresentado
em [62], em que boa concordância com as medidas em campo distante pode
ser observada. Um alimentador que possui determinada banda de operação,
diagrama de irradiação, ganho e polarização também pode ser utilizado para
esta finalidade, podendo-se citar as antenas cornetas, conforme apresentado
em [31], ou de microfita, aplicada em um projeto para nanossatélite em [1].

Em [63] a síntese e projeto de um alimentador é apresentado para
maximizar a eficiência da abertura, melhorando a polarização cruzada, o
decaimento e o spillover2. Em [64] a medida do campo próximo de uma antena
corneta foi utilizada para aumentar a confiabilidade da análise. O impacto do
erro de fase na região dos lóbulos laterais do diagrama de irradiação de uma
RA foi apresentado em [65].

Alguns estudos abordam a posição espacial do alimentador com relação
à superfície espalhadora de RAs. Em [66] são mostrados os ganhos na faixa
de operação de uma rede com banda larga em função do deslocamento da
posição do alimentador sobre o eixo focal. Em [67] é apresentado o efeito do
deslocamento de feixe em função da variação da frequência (do inglês, beam
squint) para uma dada posição com offset. Para corrigir o desvio de feixe,
em [68] é proposta a utilização de duas fontes com offset, alinhadas e em
lados opostos da RA. Entretanto, o uso de múltiplas fontes pode provocar
o surgimento de grating lobes em diagramas com feixe único, sendo em [69]
apresentada uma solução para este fenômeno. Já em [70] o projeto de uma
estrutura para operar em dupla faixa (banda Ku e Ka) e dupla polarização é
apresentado, sendo, neste caso, utilizados dois alimentadores independentes.

2.4
Métodos de análise de redes refletoras

Em [71] são apresentados dois métodos utilizados inicialmente para
análise de redes refletoras planas. A primeira consiste na teoria clássica de
redes de antenas para determinar o campo elétrico irradiado. No segundo,
o método do campo na abertura é discutido, em que os campos espalhados
são determinados a partir do princípio de equivalência. Nenhuma destas
abordagens considera o efeito do acoplamento mútuo entre os elementos da
rede, o que causa imprecisão nos resultados obtidos.

2campo irradiado para fora da superfície da RA.
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Outra possibilidade é o emprego de técnicas numéricas de onda completa,
tais como o método das diferenças finitas no domínio do tempo (do inglês,
finite-difference time-domain - FDTD), método dos momentos (do inglês,
method of moments - MoM) e método dos elementos finitos (do inglês, finite
element method - FEM) [6].

O MoM tem sido bastante aplicado na análise de RAs para se calcular
de forma eficiente as densidades de correntes elétricas superficiais ao longo dos
elementos metálicos, incluindo os efeitos de acoplamento mútuo e as ondas de
superfície. A técnica citada pode apresentar considerável esforço computacional
no preenchimento das matrizes envolvidas para redes com elevado números de
elementos e de modos.

Para reduzir o esforço computacional, a abordagem da periodicidade local
(do inglês, local periodicity - LP) foi proposta em [72]. Neste método cada
patch impresso da rede é analisado assumindo-se que o elemento individual
faça parte de uma rede infinita de elementos idênticos. Adicionalmente, a
técnica da LP considera um plano de terra infinito. Apesar das observações
apresentadas, o método fornece resultado eficiente e tem sido amplamente
utilizado no projeto de redes impressas de grande porte (dimensões superiores
a 15×15 espalhadores). Vale destacar que RAs reais possuem plano de terra
truncado e não são periódicas. Desta forma, a consideração da periodicidade
local pode causar erros, principalmente em projetos contendo pequeno número
de elementos.

O MoM no domínio espectral faz uso da função diádica de Green, sendo
em [73] apresentada a formulação para estruturas com múltiplas camadas e
metalização em uma interface arbitrária.

Equações básicas de projeto para sub-redes refletoras simétricas são de-
rivadas e validadas em [74]. Em [75] redes neurais artificiais (RNA) são utili-
zadas para caracterizar a resposta eletromagnética dos elementos de uma RA
formada por multicamadas. O treinamento da RNA foi realizado aplicando o
algoritmo back propagation, tendo como entrada os seguintes parâmetros: ân-
gulo de incidência, frequência e seis variáveis geométricas livres. Os resultados
obtidos apresentam boa concordância em relação àqueles calculados numeri-
camente com MoM, exigindo tempo computacional inferior.

Uma técnica de otimização direta generalizada (GTOD), baseada no mé-
todo dos momentos no domínio espectral, com periodicidade local e algoritmo
de otimização minimax, foi proposta em [76] para a análise de redes com
elementos irregularmente espaçados e orientados.

Em [77] uma técnica denominada de abordagem de elemento cercado (do
inglês, surrounded element approach - SEA) foi apresentada. Nesta, o elemento
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é analisado na presença de elementos adjacentes não idênticos, possibilitando a
inclusão aproximada do acoplamento mútuo. Como resultado, a fase de reflexão
modificada devido a não periodicidade pode ser contabilizada.

Ferramentas comerciais têm sido amplamente utilizadas na análise de
redes refletoras, tais como Designer, HFSS, CST e FEKO. Em [78], o HFSS foi
aplicado no diagnóstico do aparecimento de lóbulo intenso no campo espalhado
por uma RA composta de elementos de tamanho variado e espaçados de 0,5λ0.
Como solução, redes com elementos mais próximos (aproximadamente 0,35λ0)
foram sugeridas.

O CST foi utilizado em [79] para validar o projeto de uma RA com
espaçamento não uniforme, modelada a partir de aproximações da física óptica
(do inglês, physical optics - PO) e com fases otimizadas através do método
heurístico de busca global PSO (do inglês, particle swarm optimization). Em
[71] é utilizado o FEKO para fins de comparação com os resultados obtidos a
partir das análises iniciais aplicadas em RAs, tais como o método da teoria de
redes de antenas e do campo na abertura.

Alguns dos métodos numéricos citados utilizam funções base conhecidas e
de pesos a serem determinados, tais como o MoM e FEM. Estas funções podem
ser de domínio completo ou de subdomínio. Funções de domínio completo são
válidas ao longo da estrutura e geralmente possuem características senoidais.
Já funções de subdomínio são válidas apenas dentro de determinada região
do espaço e podem ser funções impulso e/ou pulso: quadrados, triangular,
senoidal, etc.

2.5
Síntese de redes refletoras

As técnicas de análise eletromagnéticas apresentadas anteriormente de-
vem ser combinadas com métodos de síntese de diagrama de irradiação, de
forma a determinar a distribuição de fase nos elementos que compõem a es-
trutura refletora. Conforme abordado nas seções anteriores, grande parte dos
trabalhos aplicam técnicas para se determinar apenas a fase (do inglês, phase
only), que é analiticamente difícil de ser calculada quando diagramas confor-
mados são desejados.

A combinação de técnica numérica e método de otimização de diagrama
foi apresentada na ferramenta de [76], denominada GTOD. Neste trabalho o
MoM foi aplicado em uma estrutura considerada periódica e combinado com
uma ferramenta de otimização (denominada minimax) para modelar o padrão
de irradiação.

Além do minimax, outras técnicas têm sido aplicadas em antenas
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nos últimos anos, tais como gradiente conjugado, algoritmo genético (GA),
enxame de partículas (PSO) e abordagem de interseção (do inglês, Intersection
Approach - IA) [6]. Entretanto, grande parte destes métodos apresentam
limitações na síntese de diagramas modelados, pois algumas destas técnicas
necessitam de um ponto de partida adequado para se obter ótima solução. Por
exemplo, a função minimax é um método de busca local e sua convergência
depende dos valores iniciais. Já o gradiente conjugado não é adequado para
otimizações complexas não lineares. Enquanto isso, métodos globais, tais como
PSO e GA, concentram-se na busca dentro de determinado espaço (exemplo:
valores possíveis de fase para os elementos da RA estão na faixa de 0° a 360°),
entretanto apresentam lenta convergência para redes que possuam muitos
elementos. Isto ocorre devido à necessidade de calcular o fitness para cada
partícula/indivíduo que compõe o enxame/população. O IA é eficiente ao usar
apenas a transformada rápida de Fourier (em inglês, fast Fourier transform -
FFT), mas sofre com o problema de armadilhas durante a execução [80], ou
seja, converge para uma solução local que pode não ser uma ótima global.

2.6
Erros na modelagem de RA

Diversos fatores podem contribuir para erros no projeto de RAs, tais
como:

i) modelamento da fonte: deve-se obter a representação adequada da
antena utilizada para iluminar a RA, com o intuito de estimar com precisão
o campo incidente em cada elemento. O campo pode ser obtido através de
medidas em campo próximo e/ou distante;

ii) consideração da periodicidade local: as redes impressas reais não
possuem configuração periódica, o que diverge com as aproximações realizadas
em algumas técnicas de análise;

iii) escolha de funções base: deve-se optar por funções base adequadas
para o formato da estrutura, de forma a aumentar o desempenho da análise
dos parâmetros da antena e reduzir esforços computacionais;

iv) truncamento do plano de terra: a maioria dos trabalhos consideram
redes infinitas durante a análise, entretanto o truncamento do plano de terra
produz difração de borda, pois o campo irradiado pela fonte é transmitido da
interface dielétrico-ar até a borda da RA. Dependendo da intensidade do campo
difratado, que está relacionado às características do diagrama da fonte, além
do formato do canto e das dimensões da rede, este efeito pode ser considerável,
impactando no diagrama sintetizado.
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2.7
Contribuições deste trabalho

A partir da contextualização sobre redes refletoras, busca-se a solução
de uma antena que possa ser embarcada em um nanossatélite de dimensão
20 cm × 20 cm. Supondo a operação da antena de downlink em qualquer
frequência dentro da banda S, têm-se os espaçamentos em termos de λ0

para os limites da faixa descritos na Tabela 2.1. Sabendo-se que a distância
selecionada deve garantir que não haja sobreposição de elementos impressos e
permitir o maior controle possível do diagrama de irradiação, assume-se que
os espaçamentos entre elementos adjacentes devem ficar na faixa de 0,35λ0 a
0,6λ0, assim, a análise fica restrita para estruturas quadradas compostas de 9
(RA 3×3) a 49 elementos (RA 7×7).

Tabela 2.1: Número de elementos × espaçamento.
2 GHz 4 GHz

N° elementos
(RA)

Espaçamento
(λ0)

N° elementos
(RA)

Espaçamento
(λ0)

3×3 0,44 3×3 0,88
4×4 0,33 4×4 0,66
5×5 0,26 5×5 0,53
6×6 0,22 6×6 0,44
7×7 0,19 7×7 0,38

Devido ao número reduzido de elementos, o foco deste trabalho é na
modelagem de pequenas estruturas. Os trabalhos encontrados na literatura
analisam redes refletoras da seguinte forma [6]:

1) Aplicam a formulação da função diádica de Green para a estrutura de
microfita;

2) Consideram uma rede infinita de elementos idênticos e solução perió-
dica usando a abordagem de Floquet;

3) Determinam o campo espalhado a partir de método numérico usando
funções base apropriadas e diversos modos;

4) Extraem a curva de fase do elemento espalhador considerando perio-
dicidade local;

5) Utilizam técnicas para a síntese do diagrama de irradiação para
determinar a fase desejada e, consequentemente, a dimensão do elemento no
caso de projeto com elementos de tamanhos variados.

A consideração de rede infinita é utilizada para a obtenção de apenas uma
curva de fase para todos os elementos que compõe uma RA. Neste método de
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análise, considera-se uma onda incidindo com mesma amplitude sobre todos
os elemento da rede. Entretanto, sabe-se que os efeitos do acoplamento mútuo
entre os elementos da rede modificam a amplitude e fase do campo espalhado
por cada metalização de uma rede finita. A intensidade de acoplamento
depende da posição espacial de cada elemento irradiador na rede.

A abordagem de Floquet é utilizada para minimizar o esforço computa-
cional, visto que as funções base utilizadas demandam um elevado número de
modos para caracterizar o comportamento da corrente nas bordas do patch.
Desta forma, a análise de redes com elevado número de elementos se torna
inviável.

Os resultados obtidos nestes projetos apresentam excelente concordância
com aqueles de ferramentas comerciais para a respectiva forma de análise
aplicada a redes 15×15 ou superiores. Vale salientar que a excitação ocorre
por uma fonte cosq bem diretiva. Assim, os elementos das bordas são pouco
iluminados em comparação com os centrais da rede. Neste caso, os erros
de fase introduzidos pelos elementos nas bordas são minimizados, tornando
a contribuição pouco significativa sobre o padrão de irradiação da rede.
Adicionalmente, os efeitos difrativos são minimizados quando a iluminação
da borda for pouco intensa.

Deve-se dedicar atenção especial para redes com dimensões menores.
Supondo RAs de dimensões de até 10×10, pode-se dizer que até 64% dos
elementos estão localizados no centro, enquanto que, no mínimo, 36% estão nas
bordas. Entende-se que quanto menor a rede, maior deve ser a contribuição
dos elementos próximos das periferias. Neste caso, deve-se investigar o erro
introduzido por estes elementos.

As contribuições deste trabalho são:
1) A análise completa de redes finitas com poucos elementos baseando-

se no conceito de variação de fase a partir da dimensão do espalhador
impresso. Para melhorar o desempenho computacional, aplica-se uma função
base com condição de borda segmentada, demandando poucos modos para
representar o comportamento impulsivo da densidade de corrente nas bordas
das metalizações.

2) Extração de diferentes curvas de fase, sendo possível diferenciar o
comportamento do campo espalhado pelos elementos alocados em diferentes
posições espaciais na RA em função da variação das dimensões dos espalhado-
res, e, assim, reduzir o erro de fase;

3) O preenchimento da matriz Z̄ do método dos momentos (MoM) de-
manda elevado tempo computacional para o cálculo dos coeficientes. Supondo
uma rede finita de elementos idênticos, é possível verificar, devido à simetria
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e reciprocidade da estrutura, que muitos termos que compõem a matriz são
iguais. Para fins de otimização do tempo, é necessário computar as integrais
apenas uma vez para o preenchimento da matriz Z̄;

4) Os efeitos de difração de borda em redes refletoras têm sido despreza-
dos na obtenção da curva de fase, visto que a análise de Floquet não possibi-
lita a inclusão deste fenômeno. Dependendo da característica de iluminação da
rede, estes efeitos devem ser estudados para avaliar o impacto sobre as curvas
de fase e o diagrama de irradiação sintetizado.
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3
Formulação da função diádica de Green para estruturas pla-
nares

Para um meio homogêneo, linear, isotrópico e sem fontes, as equações de
Maxwell no domínio da frequência tornam-se,

∇× E = −jwµH, (3-1)

∇×H = jwεE, (3-2)

∇.H = 0 (3-3)
e

∇.E = 0, (3-4)
em que µ é a permeabilidade magnética, ε é a permissividade elétrica, w é a
frequência angular, H e E são os vetores campo magnético e campo elétrico.
Neste caso uma dependência ejwt é considerada, sendo t a variável tempo.

A seguir é apresentada a dedução detalhada da função diádica de Green
proposta em [73], sendo realizadas algumas correções nas equações de [73]
devido a constatação de erros.

3.1
Solução da equação de onda

Tomando o rotacional de ambos os lados da (3-1),

∇×∇× E = −jwµ∇×H (3-5)
e aplicando a (3-2), tem-se que

∇×∇× E = w2µεE. (3-6)

Dispondo da seguinte identidade,

∇×∇× ζ = ∇ [ ∇ . ζ ]−∇2ζ, (3-7)

aplicando a (3-4) e considerando que os meios sejam dielétricos perfeitos,
ou seja não possuam condutividade associada (σ=0), tal que a corrente de
condução seja zero, tem-se que a equação de onda vetorial para o campo elétrico
é dada por
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∇2E + εrk0
2E = 0, (3-8)

em que µ = µ0, εe = εrε0, sendo µ0 e ε0 a permeabilidade magnética e a
permissividade elétrica no vácuo, respectivamente, e εr é a permissividade
relativa do meio de propagação.

Aplicando procedimento semelhante para a (3-2) e utilizando a (3-3),
obtém-se a equação de onda vetorial para o campo magnético, descrita por

∇2H + εrk0
2H = 0. (3-9)

Fazendo ψ iguais a H ou E, e aplicando a seguinte consideração,

∇2ψ = x̂∇2ψx + ŷ∇2ψy + ẑ∇2ψz, (3-10)
sendo

∇2ψυ = ∂2ψυ
∂x2 + ∂2ψυ

∂y2 + ∂2ψυ
∂z2 com υ = x, y ou z, (3-11)

obtém-se (
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 + εrk0
2
)
ψυ = 0. (3-12)

Aplicando normalização nas coordenadas espaciais, ou seja, ξ = ξ̄
k0
, sendo

ξ uma direção arbitrária, então a (3-12) torna-se(
∂2

∂x̄2 + ∂2

∂ȳ2 + ∂2

∂z̄2 + εr

)
ψυ = 0. (3-13)

A transformada dupla de Fourier nas coordenadas x e y é descrita como
sendo

ψ̃(kx̄, kȳ, z̄) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ψ(x̄, ȳ, z̄)e−jkx̄x̄e−jkȳ ȳdx̄dȳ (3-14)

e sua inversa,

ψ(x̄, ȳ, z̄) = 1
(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ψ̃(kx̄, kȳ, z̄)ejkx̄x̄ejkȳ ȳdkx̄dkȳ. (3-15)

Assumem-se soluções na forma de ondas planas, descritas por
e±j(kx̄x̄+kȳ ȳ+kz̄ z̄). Aplicando a transformada de Fourier, tem-se que ∂

∂x̄
= ±jkx̄

e ∂
∂ȳ

= ±jkȳ, desta forma as derivadas de segunda ordem são representadas
por ∂2

∂x̄2 = −k2
x̄, ∂2

∂ȳ2 = −k2
ȳ e ∂2

∂ȳ∂x̄
= −kx̄kȳ no domínio espectral. A equação

diferencial parcial torna-se(
∂2

∂z̄2 − k
2
z̄

)
ψ̃ υ = 0 com υ = x ou y, (3-16)

sendo
k2
z̄ = k2

x̄ + k2
ȳ − εr. (3-17)

A solução para a equação diferencial ordinária é descrita da forma,
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ψ̃υ = Ae−kz̄ z̄ +Bekz̄ z̄. (3-18)
A propagação de ondas eletromagnéticas requer que kz̄ seja um valor

imaginário. Caso o meio possua perdas, então deve ser complexo. As equações
(3-16) a (3-18) foram descritas neste formato para facilitar o equacionamento
que satisfaça a condição de irradiação de Sommerfeld para um meio aberto, que
consiste na atenuação dos campos eletromagnéticos à medida que se afastam
da fonte. Maiores detalhes serão abordados no decorrer deste trabalho.

3.2
Campos eletromagnéticos

A partir das equações de Maxwell apresentadas em (3-1) e (3-2), e
sabendo-se que

∇× ζ = x̂

(
∂ζz
∂y
− ∂ζy
∂z

)
+ ŷ

(
∂ζx
∂z
− ∂ζz
∂x

)
+ ẑ

(
∂ζy
∂x
− ∂ζx

∂y

)
, (3-19)

logo,

∂Ez
∂y
− ∂Ey

∂z
= −jwµHx (3-20)

e ∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
= jwεEx (3-21)

para x̂,

∂Ex
∂z
− ∂Ez

∂x
= −jwµHy (3-22)

e ∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
= jwεEy (3-23)

para ŷ,

∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y
= −jwµHz (3-24)

e ∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= jwεEz (3-25)

para ẑ, respectivamente.

3.2.1
Relações dos campos eletromagnéticos Ey em função de Ex no domínio
espacial

Diferenciando ambos os lados da (3-24) (∂/∂x),

∂2Ey
∂x2 −

∂2Ex
∂y∂x

= −jwµ∂Hz

∂x
(3-26)

e dispondo da (3-23), tem-se que
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∂2Ey
∂x2 −

∂2Ex
∂y∂x

= −jwµ
[
∂Hx

∂z
− jwεEy

]
. (3-27)

Organizando

∂2Ey
∂x2 + εrk

2
0Ey = ∂2Ex

∂y∂x
− jwµ0

∂Hx

∂z
, (3-28)

em que
k2 = w2εµ = εrk

2
0 (3-29)

foi considerado. Fazendo x = x̄/k0, a (3-28) torna-se

k2
0
∂2Ey
∂x̄2 + εrk

2
0Ey = k2

0
∂2Ex
∂ȳ∂x̄

− jwµ0k0
∂Hx

∂z̄
, (3-30)

dividindo por k2
0 e organizando, tem-se

∂2Ey
∂x̄2 + εrEy = ∂2Ex

∂ȳ∂x̄
− jη0

∂Hx

∂z̄
, (3-31)

com η0 =
√
µ0/ε0 correspondendo à impedância intrínseca do vácuo.

Diferenciando ambos os lados da (3-25) (∂/∂x),

∂2Hy

∂x2 −
∂2Hx

∂y∂x
= jwε

∂Ez
∂x

(3-32)

e dispondo da (3-22), tem-se que

∂2Hy

∂x2 −
∂2Hx

∂y∂x
= jwε

[
∂Ex
∂z

+ jwµHy

]
. (3-33)

Organizando, obtém-se

∂2Hy

∂x2 + εrk
2
0Hy = jwε

∂Ex
∂z

+ ∂2Hx

∂y∂x
. (3-34)

Aplicando a normalização,

k2
0
∂2Hy

∂x̄2 + εrk
2
0Hy = jwεk0

∂Ex
∂z̄

+ k2
0
∂2Hx

∂ȳ∂x̄
(3-35)

e dividindo por wε0k0, tem-se

η0
∂2Hy

∂x̄2 + εrη0Hy = jεr
∂Ex
∂z̄

+ η0
∂2Hx

∂ȳ∂x̄
. (3-36)

As equações (3-31) e (3-36) são reescritas na forma matricial como sendo,(
∂2

∂x̄2 + εr

) Ey

η0Hy

 =
 ∂2

∂ȳ∂x̄
−j ∂

∂z̄

jεr
∂
∂z̄

∂2

∂ȳ∂x̄

 Ex

η0Hx

 . (3-37)

3.2.2
Relações dos campos eletromagnéticos Ez em função de Ex no domínio
espacial

Diferenciando ambos os lados da (3-22) (∂/∂x),

∂2Ex
∂z∂x

− ∂2Ez
∂x2 = −jwµ∂Hy

∂x
(3-38)
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e dispondo da (3-25), tem-se que

∂2Ez
∂x2 = ∂2Ex

∂z∂x
+ jwµ

[
∂Hx

∂y
+ jwεEz

]
. (3-39)

Aplicando as considerações anteriores e normalizando, obtém-se

k2
0
∂2Ez
∂x̄2 + εrk

2
0Ez = k2

0
∂2Ex
∂z̄∂x̄

+ jwµ0k0
∂Hx

∂ȳ
, (3-40)

dividindo por k2
0 e organizando, então

∂2Ez
∂x̄2 + εrEz = ∂2Ex

∂z̄∂x̄
+ jη0

∂Hx

∂ȳ
. (3-41)

Diferenciando ambos os lados da (3-23) (∂/∂x),

∂2Hx

∂z∂x
− ∂2Hz

∂x2 = jwε
∂Ey
∂x

(3-42)
e dispondo da (3-24), tem-se que

∂2Hz

∂x2 = ∂2Hx

∂z∂x
− jwε

[
∂Ex
∂y
− jwµHz

]
, (3-43)

logo

∂2Hz

∂x2 + εrk
2
0Hz = −jwε∂Ex

∂y
+ ∂2Hx

∂z∂x
. (3-44)

Aplicando a normalização,

k2
0
∂2Hz

∂x̄2 + εrk
2
0Hz = k2

0
∂2Hx

∂z̄∂x̄
− jwεk0

∂Ex
∂ȳ

(3-45)

e dividindo por wε0k0, obtém-se

η0
∂2Hz

∂x̄2 + εrη0Hz = −jεr
∂Ex
∂ȳ

+ η0
∂2Hx

∂z̄∂x̄
. (3-46)

Na forma matricial, (3-41) e (3-46) são reescritas como sendo,(
∂2

∂x̄2 + εr

) Ez

η0Hz

 =
 ∂2

∂z̄∂x̄
j ∂
∂ȳ

−jεr ∂∂ȳ
∂2

∂z̄∂x̄

 Ex

η0Hx

 . (3-47)

3.2.3
Relações dos campos eletromagnéticos Ex em função de Ey no domínio
espacial

Diferenciando ambos os lados da (3-24) (∂/∂y),

∂2Ey
∂x∂y

− ∂2Ex
∂y2 = −jwµ∂Hz

∂y
(3-48)

e dispondo da (3-21), tem-se que

∂2Ey
∂x∂y

− ∂2Ex
∂y2 = −jwµ

[
∂Hy

∂z
+ jwεEx

]
(3-49)

ou
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−∂
2Ex
∂y2 − εrk

2
0Ex = −∂

2Ey
∂x∂y

− jwµ0
∂Hy

∂z
. (3-50)

Normalizando,

k2
0
∂2Ex
∂ȳ2 + εrk

2
0Ex = k2

0
∂2Ey
∂x̄∂ȳ

+ jwµ0k0
∂Hy

∂z̄
(3-51)

e dividindo por k2
0, tem-se

∂2Ex
∂ȳ2 + εrEx = ∂2Ey

∂x̄∂ȳ
+ jη0

∂Hy

∂z̄
. (3-52)

Diferenciando ambos os lados da (3-25) (∂/∂y),

∂2Hy

∂x∂y
− ∂2Hx

∂y2 = jwε
∂Ez
∂y

(3-53)

e dispondo da (3-20), tem-se que

∂2Hy

∂x∂y
− ∂2Hx

∂y2 = jwε

[
∂Ey
∂z
− jwµHx

]
, (3-54)

logo

−∂2Hx

∂y2 − εrk2
0Hx = −∂

2Hy

∂x∂y
+ jwε

∂Ey
∂z

. (3-55)

Aplicando a normalização,

−k2
0
∂2Hx

∂ȳ2 − εrk
2
0Hx = −k2

0
∂2Hy

∂x̄∂ȳ
+ jwεk0

∂Ey
∂z̄

(3-56)

e dividindo por wε0k0, obtém-se

−η0
∂2Hx

∂ȳ2 − εrη0Hx = −η0
∂2Hy

∂x̄∂ȳ
+ jεr

∂Ey
∂z̄

. (3-57)

Na forma matricial, (3-52) e (3-57) são reescritas como sendo,(
∂2

∂ȳ2 + εr

) Ex

−η0Hx

 =
 ∂2

∂x̄∂ȳ
−j ∂

∂z̄

jεr
∂
∂z̄

∂2

∂x̄∂ȳ

 Ey

−η0Hy

 . (3-58)

3.2.4
Relações dos campos eletromagnéticos no domínio espectral

Fazendo uso da (3-14), as equações (3-37) e (3-58) ficam da seguinte
forma no domínio espectral

(
εr − k2

x̄

)  Ẽy

η0H̃y

 =
 −kx̄kȳ −j ∂

∂z̄

jεr
∂
∂z̄
−kx̄kȳ

 Ẽx

η0H̃x

 (3-59)

(
εr − k2

ȳ

)  Ẽx

−η0H̃x

 =
 −kx̄kȳ −j ∂

∂z̄

jεr
∂
∂z̄
−kx̄kȳ

 Ẽy

−η0H̃y

 . (3-60)

Abrindo (3-59),
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(εr − k2
x̄)Ẽy = −kx̄kȳẼx − jη0

∂H̃x

∂z̄
, (3-61)

(εr − k2
x̄)[η0H̃y] = jεr

∂Ẽx
∂z̄
− kx̄kȳ[η0H̃x], (3-62)

e (3-60),

(εr − k2
ȳ)Ẽx = −kx̄kȳẼy + jη0

∂H̃y

∂z̄
, (3-63)

(εr − k2
ȳ)[−η0H̃x] = jεr

∂Ẽy
∂z̄

+ kx̄kȳ[η0H̃y], (3-64)
pode-se reescrever (3-61) e (3-63) na forma matricial,

∂

∂z̄

 −η0H̃x

η0H̃y

 = −
 εr − k2

x̄ kx̄kȳ

kx̄kȳ εr − k2
ȳ

 jẼy

jẼx

 . (3-65)

Fazendo

H̃ = η0

 −H̃x

H̃y

 , (3-66)

Ẽ = j

 Ẽy

Ẽx

 (3-67)

e

¯̃y =
 εr − k2

x̄ kx̄kȳ

kx̄kȳ εr − k2
ȳ

 , (3-68)

tem-se

∂

∂z̄
H̃ = −¯̃y Ẽ . (3-69)

3.2.5
Campos eletromagnéticos nas interfaces de uma camada dielétrica

A partir da equação de onda no domínio espectral, conforme (3-16), e
sua solução apresentada em (3-18), a seguinte representação do campo é obtida
para uma camada dielétrica i, conforme a Figura 3.1,

ψ̃υi−1 = Aie
−kz̄i z̄i−1 +Bie

kz̄i z̄i−1 (3-70)
na interface inferior e

ψ̃υi = Aie
−kz̄i z̄i +Bie

kz̄i z̄i (3-71)

na interface superior, respectivamente.
Diferenciando (3-18) em função de z̄ (∂/∂z̄), tem-se

∂ψ̃υi−1

∂z̄
= −kz̄iAie−kz̄i z̄i−1 + kz̄iBie

kz̄i z̄i−1 (3-72)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 3. Formulação da função diádica de Green para estruturas planares 44

x

z

𝑧𝑖

𝑧𝑖−1

𝑑𝑖 ε𝑟𝑖

ε𝑟𝑖+1

ε𝑟𝑖−1

𝑑𝑖+1

𝑑𝑖−1

෨𝜓υ𝑖

෨𝜓υ𝑖−1

Camada i+1

Camada i

Camada i-1

Figura 3.1: Estratificação de uma estrutura plana.

na interface inferior e na interface superior

∂ψ̃υi
∂z̄

= −kz̄iAie−kz̄i z̄i + kz̄iBie
kz̄i z̄i . (3-73)

Na forma matricial, (3-70) e (3-71) ficam, ψ̃υi−1

ψ̃υi

 =
 e−kz̄i z̄i−1 ekz̄i z̄i−1

e−kz̄i z̄i ekz̄i z̄i

 Ai

Bi

 (3-74)

e (3-72) e (3-73),

∂

∂z̄

 ψ̃υi−1

ψ̃υi

 =
 −kz̄ie−kz̄i z̄i−1 kz̄ie

kz̄i z̄i−1

−kz̄ie−kz̄i z̄i kz̄ie
kz̄i z̄i

 Ai

Bi

 . (3-75)

Isolando o vetor que contém as constantes na (3-74) e substituindo na
(3-75), tem-se

∂

∂z̄

 ψ̃υi−1

ψ̃υi

 =

 −kz̄ie−kz̄i z̄i−1 kz̄ie
kz̄i z̄i−1

−kz̄ie−kz̄i z̄i kz̄ie
kz̄i z̄i

 e−kz̄i z̄i−1 ekz̄i z̄i−1

e−kz̄i z̄i ekz̄i z̄i

−1  ψ̃υi−1

ψ̃υi

 . (3-76)

Resolvendo, obtém-se

∂

∂z̄

 ψ̃υi−1

ψ̃υi

 = k2
z̄i

Γ̄i

 ψ̃υi−1

ψ̃υi

 , (3-77)

em que
Γ̄i =

 −γi αi

−αi γi

 , (3-78)

com
γi = 1

kz̄itanh(kz̄i d̄i)
(3-79)

e
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αi = 1
kz̄isenh(kz̄i d̄i)

. (3-80)

A multiplicação das expressões anteriores por (kz̄i/kz̄i) facilita na repre-
sentação futura da solução das matrizes inversas.

3.2.6
Dedução da função de Green para estrutura com múltiplas camadas e
metalização

Fazendo-se uso de (3-77) a (3-80), pode-se escrever da seguinte forma a
relação dos campos eletromagnéticos para uma camada i,

∂

∂z̄


−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

−η0H̃xi

η0H̃yi

 = k2
z̄i


−γi 0 αi 0
0 −γi 0 αi

−αi 0 γi 0
0 −αi 0 γi




−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

−η0H̃xi

η0H̃yi

 , (3-81)

mas de (3-65) a (3-69), tem-se que

∂

∂z̄


−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

−η0H̃xi

η0H̃yi

 =

−


εri − k2

x̄ kx̄kȳ 0 0
kx̄kȳ εri − k2

ȳ 0 0
0 0 εri − k2

x̄ kx̄kȳ

0 0 kx̄kȳ εri − k2
ȳ




jẼyi−1

jẼxi−1

jẼyi
jẼxi

 . (3-82)

Substituindo (3-81) na (3-82), obtém-se

k2
z̄i


−γi 0 αi 0
0 −γi 0 αi

−αi 0 γi 0
0 −αi 0 γi




−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

−η0H̃xi

η0H̃yi

 =

−


εri − k2

x̄ kx̄kȳ 0 0
kx̄kȳ εri − k2

ȳ 0 0
0 0 εri − k2

x̄ kx̄kȳ

0 0 kx̄kȳ εri − k2
ȳ




jẼyi−1

jẼxi−1

jẼyi
jẼxi

 .
(3-83)

Vale salientar que o índice i é suprimido de kȳ e kx̄, pois as variações de
fase dos campos eletromagnéticos de dois meios distintos devem ser satisfeitas
na interface localizada no plano x-y. Neste caso, considera-se meio inomogêneo
apenas em z.
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Organizando (3-83), tem-se
−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

−η0H̃xi

η0H̃yi

 = −


−γi 0 αi 0
0 −γi 0 αi

−αi 0 γi 0
0 −αi 0 γi



×


εri − k2

x̄ kx̄kȳ 0 0
kx̄kȳ εri − k2

ȳ 0 0
0 0 εri − k2

x̄ kx̄kȳ

0 0 kx̄kȳ εri − k2
ȳ




jẼyi−1

jẼxi−1

jẼyi
jẼxi

 ,
(3-84)

que pode ser reescrita como sendo, H̃i−1

H̃i

 = −[ Γ̄i ⊗ ¯̃y ]
 Ẽi−1

Ẽi

 , (3-85)

onde ⊗ representa o produto matricial de Kronecker,

H̃i−1 =
 −η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

 , (3-86)

Ẽi−1 =
 jẼyi−1

jẼxi−1

 , (3-87)

H̃i =
 −η0H̃xi

η0H̃yi

 (3-88)

e

Ẽi =
 jẼyi
jẼxi

 , (3-89)

sendo Γ̄i e ¯̃y conhecidos de (3-78) e (3-68), com εri = εr.
Abrindo e organizando a (3-83), tem-se o seguinte sistema de equações,

αik
2
z̄i

[−η0H̃xi ] = (εri − k2
x̄)[−jẼyi−1 ]+kx̄kȳ[−jẼxi−1 ]+γik

2
z̄i

[−η0H̃xi−1 ], (3-90)

αik
2
z̄i

[η0H̃yi ] = kx̄kȳ[−jẼyi−1 ] + (εri − k2
ȳ)[−jẼxi−1 ] + γik

2
z̄i

[η0H̃yi−1 ], (3-91)

γik
2
z̄i

[−η0H̃xi ]− (εri − k2
x̄)[−jẼyi ]− kx̄kȳ[−jẼxi ] = αik

2
z̄i

[−η0H̃xi−1 ] (3-92)

e

γik
2
z̄i

[η0H̃yi ]− kx̄kȳ[−jẼyi ]− (εri − k2
ȳ)[−jẼxi ] = αik

2
z̄i

[η0H̃yi−1 ]. (3-93)
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Na forma matricial,
0 0 (αik2

z̄i
) 0

0 0 0 (αik2
z̄i

)
−(εri − k2

x̄) −(kx̄kȳ) (γik2
z̄i

) 0
−(kx̄kȳ) −(εri − k2

ȳ) 0 (γik2
z̄i

)




−jẼyi
−jẼxi
−η0H̃xi

η0H̃yi

 =


(εri − k2

x̄) (kx̄kȳ) (γik2
z̄i

) 0
(kx̄kȳ) (εri − k2

ȳ) 0 (γik2
z̄i

)
0 0 (αik2

z̄i
) 0

0 0 0 (αik2
z̄i

)




−jẼyi−1

−jẼxi−1

−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

 .
(3-94)

Considerando que k2
z̄i

= k2
x̄ + k2

ȳ − εri , e organizando (3-94), tem-se


jẼyi
jẼxi
−η0H̃xi

η0H̃yi

 =



cosh(kz̄i d̄i) 0 − (k2
ȳ−εri )

αiεrik
2
z̄i

− kx̄kȳ
αiεrik

2
z̄i

0 cosh(kz̄i d̄i) − kx̄kȳ
αiεrik

2
z̄i

− (k2
x̄−εri )

αiεrik
2
z̄i

− (εri−k
2
x̄)

αik2
z̄i

− kx̄kȳ
αik2

z̄i

cosh(kz̄i d̄i) 0

− kx̄kȳ
αik2

z̄i

− (εri−k
2
ȳ)

αik2
z̄i

0 cosh(kz̄i d̄i)



×


jẼyi−1

jẼxi−1

−η0H̃xi−1

η0H̃yi−1

 , (3-95)

que pode ser reescrita da seguinte forma,

F̃i = ¯̃Ki F̃i−1, (3-96)

sendo

F̃i =
 Ẽi

H̃i

 , (3-97)

F̃i−1 =
 Ẽi−1

H̃i−1

 (3-98)

e

¯̃Ki =
 ¯̃Vi − ¯̃Zi
− ¯̃Yi ¯̃Bi

 , (3-99)

em que ¯̃Ki possui dimensão 4×4 e é conhecida como matriz híbrida da camada
i, cujas submatrizes 2×2 que a compõe descritas por

¯̃Vi = ¯̃Bi =
 cosh(kz̄i d̄i) 0

0 cosh(kz̄i d̄i)

 , (3-100)
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¯̃Zi = 1
αiεrik

2
z̄i

 (k2
ȳ − εri) kx̄kȳ

kx̄kȳ (k2
x̄ − εri)

 (3-101)

e

¯̃Yi = 1
αik2

z̄i

 (εri − k2
x̄) kx̄kȳ

kx̄kȳ (εri − k2
ȳ)

 . (3-102)

A equação (3-96) combina todas as componentes dos campos tangenciais
em ambos os lados de uma camada arbitrária i. Na Figura 3.2 pode ser
visualizada a respectiva relação, bem como seu modelo circuital.

෨𝐸𝑥𝑖

෨𝐸𝑦𝑖
෩𝐻𝑥𝑖

෩𝐻𝑦𝑖

Modelo circuital

ഥ෩𝐾𝑖
෩𝑬𝑖

෩𝑬𝑖−1

෩𝑯𝑖−1
෩𝑯𝑖

Campos nas interfaces

෨𝐸𝑥𝑖−1

෨𝐸𝑦𝑖−1
෩𝐻𝑥𝑖−1

෩𝐻𝑦𝑖−1

x

yz

Figura 3.2: Campos eletromagnéticos tangenciais e modelo circuital.

Caso a interface inferior esteja aberta, então H̃xi−1 , H̃yi−1 , Ẽxi−1 e Ẽyi−1

devem desvanecer para satisfazer as condições de irradiação de Sommerfeld.
Usando (3-84) após a observação apresentada, tem-se

αi(εri − k2
x̄)[−jẼyi ] + αikx̄kȳ [̃− jẼxi ] = 0, (3-103)

αikx̄kȳ[−jẼyi ] + αi(εri − k2
ȳ)[−jẼxi ] = 0, (3-104)

[−η0H̃xi ] = γi(εri − k2
x̄)[−jẼyi ] + γikx̄kȳ[−jẼxi ] (3-105)

e

[η0H̃yi ] = γikx̄kȳ[−jẼyi ] + γi(εri − k2
ȳ)[−jẼxi ] . (3-106)

Para satisfazer (3-103) e (3-104), αi deve ser zero. Para isto, a função
senh(±kz̄i d̄i)→ ±∞, o que ocorre apenas para argumentos grandes. Caso não
fosse assumido kz̄i imaginário na (3-16), então neste ponto a consideração de
um argumento imaginário deveria ser utilizada para satisfazer a respectiva con-
dição, exigindo que as equações ao longo deste documento fossem atualizadas.
Por este motivo, (3-16) a (3-18) foram descritas no respectivo formato.
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A expressão Aie±kz̄i z̄i descreve ondas se propagando para a direção −z
ou +z, respectivamente. Desta forma, a propagação deve ocorrer na direção
−z quando uma camada estiver aberta em sua região inferior, resultando no
termo de fase +kz̄i z̄i. A função senh(kz̄i d̄i), com d̄i → −∞, resulta em γi = −1

kz̄i
,

logo (3-105) e (3-106) são descritas por,

H̃0 = − ¯̃Y 0Ẽ0, (3-107)
sendo

¯̃Y 0 = − 1
kz̄0

¯̃y0, (3-108)

em que i = 0 é aplicado para denotar a interface inferior.
Já para a região superior aberta, d̄i → +∞ e γi = 1

kz̄i
. Logo, a partir da

(3-105) e (3-106), obtém-se,

H̃n = ¯̃Y n+1Ẽn, (3-109)
sendo

¯̃Y n+1 = − 1
kz̄n+1

¯̃yn+1, (3-110)

em que i = n é aplicado para denotar a interface superior.
Supondo a existência de metalização sem perdas (do inglês, Perfect

Electric Conductor - PEC ) em uma interface m, as seguintes relações devem
ser satisfeitas,

Ẽ+
m = Ẽ−m (3-111)

para as componentes tangenciais do campo elétrico, e

H̃+
m − H̃−m = J̃(s) = −η0

 J̃y

J̃x

 (3-112)

para o campo magnético. Nota-se que a descontinuidade no campo magnético
resulta em uma distribuição de corrente superficial sobre a superfície metálica.

Fazendo uso da (3-96) e assumindo um meio estratificado com M

camadas de espessura limitada (fechada) entre metalizações, então tem-se que

F̃1 = ¯̃K1 F̃0 , (3-113)

F̃2 = ¯̃K2 F̃1 , (3-114)

F̃3 = ¯̃K3 F̃2 , (3-115)

F̃g = ¯̃Kg F̃g−1 (3-116)
e
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F̃M = ¯̃KM F̃M−1 . (3-117)
Organizando na forma de entrada e saída, ou seja, substituindo a (3-113)

na (3-114), e assim sucessivamente até a (3-117), tem-se

F̃M = ¯̃KM ... ¯̃Kg ...
¯̃K3

¯̃K2
¯̃K1 F̃0. (3-118)

Logo, define-se

¯̃Keq =
M∏
i=1

¯̃Ki, (3-119)

em que ¯̃Keq representa um substrato equivalente de M camadas estratificadas.
Supondo a existência de uma metalização em uma interface m, com

M1 camadas abaixo e M2 camadas acima do PEC (regiões com dimensões
limitadas), tem-se

¯̃Kb =
m∏
i=1

¯̃Ki com m = M1 (3-120)

e ¯̃Ka =
n∏

i=m+1

¯̃Ki com n = M2 , (3-121)

com a seguinte relação entre os campos eletromagnéticos,

F̃−m = ¯̃Kb F̃0 (3-122)
e

F̃n = ¯̃Ka F̃+
m , (3-123)

conforme ilustrado na Figura 3.3.
Por fim, para fins de obtenção da função de Green para uma rede refletora

formada por camadas dielétricas e uma metalização, assume-se a existência do
plano de terra na interface inferior e que a estrutura esteja aberta na região
superior (meio denotado por n + 1), conforme esquemático apresentado na
Figura 3.4.

Assim, fazendo uso da (3-96) a (3-99), e aplicando na (3-122), tem-se Ẽ−m
H̃−m

 =
 ¯̃Vb − ¯̃Zb
− ¯̃Yb ¯̃Bb

 Ẽ0

H̃0

 . (3-124)

A condição de contorno no plano de terra para o campo elétrico implica
que Ẽ0 = 0. Logo, a (3-124) torna-se

Ẽ−m = − ¯̃ZbH̃0 (3-125)

e
H̃−m = ¯̃BbH̃0. (3-126)

Isolando H̃0 na (3-125) e substituindo na (3-126), tem-se

H̃−m = − ¯̃Y (b)Ẽ−m, (3-127)
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ഥ෩𝐾𝑏

ഥ෩𝐾𝑎

Modelo simplificado

෨𝐹0

෨𝐹𝑚
−

෨𝐹𝑚
+

෨𝐹𝑛

sendo n=𝑀2

ത෨𝑌0

ത෨𝑌𝑛+1

෨𝐹0

෨𝐹1

෨𝐹2

෨𝐹𝑚−1

෨𝐹𝑚
−

෨𝐹𝑚
+

෨𝐹𝑚+1

෨𝐹𝑚+2

෨𝐹𝑛−1

෨𝐹𝑛

Metalização (m=𝑀1)
Camada 𝑚, ഥ෩𝐾𝑚

Camada 𝑚+ 1, ഥ෩𝐾𝑚+1

Camada 𝑛, ഥ෩𝐾𝑛

Camada 𝑚+ 2, ഥ෩𝐾𝑚+2

Camada 1, ഥ෩𝐾1

Camada 2, ഥ෩𝐾2

ത෨𝑌0

ത෨𝑌𝑛+1

x

yz

Figura 3.3: Meios estratificados separados por uma metalização e modelo
simplificado.

ഥ෩𝐾𝑏

Modelo simplificado

෨𝐹0

෨𝐹𝑚
−

෨𝐹𝑚
+

෨𝐹𝑛

sendo n=𝑀2

GND

Meio 𝑛 + 1 aberto

෨𝐹0

෨𝐹1

෨𝐹2

෨𝐹𝑚−1

෨𝐹𝑚
−

෨𝐹𝑚
+

෨𝐹𝑚+1

෨𝐹𝑚+2

෨𝐹𝑛−1

෨𝐹𝑛

Metalização (m=𝑀1)
Camada 𝑚, ഥ෩𝐾𝑚

Camada 𝑚+ 1, ഥ෩𝐾𝑚+1

Camada 𝑛, ഥ෩𝐾𝑛

Camada 𝑚+ 2, ഥ෩𝐾𝑚+2

Camada 1, ഥ෩𝐾1

Camada 2, ഥ෩𝐾2

GND

Meio 𝑛 + 1 aberto
ത෨𝑌𝑛+1

ത෨𝑌𝑛+1

ഥ෩𝐾𝑎

x

yz

Figura 3.4: Estrutura de uma rede refletora multicamada e modelo simplicado.

sendo ¯̃Y (b) = ¯̃Bb
¯̃Zb
−1
. (3-128)

Caso a interface inferior estivesse aberta, então, a partir da (3-107), tem-
se que H̃0 = − ¯̃Y 0Ẽ0. Logo, a (3-124) torna-se

Ẽ−m = [ ¯̃Vb + ¯̃Zb ¯̃Y 0]Ẽ0 (3-129)

e
H̃−m = −[ ¯̃Yb + ¯̃Bb

¯̃Y0]Ẽ0. (3-130)
Isolando Ẽ0 na (3-129) e substituindo na (3-130), faz com que o termo

¯̃Y (b) na (3-127) torne-se

¯̃Y (b) = [ ¯̃Yb + ¯̃Bb
¯̃Y0][ ¯̃Vb + ¯̃Zb ¯̃Y0]−1. (3-131)

A análise para a parte superior da antena pode ser realizada de maneira
análoga, supondo, neste caso, que a camada n + 1 esteja aberta. Assim,
utilizando a (3-123), obtém-se
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 Ẽn

H̃n

 =
 ¯̃Va − ¯̃Za
− ¯̃Ya ¯̃Ba

 Ẽ+
m

H̃+
m

 . (3-132)

Uma relação entre os campos elétrico e magnético para um meio superior
aberto foi estabelecida na (3-109), assim

Ẽn = [ ¯̃Va − ¯̃Za]
 Ẽ+

m

H̃+
m

 (3-133)

e

¯̃Y n+1Ẽn = [− ¯̃Ya ¯̃Ba]
 Ẽ+

m

H̃+
m

 . (3-134)

Substituindo a (3-133) na (3-134), tem-se que

¯̃Y n+1[ ¯̃Va − ¯̃Za]
 Ẽ+

m

H̃+
m

 = [− ¯̃Ya ¯̃Ba]
 Ẽ+

m

H̃+
m

 , (3-135)

logo

H̃+
m = ¯̃Y (a)Ẽ+

m, (3-136)
sendo

¯̃Y (a) = [ ¯̃Yn+1
¯̃Za + ¯̃Ba]−1[ ¯̃Y n+1

¯̃Va + ¯̃Ya]. (3-137)
Caso existisse na interface superior um plano de terra, então Ẽn = 0.

Assim ¯̃Y (a) da (3-136) torna-se,

¯̃Y (a) = ¯̃Za
−1 ¯̃Va. (3-138)

Finalmente, as equações de continuidade apresentadas na (3-111) e (3-
112) devem ser levadas em consideração para se obter um sistema de equações
desejado. Para o campo elétrico faz-se Ẽ−m = Ẽ+

m = Ẽm, assim

H̃−m = − ¯̃Y (b)Ẽm (3-139)

e
H̃+
m = ¯̃Y (a)Ẽm. (3-140)

Substituindo (3-139) e (3-140) na (3-112), tem-se

Ẽm = ¯̃GJ̃(s), (3-141)
em que ¯̃G = [ ¯̃Y (a) + ¯̃Y (b)]−1 (3-142)
e corresponde à função diádica de Green no domínio espectral do problema.
A equação (3-142) deverá ser utilizada no método da equação integral para
se determinar a distribuição de corrente induzida na metalização, que, neste
caso, é representada pelos diversos patches que formam uma rede refletora.
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Todas as possíveis combinações de solução podem ser representadas
a partir de um modelo equivalente de duas portas, conforme esquemáticos
ilustrados na Figura 3.5.

ഥ෩𝐾1 ෩𝑬1

෩𝑯1
෩𝑯0

෩𝑬0
ഥ෩𝐾𝑚

෩𝑯𝑚−1

෩𝑬𝑚−1

…

…

ഥ෩𝐾𝑚+1 ෩𝑬𝑚+1

෩𝑯𝑚+1෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෨𝑱

s.c

…

…

ഥ෩𝐾𝑛

෩𝑯𝑛−1

෩𝑬𝑛−1

෩𝑯𝑛

෩𝑬𝑛

ഥ෩𝐾𝑎
ഥ෩𝐾𝑏

s.c

a)

ഥ෩𝐾1 ෩𝑬1

෩𝑯1
෩𝑯0

෩𝑬0
ഥ෩𝐾𝑚

෩𝑯𝑚−1

෩𝑬𝑚−1

…

…

ഥ෩𝐾𝑚+1 ෩𝑬𝑚+1

෩𝑯𝑚+1෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෨𝑱

s.c

…

…

ഥ෩𝐾𝑛

෩𝑯𝑛−1

෩𝑬𝑛−1

෩𝑯𝑛

෩𝑬𝑛

ഥ෩𝐾𝑎
ഥ෩𝐾𝑏

ത෨𝑌𝑛+1

b)

ഥ෩𝐾1 ෩𝑬1

෩𝑯1
෩𝑯0

෩𝑬0
ഥ෩𝐾𝑚

෩𝑯𝑚−1

෩𝑬𝑚−1

…

…

ഥ෩𝐾𝑚+1 ෩𝑬𝑚+1

෩𝑯𝑚+1෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෨𝑱

…

…

ഥ෩𝐾𝑛

෩𝑯𝑛−1

෩𝑬𝑛−1

෩𝑯𝑛

෩𝑬𝑛

ഥ෩𝐾𝑎
ഥ෩𝐾𝑏

s.c

c)

ത෨𝑌0

ഥ෩𝐾1 ෩𝑬1

෩𝑯1
෩𝑯0

෩𝑬0
ഥ෩𝐾𝑚

෩𝑯𝑚−1

෩𝑬𝑚−1

…

…

ഥ෩𝐾𝑚+1 ෩𝑬𝑚+1

෩𝑯𝑚+1෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෨𝑱

…

…

ഥ෩𝐾𝑛

෩𝑯𝑛−1

෩𝑬𝑛−1

෩𝑯𝑛

෩𝑬𝑛

ഥ෩𝐾𝑎
ഥ෩𝐾𝑏

ത෨𝑌𝑛+1

d)

ത෨𝑌0

෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෨𝑱 ത෨𝑌(𝑎)ത෨𝑌(𝑏) ෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෩𝑯𝑚
+ − ෩𝑯𝑚

− = ෨𝑱

෩𝑬𝑚
+ = ෩𝑬𝑚

− = ෩𝑬𝑚

Condições de contorno na metalização

e)

Modelos circuitais para diferentes configurações

(s)

(s)

(s)

(s)

(s)

(s)

Figura 3.5: Modelos circuitais de estrutura formada por camada(s) dielé-
trica(s), metalização e diferentes terminações (aberto ou com plano de terra).
a) Stripline; b) Plano de terra na interface inferior e região superior aberta;
c) Plano de terra na interface superior e região inferior aberta; d) Ambas as
interfaces abertas; e) Admitâncias equivalentes vistas pela fonte.

3.3
Validação numérica

Sabendo-se da (3-141) que

¯̃Y (t)Ẽm = J̃(s), (3-143)
com ¯̃Y (t) = [ ¯̃Y (a) + ¯̃Y (b)] e considerando uma estrutura sem metalizações
(apenas o plano de terra), J̃(s) = 0. Soluções não-triviais são obtidas quando
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o determinante de ¯̃Y (t) for zero, denotado por det( ¯̃Y (t)) = 0.
Para validar a função de Green obtida para uma estrutura formada por

plano de terra, dielétrico e ar, resolve-se o problema apresentado na Figura 3.6
e considera-se kx̄ = 0. Os resultados obtidos são comparados com os ilustrados
em [81], aplicando às seguintes relações: d

λ0
= d̄

2π e β
k0

= kȳ.

ҧ𝑑𝑚

ε𝑟1 = 2,55 Substrato

ε𝑟2 = 1 Ar

𝑃𝐸𝐶 Plano de terra
x
y

z

Figura 3.6: Geometria formada por plano de terra, substrato e ar.

O modelo circuital equivalente do problema é apresentado na Figura 3.7.
As constantes de propagação dos seis primeiros modos que podem se estabele-
cer na estrutura com a variação da espessura do substrato foram determinados
numericamente a partir do método de Müller. As curvas são apresentadas na
Figura 3.8. Verifica-se apenas o modo fundamental (denominado TM0) para a
espessura normalizada (d̄m) contida no intervalo de {0; 1,1}, uma vez que este
modo se estabelece na estrutura independentemente da espessura do material.
Vale salientar que o número de modos presentes depende simultaneamente da
permissividade do material dielétrico, ou seja, quanto maior for a permissi-
vidade, maior poderá ser o número de modos para uma estrutura de mesma
espessura. Adicionalmente, deve-se observar a frequência da fonte para definir
quais os modos são evanescentes e propagantes.

ഥ෩𝐾1

෩𝑯0

෩𝑬0

෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+s.c ത෨𝑌2

ത෨𝑌(𝑎)ത෨𝑌(𝑏)𝑚 = 1

Figura 3.7: Modelo circuital para a estrutura da Figura 3.6.

Outra análise consiste em calcular as constantes de propagação em um
guia retangular parcialmente preenchido constituído por paredes metálicas com
condutividade infinita, conforme Figura 3.9. O modelo circuital é apresentado
na Figura 3.10. Os modos de propagação são determinados para um guia
retangular com as seguintes dimensões: ā = 5, b̄ = 1,3 ā, sendo d̄b e d̄a
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Figura 3.8: Constantes de propagação de ondas de superfície (εr = 2, 55).
Comparação com os resultados extraídos de [81].

variáveis a partir de um escalar α contido na faixa de 0 a 0,7. Assume-se
q = 0 para se obter modos TMpq e TEpq dito puros (fazendo com que kx̄
seja zero). Do contrário, modos híbridos poderiam ser identificados. A partir
disso, determinam-se os p modos de propagação para TMp0 e TEp0 para y,
respectivamente. Os resultados obtidos são apresentados na Figura 3.11, em
que observa-se excelente concordância com os modos determinados a partir de
equações características encontradas em [82].

ഥa

ε𝑟1 = 2,55

ε𝑟2 = 1
ഥb = 1,3 ഥa

ҧ𝑑𝑏 = α ഥb

ҧ𝑑𝑎=ഥb - ҧ𝑑𝑏

𝑃𝐸𝐶
PEC

x
y

z

Figura 3.9: Guia retangular parcialmente preenchido.
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ഥ෩𝐾1

෩𝑯𝑚
+෩𝑯𝑚

−

෩𝑬𝑚
− ෩𝑬𝑚

+

෩𝑯0

෩𝑬0s.c

ത෨𝑌(𝑎)ത෨𝑌(𝑏)𝑚 = 1

ഥ෩𝐾2 s.c

෩𝑯2

෩𝑬2

Figura 3.10: Modelo circuital para a estrutura da Figura 3.9.

Figura 3.11: Constantes de propagação em guia retangular particialmente
preenchido. Comparação com os resultados extraídos de [82].

No apêndice A encontra-se a formulação da função diádica de Green sem
a consideração da normalização das dimensões espaciais e das constantes de
propagação.
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4
Análise de estruturas planares a partir do método dos mo-
mentos - MoM

O campo elétrico no domínio espectral descrito na (3-141) depende da
função diádica de Green e da densidade de corrente elétrica superfícial. A
função diádica de Green é determinada a partir das características físicas
da estrutura multicamada, enquanto que a densidade de corrente elétrica é
desconhecida na presença de uma metalização impressa sobre o dielétrico da
Figura 3.6 (J̃(s) diferente de zero).

A distribuição de corrente pode ser determinada a partir da utilização
de técnicas numéricas apropriadas. Aqui, o método dos momentos (MoM) é
escolhido e formulado para se determinar o campo elétrico espalhado pela(s)
densidade(s) de corrente elétrica que flui(em) sobre o(s) patch(es).

4.1
Campo elétrico espalhado

Neste trabalho, opta-se pelo projeto de uma rede refletora com o ajuste
de fase a partir da variação das dimensões do elemento espalhador. A condição
de contorno sobre a metalização impressa implica que o campo elétrico total
tangencial deve ser zero. Matematicamente,

ẑ × E(T )
∣∣∣
z=z2

= 0, (4-1)

em que z2 é a posição da interface na direção z e E(T ) é o campo elétrico total
descrito por

E(T ) = E(inc)(J(f)) + E(esp)(J(s)), (4-2)
sendo E(esp) o vetor campo elétrico espalhado por uma densidade de corrente
superficial vetorial J(s), que é originada pela descontinuidade das componentes
do campo magnético tangencial no m-ésimo plano de metalização, e o E(inc) é
o vetor campo elétrico incidente na metalização, que, neste caso, é gerado por
uma densidade de corrente vetorial na fonte J(f) (exemplo: antena corneta) e
é constituído por duas parcelas

E(inc)(J(f)) = E(f)(J(f)) + E(r)(J(f)), (4-3)
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sendo E(f) o campo elétrico vetorial direto da fonte e E(r) o campo elétrico
vetorial transmitido através da interface ar-dielétrico e refletido no plano de
terra. Desta forma, tem-se que

ŷE(T )
x − x̂E(T )

y

∣∣∣
z=z2

= 0. (4-4)

Na Figura 4.1 pode ser visualizada a estrutura sendo iluminada por
uma onda plana (TEM), enquanto que na Figura 4.2 é apresentado o modelo
circuital para uma estrutura composta por uma camada dielétrica e uma
metalização.

Substrato

𝑃𝐸𝐶 Plano de terra
x
y

z

J
(s) dm

E
(f)

x'

z' y'

(     )E
(esp)

J
(s)

n̂i

L

W

Alimentador

E(inc)

E
(r)

(     )J
(f )

(     )(f )
J

(     )(f )
J

Metalização

Figura 4.1: Campo elétrico tangencial total sobre a superfície metálica im-
pressa.

ഥ෩𝐾1

෩𝑯0

෩𝑬0

෩𝑯1
+෩𝑯1

−

෩𝑬1
− ෩𝑬1

+

෨𝑱

s.c ത෨𝑌2

ത෨𝑌(𝑎)ത෨𝑌(𝑏)

(𝑠)

Figura 4.2: Modelo circuital para a estrutura da Figura 4.1.

Ambas as componentes do campo elétrico, E(T )
x e E(T )

y , devem ser
zero para satisfazer a igualdade. Desta forma, multiplicando a condição de
contorno para o campo elétrico por uma função de teste (ou peso) conhecida,
denominada Jm, tem-se[

E(inc)(J(f)) + E(esp)(J(s))
]
.Jm

∣∣∣
z=z2

= 0. (4-5)
Fazendo o produto interno da (4-5),
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〈[
E(inc)(J(f)) + E(esp)(J(s))

]
, Jm

〉
= 0 (4-6)

obtém-se ∫∫
S

E(inc)(J(f)).Jm dS = −
∫∫
S

E(esp)(J(s)).Jm dS, (4-7)

sendo S a superfície da metalização. A densidade de corrente superficial
desconhecida sobre o patch pode ser descrita da seguinte forma

J(s) = x̂Jx + ŷJy. (4-8)

Reescrevendo em termos de funções base (ou expansão) conhecidas e de
coeficientes a serem determinados, tem-se

J(s) = x̂
Nx∑
nx=1

InxJnx + ŷ
Ny∑
ny=1

InyJny =
Ny+Nx∑
n=1

InJn, (4-9)

sendo Nx e Ny os números de modos usados para a expansão da corrente ao
longo de x e y, e Jn é um vetor na direção de y para todo n pertencemente
ao intervalo {1, Ny} e na direção de x para todo n pertencemente ao intervalo
{Ny + 1, Ny +Nx}.

No domínio espectral,

J̃(s) = F (J(s)) = x̂F (Jx) + ŷF (Jy) = x̂J̃x + ŷJ̃y, (4-10)

em que F (.) denota a transformada de Fourier da densidade de corrente
superficial. Expandindo,

J̃(s) = x̂
Nx∑
nx=1

Inx J̃nx + ŷ
Ny∑
ny=1

Iny J̃ny =
Ny+Nx∑
n=1

InJ̃n. (4-11)

Substituindo (4-9) em (4-7) e utilizando a propriedade da linearidade das
equações de Maxwell, obtém-se a seguinte expressão

∫∫
S

E(inc)(J(f)).Jm dS =
Ny+Nx∑
n=1

−In
∫∫
S

E(esp)(Jn).Jm dS. (4-12)

Na forma matricial
Z̄ I = V, (4-13)

sendo V e I vetores coluna com dimensão {Ny + Nx} × 1 e Z̄ uma matriz
com dimensão {Ny +Nx} × {Ny +Nx}. A matriz Z̄ contém as características
da rede refletora em termos estruturais (espaçamentos, tamanho dos patches,
etc.), V está relacionado ao tipo de excitação (iluminação) das metalizações e
I está associado aos pesos das densidades de corrente superficiais e que devem
ser determinados.

O vetor tensão para uma m−ésima função teste é descrito como sendo
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Vm =
∫∫
S

E(inc)(J(f)).Jm dS. (4-14)

Logo, pode-se representar para inúmeras funções teste como

V =
[
V1y ... Vnyy ... VNyy V1x ... Vnxx ... VNxx

]t
, (4-15)

em que [.]t denota o vetor transposto, sendo cada posição do vetor calculada
por

Vmi =
∫∫
S

E
(inc)
i Jmi dS =

∫∫
S

(E(f)
i + E

(r)
i ) Jmi dS i = y, x. (4-16)

O vetor corrente e a matriz impedância são descritos como sendo,

I =
[
I1y ... Inyy ... INyy I1x ... Inxx ... INxx

]t
Ny+Nx

, (4-17)

em que [.]t denota o vetor transposto e

Z̄ =
 Z̄yy Z̄yx

Z̄xy Z̄xx

 , (4-18)

sendo Z̄ij submatrizes preenchidas a partir de

Zij
mn = −

∫∫
S

E
(esp)
i (Jnj) Jmi dS i, j = y, x. (4-19)

Usando (3-67), (3-112) e (3-141), tem-se que as componentes do campo
elétrico no domínio espectral produzido pelas densidades de corrente elétrica
são descritas por  Ẽy

Ẽx

 = jη0
¯̃G
 J̃y

J̃x

 , (4-20)

em que a função diádica de Green ¯̃G pode ser descrita da seguinte forma

¯̃G =
 G̃yy G̃yx

G̃xy G̃xx

 . (4-21)

Assim,  Ẽy

Ẽx

 = jη0

 G̃yy G̃yx

G̃xy G̃xx

 J̃y

J̃x

 . (4-22)

Sabendo-se que os campos eletromagnéticos são espalhados, reescreve-se

Ẽ(esp)
y = jη0

[
G̃yyJ̃y + G̃yxJ̃x

]
= Ẽ(esp)

y (J̃y) + Ẽ(esp)
y (J̃x) (4-23)

e
Ẽ(esp)
x = jη0

[
G̃xyJ̃y + G̃xxJ̃x

]
= Ẽ(esp)

x (J̃y) + Ẽ(esp)
x (J̃x). (4-24)

As densidades de corrente superficiais podem apresentar n modos de ex-
pansão. Assim cada parcela do campo elétrico espalhado no domínio espectral

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 4. Análise de estruturas planares a partir do método dos momentos -
MoM 61

para cada modo pode ser descrita na forma compacta por

Ẽ
(esp)
i (J̃nj) = jη0G̃ijJ̃nj i, j = y, x. (4-25)

Aplicando a transformada inversa dupla de Fourier é possível converter
o campo elétrico do domínio espectral para o domínio espacial, como segue

E
(esp)
i (Jnj) = 1

(2π)2

+∞∫∫
−∞

jη0G̃ijJ̃nje
jkxxejkyy dkxdky i, j = y, x . (4-26)

Substituindo (4-26) na (4-19), tem-se

Zij
mn =

∫∫
S

 −1
(2π)2

+∞∫∫
−∞

jη0G̃ijJ̃nje
jkxxejkyy dkxdky

 JmidS i, j = y, x. (4-27)

A possibilidade de reescrever (4-27) pode ser observada, resultando em

Zij
mn = −1

(2π)2

+∞∫∫
−∞

∫∫
S

Jmie
jkxxejkyydS

 jη0G̃ijJ̃nj dkxdky i, j = x, y , (4-28)

sendo o termo entre [.] a transformada de Fourier conjugada da função base,
denotada por F (J∗mi) = J̃∗mi(kx, ky). Desta forma

Zij
mn =

+∞∫∫
−∞

QijF (J∗mi)F (Jnj) dkxdky i, j = x, y, (4-29)

com
Qij = −

jη0G̃ij

(2π)2 . (4-30)

Neste trabalho a abordagem de Galerkin é aplicada, sendo as funções
base iguais as de teste.

4.1.1
Mapeamento e integração no plano complexo

A integral numérica dupla de−∞ a +∞, apresentada na (4-29), é custosa
computacionalmente. Uma alternativa é reescrever todas as expressões que
envolvem kx e ky na forma polar, fazendo

kx = βcos(α) (4-31)

e
ky = βsen(α). (4-32)

Assim a integral torna-se

Zij
mn =

2π∫
0

+∞∫
0

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα. (4-33)

Ao longo do caminho de integração as condições de Sommerfeld devem ser
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satisfeitas. Desta forma, conforme abordado em [83], constata-se a existência
de uma ramificação no plano complexo. Adicionalmente, pólos podem ser
observados nas funções de Green, originados pelas ondas de superfície dos
modos TM e TE que se estabelecem na estrutura. Conforme resultados
ilustrados na Figura 3.8, as constantes de propagação destes modos estão
contidas no intervalo de k0 a √εrbk0, sendo εrb a permissidade equivalente dos
substratos abaixo da metalização. Por fim, tem-se a integral que extende-se ao
infinito.

Pelas características observadas anteriormente, é conveniente subdividir
o caminho de integração numérica em três partes [84]. O primeiro intervalo é
realizado na faixa 0 ≤ β ≤ k0. As constantes de propagação na direção de z
devem obedecer a condição de Sommerfeld, tal que

kzn+1 = −
√
β2 − εrn+1k0

2 (4-34)

e
kzb =

√
−(β2 − εrbk0

2), (4-35)
e as funções hiperbólicas das funções de Green devem ser substituídas por
funções trigonométricas.

O segundo intervalo é realizado na faixa k0 ≤ β ≤ √εrbk0. As constantes
são as mesmas do primeiro intervalo e as funções trigonométricas devem
ser mantidas. O teorema dos resíduos deve ser aplicado em torno da(s)
singularidade(s), as quais provocam mal condicionamento da função diádica
de Green.

Da equação (3-119), tem-se que

¯̃Keq =
 ¯̃Veq − ¯̃Zeq
− ¯̃Yeq ¯̃Beq

 , (4-36)

sendo

¯̃ψeq =
 ψ̃1,1

eq ψ̃1,2
eq

ψ̃2,1
eq ψ̃2,2

eq

 , (4-37)

com ψ = V,B, Z ou Y .
Da equação (3-142),

¯̃Y (a) =
 Ỹ

(a)
1,1 Ỹ

(a)
1,2

Ỹ
(a)

2,1 Ỹ
(a)

2,2

 , (4-38)

desta forma, as funções de Green podem ser reescritas,

G̃yy =
D[DỸ (a)

2,2 + B̃2,2
eq Z̃

1,1
eq ]

Tζ
= gyy

Tζ
, (4-39)
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G̃yx =
D[B̃1,1

eq Z̃
1,2
eq −DỸ

(a)
1,2 ]

Tζ
= gyx

Tζ
, (4-40)

G̃xy =
D[B̃2,2

eq Z̃
2,1
eq −DỸ

(a)
2,1 ]

Tζ
= gxy

Tζ
(4-41)

e
G̃xx =

D[DỸ (a)
1,1 + B̃1,1

eq Z̃
2,2
eq ]

Tζ
= gxx

Tζ
, (4-42)

sendo
D = det( ¯̃Zeq) = Z̃1,1

eq Z̃
2,2
eq − Z̃1,2

eq Z̃
2,1
eq (4-43)

e

Tζ = (DỸ (a)
2,2 + B̃2,2

eq Z̃
1,1
eq )(DỸ (a)

1,1 + B̃1,1
eq Z̃

2,2
eq )

− (DỸ (a)
1,2 − B̃1,1

eq Z̃
1,2
eq )(DỸ (a)

2,1 − B̃2,2
eq Z̃

2,1
eq ).

(4-44)

O termo Tζ é zero quando β possuir o mesmo valor da constante de
propagação que se estabelece na estrutura. Independentemente das caracterís-
ticas do substrato, é necessário analisar o termo do denominador, pois o modo
TM0 sempre estará presente. Em alguns casos, dependendo da espessura do
substrato, diversos modos podem ser excitados.

Como gij (i, j = x, y) e Tζ são funções de α e β, reescreve-se

G̃ij(α, β) = gij(α, β)
Tζ(α, β) i, j = x, y (4-45)

e da (4-30) tem-se
Qij(α, β) = − jη0

(2π)2 G̃ij(α, β). (4-46)

Assim o integrando com singularidade(s) é descrito por

Uij(α, β) = Qij(α, β)F (J∗mi(α, β))F (Jnj(α, β))β = uij(α, β)
Tζ(α, β) . (4-47)

Sabendo-se que a singularidade está relacionada com o modo de propa-
gação, avalia-se a função em termos de β. Expandindo Tζ em série de Taylor

Tζ(α, β) = Tζ(α, β0) + (β − β0)T ′ζ(α, β0) + (β − β0)2

2! T
′′

ζ (α, β0) + ... . (4-48)

Na singularidade β0, referente ao modo TM0, que sempre se propaga (ver
Figura 3.8), o termo Tζ(α, β0) = 0, logo truncando a expansão na (4-48) após
o segundo termo, tem-se

Tζ(α, β) ≈ (β − β0)T ′ζ(α, β0). (4-49)

O teorema dos resíduos pode ser aplicado para computar o valor da
integral em torno da singularidade em β, assim
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res

[
uij(α, β)
Tζ(α, β) , β0

]
= lim

β→β0
(β − β0)uij(α, β)

Tζ(α, β)

= lim
β→β0

(β − β0) uij(α, β)
(β − β0)T ′ζ(α, β0)

(4-50)

resultando em
res

[
uij(α, β)
Tζ(α, β) , β0

]
= uij(α, β0)
T
′
ζ(α, β0) , (4-51)

assim ∮
C

Uij(α, β) dβ = ±j2π res
[
uij(α, β)
Tζ(α, β) , β0

]
= ±j2πuij(α, β0)

T
′
ζ(α, β0) , (4-52)

em que C denota um caminho fechado em torno da singularidade e o sinal
a ser escolhido depende do sentido de contorno (+ para anti-horário e - para
horário). Em caso de existir ϑ singularidades, então reescreve-se como sendo

ϑ−1∑
ξ=0

∮
Cξ

Uij(α, β) dβ = ±j2π
ϑ−1∑
ξ=0

uij(α, βξ)
T
′
ζ(α, βξ)

. (4-53)

No presente caso, o(s) pólo(s) se encontra(m) sobre o eixo real (para
substratos sem perdas), e o caminho percorrido pela integral em β é de meio
círculo no sentido horário. Sendo assim, tem-se

ϑ−1∑
ξ=0

1
2

∮
Cξ

Uij(α, β) dβ = −jπ
ϑ−1∑
ξ=0

uij(α, βξ)
T
′
ζ(α, βξ)

. (4-54)

A derivada T ′ζ(α, βξ) deve ser realizada numericamente. Como existe(m)
singularidade(s), então é conveniente aplicar o conceito de derivada aproximada
por forward difference ou backward difference, descritas como sendo

T
′

ζ(α, βξ) '
Tζ(α, βξ + ∆βξ)− Tζ(α, βξ)

∆βξ
(4-55)

ou
T
′

ζ(α, βξ) '
Tζ(α, βξ)− Tζ(α, βξ −∆βξ)

∆βξ
, (4-56)

respectivamente. O valor de variação ∆βξ deve ser escolhido adequadamente
para que se tenha uma boa aproximação da derivada analítica.

O terceiro intervalo é realizado na faixa √εrbk0 ≤ β ≤ Pk0, sendo P

um escalar contido na faixa {√εrb ,+∞}. As constantes são dadas por

kzn+1 = −
√
β2 − εrn+1k0

2 (4-57)

e
kzb =

√
(β2 − εrbk0

2). (4-58)
Entretanto, as funções hiperbólicas devem ser aplicadas.

A matriz impedância Zij
mn é formada pelo somatório das integrais de cada

intervalo, matematicamente
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Zij
mn = =1 + =2 + =3 , (4-59)

sendo

=1 =
2π∫
0

k0∫
0

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα, (4-60)

=2 =
2π∫
0

√
εrbk0∫
k0

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα (4-61)

e

=3 =
2π∫
0

Pk0∫
√
εrbk0

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα. (4-62)

Sobre a integral 2 (=2), devido ao(s) pólo(s), é conveniente subdividir da
seguinte forma,

=2 = =2I + =2M + =2F + =2R, (4-63)
sendo

=2I =
2π∫
0

β0−δ∫
k0

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα, (4-64)

=2F =
2π∫
0

√
εrbk0∫

β(ϑ−1)+δ

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα, (4-65)

=2R = −jπ
ϑ−1∑
ξ=0

2π∫
0

uij(α, βξ)
T
′
ζ(α, βξ)

dα, (4-66)

e

=2M =


0 ϑ = 1
ϑ−1∑
ξ=1

2π∫
0

βξ−δ∫
βξ−1+δ

QijF (J∗mi)F (Jnj)β dβdα ϑ > 1
, (4-67)

em que δ corresponde a um fator de afastamento do caminho de integração
em relação ao pólo. Um exemplo do plano complexo β para uma estrutura
planar que apresente três modos de propagação (três singularidades) pode ser
visualizado na Figura 4.3.

Após determinada a matriz impedância e o vetor tensão, aplica-se (4-13)
para se obter os pesos das correntes contidos no vetor I. Após calculados os
coeficientes, a densidade de corrente superficial no domínio espacial é obtida
fazendo uso da (4-8) e (4-9), enquanto que no domínio espectral da (4-10) e
(4-11).
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Figura 4.3: Exemplo de plano complexo para estrutura planar com três modos
de propagação. Adaptado de [83].

4.1.2
Rede refletora

A abordagem do MoM para um elemento simples é aqui expandida para
uma rede refletora planar composta por E = ExEy elementos, sendo Ex e Ey o
número de espalhadores em x e y, respectivamente. Uma onda plana induzirá
uma tensão ao incidir sobre o p−ésimo elemento, descrita matematicamente
por

Vp
m =

∫∫
Sp

Ep (inc)(J(f)).Jpm dSp. (4-68)

O vetor tensão é descrito da forma

V =
[
V1 ...Vp ...VE

]t
, (4-69)

com
Vp =

[
V p

1y ... V
p
nyy

... V p
Nyy

V p
1x ... V

p
nxx

... V p
Nxx

]t
Ny+Nx

, (4-70)
sendo cada posição determinada por

V p
mi

=
∫∫
Sp

E
p (inc)
i Jpmi dSp =

∫∫
Sp

(Ep (f)
i + E

p (r)
i ) Jpmi dSp i = y, x. (4-71)

A equação (4-22) é reescrita na forma,

Ẽq = jη0
¯̃GJ̃q, (4-72)

sendo
Ẽq =

 Ẽq
y

Ẽq
x

 (4-73)

e
J̃q =

 J̃qy

J̃qx

 , (4-74)

com q = 1, 2, ..., E. Assim, sabendo-se que os campos eletromagnéticos são
espalhados, reescreve-se

Ẽ(esp)
y = jη0

E∑
q=1

[
G̃yyJ̃

q
y + G̃yxJ̃

q
x

]
=

E∑
q=1

[
Ẽq (esp)
y (J̃qy ) + Ẽq (esp)

y (J̃qx)
]

(4-75)
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e

Ẽ(esp)
x = jη0

E∑
q=1

[
G̃xyJ̃

q
y + G̃xxJ̃

q
x

]
=

E∑
q=1

[
Ẽq (esp)
x (J̃qy ) + Ẽq (esp)

x (J̃qx)
]
. (4-76)

Assumindo a possibilidade de existir n modos para as densidades de
corrente superficiais, cada parcela do campo elétrico espalhado no domínio
espectral pode ser descrito na forma compacta por

Ẽ
q (esp)
i (J̃qnj) = jη0G̃ijJ̃

q
nj

 i, j = y, x

q = 1, 2, ..., E
. (4-77)

Escreve-se o campo elétrico no domínio espacial após aplicada a trans-
formada inversa dupla de Fourier como sendo,

E
q (esp)
i (Jqnj) = 1

(2π)2

+∞∫∫
−∞

jη0G̃ijJ̃
q
nj
ejkxxejkyy dkxdky. (4-78)

Substituindo (4-78) na (4-19), e considerando a existência de acoplamento
eletromagnético entre os espalhadores da rede refletora, tem-se

Zij, pq
mn = −

∫∫
Sp

 1
(2π)2

+∞∫∫
−∞

jη0G̃ijJ̃
q
nj
ejkxxejkyy dkxdky

 JpmidSp. (4-79)

A possibilidade de reescrever (4-79) pode ser observada, resultando em

Zij, pq
mn = − 1

(2π)2

+∞∫∫
−∞

∫∫
Sp

Jpmie
jkxxejkyydSp

 jη0G̃ijJ̃
q
nj
dkxdky, (4-80)

sendo o termo entre [.] a transformada de Fourier conjugada da função base,
denotada por F (Jp ∗mi ) = J̃p ∗mi (kx, ky), desta forma

Zij, pq
mn =

+∞∫∫
−∞

QijF (Jp ∗mi )F (Jqnj) dkxdky, (4-81)

com Qij dado em (4-30).

4.1.3
Funções base

Para se obter eficiência na análise, funções base adequadas devem ser
selecionadas de modo a reduzir a quantidade de funções necessárias para re-
presentar o comportamento da densidade de corrente superficial sobre a(s)
metalização(ões) e, consequentemente, reduzir as dimensões da matriz impe-
dância.

Em [85] são apresentados diversos tipos de funções base para a caracte-
rização de redes refletoras infinitas formadas por patches ou dipolos cruzados
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impressos utilizando o MoM.
Conforme discutido em [86], funções base de domínio completo com

condições de borda corretas podem ser utilizadas em análises de redes com
elementos contendo formato canônico. Estas funções possibilitam a rápida
convergência para um determinado número de funções base. Entretanto,
devido ao comportamento singular nas bordas, o número de harmônicos de
Floquet deve aumentar para representar o amplo espectro de Fourier. Já
para elementos com forma arbitrária, as funções base de primeira ordem
de Rao–Wilton–Glisson (RWG) ou rooftop podem ser utilizadas, porém a
quantidade necessária é geralmente elevada.

Adicionalmente, em [86], um comparativo de performance na análise de
uma RA 30×30 com patches retangulares utilizando MoM e fazendo uso das
seguintes funções base foi apresentado: rooftops, Legendre de alta ordem de
subdomínio, Legendre de alta ordem de domínio completo, funções senoidais
e polinômios de primeiro e segundo tipo de Chebyshev. Como resultado, o
melhor desempenho em termos de tempo computacional foi obtido utilizando
funções base de domínio completo de Legendre com alta ordem, sendo 1,47
vezes mais rápido que polinômios de Chebyshev, 2,64 vezes mais rápido que
funções senoidais de domínio completo, 5,58 vezes mais que funções base de
subdomínio de Legendre com alta ordem, enquanto que funções de rooftops
não apresentaram convergência.

Em [87] é apresentada uma função com condição de borda utilizada
exclusivamente em antenas de microfita com formato retangular/quadrado.
Já em [88] é realizada a segmentação da função proposta em [87]. Este tipo
de representação possibilita a inclusão direta do comportamento impulsivo
da densidade de corrente na borda do espalhador e necessita apenas da
determinação de um fator de segmentação.

Neste trabalho, optou-se pela aplicação de espalhadores com formato
quadrado. Redes refletoras possuem uma estrutura com grande similaridade
às antenas de microfita, diferenciando-se principalmente na alimentação. Neste
contexto, investiga-se funções base com condições de borda aplicadas na análise
numérica de antenas de microfita com formato quadrado e com potencial em
modelar a densidade de corrente em redes refletoras.

Em [89] é apresentado o emprego de funções base senoidais, as quais são
descritas para o q−ésimo elemento como sendo

Jqnx(x, y) = Jqy (y)sen
(
nπ

Lq

(
x− (x(o)

q − Lq/2)
))

(4-82)
e

Jqny(x, y) = Jqx(x)sen
(
nπ

Wq

(
y − (y(o)

q −Wq/2)
))

, (4-83)
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com
Jqy (y) = 1

Wq

(4-84)
e

Jqx(x) = 1
Lq

, (4-85)

sendo Lq e Wq as dimensões do q−ésimo espalhador metálico, x(o)
q

e y(o)
q as coordenadas do centro do respectivo patch no plano xy,

x(o)
q − Lq/2 < x < x(o)

q + Lq/2 e y(o)
q −Wq/2 < y < y(o)

q + Wq/2, enquanto
que n é a ordem do modo de propagação. Na Figura 4.4 são apresentados os
quatro primeiros modos para a expansão da densidade de corrente superficial
sobre a metalização.

Figura 4.4: Quatro primeiros modos de expansão em x no domínio completo
para um espalhador centralizado com dimensão normalizada.

As distribuições de corrente ao longo de x e y para a análise com funções
base com condições de borda, porém sem segmentação, conforme [87], requer
que as funções Jqy (y) e Jqx(x) sejam descritas por,

Jqy (y) = 1
Wq

1−
(
y − y(o)

q

Wq/2

)2−1/2

(4-86)

e

Jqx(x) = 1
Lq

1−
(
x− x(o)

q

Lq/2

)2−1/2

, (4-87)

sendo o comportamento impulsivo da densidade de corrente na borda na
direção transversal à x ilustrado na Figura 4.5.

Outra possibilidade é aplicar uma função base com condição de borda
segmentada, conforme [88], neste caso Jqy (y) e Jqx(x) tornam-se,
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Figura 4.5: Condição de borda sem segmentação para uma distribuição de
corrente no sentido de x.

Jqξ (ξ) =



1
Uξ

[
1−

(
ξ−ξ01
ξb

)2
]−1/2

com ξ1 < ξ ≤ ξ01

1
Uξ

com ξ01 < ξ < ξ02 ,

1
Uξ

[
1−

(
ξ−ξ02
ξb

)2
]−1/2

com ξ02 ≤ ξ < ξ2

(4-88)

com ξ = x, y, Uξ = Lq ou Wq,

ξb = κ

∣∣∣∣∣ξ2 − ξ1

2

∣∣∣∣∣ , (4-89)

ξ01 = ξ1 + ξb (4-90)
e

ξ02 = ξ2 − ξb, (4-91)
sendo que ξ1 e ξ2 denotam a posição inferior e superior da metalização na
coordenada ξ.

O parâmetro κ representa a região onde é aplicada a condição de borda,
sendo a faixa de valores possíveis entre 0 ≤ κ ≤ 1. Os resultados da variação
deste parâmetro podem ser observados na Figura 4.6. Não há condição de borda
se κ = 0, equivalendo ao problema sem condição de borda (função senoidal).
Caso κ = 1, então a condição é aplicada em toda a largura do patch, resultando
na formulação do problema com condição de borda sem segmentação.

A transformada dupla de Fourier para as funções base são descritas por,

J̃qnx(kx, ky) = sinc

(
kyWq

2

)
nπ

Lq

cos(nπ)e−j 1
2kxLq − ej 1

2kxLq

k2
x −

(
nπ
Lq

)2

 ζ ′q (4-92)
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Figura 4.6: Condição de borda com segmentação para uma distribuição de
corrente no sentido de x aplicando diferentes valores de κ.

e

J̃qny(kx, ky) = sinc

(
kxLq

2

)
nπ

Wq

cos(nπ)e−j 1
2kyWq − ej 1

2kyWq

k2
y −

(
nπ
Wq

)2

 ζ ′q (4-93)

para as senoidais,

J̃qnx(kx, ky) = π

2J0

(
Wqky

2

)
nπ

Lq

cos(nπ)e−j 1
2kxLq − ej 1

2kxLq

k2
x −

(
nπ
Lq

)2

 ζ ′q (4-94)

e

J̃qny(kx, ky) = π

2J0

(
Lqkx

2

)
nπ

Wq

cos(nπ)e−j 1
2kyWq − ej 1

2kyWq

k2
y −

(
nπ
Wq

)2

 ζ ′q (4-95)

para funções com condição de borda sem segmentação, e

J̃qnx(kx, ky) = ξqy(ky,Wq, κ)nπ
Lq

cos(nπ)e−j 1
2kxLq − ej 1

2kxLq

k2
x −

(
nπ
Lq

)2

 ζ ′q, (4-96)

sendo

ξqy(ky,Wq, κ) = (1− κ)sinc
(
Wqky

2 (−1 + κ)
)

+

πκ

2

[
J0

(
κWqky

2

)
cos

(
Wqky

2 (−1 + κ)
)

−jL0

(
κWqky

2

)
sen

(
Wqky

2 (−1 + κ)
)]

(4-97)
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e

J̃qny(kx, ky) = ξqx(kx, Lq, κ)nπ
Wq

cos(nπ)e−j 1
2kyWq − ej 1

2kyWq

k2
y −

(
nπ
Wq

)2

 ζ ′q, (4-98)

sendo

ξqx(kx, Lq, κ) = (1− κ)sinc
(
Lqkx

2 (−1 + κ)
)

+

πκ

2

[
J0

(
κLqkx

2

)
cos

(
Lqkx

2 (−1 + κ)
)

−jL0

(
κLqkx

2

)
sen

(
Lqkx

2 (−1 + κ)
)]

(4-99)

para as funções base com condição de borda segmentada, sendo ζ ′q o desloca-
mento de fase devido a posição espacial do q-ésimo elemento, dado por

ζ ′q = e−j(kxx
(o)
q +kyy(o)

q ), (4-100)

J0 representa a função de Bessel de primeira espécie e ordem zero e L0 denota
a função Struve modificada de ordem zero, que é descrita matematicamente
por

L0(γ) = j2
π

π
2∫

0

sen [γcos(υ)] dυ = jH0(γ), (4-101)

sendo H0 a função Struve de ordem zero. Vale destacar que a solução descrita
implica que κ seja maior que zero e que as expressões para as transformadas
de Fourier diferem-se das apresentadas em [88]. A integral da (4-101) não
possui solução analítica e deve ser resolvida numericamente. A transformada
de Fourier conjugada das funções base, denotada por F (Jp ∗mx) = J̃p ∗mx(kx, ky)
ou F (Jp ∗my ) = J̃p ∗my (kx, ky), são descritas como sendo

J̃q ∗mx(kx, ky) = sinc

(
kyWq

2

)
mπ

Lq

cos(mπ)ej 1
2kxLq − e−j 1

2kxLq

k2
x −

(
mπ
Lq

)2

 ζ ′q∗ (4-102)

e

J̃q ∗my (kx, ky) = sinc

(
kxLq

2

)
mπ

Wq

cos(mπ)ej 1
2kyWq − e−j 1

2kyWq

k2
y −

(
mπ
Wq

)2

 ζ ′q∗ (4-103)

para funções base senoidais,

J̃p ∗mx(kx, ky) = π

2J0

(
Wpky

2

)
mπ

Lp

cos(mπ)ej 1
2kxLp − e−j 1

2kxLp

k2
x −

(
mπ
Lp

)2

 ζ ′q∗ (4-104)

e
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J̃p ∗my (kx, ky) = π

2J0

(
Lpkx

2

)
mπ

Wp

cos(mπ)ej 1
2kyWp − e−j 1

2kyWp

k2
y −

(
mπ
Wp

)2

 ζ ′q∗ (4-105)

para funções base com condições de borda sem segmentação e

J̃p ∗mx(kx, ky) = ξpy(ky,Wp, κ)mπ
Lq

cos(mπ)ej 1
2kxLp − e−j 1

2kxLp

k2
x −

(
mπ
Lp

)2

 ζ ′q∗ (4-106)

e

J̃p ∗my (kx, ky) = ξpx(kx, Lp, κ)mπ
Wp

cos(mπ)ej 1
2kyWp − e−j 1

2kyWp

k2
y −

(
mπ
Wp

)2

 ζ ′q∗ (4-107)

para funções base com condições de borda segmentada, sendo ζ ′q
∗ o complexo

conjugado da (4-100).

4.2
Campos elétricos incidente e refletido

Uma onda plana gerada a partir de uma densidade de corrente em uma
fonte J(f) incide sobre a estrutura apresentada na Figura 4.7. A partir disso,
pode-se calcular os campos incidente, refletido e transmitido nas diferentes
regiões através da combinação do formalismo apresentado em [90, 91]. Para
a respectiva análise, o campo elétrico para cada polarização é verificado
separadamente, visto que as equações de Maxwell são lineares.

Substrato

x
y

z

dm

E(f)

n̂i

𝜃𝑖

𝜙𝑖

n̂

⊥û i

û||
i

Região 2

Região 1 û⊥t
û||

t

n̂t

n̂r

𝜃𝑟

𝜃𝑡

û⊥r
û||

r

z1

z2

Plano de 

incidência

Figura 4.7: Reflexão em uma interface que separa dois meios distintos.

Os campos eletromagnéticos de uma onda plana incidente gerada pela
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fonte são descritos matematicamente da forma,

E(f) = Ei
0e
−jki.r (4-108)

e
H(f) = 1

η2

[
n̂i × E(f)

]
, (4-109)

sendo Ei
0 o vetor amplitude do campo elétrico incidente, representado por

Ei
0 = E0‖û

i
‖ + E0⊥û

i
⊥, (4-110)

com
ûi‖ = x̂cos(θi)cos(φi) + ŷcos(θi)sen(φi)− ẑsen(θi) (4-111)

e
ûi⊥ = x̂sen(φi)− ŷcos(φi), (4-112)

em que ⊥ e ‖ indicam as direções perpendicular e paralela ao plano de
incidência, respectivamente. Já r é o vetor posição, descrito por

r = x̂x+ ŷy + ẑz (4-113)

e ki o vetor propagação

ki = k2n̂i = (−x̂kix2 − ŷk
i
y2 − ẑk

i
z2), (4-114)

com kix2 = k2sen(θi)cos(φi), kiy2 = k2sen(θi)sen(φi) e kiz2 = k2cos(θi). Para
este caso, em que a região 2 é o espaço livre, tem-se que k2 = k0 e η2 = η0.

Os campos eletromagnéticos refletidos são dados por

E(r) = Er
0e
−jkr.r (4-115)

e
H(r) = 1

η2

[
n̂r × E(r)

]
, (4-116)

sendo Er
0 o vetor amplitude do campo elétrico refletido, dado por

Er
0 = Γ‖21E0‖û

r
‖ + Γ⊥21E0⊥û

r
⊥ (4-117)

com
ûr‖ = x̂cos(θr)cos(φr) + ŷcos(θr)sen(φr) + ẑsen(θr) (4-118)

e
ûr⊥ = x̂sen(φr)− ŷcos(φr). (4-119)

O vetor posição é descrito na (4-113) e kr é o vetor propagação

kr = k2n̂r = (−x̂krx2 − ŷk
r
y2 + ẑkrz2), (4-120)

com krx2 = k2sen(θr)cos(φr), kry2 = k2sen(θr)sen(φr) e krz2 = k2cos(θr).
Os campos eletromagnéticos de uma onda plana transmitidos para a

região 1 são
E(t) = Et

0e
−jkt.r (4-121)
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e
H(t) = 1

η1

[
n̂t × E(t)

]
, (4-122)

sendo Et
0 o vetor amplitude do campo elétrico transmitido, descrito como

Et
0 = T

‖
12E0‖û

t
‖ + T⊥12E0⊥û

t
⊥, (4-123)

com
ût‖ = x̂cos(θt)cos(φt) + ŷcos(θt)sen(φt)− ẑsen(θt) (4-124)

e
ût⊥ = x̂sen(φt)− ŷcos(φt), (4-125)

sendo o vetor posição descrito na (4-113) e kt é o vetor propagação

kt = k1n̂t = (−x̂ktx1 − ŷk
t
y1 − ẑk

t
z1), (4-126)

com ktx1 = k1sen(θt)cos(φt), kty1 = k1sen(θt)sen(φt) e ktz1 = k1cos(θt).
Realizando o casamento de fase dos campos totais em cada região na

interface que separa ambos os meios, tem-se que θi = θr, φi = φr = φt e
k2sen(θi) = k1sen(θt), conhecidas como leis de Snell da reflexão e refração.
Assim,

ûi‖ = x̂cos(θi)cos(φi) + ŷcos(θi)sen(φi)− ẑsen(θi), (4-127)

ûr‖ = x̂cos(θi)cos(φi) + ŷcos(θi)sen(φi) + ẑsen(θi), (4-128)

ût‖ = x̂cos(θt)cos(φi) + ŷcos(θt)sen(φi)− ẑsen(θt) (4-129)
e

ûi⊥ = ûr⊥ = ût⊥ = x̂sen(φi)− ŷcos(φi). (4-130)
Adicionalmente, o casamento de fase dos campos eletromagnéticos na

interface entre as regiões 2 e 1 implica que ktx1 = kix2 = k0x e kty1 = kiy2 = k0y .
Aplicando as condições de contorno para os campos eletromagnéticos na

interface que separa as duas regiões, tem-se que os coeficientes de transmissão
e reflexão para ambas as polarizações são descritos como sendo

Γ⊥ab =
µbk

i
za − µak

t
zb

µbkiza + µaktzb
, (4-131)

Γ‖ab =
εak

t
zb
− εbkiza

εaktzb + εbkiza
, (4-132)

T⊥ab =
2µaktzb

µbkiza + µaktzb
(4-133)

e
T
‖
ab =

2√εaεbktzb
εaktzb + εbkiza

, (4-134)

sendo a, b = 1, 2, sendo a 6= b.
Supondo a estrutura composta por três regiões, conforme ilustrado na
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Figura 4.8, faz-se a análise eletromagnética apresentada a seguir. Para a

Substrato

𝑃𝐸𝐶 Plano de terra
x
y

z

dm

E(f)

n̂i

𝜃𝑖

𝜙𝑖

n̂

⊥û i

û||
i

Região 1

Região 0
û⊥t

û||
t

n̂t

n̂r

𝜃𝑟

𝜃𝑡

û⊥r
û||

r

z1

z2

Região 2
Plano de 

incidência

Figura 4.8: Reflexão no substrato e plano de terra.

polarização perperdicular do campo elétrico em relação ao plano de incidência,
o campo elétrico total em cada região é descrito como sendo

E⊥2 = E0⊥2

[
ûi⊥2e

jkz2z + ûr⊥2R
⊥
21e

jkz2 (2z2−z)
]
ejkx2xejky2y, (4-135)

E⊥1 = E0⊥1

[
ûi⊥1e

jkz1z + ûr⊥1Γ⊥10e
jkz1 (2z1−z)

]
ejkx1xejky1y (4-136)

e
E⊥0 = 0, (4-137)

e para a polarização paralela do campo elétrico

E‖2 = E0‖2

[
ûi‖2e

jkz2z + ûr‖2R
‖
21e

jkz2 (2z2−z)
]
ejkx2xejky2y, (4-138)

E‖1 = E0‖1

[
ûi‖1e

jkz1z + ûr‖1Γ‖10e
jkz1 (2z1−z)

]
ejkx1xejky1y (4-139)

e
E‖0 = 0 para z < 0, (4-140)

em que o subíndice discrimina a região do espaço.
Os coeficientes de reflexão generalizados (R⊥ e R‖) e os termos de

amplitudes (E0⊥ e E0‖) são obtidos através de

Rξ
21 = Γξ21 + T ξ12Γξ10T

ξ
21e

j2kz1 (z1−z2)

1− Γξ12Γξ10e
j2kz1 (z1−z2)

= Γξ21 + T ξ12Γξ10T
ξ
21e
−j2kz1dm

1− Γξ12Γξ10e
−j2kz1dm

(4-141)

e
E0ξ1 =

T ξ12E0ξ2e
j(kz2−kz1 )z2

1− Γξ12Γξ10e
j2kz1 (z1−z2)

=
T ξ12E0ξ2e

j(kz2−kz1 )dm

1− Γξ12Γξ10e
−j2kz1dm

, (4-142)
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sendo ξ = ⊥ ou ‖, z1 = 0 e z2 = dm. Vale destacar que ûi‖1 = ût‖2 e ût‖2 = ûr‖2 .
Adicionalmente, como o campo eletromagnético no interior da re-

gião 0 é zero, visto que corresponde a um material condutor perfeito, então
Γ⊥10 = Γ‖10 = -1.

O campo elétrico total refletido para o espaço livre é descrito como segue,

E(r) =
[
ûr⊥2E0⊥2

R⊥21 + ûr‖2E0‖2R
‖
21

]
ejkz0 (2dm−z)ejkx0xejky0y, (4-143)

sendo o campo elétrico da fonte dado por

E(f) =
[
ûi⊥2E0⊥2

+ ûi‖2E0‖2

]
ejkz0zejkx0xejky0y. (4-144)

O campo elétrico E(f) pode ter componentes em x e y, em caso de uma
incidência normal e, x, y e z para o caso de uma incidência oblíqua, conforme
pode ser visualizado na Figura 4.9. Entretanto, apenas é necessário avaliar os
campos elétricos tangenciais à interface, neste caso nas direções x e y, dados
por

E(f)
x (x, y, z = dm) = Ei

0xe
j(k0xx+k0yy) (4-145)

e
E(f)
y (x, y, z = dm) = Ei

0ye
j(k0xx+k0yy), (4-146)

sendo
Ei

0x =
[
E0‖2cos(θi)cos(φi) + E0⊥2

sen(φi)
]
ejk0zdm (4-147)

e
Ei

0y =
[
E0‖2cos(θi)sen(φi)− E0⊥2

cos(φi)
]
ejk0zdm . (4-148)

As mesmas considerações aplicadas na análise do campo da fonte sobre
a metalização podem ser utilizadas para se determinar o campo refletido no
substrato-GND e avaliado na interface,

E(r)
x (x, y, z = dm) = Er

0xe
j(k0xx+k0yy) (4-149)

e
E(r)
y (x, y, z = dm) = Er

0ye
j(k0xx+k0yy), (4-150)

sendo

Er
0x =

[
E0‖2R

‖
21cos(θi)cos(φi) + E0⊥2

R⊥21sen(φi)
]
ejk0zdm (4-151)

e
Er

0y =
[
E0‖2R

‖
21cos(θi)sen(φi)− E0⊥2

R⊥21cos(φi)
]
ejk0zdm . (4-152)

Aplica-se a transformada de Fourier das componentes tangenciais do
campo elétrico refletido E(r) na interface para se calcular o campo elétrico
refletido no substrato em campo distante. Assim, no domínio espectral, tem-se
que

Ẽ(r) = F (E(r)) = x̂F (E(r)
x ) + ŷF (E(r)

y ) = x̂Ẽ(r)
x + ŷẼ(r)

y , (4-153)
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x
yz

𝜃𝑖
n̂in̂i

a) b)

n̂

Figura 4.9: Incidência sobre as metalizações. b) Normal; b) Oblíqua.

sendo

Ẽ(r)
x (kx, ky, z = dm) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

E(r)
x (x, y, z = dm)e−j(kxx+kyy) dxdy (4-154)

e

Ẽ(r)
y (kx, ky, z = dm) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

E(r)
y (x, y, z = dm)e−j(kxx+kyy) dxdy. (4-155)

Após aplicada a transformada dupla de Fourier, cada componente do
campo elétrico na interface é representada no domínio espectral por,

Ẽ
(r)
ζ = (2π)2δ(kx − k0x)δ(ky − k0y)Er

0ζ com ζ = x, y, (4-156)

em que δ(.) denota a função delta de Dirac.
Considerando que o substrato e o plano de terra apresentem dimensões

finitas e posição central na origem do sistema de coordenadas, então o campo
elétrico refletido sem a presença dos patches no domínio espectral é descrito
por,

Ẽ(r)
x (kx, ky, z = dm) =

+B/2∫
−B/2

+A/2∫
−A/2

E(r)
x (x, y, z = dm)e−j(kxx+kyy) dxdy (4-157)

e

Ẽ(r)
y (kx, ky, z = dm) =

+B/2∫
−B/2

+A/2∫
−A/2

E(r)
y (x, y, z = dm)e−j(kxx+kyy) dxdy, (4-158)

em que A e B são as dimensões do substrato e GND nas direções x e y,
respectivamente.

Após aplicada a transformada dupla de Fourier através da (4-157) e (4-
158), cada componente do campo elétrico refletido na interface sem a presença
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dos patches é representada por,

Ẽ
(r)
ζ = AB

[
sinc

(
(k0x − kx)A

2

)
sinc

(
(k0y − ky)B

2

)]
Er

0ζ , (4-159)

sendo ζ = x, y e sinc(ξ) = sen(ξ)/ξ.
Caso o alimentador possua componentes perpendicular e paralela (como

é o caso de ondas polarizadas elipticamente, circularmente ou linear diago-
nal), então o princípio da lineariedade deve ser utilizado para computar as
componentes do campo elétrico.

4.3
Campo elétrico difratado

Diversas técnicas são propostas na literatura para representar os campos
difratados por bordas condutoras. Algumas delas apresentam complexidade
na formulação e facilidade de implementação, entretanto, o campo elétrico
difratado não é possível ser representado em regiões de transição de reflexão
e iluminação devido às singularidades (conhecidas como regiões de sombra),
podendo-se citar técnicas da geometria óptica (do inglês, geometrical optics -
GO), tais como a teoria geométrica da difração (do inglês, geometrical theory
of diffraction - GTD) e a teoria uniforme da difração (do inglês, uniform
geometrical theory of diffraction - UTD), propostas em [92,93], da óptica física
(do inglês, physical optics - PO), tais como o método das correntes de borda (do
inglês, method of edge currents - MEC) [94–96], e da teoria física da difração
(do inglês, physical theory of diffraction - PTD) [97,98].

Estas singularidades foram removidas em alguns trabalhos, podendo-se
citar [99–103] para o método das correntes equivalentes de borda e [104] para a
teoria física da difração. Em comparação, apesar de [104] apresentar a remoção
das singularidades para os diversos casos críticos de incidência (onda rasante)
e de observação, os campos difratados apenas podem ser avaliados em planos
específicos, enquanto que em [103] a abordagem, além de ampla e clara, permite
calcular o campo difratado em qualquer direção no espaço.

Neste trabalho optou-se em utilizar a formulação apresentada por [103],
em que os problemas encontrados nas regiões de transição da GO são removidos
a partir da separação do campo difratado em duas parcelas: a primeira consiste
na componente de franja (não uniforme) definida por [98] e a segunda a
componente uniforme, que representa as correntes da PO nas proximidades da
borda. Assim, as singularidades são extraídas a partir do uso de coordenadas
locais e correção da fase dos campos incidentes [103].

O campo difratado por uma das bordas do plano de terra é dado por
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Ed(s, w) = EFWC(s, w) + EPOC(s, w), (4-160)

sendo

EFWC(s, w) = − 1
4πr

∫
C

{[
[E(inc)(s′, w).t̂ ]DI,f

e (β ′0, β0, φ
′

0, φ0)

+[H(inc)(s′, w).t̂ ]η0D
I,f
h (β ′0, β0, φ

′

0, φ0)
]

[t̂− (t̂.ŝ)ŝ]

+[H(inc)(s′, w).t̂ ]η0D
M,f
h (β ′0, β0, φ

′

0, φ0)[t̂× ŝ ]
}
e−jk0|s−s′|dl′ (4-161)

a parcela devido a corrente de franja e

EPOC(s, w) = − 1
4πr

∫
C

{[
[E(inc)(s′, w).t̂ ]DI,PO

e (β ′0, φ
′

0)

+[H(inc)(s′, w).t̂ ]η0D
I,PO
h (β ′0, β0, φ

′

0, φ0)
]

[t̂− (t̂.ŝ)ŝ]

+[H(inc)(s′, w).t̂ ]η0D
M,PO
h (β0, φ0)[t̂× ŝ ]

}
Fec(w)e−jk0|s−s′|dl′ (4-162)

devido às correntes da PO na vizinhança da borda, em que a integral é realizada
ao longo da borda da geometria. Os ângulos, dimensões e vetores envolvidos
na formulação podem ser observados na Figura 4.10.

Para uma borda metálica com espessura de 34 µm (dimensão comercial
da metalização de laminados de microondas), tem-se que os coeficientes de
difração usados no cálculo do campo elétrico difratado devido às correntes de
franja são descritos por

𝑃𝐸C

B
z

.

y

x

A

c

s’

s

s = s – s’E

.n̂
t̂

(x’,y’,z’)

P(r,𝜃,𝜙)

r

𝜙0
𝛽0

xn̂ t̂â =
𝜙0
′

𝛽0
′

Figura 4.10: Difração na borda do plano de terra.
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DI,f
e (β ′0, β0, φ

′

0, φ0) = sen(φ′0/2)
sen2(β ′0) g(φ′0, αE), (4-163)

DI,f
h (β ′0, β0, φ

′

0, φ0) =
{
cot(β′0)[1 + 2sen(αE/2)cos(φ′0/2)]

sen(β′0)sen(αE/2)

− cot(β0)cos(φ0)
sen(β′0)sen(αE/2)

}
g(φ′0, αE) (4-164)

e
DM,f
h (β ′0, β0, φ

′

0, φ0) = sen(φ0)
sen(β0)sen(β ′0)sen(αE/2)g(φ′0, αE), (4-165)

com

g(φ′0, αE) = 1
cos(φ′0/2) + sen(αE/2) (4-166)

e

αE = cos−1
[
sen(β0)cos(φ0) + cot(β′0)[cos(β0)− cos(β′0)]

sen(β′0)

]
. (4-167)

Os coeficientes de difração para o campo elétrico difratado devido às
correntes de borda da PO são descritos como sendo,

DM,PO
h (β0, φ0) = −2sen(φ0)

sen(β0) , (4-168)

DI,PO
e (β′0, φ′0) = 2sen(φ′0)

sen(β′0) (4-169)
e

DI,PO
h (β′0, β0, φ

′
0, φ0) = −2[cot(β′0)cos(φ′0) + cot(β0)cos(φ0)]. (4-170)

Além disso, a função de transição Fec(w) da (4-162) é dada por,

Fec(w) = B1
√
π
ej(wB

2
2−π/4)
√
w

erfc(B2

√
jw), (4-171)

sendo erfc(.) a função erro complementar, que é calculada a partir de

erfc(B2

√
jw) = 2√

π

∫ ∞
B2
√
jw
e−t

2
dt, (4-172)

com
B1 = −sgn(A1)

√
c

A2
, (4-173)

B2 = |A1|√
cA2

, (4-174)

A1 = cos(γ)− cos(γ′) (4-175)
e

A2 = 2
(
sen(β0)sen(φ0) + sen(β′0)sen(φ′0)

Rcb

+ sen2(γ)
sE

+ sen2(γ′)
s′

)
, (4-176)
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em que sgn(.) é a função sinal, Rcb é o raio de curvatura da borda (para a
borda reta Rcb → ∞) e sE é a distância do ponto de difração até o ponto de
observação.

O cálculo destes parâmetros depende dos ângulos entre os vetores relaci-
onados, que conforme apresentados na Figura 4.10, são dados por

cos(β′0) = s′
|s′| .t̂, (4-177)

cos(β0) = s
|s| .t̂, (4-178)

cos(φ′0) = −s′.â
|s′|sen(β′0) , (4-179)

sen(φ′0) = −s′.n̂
|s′|sen(β′0) , (4-180)

cos(φ0) = s.â
|s|sen(β0) , (4-181)

sen(φ0) = s.n̂
|s|sen(β0) , (4-182)

cos(γ) = cos(β0) + sen(β0)cos(φ0) (4-183)
e

cos(γ′) = cos(β′0)− sen(β′0)cos(φ′0), (4-184)
em que t̂ é um versor tangente à borda, â é um versor tangente ao plano de
terra e n̂ é um versor normal à borda.

A posição do ponto de observação é calculado em coordenadas cartesianas
através de

r̂ = x̂sen(θ)cos(φ) + ŷsen(θ)sen(φ) + ẑcos(θ), (4-185)
sendo r = rr̂. Vale destacar que o campo difratado total corresponde ao
somatório do campo difratado pelas quatro bordas do plano de terra.

4.4
Campo elétrico irradiado

Algumas técnicas são apresentadas em [105] para o cálculo do campo
elétrico irradiado por uma superfície metálica de uma RA, tais como avaliação
de fase estacionária da função diádica de Green, correntes equivalentes a partir
do espectro de Floquet e correntes equivalentes a partir do espectro contínuo.
Neste trabalho, determina-se o campo elétrico espalhado mais o refletido no
hemifério superior (z > 0) utilizando a avaliação assintótica de integrais com
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aproximação de fase estacionária [6], descrito como

E(r, θ, φ) = jk0
e−jk0r

2πr [(θ̂ cosφ− φ̂ senφ cosθ)(Ẽ(esp)
x (ku, kv) + Ẽ(r)

x (ku, kv))

+(θ̂senφ+ φ̂ cosφ cosθ)(Ẽ(esp)
y (ku, kv) + Ẽ(r)

y (ku, kv))], (4-186)

sendo Ẽ(esp)
x e Ẽ(esp)

y determinados a partir da (4-23) e (4-24), com J̃x(ku, kv)
e J̃y(ku, kv) calculados através da (4-10) e (4-11), e Ẽ(r)

x e Ẽ(r)
y determinados

a partir da (4-157) e (4-158). Neste caso, kx = ku = k0 senθ cosφ, ky = kv =
k0 senθ senφ, β2 = k2

u + k2
v e β = k0 senθ.

A equação (4-186) pode ser reescrita da seguinte forma,

E(r, θ, φ) = jk0
e−jk0r

2πr [θ̂ Eθ(θ, φ) + φ̂Eφ(θ, φ)], (4-187)

sendo

Eθ(θ, φ) = [Ẽ(T )
x (ku, kv)] cosφ+ [Ẽ(T )

y (ku, kv)] senφ (4-188)

e
Eφ(θ, φ) = [−Ẽ(T )

x (ku, kv) senφ+ Ẽ(T )
y (ku, kv) cosφ] cosθ, (4-189)

com
Ẽ(T )
x (ku, kv) = [Ẽ(r)

x (ku, kv) + Ẽ(esp)
x (ku, kv)] (4-190)

e
Ẽ(T )
y (ku, kv) = [Ẽ(r)

y (ku, kv) + Ẽ(esp)
y (ku, kv)]. (4-191)

Para uma rede composta por E elementos espalhadores, (4-186) deve ser
reescrita da seguinte forma,

E(r, θ, φ) = jk0
e−jk0r

2πr
[
θ̂ E

(r)
θ (θ, φ) + φ̂E

(r)
φ (θ, φ)

+
E∑
q=1

[θ̂ Eq
θ(θ, φ) + φ̂Eq

φ(θ, φ)] ], (4-192)

sendo

Eq
θ(θ, φ) = [Ẽq (esp)

x (ku, kv) cosφ+ Ẽq (esp)
y (ku, kv) senφ] (4-193)

e

Eq
φ(θ, φ) = [−Ẽq (esp)

x (ku, kv) senφ+ Ẽq (esp)
y (ku, kv) cosφ] cosθ, (4-194)

que corresponde ao somatório vetorial do campo elétrico espalhado por cada
elemento que compõe a rede refletora, com

E
(r)
θ (θ, φ) = [Ẽ(r)

x (ku, kv)] cosφ+ [Ẽ(r)
y (ku, kv)] senφ (4-195)

e
E

(r)
φ (θ, φ) = [−Ẽ(r)

x (ku, kv) senφ+ Ẽ(r)
y (ku, kv) cosφ] cosθ. (4-196)
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Quando o conceito de célula for introduzido mais adiante, o campo
refletido será calculado sobre a área do plano de terra da célula e adicionado por
superposição com o espalhado dentro do somatório da (4-192) para determinar
o campo elétrico total.

4.5
Validações numéricas

Na validação numérica considerou-se as incidências normal e oblíqua de
uma onda plana linearmente polarizada, com orientação do vetor campo elé-
trico em x (transversal eletromagnética - TEM), sobre uma metalização que
possui as seguintes dimensões físicas aproximadas na frequência de ressonância
(fr = 2,4 GHz): L = W = 34 mm. A estrutura abaixo do patch é semelhante
a apresentada na Figura 3.6, com substrato de espessura dm = 1,524 mm e
permissividade relativa do substrato εrb = 3,38. Os pesos dos modos assumidos
para a densidade de corrente superficial sobre a metalização foram determina-
dos a partir do método dos momentos utilizando as seguintes funções base de
domínio completo: senoidal, senoidal com condição de borda sem segmentação
e senoidal com condição de borda segmentada (0, 2 ≤ κ ≤ 0, 8). As análises
foram realizadas assumindo-se apenas um modo em x e y. A integral numérica
no terceiro intervalo foi limitada em 100k0 (P = 100). O valor de afastamento
do caminho de integração em relação ao pólo foi setado em δ = k0 × 10−3 e
para a derivada numérica ∆βξ = k0 × 10−13. Posteriormente, os campos elé-
tricos espalhado e refletido foram determinados a partir do método da fase
estacionária utilizando as correntes calculadas e a função diádica de Green.
Os resultados foram comparados com os obtidos a partir do Ansys Designer e
HFSS.

O Designer foi utilizado para a verificação dos campos espalhados para
elementos simples e redes refletoras, visto que o software é baseado na solução
do problema a partir do método dos momentos com plano de terra e substrato
infinitos, o que, para este caso, é compatível com a modelagem da função de
Green aqui descrita. Adicionalmente, para uma simulação de onda completa,
o software Designer não considera a reflexão, ou seja, o campo incidente
no patch é igual ao campo da fonte. Para fins de comparação, considera-se
E(inc)(J(f)) = E(f)(J(f)), sendo E(r)(J(f)) = 0.

Os efeitos da reflexão no substrato e plano de terra são verificados a
partir do software Ansys HFSS, que resolve numericamente a estrutura através
do método dos elementos finitos e permite a inclusão da refração no dielétrico
e a difração de borda. Neste método considera-se que as dimensões do plano de
terra e substrato são finitas. Por fim, o campo difratado é incluído juntamente
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com os campos espalhado e refletido para representar o campo elétrico total
re-irradiado pela estrutura.

4.5.1
Campo elétrico espalhado por um elemento simples

Na Figura 4.11 é ilustrado o elemento espalhador metálico que é ilumi-
nado por uma onda plana com incidência normal.

Figura 4.11: Elemento simples.

As densidades de corrente superficial ao longo de x e y para funções base
senoidais podem ser visualizadas na Figura 4.12 e o campo elétrico espalhado
nos planos de elevação e de azimute na Figura 4.13.

a) b)

Figura 4.12: Densidade de corrente superficial para funções base senoidal.
a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).
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a)

b)

Figura 4.13: Campo calculado e simulado para funções base senoidal.
a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).

As densidades de corrente superficial ao longo de x e y para funções base
com condição de borda sem segmentação podem ser visualizadas na Figura 4.14
e o campo elétrico espalhado na Figura 4.15.

Por fim, as densidades de corrente superficial ao longo de x e y para
funções base com condição de borda segmentada (κ = 0, 4) podem ser
visualizadas na Figura 4.16 e o campo elétrico espalhado na Figura 4.17. O
comportamento para outras segmentações é apresentado no apêndice B.
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a) b)

Figura 4.14: Densidade de corrente superficial para funções base com condição
de borda sem segmentação. a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).

a)

b)

Figura 4.15: Campo calculado e simulado para funções base com condição de
borda sem segmentação. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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a) b)

Figura 4.16: Densidade de corrente superficial para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 4. a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).

a)

b)

Figura 4.17: Campo calculado e simulado para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 4. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H:
Eφ(θ, φ = 90◦).
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Percebe-se que todos os diagramas de irradiação para as diferentes
funções base analisadas apresentam excelente concordância com o simulador
comercial. Entretanto, também deve ser realizada a variação das dimensões L
eW para obtenção das curvas de fase e amplitude do campo elétrico espalhado
pelo elemento. As curvas são extraídas para as funções base abordadas neste
trabalho e os resultados obtidos podem ser visualizados nas Figuras 4.18 e
4.19.

Figura 4.18: Curvas de fase para as diferentes funções base com W = L.

Figura 4.19: Curvas de amplitude para as diferentes funções base com W = L.
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Percebe-se que as curvas de fase e amplitude divergem com o software de
verificação para o número de funções base senoidais e com condição de borda
sem segmentação utilizadas na solução. Entretanto, aplicando corretamente a
função base com condição de borda segmentada (κ∼ 0,35), verifica-se excelente
concordância com o software Ansys Designer. O erro máximo para a fase é
de aproximadamente ± 5° e para a amplitude de aproximadamente 0,8 dB,
respectivamente.

Na Figura 4.19 percebe-se que a máxima irradiação ocorre para a
dimensão em que estrutura ressoa, ou seja, quando o patch possui a dimensão
de aproximadamente 34 mm. Para substratos finos em relação ao comprimento
de onda, essa largura é aproximadamente determinada como sendo,

L = c

2fr
√
εrb
, (4-197)

em que c é a velocidade da luz no vácuo e fr é a frequência de ressonância
(neste caso, 2,4 GHz). O projeto de RAs com o ajuste de fase a partir das
dimensões das metalizações impressas requer a aplicação de substratos finos
para o aumento da faixa de variação de fase. Então (4-197), juntamente com
a curva de amplitude, podem ser utilizadas para ajustar adequadamente o
parâmetro κ.

4.5.2
Campo elétrico espalhado por redes refletoras

Após determinado o comportamento da densidade de corrente superfi-
cial sobre um patch, verifica-se o campo elétrico espalhado por redes refle-
toras a partir do método dos momentos com função de borda segmentada
(κ = 0, 35). A estrutura analisada possui patches de mesmo tamanho físico,
sendo W = L = 34 mm e espaçamento centro-a-centro de λ0/2.

As antenas são iluminadas por uma onda plana com incidências normal
e oblíqua. Redes refletoras de dimensão 3×3, 5×5 e 7×7 são apresentadas nas
Figuras 4.20, 4.21 e 4.22 e analisadas através do software comercial Ansys
Designer e pela ferramenta proposta neste trabalho. Os campos espalhados
obtidos para inclinações do campo elétrico incidente de 0°, 10° e 20° são
ilustrados nas Figuras 4.23 a 4.25, Figuras 4.26 a 4.28 e Figuras 4.29 a 4.31.
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Figura 4.20: Rede 3×3 com elementos de mesma dimensão física.

Figura 4.21: Rede 5×5 com elementos de mesma dimensão física.

Figura 4.22: Rede 7×7 com elementos de mesma dimensão física.
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a)

b)

Figura 4.23: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.24: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 10◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.25: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 20◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.26: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 4. Análise de estruturas planares a partir do método dos momentos -
MoM 95

Figura 4.27: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 10◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.28: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 20◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.29: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência normal (θi = 0◦). a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H:
Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.30: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 10◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.31: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência oblíqua (θi = 20◦). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Pode-se verificar que os diagramas de irradiação obtidos apresentam
excelente concordância entre o Ansys Designer e a ferramenta baseada no
método dos momentos e funções base com condição de borda apropriadamente
segmentada.

Na Tabela 4.1 é apresentado o número de variáveis (pesos) a serem
determinados a partir do MoM nas ferramentas comercial e proposta. Verifica-
se que o Ansys Designer necessita um número muito superior para modelar
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a distribuição de corrente superficial sobre as metalizações. Adicionalmente, a
ferramenta proposta necessita menor memória computacional.

Tabela 4.1: Número de variáveis desconhecidas a serem determinadas a partir
do MoM.

Estrutura Ferramenta
proposta

Ansys
Designer

Elemento 2 332
RA 3×3 18 3.009
RA 5×5 50 5.852
RA 7×7 98 11.543

4.5.3
Campo elétrico espalhado e refletido por redes refletoras

Com a verificação do campo espalhado através do Ansys Designer,
incluem-se os efeitos da reflexão do campo incidente no substrato e plano de
terra. As redes analisadas são as mesmas do espalhamento, porém utiliza-se
também o Ansys HFSS na verificação. O plano de terra e o substrato possuem
as seguintes dimensões físicas: A = Exλ0/2 e B = Eyλ0/2, em que cada célula
contém o tamanho de Cx = λ0/2 e Cy = λ0/2, conforme pode ser visualizado
na Figura 4.32.
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Cy
W

L

a)
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L
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L
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31 2 3

4 5 6
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b)

Figura 4.32: Definição de células. a) Célula isolada; b) Célula central e demais
células.

Inicialmente, é realizada uma análise paramétrica das dimensões L e W
da metalização de uma célula isolada visando a obtenção da curva de fase, con-
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forme pode ser visualizado na Figura 4.33. Em comparação com a Figura 4.18,
constata-se que a faixa de variação de fase foi ampliada em aproximadamente
180° em decorrência da adição da componente do campo refletido no plano de
terra. Adicionalmente, percebe-se que houve um deslocamento em frequência
quando os resultados são comparados com o software HFSS. Este efeito é apre-
sentado por diversos autores [106], e, conforme abordado, é característico da
análise do campo elétrico espalhado através da função diádica de Green que
considera um plano de terra infinito. Vale destacar que a curva de fase possui
esse formato devido à correta relação entre o campo espalhado e refletido, em
que o campo refletido é predominante em praticamente quase toda curva de
fase, exceto em torno da dimensão de ressonância, o que produz essa variação
rápida de fase do campo elétrico irradiado na direção especular.

Constata-se que o plano de terra/substrato infinito provoca um desloca-
mento da curva de fase em 70 MHz. Entretanto, a correção deste deslocamento
indesejado pode ser facilmente realizado através do escalonamento da estrutura
em frequência. Na Figura 4.33 pode ser observado que obtém-se excelente con-
cordância entre o HFSS e a ferramenta após um escalonamento para 2,33 GHz.

Figura 4.33: Escalonamento para correção de desvio em frequência.

Tomando como referência a Figura 4.32 b), avalia-se o comportamento
da variação de fase de cada elemento na presença dos demais patches, de forma
a incluir o efeito do acoplamento mútuo. A posição espacial de cada célula na
rede impacta diretamente na intensidade da interação, resultando, assim, nas
diferenças de fase para redes 3×3, 5×5 e 7×7 apresentadas nas Figuras 4.34 a
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4.36. Caso não existisse interferência eletromagnética, todas as curvas seriam
idênticas à resposta da célula isolada.

Figura 4.34: Comportamento da fase das células de uma RA 3×3 para
incidência normal e observação broadside.

Figura 4.35: Comportamento da fase das células de uma RA 5×5 para
incidência normal e observação broadside.
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Figura 4.36: Comportamento da fase das células de uma RA 7×7 para
incidência normal e observação broadside.

Muitos trabalhos encontrados na literatura consideram a abordagem de
Floquet para o projeto de redes refletoras. Sendo assim, considera-se uma
célula central na presença de uma rede infinita de elementos idênticos. Essa
aproximação produz um erro de fase maior para estruturas de pequeno porte,
podendo-se visualizar a diferença de fase das demais células em relação a célula
central para as redes abordadas nas Figuras 4.37 a 4.39.

Figura 4.37: Diferença de fase das células de uma RA 3×3 em relação a célula
central.
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Figura 4.38: Diferença de fase das células de uma RA 5×5 em relação a célula
central.

Figura 4.39: Diferença de fase das células de uma RA 7×7 em relação a célula
central.

Percebe-se que a diferença de fase para a célula central diminui à medida
que o tamanho da rede aumenta. Além disso, pode-se afirmar que maiores
variações ocorrem para dimensões próximas da frequência de ressonância e,
simultaneamente, para grande parte dos elementos da periferia (próximas da
borda).
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Por este motivo, redes refletoras com grande número de elementos
(RAs maiores que 15×15) aplicam a abordagem de Floquet, pois, além
de minimizar o esforço computacional e tempo de simulação, apresentam
resultados satisfatórios. Os efeitos do erro de fase introduzidos pelos elementos
da borda sobre o campo total irradiado são minimizados pelos autores através
da baixa iluminação nos extremos da rede, dada através de alimentadores
específicos, os quais devem ser adequadamente projetados [107].

Na Figura 4.40 é feito o comparativo entre as curvas de fase de células
centrais de redes 3×3, 5×5 e 7×7. Percebe-se que redes 5×5 e 7×7 apresentam
curvas muito próximas, justificadas pelo motivo de que o acoplamento mútuo
sobre o elemento central é pequeno para elementos mais afastados. Muitos
autores descrevem que redes muito grandes são inviáveis de serem analisadas
para a obtenção da curva de fase, porém mostra-se que não há necessidade
de simular uma estrutura grande por completa e, sim, apenas parte dela. Na
Figura 4.41 é apresentada a diferença de fase do elemento central de uma rede
7×7 (referência) em relação à célula isolada, e central de redes 3×3 e 5×5,
sendo, no pior caso, 30°, 14° e 4°, respectivamente.

Figura 4.40: Comparativo das curvas de fase de células centrais de redes 3×3,
5×5 e 7×7.
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Figura 4.41: Diferença de fase da célula isolada e central de redes 3×3 e 5×5
para a célula central de uma RA 7×7.

Os próximos resultados apresentados tratam-se dos diagramas de irradia-
ção para elemento simples, redes 3×3, 5×5 e 7×7, em que aplica-se a excitação
por onda plana com incidências normal e oblíqua com inclinação de 10° e 20° e
utilizam-se patches de mesmo tamanho físico. Os resultados obtidos são com-
parados com o software Ansys HFSS na frequência de 2,33 GHz. Na Figura 4.42
tem-se o campo elétrico normalizado em dB para o elemento simples, nas Fi-
guras 4.43 a 4.45 para redes 3×3, nas Figuras 4.46 a 4.48 para redes 5×5 e nas
Figuras 4.49 a 4.51 para redes 7×7.

Em relação aos diagramas no plano E, constata-se boa concordância
entre os resultados, apresentando pequena diferença após o último nulo. Com
relação ao plano H, verifica-se que a intensidade dos lóbulos laterais apresentam
pequena diferença de amplitude, que é causada pela difração de borda que está
incluso apenas nos dados exportados a partir do HFSS. A inclusão dos efeitos
de difração de borda nos resultados da técnica proposta é apresentada na seção
seguinte.
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a)

b)

Figura 4.42: Campo calculado e simulado para um elemento simples - onda
plana com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ =
90◦).
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a)

b)

Figura 4.43: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.44: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.45: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.46: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.47: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.48: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.49: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.50: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.51: Campo calculado e simulado para uma rede 7x7 - onda plana com
incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

4.5.4
Campo elétrico espalhado, refletido e difratado por redes refletoras

Nesta seção é adicionado vetorialmente o campo difratado pelo plano
de terra da rede refletora no cálculo do campo elétrico total re-irradiado.
Para fins de simplificação na determinação do campo difratado nas bordas
da estrutura, a cobertura dielétrica é desprezada devido à fina espessura
em termos do comprimento de onda. Adicionalmente, considera-se apenas a
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difração de primeira ordem. Em análises de RAs a partir da aplicação de
Floquet, não é possível avaliar este efeito sobre a curva de fase de cada elemento
da rede, sendo assim, o campo difratado apenas pode ser atribuído diretamente
no campo total irradiado.

Neste trabalho o efeito do campo difratado na borda do plano de terra
é avaliado e adicionado ao campo elétrico produzido por células pertencentes
à borda da rede refletora, como, por exemplo, a difração devido à borda #1 é
inclusa no campo individual dos elementos 1, 4 e 7, da borda #2 nos elementos
1, 2 e 3, da borda #3 nos elementos 3, 6 e 9 e da borda #4 nos elementos 7,
8 e 9 da Figura 4.52.

Plano de terra

x
y

z
W1

L1

W2

L2

W

L3

W4

L4

W5

L5

L
W

L6

W8

L

W

L

W7

7 8

6

31 2 3

4 5 6

7 8 9

9

9

Borda #1

Borda #3

Borda #2

Borda #4

Figura 4.52: Definição das bordas de células pertencentes a periferia de redes
refletoras.

A partir disso, a análise paramétrica das dimensões dos patches é
realizada e as curvas de fase dos elementos são obtidas para uma iluminação
normal e observação broadside. As respostas são ilustradas nas Figuras 4.53,
4.54 e 4.55. Vale destacar que a curva de fase para a célula central é a mesma
do calculado anteriormente a partir da soma dos campos espalhado e refletido,
visto que a célula central não possui bordas.
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Figura 4.53: Comportamento da fase das células de uma RA 3×3 com a
inclusão de efeitos difrativos.

Figura 4.54: Comportamento da fase das células de uma RA 5×5 com a
inclusão de efeitos difrativos.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 4. Análise de estruturas planares a partir do método dos momentos -
MoM 114

Figura 4.55: Comportamento da fase das células de uma RA 7×7 com a
inclusão de efeitos difrativos.

O próximo passo é analisar a diferença de fase entre as curvas com e sem
difração. Conforme ilustrado nas Figuras 4.56 a 4.58, percebe-se que a diferença
de fase em relação a célula central em todos os casos é praticamente desprezível.
Como justificativa, pode-se afirmar que os efeitos de difração são mais intensos
no plano H. A curva é obtida a partir da fase do campo irradiado na direção
especular do plano E, e, para este caso, a difração é pouco significativa.

Outra observação é de que apenas algumas células apresentaram diferen-
ças, e são aquelas pertencentes às bordas específicas. Neste caso, o plano E é
apenas afetado pela difração ocorrida nas bordas #2 e #4, e, assim, tomando
como base a Figura 4.52, as células 4 e 6 não possuem variações em seus
respectivos campos totais irradiados, e, consequentemente, as curvas de fase
permanecem inalteradas, fato este apresentado na Figura 4.56. A respectiva
interpretação pode ser facilmente aplicada para as demais redes analisadas.
Todavia, as células 4 e 6 contribuem juntamente com as células 1, 3, 7 e 9
(pertencentes às bordas #1 e #3) para o diagrama no plano H.
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Figura 4.56: Diferença de fase das células de uma RA 3×3 para a célula central.

Figura 4.57: Diferença de fase das células de uma RA 5×5 para a célula central.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 4. Análise de estruturas planares a partir do método dos momentos -
MoM 116

Figura 4.58: Diferença de fase das células de uma RA 7×7 para a célula central.

Os próximos resultados apresentados tratam-se dos diagramas de irradia-
ção com a adiação do campo elétrico difratado aos demais campos computados
anteriormente. Nas Figuras 4.59 a 4.61 tem-se o campo elétrico normalizado
para redes 3×3, nas Figuras 4.62 a 4.64 para redes 5×5 e nas Figuras 4.65 a
4.67 para redes 7×7.

Os diagramas de irradiação obtidos apresentam boa concordância com
o software comercial. Para o plano H, verifica-se que o campo elétrico total
irradiado aproximou melhor o lóbulo mais afastado do principal, região essa
afetada pela difração de borda. Já para o plano E, percebe-se diferença entre os
diagramas para regiões a partir do último nulo, sendo assim, menos perceptível
quando as dimensões da rede aumentam.

Após uma análise minuciosa, verificam-se variações de amplitude e fase
do campo espalhado nas direções em que as discrepâncias ocorrem, erro
este introduzido devido à consideração de um plano de terra e substrato
infinitos. Uma possível causa deste erro é que ondas de superfície, presentes
na formulação da função diádica de Green devido às dimensões da estrutura
serem infinitas, estejam interferindo no campo elétrico irradiado nestas direções
específicas. Vale destacar que a estrutura é finita no HFSS, sendo assim,
ondas de superfície não estão presentes neste caso, porém, o campo irradiado
pela lateral da rede refletora é determinado pelo software eletromagnético.
A possibilidade de aumentar as dimensões do plano de terra e substrato no
HFSS poderia ser aplicada para buscar um diagrama no software comercial
que mais se aproxime do resultado da ferramenta proposta, todavia, esse
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estudo poderia ser utilizado apenas em antenas de microfita cuja alimentação
é realizada, por exemplo, por prova coaxial. No presente caso, a iluminação das
metalizações ocorre através de uma onda plana. Desta forma, se as dimensões
fossem aumentadas para aproximar o campo espalhado, o campo refletido
seria modificado devido ao tamanho da abertura. Sendo assim, devido às
características do software, este efeito não pôde ser validado.

a)

b)

Figura 4.59: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.60: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.61: Campo calculado e simulado para uma rede 3×3 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.62: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.63: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.64: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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a)

b)

Figura 4.65: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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Figura 4.66: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=10°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 4.67: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência oblíqua (θi=20°). Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).
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5
Síntese de redes refletoras

Neste capítulo é apresentado o formalismo da teoria e de síntese de
diagramas de irradiação baseado na aplicação do conceito de defasagem
progressiva e também de heurística para a determinação da fase desejada.

O campo elétrico produzido por uma rede de antenas avaliado em campo
distante pode ser descrito da seguinte forma

S(r, θ, φ) = e−jk0r

r

E∑
u=1

[(
Euθ(θ, φ)θ̂ + Euφ(θ, φ)φ̂

)
Iue

jk0(x(0)
u senθcosφ+y(0)

u senθsenφ)
]
, (5-1)

em que x(0)
u e y(0)

u são as coordenadas dos elementos na rede refletora,
k0 = 2π/λ0, Euθ(θ, φ) e Euφ(θ, φ) são as componentes do campo elétrico
complexo de cada célula nas coordenadas θ e φ, e Iu é um coeficiente complexo
descrito na forma polar por

Iu = Au∠ψu. (5-2)

Em comparação às redes de antenas, pode-se dizer que os coeficientes de
excitação, devido à fonte, estão suprimidos dentro dos campos irradiados pelas
células que compõe uma rede refletora.

Na análise inicial foram avaliadas redes refletoras finitas compostas por
elementos de mesmo tamanho físico, em que curvas de fase são obtidas a
partir da avaliação da fase do campo elétrico total re-irradiado para a direção
especular para cada célula a medida em que o tamanho dos patches quadrados
são variados simultaneamente. Uma RA contém E curvas de fase, sendo uma
para cada célula. Os elementos relacionados por simetria na rede apresentam
curvas de fase idênticas, conforme ilustrado nas Figuras 4.53, 4.54 e 4.55. As
curvas iniciais apresentam 33 pontos discretos na faixa de 30 a 38 mm e, após
interpoladas, um número de pontos 100 vezes superior.

No processo de síntese, a fase desejada em cada célula pode ser deter-
minada analiticamente ou numericamente para prover a distribuição de fase
desejada sobre a abertura. Desta forma, busca-se o diagrama de irradiação
desejado. Após calculadas as fases para cada célula da rede, deve-se buscar o
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tamanho corresponde do espalhador na curva de fase individual para a respec-
tiva dimensão da rede (exemplo: o tamanho do espalhador #1 de uma RA 7×7,
com base na fase calculada, é determinado a partir da curva de fase da célula
#1 de uma RA 7×7). Após obtido todos os tamanhos dos elementos, o leiaute
da rede é exportado automaticamente, podendo-se importar na prototipadora
de precisão e também nos softwares HFSS e Designer.

A estrutura projetada é novamente analisada para obter-se os diagramas
de irradiação, visto que as curvas de fase utilizadas consideram elementos
de mesmo tamanho físico, o que não é verdade após a definição de todos os
tamanhos, o que pode provocar pequena mudança de fase. Por fim, a validação
é realizada através dos resultados fornecidos pela ferramenta proposta e o
software comercial. Todas as etapas aqui descritas são ilustradas na Figura 5.1.

Curvas de fase

E elementos

Interpolação

Síntese do diagrama

de irradiação

Obtenção dos 

tamanhos

Análise da 

estrutura

Exporta

modelo

Simulação

software comercial

Validação

Análise 

inicial

Figura 5.1: Fluxograma da síntese de diagramas de re-irradiação e validação.

Os casos abordados até o momento tratam-se de redes refletoras de
dimensões 3×3, 5×5 e 7×7 com elementos de mesmo tamanho físico e diagrama
de irradiação na direção especular. Devido à pouca flexibilidade de redes 3×3,
apenas as demais dimensões são analisadas.

Inicialmente, realiza-se a síntese do diagrama de irradiação para proje-
tar os tamanhos dos elementos para se obter o apontamento do feixe para
determinada direção. Para este caso, aplica-se a defasagem progressiva entre
os elementos da rede para determinar analiticamente a fase desejada. Pos-
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teriormente, o método de enxame de partículas é utilizado para determinar
numericamente a fase para reproduzir um diagrama com feixe retangular nos
planos E e H.

5.1
Síntese de rede refletora com apontamento de feixe

Para a incidência de uma onda plana sobre uma rede refletora, tem-se o
feixe principal na direção especular quando todos elementos da rede possuírem
o mesmo tamanho físico, ou seja, observa-se o apontamento para 20° apenas
quando a incidência ocorrer com a respectiva inclinação.

Aqui, realiza-se o apontamento do diagrama de irradiação para uma
direção diferente da especular. Esse apontamento é realizado diferentemente do
conceito de tilt, que é dado mecanicamente. Em comparação com os refletores
clássicos, poder-se-ia dizer que é equivalente a modelar a estrutura metálica do
refletor. O caso analisado trata-se de uma onda plana com incidência normal,
linearmente polarizada em x e direcionamento do feixe para 20°.

Diagramas de irradiação com apontamento de feixe podem ser obtidos
através do conceito de defasagem progressiva entre o centro dos patches para
calcular analiticamente as fases desejadas, sendo, para este caso, determinadas
como sendo [2],

ψu = −k0[x(0)
u senθbcosφb + y(0)

u senθbsenφb], (5-3)

em que θb e φb definem a direção do feixe principal.
Nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 e nas Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 são apresentadas as

numerações das células na rede, as fases desejadas (determinadas a partir da
(5-3)) e as dimensões correspondentes para redes 5×5 e 7×7, respectivamente.

Tabela 5.1: Numerações das células de uma rede refletora 5×5.
21 22 23 24 25
16 17 18 19 20
11 12 13 14 15
6 7 8 9 10
1 2 3 4 5
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Tabela 5.2: Fases que devem ser reproduzidas pelas células em graus (°).
123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2
123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2
123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2
123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2
123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2

Tabela 5.3: Tamanhos dos patches quadrados em milímetros.
33,27 33,75 33,94 34,18 34,59
33,29 33,76 34,02 34,23 34,67
33,3 33,73 33,95 34,19 34,64
33,29 33,76 34,02 34,23 34,67
33,27 33,75 33,94 34,18 34,59

Tabela 5.4: Numerações das células de uma rede refletora 7×7.
43 44 45 46 47 48 49
36 37 38 39 40 41 42
29 30 31 32 33 34 35
22 23 24 25 26 27 28
15 16 17 18 19 20 21
8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 7

Tabela 5.5: Fases que devem ser reproduzidas pelas células em graus (°).
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7
184,7 123,2 61,6 0,0 -61,6 -123,2 -184,7

Tabela 5.6: Tamanhos dos patches quadrados em milímetros.
30,00 33,32 33,75 33,94 34,17 34,68 38,00
30,00 33,35 33,78 33,99 34,21 34,76 38,00
30,00 33,34 33,78 33,94 34,18 34,74 38,00
30,00 33,32 33,74 33,97 34,21 34,74 38,00
30,00 33,34 33,78 33,94 34,18 34,74 38,00
30,00 33,35 33,78 33,99 34,21 34,76 38,00
30,00 33,32 33,75 33,94 34,17 34,68 38,00
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Os leiautes gerados pela ferramenta para ambas as redes, conforme di-
mensões contidas nas Tabelas 5.3 e 5.6, podem ser visualizados nas Figuras 5.2
e 5.3.

Figura 5.2: Rede 5×5 com elementos de dimensões físicas apresentadas na
Tabela 5.3.

Figura 5.3: Rede 7×7 com elementos de dimensões físicas apresentadas na
Tabela 5.6.

Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 5.4 e 5.5, em que
percebe-se a direção de apontamento conforme o especificado. Adicionalmente,
constata-se que a posição dos nulos coincidem, sendo assim, pode-se afirmar
que as fases calculadas são corretamente reproduzidas pelos elementos. En-
tretanto, verifica-se que o nível dos lóbulos laterais contém diferença para o
software de verificação. Esta discrepância está relacionada com o erro na am-
plitude individual de alguns elementos que compõe a rede refletora.
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Figura 5.4: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana com
incidência normal. Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 5.5: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana com
incidência normal. Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Para comprovar tal afirmação, pode-se observar na Figura 4.19 um
pequeno erro de amplitude entre o campo espalhado calculado e o Designer
para dimensões mais afastadas da ressonância, que neste caso afeta a rede 5×5
pelas células contidas nas colunas 1 e 5 da Tabela 5.3 e para a rede 7×7 pelas
células contidas nas colunas 1, 2, 6 e 7 da Tabela 5.6.

Nas Figuras 5.6 e 5.7 são ilustrados os resultados após mudança pon-
tual de 2% na amplitude das células citadas. Pode-se verificar que a resposta
aproximou melhor o resultado obtido pela ferramenta comercial. Como alter-
nativa para a completa correção, deve-se aprimorar a representação da função
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base com borda segmentada para dimensões mais afastadas da ressonância, de
forma a corrigir o erro de amplitude.

Figura 5.6: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 após correção
pontual nas amplitudes dos campos elétricos dos patches - onda plana com
incidência normal. Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Figura 5.7: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 após correção
pontual nas amplitudes dos campos elétricos dos patches - onda plana com
incidência normal . Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦).

Nas Figuras 5.8 e 5.9 são ilustrados o diagrama de irradiação 3D com
contorno e a vista isométrica do campo elétrico tridimensional re-irradiado no
software HFSS para as redes projetadas a partir da modelagem eletromagnética
descrita neste trabalho.
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a)

b)
Figura 5.8: Diagramas de re-irradiação com contorno. a) RA 5×5; b) RA 7×7.

a) b)

Figura 5.9: Diagramas de re-irradiação 3D com apontamento para θb = 20◦ e
φb = 0◦. a) RA 5×5; b) RA 7×7.
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5.2
Síntese de rede refletora com feixe conformado

Tratando-se de redes refletoras, pode-se dizer que as fases são difíceis
de serem calculadas analiticamente para diagramas com formato complexo,
sendo assim, conveniente o emprego de técnicas apropriadas. Neste trabalho,
o método de otimização por enxame de partículas (PSO) é utilizado na síntese
de um diagrama de irradiação com feixe retangular nos planos E e H. A técnica
é aplicada na definição da fase desejada em cada célula, sendo assim, possível
a determinação do tamanho de cada metalização impressa. O diagrama foi
sintetizado considerando elementos irradiando com a mesma intensidade.

Para diagramas com simetria, tais como isoflux e retangular (com
linha de simetria na direção broadside), as características da rede podem
ser exploradas para minimizar o número de variáveis a serem calculadas
numericamente. Adicionalmente, apenas é necessário determinar o plano E
da rede, sendo o plano H obtido simultaneamente devido à simetria.

O método de enxame de partículas é um algoritmo evolucionário baseado
no comportamento de seres vivos na natureza, como, por exemplo, os pássaros.
As aves sobrevoam lugares em busca de alimentos, assim suas posições e
velocidades mudam no ambiente ao longo do tempo. A interação entre elas
acontece quando as aves encontram um lugar com alta concentração de
alimento e, posteriormente, ocorre o deslocamento para o local de interesse.
Essa técnica consiste em três conceitos, que são: o movimento das aves, a
memória individual dos lugares que contém alimento, e a interação do bando,
cuja a localização com maior concentração de mantimento é informada entre
as aves [108].

O comportamento descrito anteriormente pode ser convertido em um
problema de otimização. Para isso, definem-se algumas relações, como apre-
sentadas na Tabela 5.7.

O algoritmo de otimização deve encontrar a fase e a amplitude do campo
de cada elemento que compõe a rede refletora para sintetizar um diagrama
específico. O PSO é inicializado com uma geração randômica de partículas
dentro do espaço de busca. As partículas geradas possuem todas as variáveis
que se deseja otimizar. Neste caso, as amplitudes e as fases do campo elétrico
produzido por cada divisão da RA. Essa técnica consiste na atualização
iterativa da posição de cada partícula através da seguinte representação,

νkn = wiν
k
n−1 + C1rand(.)

(
p kbest − p kn−1

)
+ C2rand(.)

(
gbest − p kn−1

)
, (5-4)

com
p kn = p kn−1 + νkn, (5-5)
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Tabela 5.7: Variáveis que relacionam o algoritmo de otimização com a natureza.
Algoritmo Natureza
Partícula Ave
Enxame Bando
Espaço de busca Espaço limitado de voo que contém alimento
Melhor solução local Melhor lugar encontrado por uma ave dentro

de um espaço limitado
Melhor solução global Melhor lugar encontrado pelo bando dentro

de um espaço limitado
Constante de confiança da
partícula em si mesmo

Auto-confiança da própria ave

Constante de confiança da
partícula no enxame

Confiança no bando

Inércia da partícula Continuidade na direção de deslocamento da
ave

em que wi é a inércia, C1 e C2 são coeficientes constantes associados com o
quanto a partícula confia em si própria e quanto confia no enxame, respec-
tivamente. Os termos νkn−1 e νkn são a última e atual velocidades, p kn−1 e p kn
são a última e atual posições de uma k-ésima partícula, rand(.) é um valor
escalar randômico entre 0 e 1, p kbest é a melhor posição encontrada pela k-ésima
partícula e gbest é a melhor posição encontrada pelo enxame.

Na otimização de uma rede refletora com PSO, uma partícula contém
um conjunto de coeficientes necessário para sintetizar um diagrama desejado.
Na forma matricial, (5-4) e (5-5) podem ser reescritas como

Vk
n = wiVk

n−1 + C1rand(.)
(
Pk
best −Pk

n−1

)
+ C2rand(.)

(
Gbest −Pk

n−1

)
(5-6)

e
Pk
n = Pk

n−1 + Vk
n, (5-7)

sendo Pk
n e Vk

n os vetores descritos para essa aplicação por,

Pk
n−1 = [A1 ψ1 A2 ψ2 . . . Aς ψς . . . AE ψE] (5-8)

e

Vk
n = [∆A1 ∆ψ1 ∆A2 ∆ψ2 . . . ∆Aς ∆ψς . . . ∆AE ∆ψE], (5-9)

em que Vk
n−1 e Vk

n são o último e atual vetores velocidade, e Pk
n−1 e Pk

n são
o último e atual vetores posição de uma k-ésima partícula de E patches. Vale
salientar que cada valor da partícula corresponde a uma dimensão no espaço
de busca. Após a última iteração, os valores do vetor Gbest correspondem às
amplitudes e às fases desejadas para os elementos da RA.

Apesar da abordagem completa ser apresentada, a maioria dos trabalhos
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concentram-se na otimização da fase apenas, sendo, neste caso, a amplitude
suprimida das expressões aplicadas no processo de síntese [6].

As partículas contendo as variáveis desejadas passam por um processo de
avaliação, denominado de fitness, em que o erro entre os diagramas desejado e
calculado é avaliado, sendo, a partir disso, informado quanto a partícula é boa
como solução do problema. A partir da interação entre as demais partículas,
o processo iterativo faz com que as partículas se desloquem para uma ótima
solução global [109].

A avaliação discreta, definida como função objetivo, é realizada fazendo
uso da (5-10),

fitness =
2∑
g=1

[
ξg
Ng

∑
|S(r, θv, φo)− E(r, θv, φo)|

]
, (5-10)

em que ξg denota o peso e Ng representa o número total de pontos na g-
ésima região, com g = 1 para o feixe principal e g = 2 para a região dos
lóbulos laterais. Os índices v e o denotam os pontos discretos de avaliação nas
coordenadas θ e φ, respectivamente.

Os feixes retangulares sintetizados devem ter abertura de 60° e 40°, com
ripple máximo permitido de 3 dB, enquanto que as regiões de transição são
definidas entre {-75 a -40 e 40 a 75} e {-40 a -25 e 25 a 40} para as redes 5×5 e
7×7, respectivamente. Já os lóbulos laterais devem ser minimizados, buscando
um nível abaixo de -20 dB. Nas Tabelas 5.8 e 5.9 e nas Tabelas 5.10 e 5.11 são
apresentadas as fases desejadas (determinadas a partir do PSO) e as dimensões
correspondentes para redes 5×5 e 7×7.

Tabela 5.8: Fases que devem ser reproduzidas pelas células em graus (°).
110,49 -114,17 -11,52 -114,17 110,49
-114,17 64,51 28,24 64,51 -114,17
-11,52 28,24 137,12 28,24 -11,52
-114,17 64,51 28,24 64,51 -114,17
110,49 -114,17 -11,52 -114,17 110,49

Tabela 5.9: Tamanhos dos patches quadrados em milímetros.
33,33 34,48 33,96 34,48 33,33
34,46 33,71 33,88 33,71 34,46
33,92 33,82 32,99 33,82 33,92
34,46 33,71 33,88 33,71 34,46
33,33 34,48 33,96 34,48 33,33
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Tabela 5.10: Fases que devem ser reproduzidas pelas células em graus (°).
-79,21 148,87 88,05 -46,44 88,05 148,87 -79,21
148,87 -153,75 28,06 20,54 28,06 -153,75 148,87
88,05 28,06 -92,7 -19,85 -92,7 28,06 88,05
-46,44 20,54 -19,85 48,88 -19,85 20,54 -46,43
88,05 28,06 -92,7 -19,85 -92,7 28,06 88,05
148,87 -153,75 28,06 20,54 28,06 -153,75 148,87
-79,21 148,87 88,05 -46,44 88,05 148,87 -79,21

Tabela 5.11: Tamanhos dos patches quadrados em milímetros.
34,18 32,41 33,57 34,09 33,57 32,41 34,18
32,55 35,53 33,88 33,87 33,88 35,53 32,55
33,56 33,83 34,31 33,98 34,31 33,83 33,56
34,08 33,88 34,04 33,77 34,04 33,88 34,08
33,56 33,83 34,31 33,98 34,31 33,83 33,56
32,55 35,53 33,88 33,87 33,88 35,53 32,55
34,18 32,41 33,57 34,09 33,57 32,41 34,18

Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 5.10 e 5.11, em
que percebe-se um diagrama em formato retangular, porém com oscilações
no feixe principal acima do especificado. Esse ripple é característico para
pequenas aberturas (pequeno número de células). Verifica-se discrepâncias
entre os resultados obtidos pela ferramenta e HFSS. Após realizada a correção
nas amplitudes dos elementos com dimensões mais afastadas da dimensão de
ressonância, tem-se os resultados apresentados nas Figuras 5.12 e 5.13.
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a)

b)

Figura 5.10: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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a)

b)

Figura 5.11: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 - onda plana
com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Capítulo 5. Síntese de redes refletoras 137

a)

b)

Figura 5.12: Campo calculado e simulado para uma rede 5×5 após correções
pontuais - onda plana com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b)
Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).
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a)

b)

Figura 5.13: Campo calculado e simulado para uma rede 7×7 após correções
pontuais - onda plana com incidência normal. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b)
Plano H: Eφ(θ, φ = 90◦).

Nas Figuras 5.14 e 5.15 são ilustrados o diagrama de irradiação 3D com
contorno e a vista isométrica do campo elétrico tridimensional re-irradiado no
software HFSS para as redes projetadas, respectivamente.
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a)

b)
Figura 5.14: Diagramas de re-irradiação com contorno. a) RA 5×5; b) RA 7×7.

a) b)

Figura 5.15: Diagramas de re-irradiação 3D conformado. a) RA 5×5; b) RA
7×7.
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6
Conclusão e trabalhos futuros

Neste trabalho é apresentada a formulação da função diádica de Green
para estruturas multicamada utilizando o método do circuito equivalente, que
considera substratos e plano de terra infinitos. O método dos momentos é apli-
cado para se determinar numericamente as densidades de corrente superficial
sobre os patches que compõem redes refletoras. Adicionalmente, funções base
com condição de borda segmentada são deduzidas e utilizadas para modelar
o comportamento impulsivo da densidade de corrente elétrica superficial na
direção transversal do campo elétrico tangencial incidente nos elementos espa-
lhadores.

A aplicação da segmentação permite a redução da memória computaci-
onal utilizada no preenchimento das matrizes do método dos momentos. As
curvas de fase e amplitude, e os campos elétricos espalhados por elementos
simples e por redes 3×3, 5×5 e 7×7, apresentam excelente concordância com
o Ansys Designer, sendo o número de funções base no mínimo 100 vezes menor
que o software comercial.

Inicialmente, o campo refletido no plano de terra/substrato foi acrescen-
tado no cálculo do campo elétrico total re-irradiado pela estrutura. Percebe-se
que a inclusão da reflexão possibilita o aumento da faixa de variação de fase
quando o resultado é comparado com a curva de fase do campo espalhado
isolado. Percebem-se discrepâncias entre os diagramas de irradiação no plano
E para a região dos lóbulos secundários próximos de 90°, que tendem a ser
minimizadas à medida que o número de elementos aumenta. Também, um
deslocamento em frequência de 70 MHz da curva de fase em relação ao soft-
ware Ansys HFSS é constatado. Como alternativa para ambos os problemas, a
formulação de uma função de Green que considera uma estrutura finita pode
ser formulada em trabalhos futuros.

Além disso, constatam-se diferenças na amplitude dos lóbulos laterais nos
diagramas de irradiação no plano H. Para minimizar o erro, a consideração dos
efeitos de difração de borda foi analisada. O método das correntes equivalen-
tes implementado encontra-se livre de singularidades comuns em regiões de
transição (sombra do campo incidente e refletido), como percebido na teoria
geométrica da difração.
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Adicionalmente, os efeitos difrativos foram avaliados sobre as curvas de
fase das células. Verifica-se que o impacto é praticamente desprezível, visto que
é mais significativo na região dos lóbulos laterais do plano H. Entretanto, a
curva de fase é obtida a partir da avaliação do campo elétrico irradiado para a
direção especular do plano E, e, neste caso, o campo difratado é pouco intenso.

Também, constatam-se diferenças na amplitude de alguns lóbulos late-
rais nos diagramas de irradiação sintetizados em decorrência da falta de acu-
rácia na amplitude do campo elétrico calculado para elementos que possuem
dimensões afastadas da ressonância. Tal motivo está relacionado ao compor-
tamento da função base utilizada. Como forma de comprovação, modificou-se
pontualmente em 2% a amplitude do campo elétrico re-irradiado por células
específicas. Como trabalhos futuros, a melhoria da representação da função
base pode ser investigada.

A modelagem eletromagnética aqui descrita pode ser aplicada no projeto
de redes refletoras com poucos elementos, em que a análise de Floquet, que
é normalmente aplicada por vários autores, não é viável. Desta forma, como
trabalho futuro, uma rede refletora será projetada e construída para a validação
experimental da técnica proposta.

Além disso, o projeto e inclusão de fontes de excitação mais realistas
devem ser incorporadas no modelo matemático, a fim de tornar a análise ainda
mais robusta e precisa.
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A
Formulação da função diádica de Green desnormalizada

A função diádica de Green foi obtida considerando a normalização
das dimensões espaciais e, consequentemente, nas constantes de propagação.
Entretanto, essas considerações podem ser removidas através das seguintes
relações,

ξ = ξ̄

k0
(A-1)

e

kξ = kξ̄k0, (A-2)
sendo ξ = x, y ou z. Assim, as expressões são reescritas como sendo,

¯̃Y 0 = − 1
k0kz0

¯̃y0 (A-3)
e

¯̃Y n+1 = − 1
k0kzn+1

¯̃yn+1 , (A-4)
com

¯̃yi =
 εrik0

2 − k2
x kxky

kxky εrik0
2 − k2

y

 (A-5)

e

¯̃Vi = ¯̃Bi =
 cosh(kzidi) 0

0 cosh(kzidi)

 , (A-6)

¯̃Zi = 1
αiεrik

2
zi

 (k2
y − εrik0

2) kxky

kxky (k2
x − εrik0

2)

 (A-7)

e

¯̃Yi = 1
αik2

zi

 (εrik0
2 − k2

x) kxky

kxky (εrik0
2 − k2

y)

 , (A-8)

com

αi = k0

kzisenh(kzidi)
. (A-9)
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B
Estudo da segmentação para a função base com condição de
borda

As densidades de corrente superficial ao longo de x e y para funções
base com condição de borda segmentada (κ = 0, 8) podem ser visualizadas na
Figura B.1 e o campo elétrico espalhado na Figura B.2.

a) b)

Figura B.1: Densidade de corrente superficial para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 8. a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).
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a)

b)

Figura B.2: Campo calculado e simulado para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 8. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H:
Eφ(θ, φ = 90◦).

As densidades de corrente superficial ao longo de x e y para funções
base com condição de borda segmentada (κ = 0, 6) podem ser visualizadas na
Figura B.3 e o campo elétrico espalhado na Figura B.4.
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a) b)

Figura B.3: Densidade de corrente superficial para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 6. a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).

a)

b)

Figura B.4: Campo calculado e simulado para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 6. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H:
Eφ(θ, φ = 90◦).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621973/CA



Apêndice B. Estudo da segmentação para a função base com condição de
borda 158

As densidades de corrente superficial ao longo de x e y para funções
base com condição de borda segmentada (κ = 0, 2) podem ser visualizadas na
Figura B.5 e o campo elétrico espalhado na Figura B.6.

a) b)

Figura B.5: Densidade de corrente superficial para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 2. a) Jx(x, y); b) Jy(x, y).
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a)

b)

Figura B.6: Campo calculado e simulado para funções base com condição
de borda segmentada, κ = 0, 2. a) Plano E: Eθ(θ, φ = 0◦); b) Plano H:
Eφ(θ, φ = 90◦).
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