PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0210283/CA

2

Preliminares

2.1
Algebra

Definicao 2.1 Seja X um espacgo linear complexo. Uma aplicacdo

p: X xX — C
(r,y) — o(z,y)

com as propriedades

i) (1 + 32,y) = ©(x1,Y) + ©(T2,9)
ii) ¢
iii) ¢

(
(az1,y) = ap(z1,y)

(@, 1+ y2) = o(x,91) + (7, 92)
w) oz, ay) = ap(z,y).

¢ chamada um funcional sesquilinear.

Se p(z,y) = m, para todo z,y € X, entao ¢ é dita um funcional
sesquilinear hermitiano. Também, se ¢(x,x) > 0 entdao ¢ é chamada um
funcional sesquilinear semi-definido; se a desigualdade estrita ocorre para
qualquer 0 # x € X entao dizemos que ¢ é positivo definido.

Chamaremos a aplicacao

p: X — C

r = oz, 1)

de forma quadrética associada ao funcional linear ¢. Isto tornara mais
concisa a apresentacao do proximo resultado.
A igualdade

plr.9) = Pl +9) — Bl — 1)) + (5 + i) — (5 — i),
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¢ de facil verificagao e é conhecida como formula de polariza¢ao. Com isso,
podemos afirmar que a forma quadrética associada determina, de modo

Unico, o funcional sesquilinear.

Proposicao 2.2 Sejam ¢ um funcional sesquilinear e ¢ a sua forma
quadrdtica associada. Entao ¢ € hermitiano se, e somente se, p é uma

aplicacao real.

Demonstracao. Suponhamos que ¢ ¢é real. Definimos o funcional

sesquilinear

n(r,y) = ey, ).

Entao

A ~

() = p(,x) = ¢(x) = $(x),

o que implica, com base na discussao que antecedeu esta proposi¢ao, em

1 = . A reciproca ¢ trivial. 0

Definicao 2.3 Uma dlgebra complexa, ou dlgebra sobre C, A é um espaco

vetorial complexo equipado com uma operacao bilinear
i AxA—- A

chamada operacao de multiplicacao. Usamos simplesmente ab para denotar
o resultado da operagdo de multiplica¢do quando aplicada ao par {(a,b). A é
dita comutativa (ou abeliana) se a operagdo de multiplica¢io é comutativa,
isto ¢, se para todo a,b € A ocorrer ab = ba. Dizemos que A é uma
dlgebra associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A. A € dita
uma dlgebra com identidade se A contém um elemento 1 tal que para todo
a € A temos la = al = a. Neste texto somente consideramos dlgebras

complexas associativas com identidade.

Definigao 2.4 Uma involucao em uma dlgebra A € uma aplica¢ao
1 A — A

tal que para todos a,b € A e A € C temos:
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) (a*)" =a

Neste caso dizemos que A € uma x-dlgebra. O item (iii) acima e a

unicidade da identidade nos dd que 1* = 1.

Definicao 2.5 Diremos que A(X) € uma dlgebra livre com conjunto ger-
ador X se satisfaz a sequinte propriedade universal: existe uma aplicacao
Z: X — A(X) tal que toda aplicagio T: X — B, onde B é uma dlgebra
compleza, pode ser fatorada unicamente por Z, ou seja, existe um unico

homomorfismo T': A(X) — B tal que o diagrama

A
X

A(X)

B
- s U . s s .
comuta, isto é, T" o Z = T. Ainda, A(X) € unica, a menos de isomorfismo.

Vamos provar a existéncia da &algebra livre denotada por A(X)
tomando um conjunto arbitrario X. Consideremos o conjunto Sx cujos el-
ementos sao sequiencias finitas de elementos de X, incluindo a seqiiéncia
vazia, denotada por 1. Dado um elemento arbitrario s € Sy temos que
s = (x1, 29, ..., ), onde z1, ...,x, € X.

Para facilitar a notagao, nao usaremos parénteses ou virgulas para

indicarmos uma seqiiéncia finita, ou seja, usaremos a concatena¢ao
(1, T2y ooy Tp) = T1To -+ Ty

Com isso, dados os elementos s,t € Sx,com s =21, €t =Y1 - Ym, &
seqiiéncia finita xy - - - x,y1 - - - Y sera denotada por st.
Considerando o corpo dos numeros complexos C, definimos A(X)

como o espaco vetorial dado por
A(X) = F,(Sx),

onde F,(Sx) = {f: Sx — C; f tem suporte finito }. A multiplicagdo em
A(X) é definida da seguinte forma: dados f, g € A(X) faremos

fa(s) = f(t)g(u).

{tu=s}
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Dos fatos expostos acima, podemos associar a cada elemento de A(X)

uma expressao da forma Y aysy, onde A é um conjunto finito de indices,
I€A

Fe >0 fs)s,
()

sesupp

pela relacao:

onde supp(f) indica o suporte finito de f; e

ZOHSI = fv

IeA
com f(s)= > a.
) {sr=s}
E facil ver que a seqiiéncia 1 é o elemento identidade da multiplicagao

em A(X).

Se X = 0 ouse X = {x} (conjunto unitario) entao teremos A(X) =
{0} ou A(X) = CJz] (élgebra polinomial complexa na varidvel x), respec-
tivamente. Cabe ressaltar que, a menos desses dois casos, a algebra livre
complexa A(X) é uma dlgebra nao-comutativa.

Para demonstrar que A(X) de fato satisfaz a defini¢ao de uma élgebra

livre, dadas uma algebra complexa B e uma aplicagao T: X — B definimos

T: [ > ()T (s),

sesupp(f)

onde s = zy---x, e T'(s) = T(xy) - -T(x,); é facil ver que T é um
homomorfismo e que estende 7.

A unicidade a menos de isomorfismo de uma algebra livre segue da
propriedade universal acima. De fato, dados os conjuntos equipotentes X e
Y, a bijegao ¢: X — Y, as élgebras livres A(X) e B(Y') geradas por X e Y,

. . ~ / /
respectivamente, as aplicacoes Z e H e os homomorfismos 7} e T, como no

diagrama
X z A(X)
v o, | T
Y B(Y)
H

temos que Tz/ 0Z = Hoype Zoyw ' =T, o H donde obtemos que
Zop ' =T oTyoZoyp ' eTyoT,0oHop=Hoy e, portanto, segue que
TioTy=1IdeTyoT, =Id. O
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Na categoria das x-algebras, vamos definir o que vem a ser uma algebra
livre com involugao. Continuaremos adotando a notacao acima. Dado o
conjunto gerador X, defina o conjunto X* = X x {0, 1}, onde usaremos a

notacao

(2,0) < =z
(x,1) < a".
Com isso, tomando a &dlgebra livre A(X x {0,1}) ~ A(X*) definimos

a involugao em A(X*) por
)1 =1
i) [(x1,41)..(Tn, in)]* = (Xn, 1 —ip)...(x1,1 — 41), onde iy, ...,7, € {0,1}
iii) f*=> arsj, para todo f € A(X) com f =) arss.

Convém registrar que ao trabalhar com uma algebra livre com in-

volugao é usual chamar de conjunto gerador o conjunto X e nao X*.

Definicao 2.6 Uma relacao é uma expressao de igualdade entre dois ele-

mentos de uma dlgebra livre.

Sejam s,t elementos da &lgebra livre A(X) e a relacdo s = ft;
associaremos a esta relagdo o elemento s — t € A(X). Assim, dado um
conjunto de relagoes denotaremos por R C A(X) o conjunto das diferencas
s — t correspondentes, por Z(R) o ideal bilateral gerado por R e, ainda,

definiremos dlgebra livre modulo as relagoes R como o conjunto quociente

AX)/Z(R).

Proposicao 2.7 Sejam X, T, T', A(X) e B como na definicio 2.5 e
A(X)/Z(R) uma dlgebra livre mddulo relagoes como acima. Consideremos
o diagrama abaizo, onde a aplicagao w € dada por 7 : f +— [g], onde g € uma
aplicagao linear que representa a classe de equivaléncia da qual a aplicacao
f € um de seus elementos:

AX)/T(R)_*

B

X

Afirmamos que T' fatora por 7 se, e somente se, T (Z(R)) = 0.
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Demonstragao. Supondo 7' (Z(R)) = 0 segue de um resultado con-
hecido de algebra elementar que ¢ : [g] — T"(g) é um homomorfismo bem
definido e que T" = @ om. Reciprocamente, se podemos escrever T = poT
entdo do fato de 7(Z(R)) = 0 segue que T'(Z(R)) = 0. 0

Da definicao dos elementos do conjunto R e do fato de que T" estende
T vemos que quando a equivaléncia acima ¢é aplicivel podemos definir
uma representagdo da dlgebra A(X)/Z(R) somente definindo os valores
assumidos por esta representacao nos elementos que compoem o conjunto

gerador da algebra livre A(X), desde que as relagoes em R sejam satisfeitas.

Exemplo 1 Tomemos o conjunto X = {p,q} e o conjunto das relagoes
R ={[q,p| — il,p* — p,q* — q}, onde a primeira das relagoes € conhecida
pela sigla CCR(canonical comutation relation); a dlgebra de Heisenberg, H,
serd dada por H = A(X)/Z(R).

Nao ¢é dificil ver que o conjunto {[¢"p™]; n,m € N} forma uma base
linear para H.

Alternativamente, a algebra de Heisenberg pode ser dada por uma
outra construgao. Para tal, vamos tomar a x-dlgebra livre C dada pelo
conjunto gerador X = {a} médulo a relagdo( CCR ) aa* — a*a = 1 e

definir o isomorfismo de *-algebras

@
C ~ H
"
0 o p—iq
V2
« p+iq
a <>

co1m

Exemplo 2 Sejam o conjunto gerador X = {a} e o conjunto de relacoes
{a*a + aa* — 1,(a*)? a*}; usamos idéntica construgio aquela do exemplo
acima para obler a x-dlgebra livre que denotaremos por A(X)/Z, cujo
elemento arbitrdrio [z] € dado por v = o + Ba + va* + daa*. As relagoes

acima sao denotadas pela sigla CAR (canonical anticomutation relation).

Os exemplos acima nos serao util adiante.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210283/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0210283/CA

Teoremas de Renda}l e a Unicidade do Produto Interno em
Representagoes de Algebras 17

Definigao 2.8 Uma representacio p da dlgebra A no espago vetorial com-

plexo V' € um homomorfismo de dlgebras
p: A— L(V),

onde L(V) € a dlgebra das aplicagoes lineares de V em V. Se p é um

homomorfismo injetivo entao p € dita uma representacao fiel.

Vamos definir uma representagao p da algebra de Heisenberg H em
D(R), o espaco das fungdes C* de R em R e com suporte compacto. Usando
a notacao ja adotada para H, dado f € D(R) definimos

pla)f(x) = xf(x)e
p(p)f(z) = —if (x), para todo = € R.

Com isso, temos que

p([p a)) f(x) = —if () = p(—i1) f(x).
A representagao acima é chamada de Representacao de Schrodinger.

Definicao 2.9 Uma representagcao p, como em 2.8, é dita irredutivel
quando nao ocorre p(a)(L) C L,Ya € A, onde L é um subespago préprio,

nao nulo, de V. Se tal espago existe a representacdo € dita redutivel.

Dadas duas representacoes quaisquer pq, ps da dlgebra A nos espacos

pré-Hilbert Vi e V5, obtemos uma representacao em Vi & V5 se definirmos

(p1 @ p2)(a)(z1, w2) = (p1(a)z1, p2(a)x2), para quaisquer 1 € Vi e a2 € Va.

Definigao 2.10 Dados a dlgebra A e os espagos vetoriais Vi e Vs, dizemos
que as representacoes p1: A — L(V1) e po: A — L(V3) sao equivalentes,
p1 ~ pa2, Se, e somente se, existe uma aplicacao linear bijetora T: Vi — Vs

tal que Tpy(x) = pa(x)T, isto é, py(x) = T po(x)T, para todo x € A.

Definicao 2.11 Uma representacdo é chamada totalmente redutivel se é

equivalente a uma soma direta nao-trivial de representacoes.
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2.2
Operadores Nao Limitados

Sejam X e Y espacos pré-Hilbert e A uma aplicagao linear arbitraria

definida como se segue:
A: X DD(A) — R(A) CY,

onde D(A) representa o dominio de A e R(A) o seu conjunto imagem;
assumimos também que

D(A) = X,

isto é, A é densamente definida em X. Denotemos por D* o conjunto de

todos os elementos y € Y para os quais existe um certo z € X tal que
(Az,y) = (z,2), para todo x € D(A).

Definicao 2.12 Nas condicoes acima, definimos a aplicacao A* tal que

A Y OD*"=DA") — X

Yy =z
chamada de aplicacdo adjunta de A.

Vamos mostrar que a aplicacao A* é bem definida. Sejam y, z como

em 2.12/ e suponhamos que

(Az,y) = (z,w) para todo x € D(A).
Se isso fosse verdade, teriamos

(z,2) = (z,w) para todo x € D(A),

o que implica (x, z—w) = 0 para todo € D(A). A igualdade w = z segue do
fato de D(A) ser denso em X. Vamos mostrar que A* é uma transformagao
linear. Para tal, vamos provar que Dy« é um subespaco e que A* preserva
combinagoes lineares.

De fato, sejam y1,ys € D(A) e A*y; = 21, A*ys = z9. Agora, para

escalares a e (3, consideremos a soma de

(ASC, OéZ/l) = a(Ax7yl) = 5‘<x>A*Z/1) = (l’, OéZl)
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(Az, ayy) = B(A%m) = B(%A*?JQ) = (x, Bz);

isto nos da
(Az, oy + By2) = (v, z; + B2z2) (para todo x € D(A))

portanto

ayy + Py, € D(AY)

A*(ayr + Bya) = azy + Pze = aA™y; + fA Y.

Definicao 2.13 Dada a aplicagao linear arbitrdria A: X O D(A) — Y,
onde X eY sio espacos vetoriais complezos, dizemos que a aplicacio A

¢ uma extensio de A, A C A, se existe um subespaco Z D D(A) tal que
A: Z =Y e Az = Ax, para todo x € D(A).

Proposicao 2.14 Seja a aplicagao linear X O Dy 4 Y, onde X eY sao
espacos pré-Hilbert. Além disso, suponhamos que A™' existe e que D1 é

denso em Y. Entao

(A—l)* — (A*)_l.

Demonstracgao. Para mostrar a igualdade acima, vamos provar que
as aplicagoes (A™1)* e (A*)~! possuem o mesmo dominio e assumem igual
valor em cada elemento do dominio. Primeiro, suponhamos que x € Dy e

que y € Dg-1y,. Temos
(z,y) = (A7 Az, y) = (Az, (A71)y)
Como x é um elemento arbitrario de D4, temos

(A_l)*y S DA*

A Ay =y (2-1)
Por outro lado, suponhamos z € D4-1 e y € Dy+. Neste caso temos

(z,y) = (AA 2, y) = (A2, A'y),

o que implica em

A*y c D(A—l)*
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(A7) Ay =y. (2-2)

A equagao 2-2 nos garante que (A*)~! existe, porque A*y =0 =y =0, e

que a restrigao de (A71)* a R(A*) é justamente (A*)~!, ou seja
D(A*)fl - D(A—l)*. (2-3)

Por 2-1/ segue que se y € D4-1) entdo y € R(A*) = D4+)-1, 0 que nos dd
que
D(Afl)* - D(A*)fl. (2—4)

As conclusoes 2-3| e 2-4/ nos garantem a igualdade dos dominios; com isso,

o resultado segue de 2-1, juntamente com a existéncia de (A*)~!. O

Dada uma aplicacao linear A de D em H, com D C H, onde H é um
espaco de Hilbert, seu grafico, I' 4, é o subconjunto de H x H formado pelos
pares ordenados da forma (z, Az) com = € D. Uma aplicagao linear é dita
fechada se seu gréafico é um subconjunto fechado de H x H.

No caso da aplicagao linear A nao ser fechada, se existir uma aplicagao
linear, digamos A, cujo grafico I' 5 é tal que I'; = I 4 dizemos que a aplicacio
A é fechdvel, ou que A admite um fecho, e chamamos A de fecho de A. E
facil ver a unicidade do fecho de uma aplicacao.

A proposicao abaixo, de demonstracao direta, nos assegura a existéncia

ou nao do fecho de uma aplicacao linear.

Proposicao 2.15 Seja a aplicagdo linear A como acima. Afirmamos que

A admite um fecho A se, e somente se,
xn, €D, x, —0eAx, >y = y=0.

Assim, caso a aplicacio A admita um fecho o dominio de A é dado
por
Di={xr€ H;z, €D, x, — ze limAz, existe},

e, entao, temos
DCD;CD.

Em particular, tomando a seqiiéncia constante igual a zero, notemos
que a aplicacdo linear A admite um fecho se, e somente se, (0,7) € T'4 entdo

y=0.
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Definigao 2.16 Sejam X wum espaco complexo pré-Hilbert e A uma
aplicagao linear tal que A: X DO D(A) — X. Dizemos que A € simétrica

se € densamente definida e
(Az,y) = (z, Ay) para todo z,y € D(A).

Se ocorrer a igualdade A = A* entdo A € dita uma aplicagao linear auto-

adjunta.

E facil ver que afirmar que um operador A é simétrico é equivalente a
afirmar que A C A*, ou seja, A* estende A.

Para demonstrar o préximo resultado definiremos duas aplicacoes
que tém dentre suas propriedades o fato de serem isometrias em espagos
normados. Vamos discutir esse conceito. Para um espago métrico arbitrario,
sabemos que uma isometria é uma aplicacao que preserva distancias. Para
um espaco normado, ser uma aplicacao isométrica é equivalente a preservar

normas. Mais especificamente, se X e Y sao espacos pré-Hilbert, e

A: X DD(A) — Y

r — Ax

queremos que

| Az ||=|| = || (para todo x € D(A)).

A férmula da polarizacao nos da que uma aplicagao A é uma isometria se,

€ somente se,

(Az, Ay) = (x,y) para todo x,y € D(A).

Proposicao 2.17 Sejam H; e Hy espagos de Hilbert complexos, Da um

subespaco denso de Hy e A uma aplicacao linear
A
H1 2 DA — HQ.

Suponha que A admite um fecho A. Entdo
i) A* = A*
i) A= A*

Na demonstracao desta proposicao utilizaremos os fatos abaixo listados:
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1°)

2°)

Podemos definir um produto interno no produto cartesiano H; x Hy

tomando

((z1,22), (Y1, 92)) = (21, 1)1 + (2, Y2)2,

onde (-,-); e (+,+)2 s@o os produtos internos em H; e Hs, respecti-
vamente. De maneira idéntica, podemos definir um produto interno
em Hy; x H;. Com base nesses produtos internos, podemos definir as

aplicagoes U; e Uy com

U12H1><H2 — HQXHl

<x,y> = <Zy,—Z£L‘>

UQIHQXHl — HlXHQ
que estabelecem entre Hy x Hy e Hy X Hy um isomorfismo isométrico.

E facil verificar que
UlUQ - U2U1 - 1

Dados B C Hy x Hy e C C Hy x Hy, afirmamos que
Uy(BY) = U (B)" e Up(CH) = U(C) . (2-5)

Para tornar a notagao mais simples, usaremos uma tnica letra para
denotarmos os pares ordenados de H; X Hy e Hy x Hy. Um resultado

de verificagao direta é que
(Ui, Uhy) = (z,y), com x,y € Hy X Ho.

Vamos usa-lo para obter o resultado desejado. Dado z € U, (B*) existe

r, € B+ tal que Uy(z.) = z; como (z.,b) = 0, para todo b € B, temos:
0= (l’z,b) = (Ull'z, U1b> = (Z, Ulb>

donde concluimos que z € Uy (B)*. Para provar que Uy (B)*" C Uy (B*)
seja 2 € Uy(B)*; entdo (2,U;r) = 0, Vo € B. Dado que U; ¢é
sobrejetora existe x, € Hy x Hy tal que Uz, = z; assim, x, € Ul(BL)

porque dado arbitrariamente y € B temos (y,z,) = (Uyy, z) = 0.

Idéntico raciocinio pode ser utilizado para Us.
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3°) Afirmamos que

Uy(Ty)*" =Ty (2-6)

De fato,

(y,z) € Uy(I'y)* ((y, z), (iAzx, —ix)) = 0 (para todo z € D,),
(y,iAz) + (2, —iz) = 0 (para todo x € Dy),
i(Az,y) —i(z,z) = 0 (para todo = € Dy),
(Az,y) = (z,2) (para todo = € D),

YyE Dy e Ay =z

(y,2) € ['gs.

(A

4°) A** existe.

Queremos provar que o dominio de A* é denso em H,. Suponhamos
que Dy+ # H,y. Como H, é um espaco de Hilbert, temos a seguinte

decomposi¢cao em soma direta:
H2 = ,Z_)A* @ ,Z_)ﬁ*

Por conseqiiéncia, existe um vetor nao-nulo w em Hs tal que w L Dy«

isto é, w L y para todo y € D 4«. Isso implica que
(0,w) L (iA*y, —iy) para todo y € Dy,
ou de forma equivalente,
(0,w) € Usy(T 4+)*. (2-7)
Porém a equacao 2-6/ implica que
Lt = Uy (Ta)™ = Uh(Ta).

Como U, preserva o fecho, pois é um homeomorfismo, segue da

equacao acima que

Us(Tae) = Us(Ur(Da) = Ua(U1(Ta));

como UsU; = 1, vem que
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Portanto, usando 2-7 e 2-5 temos:

(0,w) € I'z;

o que é uma contradicao dada a proposicao 2.15.

5°) Afirmamos que
UZ(FA*)L = FA**.

Demonstracao similar aquela usada em 2-6.

24

(2-9)

Finalmente, estamos em condi¢oes de demonstrarmos o resultado

objeto do nosso interesse.

Demonstracao. Antes de provarmos o item (i), notemos que se o

grafico de duas aplicacoes sao iguais entao as aplicagoes sao idénticas. Com

isso em mente, vamos mostrar que ['5. = ['4+ para provar a igualdade de

A* e A*. Como A é o fecho de A, temos que
FA - E7

o que implica
Ur(T5) = Ur(Ta).

Da equagao 2-6, vemos que
U(Tz)*" =T4.

Como U; é uma isometria, temos

e, usando 2-6 novamente, segue que

1
ULt =U(Ta) =U(Ty)*t =Ty

entao,
FA* = FA*7

donde segue a igualdade desejada.

Para provarmos o item(ii), notemos que de 2-5 temos

Up(Tae) = Us(Tas )™
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Usando a igualdade acima, 2-8 e 2-9, temos

o que implica A = A**. O

Se A é uma aplicacao auto-adjunta teremos que Uy (I"4) é um conjunto
fechado, o que como sabemos, implica que U;(T'4)t+ = Uy(T4) e, assim,

[t = Ui(T 4). Desse fato segue a

Proposicao 2.18 Seja a aplicagao auto-adjunta H O Dy 4 H, onde H ¢
um espago de Hilbert. Entao, H® H =14 @ Uy (T4).

Proposicao 2.19 Seja A um operador auto-adjunto densamente definido
em um espago de Hilbert H, entao R(I + A?) = H.

Demonstragao.Tomemos © € H; do resultado acima, temos que
(0,2) = (x1, Az1) + (—Axg, x5), onde 1,25 € D(A);

assim, Axy = 11 e ¥ = To + Axy = 19 + A%x9 = (I + A?)1y. O

Definigao 2.20 Seja A: D(A) — X uma aplicagao linear simétrica. Se

A* = A™ entao A ¢ dita essencialmente auto-adjunta.

Proposicao 2.21 Seja A: D C H — H uma aplicagao linear essencial-
mente auto-adjunta, onde H é um espaco de Hilbert. Afirmamos que A €

fechdvel e seu fecho € a aplicacdo auto-adjunta A*.

Demonstracao. Do fato de A ser essencialmente auto-adjunta segue
que A** estende A; além disso, sabemos que A** é fechada e, portanto,
T4 C T gev. Assim,

<an> Eii <07y> GFA** :>y:O>

e o fato de A ser fechavel segue de 2.15. O item (ii) de 2.17 e o fato de A

ser essencialmente auto-adjunta nos da que A = A*. U
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2.3
Representacoes em espacos pré-Hilbert

Definicao 2.22 Seja V' um espaco vetorial pré-Hilbert, com o produto
interno notado por (-,-). A representagdao p de uma *-dlgebra definida como

em 2.8 € dita uma *-representacao se
(p(a)x,y) = (z, p(a™)y) para todoa € A ex,y € V.

Se p €, também, uma aplicacao injetiva entdao temos uma *-representacao

fiel.

Cabe ressaltar que se quiséssemos tornar a definicao anterior mais
abrangente, no lugar de um espago pré-Hilbert deveriamos exigir que V' fosse
um espago vetorial munido de um funcional sesquilinear v nao-degenerado,
isto é,

Vo y(z,y) =0=y =10
Yy y(z,y) =0=2=0

e, entao, 7y seria uma *-representagao se
V(pla)z,y) = v(z, p(a)y),
YVae Aex,yeV.

Proposicao 2.23 Afirmamos que a dlgebra definida no exemplo |2 tem x-

representacao fiel irredutivel p unica.

Demonstracao. Suponhamos que tal x-representacao fiel em um
espago pré-Hilbert V' exista. Com isso, temos que p(a) # 0 e, portanto,
existe ¢ € V tal que p(a)¢ # 0. Seja ¢, € V' com ¥, = p(a)p; temos:

a®> = 0= p(a)p(a)p =0, ou seja, p(a)ih, = 0.
Vamos considerar o vetor p(a*)i,; temos:

I pla”)es |2

(p(a") o, p(a”)1bs)

= (%o, pla)p(a®)to)

= | %o I” (W0, pla”a)tbs)

= || %o II” =0, p(a”)p(a)ts)
= | ¢ [?#£0.
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Facamos ) = p(a*)1,; assim, p(a*)y; = p(a**)y, = 0. Afirmamos
que ¥, # ;. De fato,

pla)r = plaa™), = Yo—p(a*a)ipo = 1ho—p(a”)p(a)o = 1, # 0 e p(a)ih, = 0.

Além disso, ¥, L 1 porque

(U1, 00) = (p(a™)0o), 1ho) = (1ho, p(a)ib) = 0.

Com isso, podemos tomar {t,,%7} como uma base ortonormal do
subespago bidimensional V; C V (tomando as normalizagoes de v, e
11, respectivamente). Podemos concluir da proposigao 2.7/ e dos valores
assumidos pelas aplicacoes p(a) e p(a*) nos vetores ¥, e ¥ que V; é um
subespago invariante por p.

Do exposto acima, podemos obter as seguintes representacoes matri-

ciais para p(a) e p(a*) :

0 1 . 00
p(a)~<0 o) ep(a>~<1 o)

Como esperado, temos que

() () o)) -]

Assim, as representagoes matriciais de p(a) e de p(a*), juntamente
com 2.7 definem, de fato, uma *-representagdo da &dlgebra A(X)/Z. A

unicidade segue da construcao acima. O

Definicao 2.24 Seja V' um espaco vetorial pré-Hilbert. Uma representacao
¢ dita topologicamente irredutivel (na topologia definida pelo produto in-
terno) quando ndo eziste um subespago proprio L de V, fechado em V, tal
que p(a)(L) C L,Va € A.

Sejam H um espaco de Hilbert e U um conjunto de operadores

limitados de H em H tal que

AeU= A" e U.
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Proposicao 2.25 Sejam H e U como acima. Se existe um subespaco nao-

vazio K C H tal que para todo A € U temos
AK)C K

entao
A(KL) C Kt para todo A € U.

Demonstracao. Sejam z € K e y € K*; temos que
(x,Ay) = (A"z,y) =0

porque da limitagao de A segue que A = A** ¢ A*(K) C K por hip6tese. [J

Com base na proposicao acima, vamos provar que, no caso de uma
x-representacao p de uma x-algebra A por operadores limitados em um
espaco de Hilbert H, o fato da representacao nao ser totalmente redutivel
¢é equivalente topologicamente irredutivel. Por absurdo, suponhamos que
exista um subespaco fechado nao-vazio L C H, que nos da decomposicao
em soma direta

H=Le&L"

e que faz de p uma representacao nao topologicamente irredutivel, isto é,
p(a)(L) C L, VYa € A. De 2.25, temos

p=p&p2: A— B(H),
com p1: A— B(L) e py: A— B(L1); assim,
pla)h = (p1 @ p2)(a)(ha, ha) = (p1(a)hy, p2(a)hs),

para hy +hy = h, hy € L e hy € L*. A reciproca é trivial, porque supondo
a representagao p topologicamente irredutivel nao podemos escreveé-la como

uma soma nao-trivial de representacgoes.
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