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4
A Construcao de Gelfand-Naimark-Segal

Definigao 4.1 Seja A uma *-dlgebra. Uma aplicagao linear w: A — C é

chamada de funcional positivo se para todo a € A temos
w(a*a) > 0.

Dado uma *-representacao sempre podemos definir um funcional
positivo. De fato, dada uma *-representacao p em um espacgo pré-Hilbert
V' e um vetor arbitrario v € V podemos definir o funcional positivo w em
A com w(a) = (v, p(a)v), pois teremos w(a*a) = ||p(a)v]||*.

Reciprocamente, a construcao abaixo nos afirma que dado um fun-

cional positivo podemos construir uma x-representacao.

Teorema 4.2 (Construcao de Gelfand-Naimark-Segal) Todo fun-
cional positivo w em uma *-dlgebra A define um espaco de Hilbert H,, e

uma x-representacao p, de A por operadores lineares que agem em H,,.

Demonstracgao. Inicialmente, afirmamos que w define o funcional

sesquilinear hermitiano semi-definido

v Ax A — C
(a,b) +— w(a™d).

De fato, é facil ver que 9 é um funcional sesquilinear. Da positividade de
w e da proposicao 2.2 segue que ¥ é um funcional sesquilinear hermitiano
semi-definido.

Afirmamos que ¥ satisfaz a Desigualdade de Schwarz, isto é,
[19(a. b)II* < [[9(a, a)]| [[9(b,0)]], para todo a,b e A.

De fato, 9 satisfaz todas as propriedades do produto interno, exceto pos-

sivelmente o axioma de “nao-degenerescéncia”’, isto ¢, o axioma segundo o
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qual J(a,a) # 0 para a # 0. Como a demonstragao da Desigualdade de
Schwarz nao envolve tal axioma, o resultado segue.

Da Desigualdade de Schwarz segue que o subconjunto Z C A de todos
os elementos de a € A com w(a*a) = 0 é um ideal a esquerda, isto é, um
subespaco de A que é fechado para multiplicacao a esquerda por elementos
arbitrarios de A. De fato, sejam a € A com w(a*a) = 0 ¢ um elemento

arbitrario b € A; temos

lw(a*b*ba)ll* = [[9(a,b"ba)||* < |[¥(a, a)l| [19(b"ba, b"ba)]]
= |lw(a®a)[ [[9(b"ba, b*ba)]| = 0.

O ideal Z é conhecido como o ideal de Gelfand de w.

E sabido que o conjunto das classes A/Z forma um espaco vetorial,
onde cada vetor i neste espago corresponde a uma classe de equivaléncia
modulo Z, isto é,

v ={a+7}, ondeac A

Como de costume, denotaremos a classe definida pelo elemento a por [a].
Afirmamos que o conjunto das classes A/Z define, na verdade, um

espago pré-Hilbert. Para tal vamos definir em .A/Z um funcional sesquilinear

e mostrar, na verdade, que se trata de um produto interno. Para evitarmos

uma notacgao por demais carregada, chamaremos também de 1 o funcional

V: AT x AT — C
(¥,9) — w(aD),

onde ¢ = [a] e ¢ = [b]. Observe que o valor de ¥ independe da escolha do

representante de uma determinada classe. De fato, dados x,y € Z temos

w(lat+2)*(b+y) = w((a@ +z7)(b+y))

= w(a’d) + w(a'y) + w(z*d) + w(z*y)
(
(

|
€

= w(a'b) + w(z"d)
a*b);

onde a igualdade (1) segue do fato de Z ser um ideal a esquerda e (2) é
verdadeira porque w(z*b) = ¥(x,b) e a desigualdade de Schwarz nos da que
[|9(z,0)|> < |[9(z, 2)|| ||9(b,)|| = 0 porque ¥(z,x) = w(z*z) = 0 e, assim,
demonstramos a afirmagao.

Além disso, se tomarmos um elemento nao-nulo de A/Z, digamos

¢ = [a] ¢ {Z} teremos que Y(p,p) = w(a*a) > 0, o que nos garante
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que o funcional sesquilinear ¥ define um produto interno em A4/7.

H,, é obtido pela completeza de A/Z na topologia da norma definida
pelo produto interno dado acima.

O produto em A define uma agao de A nos vetores de A/Z; tal acao
associa a cada a € A uma aplicagao linear p,(a), definida em A/Z, que é

denso em H, tal que
pola)y = [ab] se o = [o].
O

Como exemplificacao da construcao-GNS, construiremos uma x*-
representagao para a x-algebra definida no exemplo 2. Todo elemento
x € A(X) tem a forma

x = al + fa+ va* + daa” ,onde a, 3,7,0 € C. (4-1)
Precisamos obter um funcional positivo w; observemos que

v*r = (al+ fa+7ya* +6)aa*)(al + Ba + va* + daa*)
= aol + afa+ aya* + adaa* + Baa* + BBa*a + fya*a* + Bdataa” +
yaa + yBaa + yyaa* + ydaaa* + daaa* + dBaa*a + dyaa*a* + ddaa*aa*
= (aa+BB)1+ (@B +7ya+dB)a+ (ay + Ba+ B6)a* +
(a6 — BB + v + da + 06)aa*.

Assim, se considerarmos uma aplicagao linear w: A(X) — C teremos:

w(r'z) = (aa+ fR)w(l) + (@8 + Fo + 5B)w(a) +
(@y + Bo+ B)w(a*) + (a6 — BB + 77 + da + 80)w(aa®);
escrevendo a equacao acima na forma matricial, obtemos que w serd um

funcional positivo sempre que os valores determinados para w(1), w(a), w(a*)

e w(aa®) tornarem os auto-valores da matriz

w(1) w(a) w(a*) w(aa®)
w(a*) w(l) —w(aa*) 0 w(a®)
w(a) 0 w(aa®) 0
w(aa*) w(a) 0 w(aa®)

positivos.
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E f4cil ver que obter todos os funcionais positivos possiveis nao é tarefa
simples. Porém, se tomarmos w(1) = w(aa*) =1 e w(a) = w(a*) = 0 temos

o exemplo de um funcional positivo que pode ser obtido, porque

w(z*z) = aa+ad+da+ 906+ 7y
= (a+d)a+a)+[7|°
= la+dlP+lyI*>0.

Com base na equacao acima, o ideal de Gelfand Z sera dado pelo
conjunto {ol + 7a — caa*; o,7 € C}. De fato, dado z € A, como em [4-1,

temos:

(al + Ba + va* + daa*) (0l + Ta — caa™) = aol + arta — acaa™ + Poa +
+ praa — foaaa™ + yoa* + yra*a — yoa*aa* + doaa* + dTtaa*a — doaa*aa*

= (aoc+~7)1+ (a1 + o + d7)a + (yo — yo)a* + (—ao — y7)aa’,

que é um elemento do ideal Z. Com isso, as classes de equivaléncia que
compoem A(X)/Z sao da forma [ya* + daa*], onde 7,0 € C. Observemos
que 9, definido em A(X)/Z como na demonstragao do teorema anterior, é

de fato um funcional sesquilinear positivo definido porque

I([ya* + daa*], [ya* + daa*]) = w((Ya + daa*)(ya* + daa*))
= w(yyaa® + dd(aa”)?) =|| v [|* + | 0 [[*> 0.

Como A(X)/Z é um espago bidimensional e no qual podemos definir
um produto interno entao temos um espaco de Hilbert.

Vamos mostrar que {t,, %1}, onde 1, = [1] e ¥; = [a*], forma uma
base ortogonal de A(X)/Z. De fato, temos:

i) laa] = [1 = (1 - aa”)]

i) [ o [P=9([A], [1]) = w(1) =1; e
iii) [ ¢ [[*= 9([a"], [07]) = w(aa®) = 1.

Il
—
=
=

Sabemos que w determina uma agao que associa a cada elemento de

x € A uma aplicacao linear p,(x), definida em A(X)/Z tal que
po(@)([ya* + baa”]) = [a(ya" + daa”)).

Assim, p,(a), = [a] = 0, pu(a); = [aa*] = ¢, # 0, p,(a*), =
[a*] = 1 # 0, e p,(a*)y = [a*?] = 0. Na verdade, estes resultados
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sao esperados com base na construcao feita em 2.23, onde mostramos que
uma x-representacao fiel irredutivel da &lgebra A(X)/Z em um espago
bidimensional ¢ tnica.

Desde que definido o funcional positivo w, a aplicacao da construcao-
GNS nos dé uma *-representacao da &lgebra A(X)/Z. Cabe ressaltar que
nem sempre ¢é simples a determinagao de um funcional positivo como fizemos
acima para a algebra CAR do exemplo 2, como podemos ver se tomarmos
a &algebra de Heisenberg H que tem no conjunto {[¢"p™]; m,n € N} sua
base linear. De fato, se tomarmos um elemento [z] € A(X)/Z, da forma
xr = ¢"p™, usamos a representacao de Schrodinger, descrita apds a defini¢ao

2.8, para obter a igualdade

P (@) = (5" f(x)), onde f € D(R)

dx
min{m,n}
= Y () (Z) (T) pla"p" ) f (),

que pode ser verificada através de inducao dupla, para reescrever o produto

x*x como combinacao linear dos elementos basicos:

* m _2n_m minimzn) N\a | 2n m 2n—a, 2m—a
e =ptgpt = Y (i)l gt

a—0 a a

Assim, para definirmos um funcional positivo w é preciso determinar
condigoes sobre o valor assumido pela aplicagao em cada um dos termos
componentes do somatério acima, dificuldade que cresce vertiginosamente se
tomarmos elementos da dlgebra que sao combinagoes lineares de um nimero
elevado de elementos basicos.

Mas, podemos construir uma sx-representacao para a algebra de
Heisenberg desde que tomemos a dlgebra gerada por {a} mdédulo CCR -
modulo a relagao aa™ — a*a — 1 = 0 - e seja dada uma *-representacao p
desta dlgebra em um espaco pré-Hilbert V' do qual podemos extrair um

vetor nao-nulo v, tal que
pla)ibo = 0.

Nosso primeiro passo nesta construcao serd obter um conjunto de
vetores ortonormais em V. Entao, mostraremos que a restricao de p ao
subespago V7, gerado por esses vetores, é uma x-representagao irredutivel

de H em Vj. Passemos aos detalhes. Inicialmente, vamos definir os vetores

Py = P(G*WO ey = p(fl*)iﬁk*l-
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Faremos uso dos seguintes resultados:

i)

ii)

iii)

U = p(a*)*,, para k =1,2,3,... .

Com esse resultado, podemos ver que
p(a*)hg = gy, para k=0,1,2, ...

p(a)r, = Apg_1, onde A, é um nimero complexo e k =1,2,3, ... .

Por inducao, temos que a sentenca é verdadeira para k = 1, com A\ = 1

porque p(a)y = pa)p(a®), = pla*)p(a)y + ¥ = 9,; supondo
verdadeiro que p(a)yy_1 = A\p_1¥k_2, para k > 2, onde \;_; é um

nimero complexo, temos

pla)br = pla)p(a”)r—1
=" pla”)p(a)ir—1 + Y-
= pla”)(A—1)Vr—2 + Yr
= Meap(a®)Yr—o +r
= Ae1¥k-1+ Yr

= (M—1+ Dtg_1, como queriamos.

Assim temos
/\k_1+1:/\ke/\1=1,

portanto, A\, = k. Esse fato, juntamente com o resultado acima nos
da que
p(a)wk = k’wk,b k= 1, 2,3, oo .

Y # 0, para todo k= 1,2, ... .
De fato,

[ w [I? = (p(a) b1, pla”)r-1) = (Yi-1, pla) pla”)r-1)
= (Ur-1,p(@)p(@) 1)+ || i |
(Wr—1, pla”) (k= Do)+ || pr |17
= (k= D@1, ve)+ | Pr |I?
= k| v_1 ||* repetindo k — 1 vezes esse resultado, vem

= kU |7

[p(a), p(a*)'] = lp(a*)'™!, para I = 1,2,3, ..., onde definimos p(a*)? =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210283/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0210283/CA

Teoremas de Rendall e a Unicidade do Produto Interno em
Representagoes de Algebras 44

Por inducao, temos que o resultado acima ¢é verdadeiro para [ = 1
porque [p(a), p(a*)] = 1 (CCR); supondo, por hipétese de indugao,
que para [ > 2 é verdadeiro que [p(a), p(a*)"'] = (I — 1)p(a*)" ",

temos:

p(a), p(a®)] = pla)p(a®)’ — p(a”)' pla
= [L+ p(a”)p(a)]p(a®)" = p(a”)'p(a)
= p(a)™" + pla)[p(a)p(a) "] = p(a®)'pla
= p(a) ™ + p(a)[(l = Dp(a”) 7 + p(a®) ' p(a)] = p(a*)' pla)
= p(a”) ™ + (= 1)p(a)"” +p(a)p(a)—p(a*)lp(a)
= lp

*

a

s

~—  —
~—

l_l e
a*)"", como querfamos.

—~

Como estamos interessados na determinagao de um conjunto de

vetores ortonormais de V, tomemos 9, com norma igual a 1 e fagamos
Yr = \/Lﬁz/)k, para k=0,1,2,... .

v) (g, 1) = 0 para todos os nimeros k # [, com k,l € {0,1,2,...}.
De fato,

(s 01) = (wm)

(p(a*)" o, pla”) 1)

= (0, (0)" pla”) )

= (o, p(a)" pla)p(a’)'45o)

<wo,p< ) ip(a®) ™" + pla®) pla)s)
<wo,p<a>k‘1p<a*>l‘1wo>

== %\ W\ 3-3-

Se k > [, repetimos o processo acima [ — 1 vezes para obtermos

(or, 1) = \/——(%7 pla) ,) =0

Se k < [, farifamos

(oo 1) = ﬁwo,p(aﬁp(a*)%)

vi) A restrigao p|v1 é uma *-representacgao irredutivel.
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De fato, suponhamos que existisse um subespaco W C V; invariante
nao trivial. Tomemos em W um vetor ¢ # 0, descrito pela combinacao
linear v = agipy + 11 + - -+ + apy, onde k é o maior indice para
o qual temos «; # 0; aplicando p(a) a esta igualdade, obtemos (ver

item (iz) acima):
pla)y = arthy + 20091 + ko g1

repetindo este processo (k — 1)-vezes, temos:

p(a)e = Klagy,

portanto, 1)y é um elemento de W, o que é uma contradi¢ao porque
aplicando toda a construcao acima descrita obteriamos todos os 1y,

ou seja, obterfamos que W = V.

Assim, tomando a definicao da algebra de Heisenberg a partir da
algebra gerada pelo conjunto {a} médulo CCR, apresentada apés o exemplo

1, temos que a *-representacao que p|v1 ¢é a x-algebra que procuramos, onde
ply, (@) or = VE + Lo e ply (a)pr = Vg1,

Porque
11 (@)n = plys (@) =t = ==
Plvy Yk = Ply NG k NG k+1
(k+1)!
= Tﬁpkﬂ
= VE+1lppn

1 k

p’vl(a)SOk = P‘Vl(a)mwk = mwm

 k/(E-1)!
= T@k—l
= \/E(Pk:—l
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