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4

Estrutura Légica do Topos

Neste capitulo, justificamos a adocao de um topos especifico como universo
de discurso para a definicdo de heuristicas e examinamos a estrutura légica do
topos adotado, com énfase no classificador de sub-objetos e nos objetos de niimeros

naturais e de nimeros racionais.

4.1

Escolha do Topos para a Especificacio de Heuristicas

4.1.1 Adotando um topos como universo de discurso. No capitulo Bl e nas
provas do apéndice [Al dois topoi diferentes sdo encontrados (embora um deles nao
seja explicitamente nomeado). A seguir, descrevemos ambos e discutimos sobre qual
deles deve ser adotado como o universo onde as heuristicas serao especificadas.
Basicamente, a diferenca consiste no modo como é especificado o rotulamento dos
noés da floresta de respostas de um problema: em um dos topos, a especificacao do
rotulamento nao faz parte do objeto, devendo ser dada por morfismos; no outro, os

objetos incluem informacao sobre o rotulamento dos nos.

4.1.2 ECF - o topos de estratégias de construcdo de florestas. Os objetos
de ECF sio funtores contravarianted] G : Proby” — Floresta que associam, a cada
problema P da categoria Proby, uma floresta G P sem qualquer tipo de rétulo, e que

associam, a cada reducao P @ pr , um homomorfismo de florestas GP' — GP.

1Como exposto no capitulo[, para cada subcategoria rarefeita e esquelética Proby de Prob tal
que o problema P; definido em B31¢é o objeto inicial de Proby, existem um topos ECFpyob, € um
topos ECFRpyob,. Neste capitulo, porém, omitiremos o subscrito Proby sempre que a categoria
Proby for arbitraria ou estiver definida pelo contexto.
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Os morfismos de ECF, como de praxe em categorias funtoriais, sdo transfor-

magoes naturais entre estes funtores.

4.1.3 ECFR - o topos de estratégias de construcio de florestas de respos-

tas. Os objetos de ECFR sao funtores contravariantes
S : Proby” — RFloresta

que associam, a cada problema P = ( D, R, p ) da categoria Proby, uma floresta SP
cujos nos sao rotulados por conjuntos de respostas contidos em R, e que associam,
a cada reducao P @ pr , um homomorfismo de florestas SP' — SP que concorda
com o : R' — R, como descrito em B.3.1

Os morfismos de ECFR sao transformagoes naturais entre estes funtores.

4.1.4 Florestas nao-rotuladas x florestas rotuladas. No capitulo B, em 26|
e no apéndice [Al vemos que o topos ECFR é isomorfo & categoria slice ECF | L,
onde L é o funtor definido em BZ4 Em outras palavras, cada funtor S : Probg’ —
RFloresta objeto de ECFR corresponde a um par ( G, \ ), com G um objeto
de ECF e \ um morfismo G - L em ECF. Neste par, G associa florestas nao-
rotuladas aos problemas (isomorfas as florestas escolhidas por S), e A cuida do

rotulamento dos noés das florestas de forma natural.

Destas consideragoes, segue-se que todo objeto de ECFR pode ser referenciado
na linguagem interna de ECF como um par { G, ) ), e todo morfismo S — S
de ECFR pode ser referenciado na linguagem interna de ECF como um termo
B : G — G’ satisfazendo certas condigoes relativas a A e \. Isto sera feito mais

adiante, na secao B4l

Além disso, a descricao de objetos especiais de ECF (terminal, classificador
de sub-objetos, etc.) é, de certa forma, mais simples do que a descri¢ao dos objetos
correspondentes de ECFR,, uma vez que, nesta tiltima, os objetos contém informacao
adicional sobre o rotulamento das florestas. Estes fatores nos fazem optar por usar a
logica interna de ECF para especificar heuristicas, ainda que, nas especificagoes (ver
B4, seja preciso incluir condiges adicionais referentes aos morfismos responsaveis

pelo rotulamento das florestas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi 54

4.2

Estrutura Légica do Topos ECF

4.2.1 ECF como um topos do tipo Setf. Uma classe de topoi bastante
estudada é a composta por categorias funtoriais da forma Set®, com C uma
categoria pequenaH. Uma subclasse especial é formada por categorias funtoriais do
tipo Set®, onde P é um conjunto parcialmente ordenado visto como uma categoria.

[9] descreve em detalhes a estrutura logica dos topoi desta classe.

No nosso caso, ECF ¢ isomorfo a um topos da forma Set¥, com P um conjunto

parcialmente ordenado. Para ver isto, lembre-se que
ECF 2 Floresta® "’
A categoria Floresta, por sua vez, é isomorfa ao topos
Set*”
onde w é a ordem total 0 <— 1 < 2 < ---. Isto faz com que
ECF = (Set“”)Prebs”
Como toda categoria da forma (AB)C ¢ isomorfa a A®*C) temos que
ECF 2 Set(“”*Proby’)

Como o produto de dois conjuntos parcialmente ordenados é um conjunto parcial-
mente ordenado, o topos acima é da forma Set?, com P um conjunto parcialmente

ordenado visto como categoria.

Esta visao de ECF considera cada objeto G do topos como um funtor
G : w” x Proby” — Set

que mapeia um par (k, P), com k € N e P um problema, em um conjunto G(k, P).

Este conjunto é composto pelos nés do k-ésimo nivel da floresta do problema P.

Um morfismo (k,P) — (k', P') no conjunto parcialmente ordenado w’ X

2Uma categoria pequena é aquela cuja colecio de objetos forma um conjunto. A categoria Set
de todos os conjuntos, por exemplo, ndo é uma categoria pequena.
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Probg’ visto como categoria significa que
k>Fk

e que existe uma reducao

P4 p

em Proby. (Note que o morfismo P — P’ em Probg’ corresponde a um morfismo

no sentido oposto em Proby.)

Para ver como a imagem deste morfismo via G corresponde a um homomor-
fismo de florestas, note que o morfismo (k, P) — (k', P') é mapeado por G em uma
funcao

f:G(k,P)— Gk, P)

tal que f mapeia cada n6 v do k-ésimo nivel da floresta de P no ancestral do nivel

k' do n6 imagem de v na floresta de P'.

No caso especial de um morfismo (k, P) — (k', P), com P fixo, f é a fungio
“ancestral do nivel £””; no caso especial de um morfismo (k, P) — (k, P'), com k fixo,
f & a restricao ao k-ésimo nivel do homomorfismo da floresta de P para o k-ésimo
nivel da floresta de P’.

O fato de que ECF é um topos da forma Set® facilita a construcio de
limites, colimites e objetos especiais, conforme descrito em [9]. Basicamente, limites
e colimites sao construidos “fibra a fibra”. Por exemplo, dados dois objetos G e H, o
objeto do produto G x H é o funtor que mapeia (k, P) no conjunto G(k, P) x H(k, P)
e que mapeia um morfismo no par composto pelas fun¢oes imagens do morfismo via
G e via H.

A seguir, para estudar a estrutura logica de ECF, descrevemos de forma

sucinta seu objeto terminal e seu classificador de sub-objetos.

Na descricao que se segue, consideramos que um objeto G' de ECF é um funtor
G : Proby’ — Floresta
que mapeia um problema P em uma floresta GP, e ndo um funtor
G : w” x Proby’ — Set

que mapeia um par (k, P) no conjunto de nés do nivel k£ da floresta associada a P.
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Como visto acima, estas duas visdes correspondem as categorias isomorfas

(Setw"P ) Probg?

Set (w°? xProbg”)

Por um lado, existem maneiras canonicas de obter as construgoes importantes
de um topos da forma Set®:; por outro lado, parece-nos mais intuitivo pensar
em funtores que associam florestas a problemas do que em funtores que associam
conjuntos a pares compostos de um natural e um problema. O isomorfismo acima
nos garante que as duas visoes podem ser usadas alternadamente, conforme a

conveniéncia.

4.2.2 Objeto terminal. Em qualquer categoria, um objeto 1 é dito terminal se,

dado qualquer objeto A da categoria, existe um tinico morfismo A 2,

O funtor 1 : Proby® — Floresta que mapeia cada problema P na floresta

composta por uma unica arvore linear infinita A

(e, forgosamente, cada redugdo P T p' no homomorfismo identidade id 4) €0
objeto terminal de ECF.

4.2.3 Sub-objetos e morfismos caracteristicos. Em teoria dos conjuntos, dado
um universo U de elementos, temos que um conjunto A C U pode ser definido através

da fungdo caracteristica x4 : U — {V, F'} definida como

V sexe A

xale) = F sexdg A

onde {V, F'} é o conjunto de valores-verdade.
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Em qualquer topos, algo anédlogo pode ser feito. A nocao de conjunto em
um universo é substituida pela nocao de sub-objeto de um objeto, o conjunto de
valores-verdade é substituido pelo objeto €2 de valores-verdade, e o papel da fun¢ao
caracteristica é desempenhado pelo morfismo caracteristico descrito na seguinte

definicao:

4.2.4 Definicdo: classificador de sub-objetos. O classificador de sub-objetos
de um topos é o par (€2, T), com © o objeto de valores-verdade e 1 % O 0 morfismo

true, satisfazendo a propriedade:

. f . .
Dado um sub-objeto A »— B, existe um tnico morfismo B =2 Q tal que o

diagrama abaixo é um pullback:

f

A——B

!l XA

1 —T> Q
Reciprocamente, dado um morfismo B 25 Q, existe um sub-objeto (inico a menos
de isomorfismo) C' 2 B tal que o diagrama abaixo é um pullback:

>L>B

)

—T>Q

Isto corresponde a situagao em teoria dos conjuntos, em que a definicao de um
conjunto equivale & definicao de sua func¢ao caracteristica.

O sub-objeto C %, B & chamado o niicleo (kernel) de g.

4.2.5 Sub-objetos em ECF. Um sub-objeto de um objeto G é um monomor-

h . , ~
fismo H »— () i.e., h é uma transformacdo natural onde todas as componentes
h <. ~
HP - GP sao imersoes de florestas.

3A rigor, um sub-objeto ¢ uma classe de equivaléncia de tais monomorfismos, mas, para
simplificar, cometeremos esta pequena imprecisdo aqui. Ver [9, p. 75].
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4.2.6 Definindo o classificador de sub-objetos de ECF. A seguir, apresenta-

mos as defini¢oes e a nota¢ao necessaria para descrever o classificador de sub-objetos
de ECF.

4.2.7 Conjuntos hereditarios de problemas. Um conjunto S de problemas de
Proby é dito hereditirio se e somente se para cada problema P € S, todos os

problemas de Prob, redutiveis a P também estao em S. Em simbolos:

VP € S :VP' € obj(Proby) : (
(3(r,0) € hom(Proby) : P’ ) P)y= PeS

4.2.8 Conjuntos hereditarios em w’. Analogamente, um conjunto S de natu-
rais (objetos de w®) é dito hereditario se e somente se para cada natural k£ € S,

todos os naturais &' com k£’ < k também estao em S.

4.2.9 Notacdo. A descricao do classificador de sub-objetos requer notacgao es-
pecial. A exemplo de [9], escreveremos [P) para o conjunto de todos os problemas
de Proby, redutiveis a P. Também escreveremos [P)* para o conjunto de todos os

subconjuntos hereditarios de [P). Em simbolos:

[P) = {P'|P — P em Proby}
[P)" = {S C[P)|S hereditario }

Dado um problema P, definiremos uma notacao concisa envolvendo os elemen-

tos de [P)* e os niveis da floresta associada a P pelo classificador de sub-objetos:

Considere a cardinalidade x do conjunto de problemas [P). Se « for um cardinal

finito, igual a um natural n, escolha uma func¢ao
f:A{L2,...,n} = [P)

Se « for infinito, tome um conjunto totalmente ordenado C' de mesma cardinalidade
que [P) e escolha uma fungao
f:C—|[P)
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O efeito da escolha de f é que agora podemos ordenar totalmente qualquer
conjunto de problemas em [P), herdando a ordem de {1,2,...,n} no primeiro caso,

ou de C' no segundo caso.

Para simplificar, vamos supor que a quantidade de problemas em [P) seja
enumerével.H Assim, qualquer subconjunto de [P) pode ser representado por uma

tupla (possivelmente infinita)
(t1,t,...)

onde cada componente t; é “—” ou “+”. O simbolo “—” na i-ésima posi¢ao da tupla
significa que o problema f(i) = P; ndo esta presente no subconjunto. O simbolo
“4+” na i-ésima posi¢ao da tupla significa que o problema f(i) = P; esta presente no

subconjunto.

Um elemento de [P)" (i.e., um subconjunto hereditario de [P)) pode, entao, ser
representado por uma tupla (possivelmente infinita) satisfazendo a seguinte condigao

para todo ;,t;:

Pi—)PjemProbO: (tj:“-i-”:}ti:“—i-”)

Como serd visto abaixo, cada né do nivel k£ da floresta 2(P) associada a P
pelo classificador de sub-objetos corresponde a um conjunto S de pares da forma

(k', P"), com k' < k, com P’ — P em Probg, com a propriedade

(k',P)eS =
Vn < k' :VQ com Q — P’ em Proby :
(n,Q) €8

i.e., trata-se de um conjunto hereditario nas duas componentes dos pares.

Um conjunto S deste tipo (e 0 né v do nivel k£ de Q(P) que S representa)

também sera denotado por uma tupla (possivelmente infinita)

(t1,t,...)

mas, desta vez, cada componente ¢; é ou o simbolo “—” ou um natural ¥’ menor ou

»”

igual a k. O simbolo “—” na posi¢ao ¢; significa que nao existe, em S, nenhum par
com segunda componente P;. O valor £’ na posi¢ao t; significa que S contém todos

os pares (n, P;) com n < k'. A condigao adicional para que a tupla represente um

4Caso [P) néo seja enumeréavel, ainda assim sera possivel aplicar a notagio descrita aqui, embora
os indices das componentes ¢; ndo possam mais ser nimeros naturais.

Que todo conjunto C' pode ser bem ordenado é o que afirma o lema de Zorn, um enunciado que
é equivalente ao axioma da escolha na teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel.
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conjunto heredit4rio nas duas componentes é: para todo t;,;

P, — P; em Prob, = (t; <t;)

Agora estamos prontos para descrever o classificador de sub-objetos.

4.2.10 Classificador de sub-objetos. O objeto de valores-verdade é um funtor

Q2 : Proby” — Floresta que mapeia cada problema P na seguinte floresta Q(P):

— O nivel 0 da floresta Q(P) é [P)*. Le., existe uma arvore em Q(P) para cada

conjunto hereditario de problemas redutiveis a P em Prob,.

— Dado um né v no nivel & da floresta Q(P), representamos v, segundo a notagao

descrita acima, pela tupla
v = (tl,tz, .. )

com t; = “—" ou t; um natural menor ou igual a k, para cada :.

Entdo, cada filho de v na floresta 2(P) serd da forma

v = (8,15, .. .)
onde, para cada ¢,
] =1 set; <kout;,="“="
| e{k,k+1} set;=k

Dado um morfismo P =% P’ em Proby, sabe-se que [P) C [P'). A imagem

de (7,0) via 2 & 0 homomorfismo de florestas Q(7, o) tal que cada no6
v = (t], 15, .. .)

da floresta Q(P') é mapeado por (7,0) no n6 de Q(P) representado pela projecao

de v’ sobre as componentes ¢, que correspondem a problemas P; € [P). Ou seja,

Qr,0) (V") = (ta, tio, tis, - - -)

com

{Pi1, P, P, ...} = [P)N[P")

respeitando a mesma ordenagao de [P’).
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O morfismo T : 1 — Q é a transformacao natural cuja componente relativa

a cada problema P ¢ o homomorfismo que mapeia a floresta (linear) 1P no ramo

infinito
(0,0,0,...)
|
(1,1,1,...)
|
(2,2,2,...)

da floresta Q(P).

Para todo problema P, a componente correspondente da transformagao natural
1 :1— Q leva 1P no ramo infinito

da floresta Q(P). Este é o valor-verdade “falso” de €.

Constata-se também que o topos ECF possui outros valores-verdade além
de T e L. Cada um destes outros valores-verdade é uma transformacao natural
w: 1 = Q que escolhe um ramo infinito da floresta Q(P) de cada problema P.
Como cada floresta 2(P) possui uma quantidade infinita de ramos infinitos, existe
uma quantidade infinita destas transformagoes naturais. Logo, a logica interna de

ECF possui infinitos valores-verdade.

4.3

Exemplo

4.3.1 Fixando Proby. Para simplificar o exemplo do funcionamento do clas-

sificador de sub-objetos descrito acima, tomaremos Prob, como sendo a seguinte
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categoria finita de problemas:

/\
/\/

Esta categoria Proby é um cong'unto parcialmente ordenado visto como

categoria, e possui um objeto inicial P |

4.3.2 O classificador de sub-objetos. Construiremos agora o classificador de
sub-objetos de ECFp.on, para a Probg acima. Os conjuntos da forma [P), com os

elementos enumerados em ordem, sao:

[P)= {P}

[2) = {P, P}

[Ps) = {P, P, Ps}
[Py) = {P, i}
[P5): {Pl,PQ,P4,P5}

Q(P;) é a floresta abaixo, composta por 2 arvores. Cada né do nivel k é

representado por um valor menor ou igual a &, ou pelo simbolo

N\
BN

Uma observac¢ao curiosa: como apenas Py é redutivel a Pj, a floresta Q(P;)

SLembre-se (de B33H) que o objeto inicial de Probg é

= (b A9}
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nao contém informagao sobre qualquer outro problema. Por isso, a floresta Q(P;) é

isomorfa ao objeto de valores-verdade do topos Floresta.

Q(P,) é a floresta abaixo, composta por 3 arvores. Cada né do nivel k é
representado por um par onde cada componente ¢ um valor menor ou igual a k,

ou o simbolo “—”". A primeira componente refere-se a P;, a segunda a Ps.

1,—
1,— (2,-)

N

(1,-)
(== 0,-) 1,-)

(0,0)
(0,0) (1,0)\ :

(1,1)
N N
(0,0) (1,0) (2,0) (1,1)  (2,1) 2)
AN

) mapeia a reducao P, — P, de Proby no homomorfismo que leva um né
(t1,t2) de Q(P,) no noé t; do mesmo nivel em Q(P;).

(27

Y

Q(P;) é a floresta abaixo, composta por 4 arvores. Cada né do nivel k é

representado por uma tripla onde cada componente ¢ um valor menor ou igual

4

a k, ou o simbolo “—”. A primeira componente refere-se a P;, a segunda a P;, a

terceira a Ps.
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(0,0,-)
\\
(0,0,-) (1,0,-) (1,1,-)
| N
0,0,-) (1,0,—) (2,0,=) (1,1,-) (2,1,=) (2,2,-)
I IN N
(0,0,0)
(o,o,tn\m (LL1)

(0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) (1,1,0) 2,1, (2,2,0) (1,1,1) (2,1,1) (2,2, 1 (2,2,2)

TR TR R

() mapeia a reducao P, — P3 de Proby no homomorfismo que leva um né
(t1,t2,t3) de Q(Ps) no noé (t1,ts) do mesmo nivel em Q(P;).

Q(P,) é uma floresta isomorfa a Q(P,), com a diferenca de que a segunda

componente dos pares se refere a Py, e nao a Ps.

Q(Ps) é a floresta abaixo, composta por 5 arvores. Cada né do nivel k é
representado por uma quadrupla onde cada componente é um valor menor ou igual
a k, ou o simbolo “—”. A primeira componente refere-se a P;, a segunda a P;, a
terceira a P4, a quarta a Ps.
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(07017

(0,0,

(0701

(0’7

(O:_

(0’7

77)

_a_) (1507_5_) (1511_5_

-—)  (1,0,——-) (2,0,—,—) 1,1,—,— (2,1,—,— 2,2,—,—)
aOaf)

501_) x (11_51:_

50,7) 1,—,0, ) 2, ,0, ) 1, L= 2,—,1,— 72a7)

65
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(0,0,0,-)
(0,0,0,— (m (1,0,1,-) (1,1,1,—
(0,0,0,-)(1,0,0,-)(2,0,0,—) (1,1,0,-)(2,1,0,—) (2,2,0,-) (1, 0,1,—)<2 0,1,-) (2,02,5)  (LL1L,=)(2,1,1,-) (2,2,1,-)  (2,1,2,-)  (2,2,2,-)

CRTRR N,
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(0,0,0,0)

7

\

(0,0,0,0) (1,0,0,0) (1,1,0,0) (1,0,1,0) (1,1,1,0) ,1,1,1)
(0,0,0,0) (1,0,0,0)(2,0,0,0) (1,1,0,0)(2,1,0,0) (2,2,0,0) (1,0,1,0)(2,0,1,0) (2,0,2,0) (1,1,1,0)(2,2,1,0) (2,1,2,0) (2,2,2,0) (LLLU(W (2,2,2,2)

CRTTRCR TR TR, TR W,
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) mapeia a reducao P, — P5 de Proby no homomorfismo que leva um né
(t1,t9,t4,15) de Q(Ps) no no (t1,t3) do mesmo nivel em Q(P,).

() mapeia a reducao P, — P5 de Proby no homomorfismo que leva um noé
(tl,tg,t4,t5) de Q(P5) no nod (tl,t4) do mesmo nivel em Q(P4)

4.4

Classificando Sub-objetos

4.4.1 O significado dos nés da floresta Q(P). Dado um sub-objeto H de
um objeto G de ECF e um problema P, cada né v do nivel k£ da floresta GP
(independentemente de v estar ou nao presente em H P) serd mapeado por xy em

um n6 xg(v) do nivel k£ da floresta 2(P), como mostra a figura

o 7 L2 ® 1 (v)

HP — GP X, Q(P)

Este n6 xg(v) pode ser escrito como

xu () = (t1,ta, ...y ti,y...)

onde, conforme descrito na secdo anterior, existe uma componente t; para cada
problema P; redutivel a P em Prob,. Cada componente ¢; € ou o simbolo “—” ou

um natural menor ou igual a k.

Lembre-se que, para todo P; redutivel a P, G define um homomorfismo da

floresta G'P para a floresta G P;, como mostra a figur

®Em especial, para algum j, P; é o préprio P, o que faz com que a componente t; traga
informacao sobre o préprio né v.
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P PP HP, HP, --- HP,--- GP,GP, ---
P HP
Prob, Floresta

Seja um problema P; redutivel a P. A componente ¢; de x(v) traz informacao

sobre a imagem v; do né v na floresta G P;, como ilustrado abaixo:

P, *u’ ’.—”l‘

HP, GP,
TG(T,U)
p ‘ .XH(v):(...,ti,...) ‘
GP X7 Q(P)
Prob, Floresta

Mais precisamente, ¢; nos diz qual a situacdao da imagem v; de v em GP; em

relacao a subfloresta H P;, conforme descrito na tabela:

t; Situacgao de v;

Nem v; nem qualquer um de seus ancestrais esta presente
na floresta HP;

n | O ancestral mais proximo de v; que esta presente na floresta HP;

esta no nivel n (em particular, se n = k, este no é o proprio v;)

4.4.2 Exemplo. Neste exemplo, trabalharemos com a mesma categoria finita

Prob, de Repetimos abaixo o diagrama de Proby:

/\
/\/
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Suponha que o objeto G de ECF associe as seguintes florestas aos problemas

de Proby:

(Aqui, as florestas sdo mostradas nas mesmas posigoes relativas dos problemas
na figura acima. As letras que representam os nds servem para indicar os homomor-
fismos nos quais G mapeia as redugoes. Por exemplo, o n6 A de GP; é imagem do
n6 A de GP,, e assim por diante. Quando dois n6s de uma floresta sao mapeados
no mesmo né de outra floresta, o né imagem ¢é representado pelas duas letras que

representam os nos da pré-imagem. Assim, o n6 BC de GP; é imagem dos nés B e

C de GP,.)

Considere, agora, o sub-objeto H de G que associa as seguintes florestas aos

problemas de Proby:

/\
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I\
|

b N
A
/
,L
» N »
A z

71

(Note que HP; é uma floresta composta por um tnico no, e que HPs é a

floresta vazia.)

Examinaremos como ymy mapeia os noés de cada uma das florestas GP;,

i€{1,2,3,4,5).

443 P;. Como P; éobjeto inicial de Probg, a imagem de GP; via xgy depende

apenas do proprio P;.

A A I

/N /N

BC D BC D
F

E E

HP, — GP, X,

444 P,. Para P,, a acao de xyg é como ilustrado abaixo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi

0,0)

(1,0)

xu(GPy)

xu(GPs)

A A 1 (
1‘9 T ¢ .1
b b 2,2)
HP, GP, X5,
4.45 P;. Para P;, os nés de GP;3 sao mapeados por xg do seguinte modo:
A A 1
T (1,1,0)
£ (2,2, 0)
HP; GP; X5,
446 P,. A acdo de xgy sobre os nés de GP, é a seguinte:
A A 1
C B C" J (1,0)
E
HP, — GP, RN

4.4.7 Ps.

Finalmente, para Ps, temos a seguinte situacao:

72
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(%] A (0: ana _)
B C (1,15(),_) (150,15_)
HP, — GP; XA, xu(GPs)

4.5

Ndmeros Naturais no Topos

4.5.1 Definicdo: objeto de niimeros naturais. O NNO - objeto de nimeros
naturais de um topos é uma tripla ( N,s,0 ), com N um objeto, 0 um morfismo

0 . . . .
1 — N, e s um morfismo N — N, satisfazendo a seguinte propriedade universal:

Para todo objeto A com morfismos
154154
existe exatamente um morfismo h : A — N tal que

0
1/

N—=N
b

h h

A—f>A

comuta. Isto equivale a dizer que h pode ser definida por recursao simples a partir

hoO==x
hos=foh

de x e f, pois

4.5.2 A ordem total “<” em um NNO. Em todo topos contendo um NNO N,
é possivel definir um predicado “<” sobre N x N correspondendo & relacao “menor
ou igual” entre os naturais. Para isto, precisamos do principio da recursao primitiva,

que é uma consequéncia da propriedade universal do NNO ([I3], p. 222|):
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Para todo objeto A com morfismos

T

1— A

Ax N -5 4

existe exatamente um morfismo h : N — A tal que os dois diagramas

},N N———N
1\ h (h,idN)l ln

comutam. Isto equivale a dizer que h pode ser definida por recursao primitiva a

partir de x e f, pois
hoO=2z
hos= fo{h,idy)

Agora, define-se a relagdo < do seguinte modo (|3, p. 224]).

— O objeto A é PN,

O morfismo 1 == PN ¢ o dado pelo termo {{ x, @ )};

~ O morfismo PN x N -1 PN ¢ dado pelo termo

{{{u,n),ud{n}) | (u,n) € PN x N}

— Pelo principio da recursao primitiva, obtemos um tnico morfismo

N - PN

tal que, dadon € N
h(0)= @
h(sn) = h(n)U{n}
— Entdo, definimos m < n como abreviatura de m € h(n);

— Finalmente, definimos m < n como abreviatura de m <n V m =n.

A definicao do predicado “<” é 1til, no nosso caso, para permitir a comparacao

entre as notas de diferentes nés de uma floresta, como veremos no préximo capitulo.
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4.5.3 QOperacoes sobre os naturais. Além da ordem “<”, definimos de maneira

usual (ver [I3]) as operagoes “+” e “-” de adi¢ao e multiplicacdo entre os naturais.

4.5.4 O NNO de ECF. Como todo topos da forma Set®, ECF tem um NNO
( N,s,0). Em qualquer categoria da forma Set®, o NNO é dado pelo funtor

N :C — Set

que mapeia cada objeto ¢ de C no conjunto N, e cada morfismo ¢ — ¢ de C na

funcao identidade idy.

O morfismo 0 : 1 — N ¢é a transformagao natural cuja componente 0. relativa
ao objeto ¢ de C é a funcao
0c:{x} =- N
* = 0

O morfismo s : N — N é a transformacao natural cuja componente s, relativa

ao objeto ¢ de C é a funcao

s N — N
n — n+l

No nosso topos especifico, N é o funtor que associa a cada problema P uma
floresta consistindo de uma quantidade infinita (enumeréavel) de arvores lineares

infinitas. Ou seja, para cada P, a floresta NP tem a forma

— O —O—O
C— e — = =
— N/ DN — N

O morfismo 1 - N & a transformacado natural que, para cada problema,

escolhe a arvore linear

O morfismo N —— N ¢ a transformacio natural que, para cada problema,
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mapeia cada arvore linear

na arvore linear

n+1 n+1 n+l——m---

4.6

Niameros Racionais no Topos

4.6.1 Construcao dos inteiros. Em todo topos com objeto de nimeros naturais,
é possivel definir o objeto Z dos nimeros inteiros (negativos e positivos) da maneira

usual, como em [33]. Z é definido no topos como o coproduto

N+{neN|0<n}

4.6.2 Construcdo dos racionais. Agora o objeto () dos racionais pode ser defi-
nido, também da maneira usual (|33]), como um conjunto de classes de equivaléncia
de pares (m,n) com n # 0. A ordem “<” e as operacoes “+” e “” também sao

definidas como de costume.

4.7

Conclusdes do Capitulo

4.7.1 Resumo. Este capitulo apresentou a escolha do topos ECF para a especi-
ficacao das heuristicas e examinou o objeto inicial, o classificador de sub-objetos e

os objetos de niimeros naturais e de nimeros racionais de ECF.

O objeto de valores-verdade (2 desempenha papel fundamental na logica
interna do topos. No proximo capitulo, utilizaremos €2, seus valores-verdade e seus
sub-objetos para especificar diversas propriedades de interesse dos funtores G e seus
sub-objetos H — @G.

O objeto de ntmeros naturais também sera tutil no proximo capitulo, na

medida em que torna possivel a defini¢ao, por recursao, de morfismos e objetos
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que participarao da especificacdo de heuristicas.

O objeto de ntimeros racionais nos permitira trabalhar com estratégias de busca
estocasticas, onde as probabilidades associadas aos estagios da busca sao valores

racionais entre 0 e 1.
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