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Apéndice A
Analise de Singularidades nos Termos Presentes na
Modelagem da Abertura

Ao calcularem-se os elementos da matriz C para a cavidade via equagao

(3.29 c), deve-se notar a possivel presenga de singularidades no integrando da

fungéo integral. Isto ocorre quando o ponto de observagéo esta localizado na

regiao da fonte.

Neste apéndice cada integrando sera investigado a fim de determinar se

ha realmente a singularidade, e no caso afirmativo, um artificio numérico sera

utilizado.

Reescrevendo aqui equagéo (4.38):

o E\’[

rr dS'+—DJ.J‘DEM rr)dS' (4.38)

Onde chamaremos de H," (M) e H,~ (M) as seguintes equacgdes (A.1 a)

e (A.1b):

EA[ ——

rr dS' (A.1a)

1

.1 _—D”D 2 (6. 7)ds' (A1 b)
2mu

- jk.R

Sabendo-se que G(;,;') =

_ —_/kR
" (v)=- J‘”‘g ”M ds' (A.2 a)
J— —_/kR
. r)=-L o j I ds' (A2 b)
2mu
onde
R:‘;—;' :[(x—x')2 +(y—y')2+z2]% (A.3)

A medida que x-x e y- y,0 integrando da equacdo (A.2)

nitidamente singular. Primeiramente, analisando a equagao (A.2 a),

conveniente reescrever-se como:

, € substituindo na equacao (A.1) tem-se:

é
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H W (M)=1,+1, (A4)

onde
. I\ kR g

h= _J;)zj ISI M (r) 61; -M (r'livi}”::,z BIIE @ Asa)
e [—[- 1

h=- J;); {M (r']ii}”:::f;:, ﬁ R dS} (AP

Deste modo, o integrando em |, ndo é mais singular.Falta solucionar agora
o problema da singularidade em |,. Reescrevendo (A.5 b) de maneira a destacar
a singularidade tem-se:

12 = _]a)sr |:M(;'1A
2” y'

D'J (A.6)

X
Y medio

onde
L ge A
I LIRdS (A.7)

A integral (A.7) é realizada em S’, de acordo com a malha projetada para a
abertura em quadrilateros, como pode ser observado pela figura 4.5.

Assim, a equacgao (A.7) pode ser determinada por:
y2x'=al2y'+b12

1= 1

vl x'=a43y' \/(x'—x)2(y'—y

- dx'dy' (A.7 a)

Chamando x"=(x'-x) e sabendo que I%:ln (x+\/x2+a2) e
X" +a

substituindo em (A.7 a):

y2x"=al2y'+b12+x

re]

2
vyl x"=a43y'+x x” +(y'_y

=dx"dy' (A.7 b)

Com isso, I'; pode ser determinado por:

1'2 =1 —?'2 (A8)

onde

— y2
b= J.ln |:(a12y'+b12 _x)+ \/(alzy'+b12 _x)2 + (y'_y)2 :|dy' (A-8 a)
yl

I = yfln [(a43y'—X)+ \/ (a,y=x) +('-») }dy' (A.8b)

Concentrando-se no calculo de (A.8 a) percebe-se a presenga de

singularidades quando y - y'. Assim:
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lvim[(alzy""blz - x) + \/(alzy'+b12 - x)2 + (y'_y')2 :| -

(y — )2 (A.9)

(alzy +by, — x) |a12y *hy —x| 2m

E de acordo com esta equagdo (A.9) deve-se analisar as diversas
possibilidades na determinacéo de (A.8 a):

a,#0

x> alZy +b12

I, = yfln [(auy'+b12 —x)+\/(a12y'+b12 —x)2 + (y'—y)2 } —ln( (y'—y)2 de'+

2|_ a,y'=b, + x|

V2 V2
2J.1n |y'—y| dy'—J.ln (2|— a,y'-b, +x|) dy

y1 1

(A.10 a)

x< alZy +b12

2
I = J.ll’l |:(a12y'+b12 _x)+\/(a12y'+b12 _x)2 +(y'_y)2 :|dy' (A.10b)
y1

x:a12y+b12
y>yl e y>y2

I =1n[ ya, +1- lzj v2-y1)+ (2= y)n (y2-5])+ (A.10 c)

y=y1)n (y - y1)-(v2-»1)

y<yl e y<y2

1= ln[11a122 +1 +a12J (y2 —y1)+

(A.10 d)
(2= y)in (y2-2)+ (=31 (v = 1)~ (2= 1)

yi<y<y2

7'2 :ln[\/a122 +1 _alzj (y_y1)+ln[\/a122 +1 +a12j (y2_y)+

(A.10e)
(2= y)in (y2-2)+( -y (v=31)-(v2- 1)

a,=0
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b,#0

Ih= yfln [(blz —x)+y(b, —x) + (-} }dy' (A.11)

Concentrando-se no calculo de (A.11 a) percebe-se a presenga de

singularidades quando y - y'. Assim:

timf (3, =)+ flo —<F + (0¥ |=

l(y'_J"y
2 |b12 —x|

(A.12)

(blz _x)+|b12 _x| +

blZ <0

7= [in (=)l = + () | (a132)

blZ >0

7= fin 6.2 b =T+ 0T |- [

b=y "
2 |—b12 +x|
(A.13 b)

V2 V2
2J.1n |y'—y| dy'—J.ln (2|—b12 + x|) ay'
vl vl

x=b,

2
Ih= 2].111 |y'—y| dy' (A.13 c)
ol

Analogamente, na determinagdo de (A.8 b) percebe-se a presenga de

singularidades quando y - y'. Assim:

}iin[(%y'—x) e laf + () } i

Y
o )+l yoof+ 10T
43 43 2 ‘a“y'_x‘

(A.14)

E de acordo com esta equagdao (A.14) deve-se analisar as diversas
possibilidades na determinacéo de (A.8 b):

a, 0

>
x a41y
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7‘2 = Tln [(a“y'—x)+ \/(a“y'—x)z + (y'—y)2 } —In [dey%
(A.15a)

_ '
! 2‘ a.y +x‘

V2 V2
2J.1n |y'—y| dy'—J.ln (2‘— a“y'+x‘) ay'
vl vl

<
x a41y

?‘2 = Tln [(a“y'—x)+ \/(a“y'—x)z + (y'—y)2 }dy' (A.15b)

x - a41y

y>yl e y>y2

I =ln[ a;+1—a41J(y2—y1)+(y2—y)ln 0y2—y|)+

(A15¢)
y=yl)In (y - y1)=(y2- 1)
y<yl e y<y2
7':1[ 1+ J2—1+
e a,)02-n) (A.15 d)

(v2-)in (2= 3))+ (- y1)in (v = 1) - (v2- 1)

yi<y<y2

Pzl fa e oo en(fa e Jo2en)e

(2-y)in (y2-2)+( -y (v = »1)-(v2- 1)

a =0
43

x#z0
T = p ()T + 0T Ja ate)

Observando a equagao (A.16) deve-se notar as possiveis singularidades
respectivas a fungéo logaritmo, e isto ocorre quando y — y'. Assim:
1,im[(— x)+y(=x) +(r-pf } =
Yoy
_ 1)
(- x)+|-4f 1 (-y)

+—_ 7/

2 |

(A17)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210395-CA


PUC-RiIo - Certifica¢éo Digital N° 0210395-CA

Apéndice A

Analise de Singularidades nos Termos Presentes na Modelagem da Abertura 77
x>0
- _7 (r=yy
I =|In [(— x)+ (— x)2 +(y'—y)2 } —In m dy'+
. X
. (A.18 a)

2 V2
2J.1n |y'—y| dy'—J.ln (2|+ x|) ay'
vl vl

x<0

o= i [+ + 0= o a181)

x=0
Ju— y2
I =2J.1n |y'—y| dy' (A.18 c)
vl
Feito isso, a solugéo da equagéao (A.2 a) é determinada por:
—ext — _ ]0_)5 v B - 1 '

o
(A.19)

y=ymed R

x=xmed D1_:| dS'+M

Examinando a equacéo (A. 2 b), faz-se necessario encontrar 0'M :

——24

M=Ww"xz
1+5,€ I (c+de)i+s,e] . (A.20)

2 (c+SEa')2 +c" 2\l(c+SEa')2 +c'"?

onde W' = (1+sz)(5z .S, 5) (c+dé)i+c'y
h 2 (C"‘dS{)2+c'2

Assim:
_ M
D'W — aMA + a y
Ox dy

12
— SEC

) 211(0 +SEa')2 +c" (c'b +dy —da')

[d(1+5,)+5,(c +de)(ch + dx - da)
2,/(0 + SEa’)2 +c"” (c'b +dy - a’a')2

Definido O/ , chamaremos ID'W(;')G(;,;')dS' de GMJ(x,y) a fim de

+  (A21)

facilitar o estudo.
Substituindo em (A. 2 b), pode-se determinar a solugdo desta equagao da

mesma maneira que a solugéo de (A. 1b) foi encontrada.
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Desta forma, os elementos da matriz C, C;, s&o dadas por:

==

Co=Cy+Cy (A22)
onde C; refere-sea H,” (M) e C,, a H.""(M).

C; J.M 2 (M,)ds' (A23 a)

j j M, ds+ 1, ()

Ja E € determinada por:

Cy=H." (M)

J

”M ds' (A.23 b)

ponto médio ponto médio

e

Cy = O[M,GMJI(x.y)dS (A.242)
MI

= | {M OGMI(x,) 37, OCGMI(x.y )}dxdy (A.24 b)
i, 0x oy

Integrando por partes:

y3
x=al2 ymedio+b12

J. ’_fo GMJ(x, y )-‘x=a43ymedio+b43 dy -

v4
y3 x=al2ymedio+b12 aﬁ aﬁ
ix y
—+—" | GMJ(x, y) dxdy +
Ox
y4x=ad3ymedio+b43
. max(x3,x4) - Tr=—"ba3| _ 5
C. = MyGMJI(x,y) |, P77 du+
e RALAGIID Py
min(x3,x4) ad3>0 ii_z
a43<0
min(x1,x2) — T 4
R =y
M yGMJ(x,y) | dx +
max(x3,x4)
max(xl,x2) - 'yz%—blz p=y2
MinMJ(x’ y) y=;1 = 12 dx
min(x1,x2) y_alz

al2<0
al2>0
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