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ANEXO A
LEI DE CONTATO DE HERTZ

A primeira tentativa de se incorporar uma teoria de identacao local foi
baseada em um esquema sugerido por Hertz que percebeu o contato entre dois
corpos como um problema equivalente em eletrostatica (Goldsmith, 1960). O uso
da lei de Hertz, além do limite da sua validade, tem sido justificado pois, esta
consegue prever de forma acurada a maioria dos pardmetros de impacto que

podem ser verificados experimentalmente (Goldsmith, 1960).

Derivagao da Lei de Contato de Hertz (Goldsmith, 1960):

Equacdes das duas superficies inicialmente no ponto 0 (como pode ser visto na

figura A.1):

Zi=AX2+B Y+ CXY: ., Z=AXZA+BY A+ G XY (Al

Através da rotagdo dos eixos x;-y; 0s termos X;y; podem ser eliminados da

equacao acima.

Figura A.1 — Coordenadas das duas superficies inicialmente no ponto 0.
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A distancia d que separa a superficie ndo deformada ao longo de uma linha

paralela ao eixo z é:

d=7,+7Z,=AX*+BY? (A.2)

As constantes A e B sdo relacionadas ao raio principal de curvatura R, e

R_1 paraocorpole R, ¢ R_2 para o corpo 2 pelas seguintes equagdes:

11 1
2B+ A)=—F—t—+— A3
( ) PR (A.3)

P 2 1/2
2 B-dy=|| oL L Lo R | as
Rl R1 Rz Rz Rl Rl RZ Rz

B ¢ o angulo formado pelos dois planos normais contendo as duas curvaturas 1/R;

e 1/R,, respectivamente. Este angulo pode ser eliminado pela substituigdo de um

angulo auxiliar 6, definido como cosé = 0 que permite escrever a

expressao anterior como:

2 dcossec’ L0 =2Bsec’ Lo =y Ly Ly L (A.5)
2 2" R R R R,

Quando uma forga F ¢ aplicada aos dois corpos ao longo do eixo z uma
pequena se¢do da superficie de cada corpo na vizinhanca do ponto de contato se
deformara em uma figura de plano localizada no plano x-y. As regides de contato

e separacao das superficies sao distinguidas pela seguinte relacao:
Wi+ W,=a-AX*-BY’e W, + W,> o - AX* - BY? (A.6)
onde, W; e W, denotam os deslocamentos de dois corpos na dire¢do z. O termo o

¢ o valor de W; + W, ao longo do eixo z e representa a compressdo relativa

maxima dos corpos.
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Uma adaptacdo da teoria da elasticidade para o deslocamento devido a
uma forga concentrada num corpo semi-infinito para o deslocamento W no plano

z=0leva a:

1-u? dxd dxd
o G
onde O = l;f,uz
T

Substituindo a equagdo A.7 na equacdo A.6 temos:

- 1=
W+ W, =a—AX* - By =| A 24 i pdcdy
Erx E,x s

=[5, +5,1[ pd:dy (A.8)

onde a pressao p desconhecida deve ser deduzida.

A tens3o de compressao ou distribui¢do de pressdo serd assumida na forma de
um potencial o qual deve satisfazer as seguintes condi¢gdes de equilibrio dos dois

corpos (Goldsmith, 1960):

a) A forca F aplicada total deve ser igual a forca total resistida pela
componente vertical da pressdo dentro da area de contato, ou
F= ” pzdxdy .

b) No interior de cada corpo, fora da regido de contato, os deslocamentos sdo
governados pela equagdo com os termos da aceleracdo igualados a zero.
As tensdes decrescem rapidamente com o incremento da distdncia em
relacdo a area de contato.

¢) Os componentes de deslocamento desaparecem no infinito. Na pratica tais
deslocamentos podem ser desprezados em grandes distancias da area de

contato quando comparadas as suas dimensoes.
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d) Ao longo da superficie dos corpos: (1) as tensdes de cisalhamento 1y, € Ty,
devem desaparecer; (2) as tensdes normais fora da regido de contato
devem desaparecer, ¢ (3) as tensdes normais agindo nos dois corpos

devem ser balanceadas dentro da area de contato.
A equacdo 4.9 sugere que a forma da pressdo potencial seja uma funcao

quadratica de x e y. As condigdes a e d sdo satisfeitas pela escolha de um

potencial que resulte de uma elipsoéide de densidade p e formato dado por:
e+ =1 (A9)

no plano z= 0.

A distribuicdo da pressdo na area de contato ¢ dada por:

x2 y2
p:2p6‘1 l—a—z—b—z (AIO)

A forma apropriada do potencial ¢ entdo dada por:

1_ x2 B y2
dxd K a’ + b* +
[[#=25 = 2(peyab | : o 2 S gz (A.11)
s @ + )" +£)¢]
onde v ¢ a raiz positiva da equacao:
x2 y2 ZZ
> + +—=1 (A.12)

quando o potencial ¢ aplicado fora da regido de contato, ¢ v = 0 dentro do
dominio.

Das equagdes A.10 a A.12, € possivel deduzir as seguintes expressoes:
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p=t (1—x—2—y—2J (A.13)

2 2

X Y

e a-Ax-Byt= [5 +5]Fj a’+g B té dé (A.14)
2 \[(@® + )b +E)E]

Para se assegurar a aplicabilidade da equacdo acima, os coeficientes dos

termos semelhantes devem ser igualados:

3 ? dé
= F[5, +5, A15
Tyt ]IJ(a +E)B +E)E] —
F[5, +5,] j (A.16)
) l@® +&)’ (b2+5>5]
5 +6,] j de (A.17)
2yl(@® + &) +&)* €]
Substituindo k= a/be E = % nas equacdes acima:
a
o= F[5, +5]j do (A.18)
4 [(1+E)K +E)E]
a=7- [5 5]j do =2 [5 + 8,14, <k >] (A.19)
0+ e G +Ha 4
dE _3F s :
B=7- Lo+ 5]j = 1o+ alig, <k>] (A20)

D[+ Ok +E) ]

Dividindo as duas equagdes anteriores:
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_[4 <k>]

A/B =
(4, <k >]

(A21)

mostrando assim que k, ou de outra forma, a excentricidade da elipse

e= \/1—%_2 ¢ fungdo apenas da razdo A/B. ¢, ¢ ¢, podem ser calculados por

polinomiais de Lagrange. As dimensdes de contato da elipse podem entdo ser

expressas por:
g 3F(5,+6,) . beg.: 3F(5,+6,) (4.22)
4(A+B) 4(A+ B)

9.

onde g, = (¢, +¢52)1/3 €4, =

=

Assim, uma combinagdo das equacdes A.18 e A.22 resulta na lei de

contato de Hertz:

F=k,a®” (A.23)

4 q3/2
36, +6)J(A+B) 4
3

onde k, = =

p
] 7 T35, 40, (A+ B)
[+ E)E +E)E]

(A.24)

A pressdo maxima ocorre no centro da elipse e pode ser calculada a partir

da seguinte equagao:
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P, =—— (A.25)

A lei de contato de Hertz pode ser usada diretamente para se determinar o
impacto em corpos elasticos quando as vibragdes produzidas por colisdes podem
ser desprezadas. Através da segunda Lei de Newton, a for¢ca de impacto que age

nos corpos em impacto ¢ dada por:

F=-mw,=-mw, =———¢& (A.26)
m, +m,

onded =w, + W, |x=0
»=0

Substituindo a equacdo de contato de Hertz na equagdo anterior e

integrando com as seguintes condigdes iniciais & =v,,a =0:

. . m, +m
a=—k,a ou d&=-kka’? comk =——=
m, +m, m,m,

(A.27)

e %(0’52 —voz)z—%klkzam (A.28)

onde v, ¢ a velocidade inicial. A compressdo maxima ¢, ocorre no instante de

velocidade inicial zero & = 0, e conseqiientemente:

5 2 2/5
a, =2 (A.29)
4k k,
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ANEXO B

CURVAS CARGA X DEFLEXAO E TENSAO DE FLEXAO X
DEFLEXAO
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jura B.1 — carga x deflexdo e tenséo de flexdo x deflexdo do CPO.
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Figura B.2 — Carga x deflex&o e tenséo de flexdo x deflexdo do CPB8C.
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Carga x Deflexao
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Figura B.3 - Carga x deflexdo e tenséo de flexdo x deflexdo do CPB8T
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ura B.4 — Carga x deflexao e tenséo de flexdo x deflexdo do CPB14C.
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Figura B.5 — Carga x deflex&o e tensdo de flexdo x deflexdo do CPB14T.
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Carga x Deflexao Tenséo de flexdo x Deflexido
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Figura B.6 — Carga x deflex&o e tensao de flexdo x deflexdo do CPB8C (1° série).
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ura B.7 — Carga x deflexdo e tens3o de flexdo x deflexdo do CPB8T (1° série).
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Figura B.8 — Carga x deflexdo e tensao de flexdo x deflexdo do CPB14C (1° serie).
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Figura B.9 — Carga x deflex&o e tensao de flexdo x deflexdo do CPB14T (1° serie).
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ura B.10 — Carga x deflex&o e tenséo de flexdo x deflexdo do CPB8C (2° serie)
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Figura B.11 — Carga x deflex&o e tensédo de flexao x deflexdo do CPB8T (2° serie)
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Carga x Deflexao
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Figura B.12 — Carga x deflexdo e tens&o de flexdo x deflexdo do CPB14C (2° serie)
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ura B.13 — Carga x deflex&o e tensao de flexdo x deflexdo do CPB14T (2° serie)
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Figura B.14 — Carga x deflexado e tenséo de flexdo x deflexdo do CPBAS.
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Carga x Deflexao
Tensao de flexdo x Deflexao

0.7 -
06 | ——cpbal1 30
w ——cpba01
051 cpba02 % 25 | p!
Z ,Q cpbal3 £ \ — cpba02
3 o4 g 20 cpba03
8 cpba04 kel p
g 031 \ & 15 ] ba04
3 02 1 T ——cpba05 f \M__\ cpoal
0'1 e —— cpba06 'g 10 ! ——cpbal5
' 0 S ™ ——cpba07 ‘E 5 % — cpzag(;‘
' ——cpbal8 o o ——Ccpbal
0 05 1 15 2 25 P P e : : :
cpbaty 0 0.5 1 1.5 2 25 | oPba08
Deflexdo (mm) : : : cpba0d9
Deflexdo (mm)
Figura B.15 — Carga x deflexao e tenséao de flexdo x deflexdo do CPBA14.
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ura B.16 — Carga x deflexao e tensdo de flexdo do CPES8C.
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Figura B.17 — Carga x deflexdo e tensao de flexdo do CPEST.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210646/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0210646/CA

Carga (kN)

Anexo B

223

Carga x Deflexao
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Figura B.18 — Carga x deflexéo e tenséo de flexdo do CPE14C.
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ura B.19 — Carga x deflexdo e tenséo de flexdo do CPE14T.
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Figura B.20 — Carga x deflexado e tensao de flexdo do CPS8C.
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Carga x Deflexao
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Figura B.21 — Carga x deflex&o e tenséo de flexdo do CPS8T.
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ura B.22 — Carga x deflexdo e tensao de flexdo do CPS14C.
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Figura B.23 — Carga x deflexao e tensao de flexdao do CPS14T.
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Carga x Deflexao
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Figura B.24 — Carga x deflexao e tenséo de flexdo do CPARG.
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ura B.25 — Carga x deflexdo e tenséo de flexdo do CPFS.

Carga x Deflexao

—cpsfo1

—— cpsf02
cpsf03
cpsfo4

— cpsfo5

— cpsfo6

— cpsfo7
— cpsfo8

cpsf09
cpsf10
cpsf11
cpsf12
cpsf13

cpsf14
cpsf15

Deflexdao (mm)

Carga x Deflexao

(wollastonita)

5 cpsf16
—cpsf17
cpsf18

0.3
0.25 — cpw01
cpw02
s 02 9 cpwo3
x g — cpwo4
% 0.15 S — cpwo5
< — cpw06
© 014 P
cpw07
0.05 7 Cp"‘w'gg
Z cp
= ”/ —- = cpw10
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 | cpwit

Figura B.26 — Carga x deflex&o e tensao de flexdo do CPW.
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Figura B.27 — Carga x deflexao e tenséo de flexdo do CPBW8C.
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ura B.28 — Carga x deflexao e tensdo de flexdo do CPBW8T.
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Figura B.29 — Carga x deflexao e tensao de flexdo do CPBW14C.
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Figura B.30 — Carga x deflex&o e tensao de flexdao do CPBW14T.
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ura B.31 — Carga x deflexado e tensao de flexdo do BL.
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Figura B.32 — Carga x deflexado e tenséo de flexdo do BLC.
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ANEXO C

DETERMINAGAO DA TENSAO DE ADESAO INTERFACIAL E
COMPRIMENTO CRITICO

CPBS8T:

o,/ v(lid)

2,0 1

1,84

1,6 4

1,24

1,0

0,3

T T T T T T T
04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
o (1-v,) / v I/d)

Figura C.1 — Determinagéo da equagédo do moédulo de ruptura para o CPS8C.

Dessa maneira a equagdo 6.2 toma a seguinte forma:

oo = 0220060, (1-V,)+1,62689V,(//d) (C.1)

Possibilitando assim o calculo de T e L¢:

0,827 =1,62689 =>7 =198MPa e através da equacdo 6.1, L, = 1,8 mm
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CPS8C:
2,0 4
1,8 4
1,6 -
g : ]
> 14
bﬁ
1,2 - .
1,0 4 L]
0,2 0|3 0|4 O:5 0:6 0|7 0|8 0|9
o, (1-v) /v, (I/d)
Figura C.2 — Determinagéo da equagao do médulo de ruptura para o CPS8C.
Equacao da reta:
o, =—0,395880,,(1-V;)+1,70536V,(//d) (C.2)

Calculode Tt e Le:

0,827 =1,70536 =>7 =2,08MPa ¢ através da equagdo 6.1, L. =1,72 mm

CPS14T:

o,/ v, (Iid)

1,54

1,4

1,0 1 []
n

o+
0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 040 0,45 0,550 0,55 0,60
o (1-v) /v, (I/d)

Figura C.3 — Determinagdo da equacao do médulo de ruptura para o CPS14T.

Equacao da reta:
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o, =—0,685820, (1-V;)+142376V,(//d) (C.3)

Calculode Tt e Lg:

0,827 =1,42376 =>7 =1,73MPa e através da equagdo 6.1, L. =2,06 mm

CPS14C:

1,35
1,30-
1,25-
1,20-

1,15;\\

1,104

o, 1V, (I/d)

1,054

1,00 1 .

o%54+—vF—FFF— ,
020 025 030 035 040 045 050 055 0,60

o (1-v) /v, (I/d)

Figura C.4 — Determinagdo da equacao do médulo de ruptura para o CPS14C.

Equacao da reta:

o =-01943c, (1-V,)+1,23931V,(// d) (C4

Calculode Tt e Le:
0,827 =1,23931 =>7 =1,51MPa e através da equagdo 6.1, L, =2,36 mm
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CPEST:
2,74
2,6 4 "
2,5 "
<) .
= 2,44 .
>
e 23 "
2,2+ L]
2,1 "
0,4 0:6 ' 0:8 ' 1:0 ' 1:2 ' 1:4 ' 1:6 ' 1:8
o, (1-v) /v, (I/d)
Figura C.5 — Determinagéo da equagao do médulo de ruptura para o CPEST.
Equagdo da reta:
oy =—0163870,,(1-V;)+2,5855V,(I/d) (C.5)
Calculode te Lg:
0,827 = 2,5855 =>7 =3,15MPa e através da equacgdo 6.1, L. =1,27 mm
CPESC:
2,4-
23 "
)
5
b‘ﬁ
1,8—-
1,7—- ™
1,6 T T T T T T 1
0,4 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
o, (1-v) /v, (I/d)
Figura C.6 — Determinagdo da equacao do médulo de ruptura para o CPESC.
Equagdo da reta:
o =0,234020,,(1-V;)+1,78663V,(// d) (C.6)

Calculode teL.:
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0,827 =1,78663 =>7 =2,17MPa e através da equacdo 6.1, L. = 1,84 mm
CPEI14T:
2,3
2,2—- ]
21 — "
20 .
§ 1,9—-
i;“ 16 /
bt 1,7—.
6] - )
15 ) .
M0y o4 05 as o7 o8 o8 1o 11 12
o, (1-v) /v, (I/d)
Figura C.7 — Determinagdo da equacao do médulo de ruptura para o CPE14T.
Equagdo da reta:
o =0146620,,(1-V;)+1,66612V,(//d) (C.7)

Calculode Tt e Le:

0,827 =1,66612 =>7 =2,03MPa ¢ através da equagdo 6.1, L. =1,97 mm.

CPE14C:

o, /v, (Iid)

1,84

1,74

1,2

— T T T '
03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
o (1-v) /v, (I/d)

Figura C.8 — Determinagéo da equagédo do moédulo de ruptura para o CPE14C.
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Equagdo da reta:

oo =—-0334690,, (1-V,)+1,7165V, (I / d) (C.9)

Calculode teL.:

0827 =1,7165 =>7 =2,09MPa e através da equagdo 6.1, L, = 1,91 mm.

CPFES:

2,4

2,2 1

N
o
|

]
[ ]
[ ]

o1V, (Iid)
®
1
u,
n
n
n

1,6 4

1,44 n

: N
1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6
o (1-v) /v, (I/d)

Figura C.9 — Determinagéo da equagao do médulo de ruptura para o CPFS.

Equagdo da reta:

oy =-019739c, (1-V, )+ 230835V, (//d) (C.9)

Calculode Tt e Lg:

0,827 = 2,30835 =>7 =2,85MPa ¢ através da equacdo 6.1, L, =28 mm.
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CPW:

52 4

50+

42 4

40 —— 1 - T - T T T T 1 " 1T " 1T
6 8 10 12 14 16 18 20

o (1-v) /v, (i/d)

Figura C.10 — Determinagao da equagéo do modulo de ruptura para o CPW.
Equagdo da reta:
oy =—0318610,,(1-V;)+ 4987328V, (//d) (C.10)
Calculode teL,:
0,827 = 4987 =>7 =60,81MPa ¢ através da equagdo 6.1, L. =32,88 um

utilizando 1 = 50 e d = 10 um (valores médios) e resisténcia a tragdo de 400 MPa
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