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Distribuicdao das variaveis externas (granulares)

Nosso objetivo é encontrar, a partir da equagao (2.28), uma equagao para a
derivada em relacao ao tempo da funcao distribuicao das variaveis externas

que definimos como

WX, 1) :/dx; P (X5, Xp, ). (3.1)

3.1 Equacao de Fokker-Plank

Uma equacao diferencial para uma funcao de probabilidade em primeira
ordem em relacao ao tempo e em segunda ordem das derivadas parciais em

relacao as varidveis estocdsticas é o que se conhece como equacao de Fokker-

Plank.

Uma equagao diferencial exata, que envolve infinitos termos, em todas as
ordens das derivadas parciais em relagao as variaveis estocéasticas é conhecida
como a equacao de Kramers-Moyal. Em geral, para poder trabalhar com uma
equacao diferencial, a série de Kramers-Moyal é truncada em alguma ordem
e como o teorema de Pawula?* diz que ordens maiores do que dois podem ter
como solucao uma funcao de probabilidade que apresente valores negativos,
o truncamento deve ser feito na segunda ordem, gerando assim, uma equacao

de Fokker-Plank.

No presente capitulo geraremos uma equacao de Fokker-Plank para a funcao

distribuicao definida acima.

3.2 Eliminacao de variaveis rapidas

A equagdo exata (2.28), nao é manejavel e s6 pode ser tratada
eliminando-se os graus de liberdade microscopicos (répidos) através de um
processo de tomada de médias®®. Desta maneira, nosso objetivo é encontrar

uma equagao efetiva para a ditribuigao granular reduzida, definida acima.

O método que vamos usar é o método da eliminacao das variaveis rapidas.
Ou seja procuraremos uma equagao para as variaveis lentas corrigidas pela

influéncia que as varidveis rapidas produzem no sistema®%?®. A idéia ¢é
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estimar um parametro pequeno que surja naturalmente e estabeleca as
diferencas das escalas de tempo no sistema. Nos modelos prévios para
sistemas granulares, este papel foi desenvolvido pela razao entre a massa das
particulas atomicas e a massa do grao', e=./u/m, o que reflete o grande
nimero de atomos que constituem o grao. No obstante, em um estado
estaciondrio granular, o parametro £ tem que ser modificado para poder

levar em conta o fato de a temperatura granular

2
_/ P
Tg:<3m>

obedecer a T;, > k,T. J4 que

P2 71'2 .
WNmU§NT97 e 7NILL§2N]{ZBT,
o parametro
. n T,
e ~ U ~ —
oS m kgT

fixa a separacao da escala de tempo no gas granular. Um valor tipico para
este parametro é da ordem de 1072 enquanto em modelos prévios! este era
da ordem de 1077.

3.3 Aplicacdo do método

Comegamos escrevendo a equagao (2.28) com o parametro € que servira

para identificar a parte lenta e a rapida desta equacao.
Op=LOp+eLWVp, (3.2)

onde, usando (2.6)

L(O):LI+V€N¢~VWN e L<1>:LT+VTN¢.VPN+M€VPN.VPN.

3.3.1 Operador de projecao

Conforme detalhado no apéndice, precisamos encontrar o operador de
projecao P que satisfaga a condigdo (A.3). Podemos ver facilmente que o
operador de projecao que satisfaz esta condicao é um que atue numa variavel

dinamica g=g(X;, X;,?) da seguinte maneira

Pg =P, X)) / dx; g(Xr, X1, 1), (3:3)
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onde £ é uma funcao da forma
efﬁ(H 1+¢)

P X = e o)

tal que
/dx, Pr, X, =1;
Com ¢ dado por (2.4). As duas identidades

Ja, (L V67070 (Lt Vb Va)a-0

garantem que a condigao (A.3) seja satisfeita®.

3.3.2 Obtencao da equacao de Fokker-Planck

Vamos escrever a equagao para as variaveis lentas (A.23). Calculamos

cada termo do lado direito dessa equacao. Lembremos que y="PP e que no

presente caso y =P, X, )W X, t), assim, temos a seqiiéncia:

Termo Ay

Ay=PLWVy
=P, Xﬂ/dx,’ (L +Vixg - Vo + M N v -V w) P, X)) WX, D)

= (7", XI)(LT+ <VT‘N¢>O.VPN +M§VPN.VPN)W(XT’I€) (34)

onde

(V)= [d 5V,
Termo BE~Cy

Para calcular este termo fagamos primeiro agir C' em y

Cy=QLY Py
= (L +Vxg - Vu + MV 5 -V )P, X)W (X, D}
= Q{Pr, XpLe WXy, 1) + WX, OLPlr, Xp) + P, X)Vw @ - Vv W (X, 1)
P, Xp) MV -V x WXy, 1)}

Como o operador Q ¢ linear, e por definicao ele nao age nas fungoes de

variaveis externas, temos que

Cy = Q{ﬁ('f’, XI)}{LT + MngN 'szv }W(XT, t)
WXz, HQ{LrPr, X} + V. x WX, 1) - Q{P(r, X V. ¢} (3.5)
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O primeiro termo do lado direito da equacao acima se cancela por causa da

seguinte propriedade

Q{Pr,xp} = 0.

O segundo termo se pode simplificar assim:

~ N ~
WXy, ) Q{LrPr, X} = WXy, t)Q{—% -V NP, X}

pN 5
=W(XT,t){—E -V.nPr, X}

E facil mostrar que

VTN r,Xp= - ﬁﬁ(r7 Xl)w7
onde definimos
Vnd= Vg - (Vo). (3.6)
Entao temos que

PN o

WX, HOQ{LrP(r, X} = BW Xy, BOT, X)) —Vn¢.
Assim
~ —— pN
Cy=0r,X)V.x¢ - {ﬁg + Vo fW X, 1), (3.7)
Vamos simplificar o operador B:

B=PLYQ
5,5(7‘, X,)/dx, (LT + VTNqﬁ . va _|_§VPN -VpN)Q

P, X)(Lr + Ve - V) /dx, Q+ Pr,X,) /dx, Ving - VxQ.
Como pode verificar-se a partir da definicao do operador Q
/ dx; Q=0.
Ao usarmos a definigao (3.6) obtemos
B=Ar,X,) /dx, V- Vi Q. (3.8)
Portanto

~ — - — N
BE™'Cy = p(r,X,) /dx, Vn¢ - VnQE P, XpV x - {6% + VWX, ).
(3.9)

O operador inverso de E pode ser escrito como
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El- - / Ty, (3.10)
0

Notemos que a acao do operador Q sobre as poténcias de L© é

Q{L(O)}k _ {L(O)}k7

e também que

/dxl P XoVnd=0 ¢ QP X)Nné =P, X)Vn .

Portanto ao inserir a equagao (3.10) obtemos

BE~'Cy= A, X,) /dr/dx, TV e P, X)Vn g - {6—+VN}W Xy, )
—pr, XI)/O dT{/dx, V:N\qb e 3 XI)V:N\qﬁ}: Von {6E + Vo fWXr, 1),

onde a expressao entre chaves é um produto interno. Entao

~ o ~ — t— N
BE’ICy: - pP(r, XI)/O dT{/dXI p(r, X[)V7,N¢ €TL(O) VTN(b}VpN{ﬁ];n + VPN}W(XT, t).
(3.11)
Pode-se mostrar, integrando por partes, que

LOJr = (LI+V§N¢ : VWN)]L = - (LI + V€N¢ : VWN).

Usando esta identidade e a definigao de (...)  temos

o0 — — N
BE'Cy= -, XI/ dT(Vqube_TL(O)VTNcb)oiVI,N{ﬁ%JFVpN}W(XT,U

(3.12)
Definindo o tensor
rev- [ A (Vope N0, (3.13)
obtemos finalmente
BE'Cy=-pr,x)La~ N{B— + VWX, 1) (3.14)

Equacao de Fokker-Planck

A equacao para a varidavel y que procuramos é, em primeira ordem em &,

na escala s=et, equagao (A.22), a seguinte:
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Dy =P, X (L + (Vv 8, N + M.V V5 )W X,
+epr, X)L orN): N{ﬁ—+VN}W Xr, 1) (3.15)

ao substituir y por A(r, X)W (X, 1) o fator A(r, X,) se cancela em ambos lados

da equacao. Na escala de tempo t=e"'s temos

atW(XT,t):E(LT + < N¢> 'VN +M V V )W Xr, 1)
+eTor N{6—+VN}W Xz, 1) (3.16)

Esta é a equacao de Fokker-Plank para a distribuicao do sistema granular.

3.4 Coeficiente de dissipacao

Vamos fazer algumas modifica¢oes na equacao de Fokker-Planck para
podé-la escrever em termos do coeficiente de dissipacao que serd definido

nesta secao.
Escrevemos Vo((ry) em funcao de cada componente vetorial como

N
vri¢ - Z Vri¢<rik)7
k=1

para mostrar que

N
/dxl Pry X;) Zqulk

Como conseqiiéncia disso

(3.17)

&ﬁ

O termo de segunda ordem da equacgao de Fokker-Planck com os produtos

internos escritos explicitamente é

QZ/dTrr,,rj, v, ( p+ﬁ LW Xy, £) (3.18)

J

onde

T,
J o

D(riry,7) = (V, 8™ ]9,0) (3.19)
Substituindo a equagao (3.17) obtemos

22/ AT i, 7, 7, (V], +ﬁ WX, 1), (3.20)
kil

onde
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L0
F(rik,rjl,T):(VTikqb[e L ]Vrjl¢>‘ (3.21)

o

Notemos que

r
_ g
vrij ¢= ¢ij

v

AN / 8
=t onde @ = ng(rij, & €5)- (3.22)
ij
Entao
Vo o(r,)=¢i,T,.. (3.23)

Como L@ =T;+ Vend - Vv 86 age nas varidvels internas podemos escrever

22/ dr Y (|rgels [yl e (Vpﬁﬁ%)W(XT,t), (3.24)
gkl
onde
ST I O
’y(|rik|7|rjl|77-):< wle ™) G- (3.25)

Ja que iremos trabalhar com sistemas diluidos supomos que ha correlacao
somente entre ¢2k de indices iguais, ou seja somando nos indices (j,1) e

considerando os termos com (j,1) = (i, k) e (j, k) = (k,?) obtemos
~ % [ el il i, (5, BEW O o

e S [ Al Il T, (5, ¢ W0 (326

Como
=Pk e L= ~ T
fazendo
o
o= [ ar i (ryl gl 7)
obtemos

~E {Zryzkrzkrzk ( +ﬁ ) Z zkAzkrzk ( +ﬁ )} XT7 t). (327>

ik bi

A funcao 7, ¢ o coeficiente de atrito que aparece apés a eliminagao dos graus
rapidos de liberdade: é o que resta da influéncia dos mesmos no movimento
dos graos. Permutando j por £ na equagao acima e lembrando que 7, =7,

eque ¢, =¢' e I, =T, obtemos

{Z’yﬂﬁr Zkrzk v ﬁpk Z'yzk zk:rzk V (V +ﬁpk)}W(XT’ (3 28)
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Somamos (3.27) e (3.28) e dividimos por 2;
~ 1 2 2 U
Z%krlkrlk(v -V, ){Vpi—Vpk + T}W%,t). (3.29)

Finalmente temos a equacao de Fockker-Plank com alimentagao de energia:

OIWXr, ) =e(Lp +(V.n o) Vv + MngNVpN)W(XT, )
1

(2

pi_p
Z% B (%, -V, 9,9, + 07 A Woe, b
(3.30)

A equacgao acima representa a equacao de movimento da funcao densidade
de estados das particulas do sistema granular para o caso em que o sistema
¢ diluido, com baixa densidade. Os dois primeiros termos no lado direito
representam a um sistema livre com potencial efetivo U +w. O terceiro termo
representa a alimentacao de energia implementada ao sistema. O ltimo
termo no lado direito representa a dissipacao de energia no sistema devida
a transferéncia de energia dos graus de liberdade translacionais internos do

sistema.

3.5 Energia cinética média por unidade de tempo

Usando a equacao encontrada na secao anterior podemos calcular

facilmente a variagao da energia cinética no sistema

I)N2 pN
Oy /de —W(XT,t):/de — - Vn(U+w)WXs, 1) Z/de Ve WX, 1)
2m m
2 M
b Z/de A 2 i -(p, _pk)} W, 0+ —=,
(3.31)
onde
VTNCU: <V’I‘N¢>o' (332)

O primeiro termo do lado direito da equagao acima representa a média
da forca externa mais o forca efetiva V yw multiplicada pela velocidade
da particula. Em caso de esfriamento (M_ = 0) este termo sé se torna
importante a medida de que as particulas param de interagir. No caso de
alimentagao externa (M_ > 0) este termo pode considerar-se na média igual

a Zero.

O segundo termo e o terceiro podem ser comparados. O fator %[fk
m 1
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(pi—pw)]? ~ T,/k,7 > 1 é muito grande quando o sistema constitui um
gas granular ineléstico.

Entao podemos considerar este terceiro termo, negativo e muito maior em
valor absoluto que o segundo, como o responsavel pela dissipacao da energia
no sistema granular. Quando o mecanismo de alimentacao de energia é
acoplado gera-se o termo (M( /m) que compensa esta perda de energia no

sistema, ou seja, como o termo seguinte

B 2 1y
R

apresenta esta ordem de grandeza temos como condi¢cao para alcancar o

estado estaciondrio que o termo M_/m seja da mesma ordem de grandeza;

T M
S (3.33)
kT m

No capitulo seguinte esta condigao sera imposta ao assinalar as ordens de
grandeza aos termos que conformam as equagoes da hierarquia BBGKY
obtida a partir da equac@o (3.30), com a finalidade de obter a equagao de

Boltzmann para o gas granular.
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