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5

O Gas Granular livre

5.1 Estado de esfriamento Homogéneo - HCS

Ao desligar a fonte de energia, a temperatura granular tende a zero?.
Em sistemas inicialmente homogéneos, tem sido encontradas distibuicoes
nao Gaussianas quando o sistema é considerado como tendo o coeficiente de
restituicao constante®’. Contudo, esta aproximacao se torna invalida quando

31

instabilidades aparecem no sistema Como nosso modelo mostra um

coeficiente de restituicao que depende da velocidade, precisamos averiguar
se estas instabilidades estao presentes a longo prazo ou se desaparecem como

é o caso de sistemas com coeficiente de restituicao que dependem do tempo!!

5.1.1 Expansao por polindmios de Sonine

A equagao (4.40) é o ponto de partida para a analise assimptotica.

Expressamo-la em termos da velocidade:

8 ! !
Dyv) / dvadS | v~ v | o(Q)(f(V}) f(vh) ~ f(v1) f(v2)
P A D (LD Vi (5.1)

mov, \mov, kT

onde M¢ = 0.

Assumimos que a distribuicao pode ser escalada'® com a velocidade granular

vo conforme a equacao'

fv.0)= (et (5:2)
onde
c= 1, n= /dvf(v,t), o= 0(?), (5.3)
Vo g

e 0p ¢ o didmetro granular e vy = vy(t) é dado por Ty (t) = smui(t).

Usando, a distribuicao escalada (5.2) na equagao (5.1) obtemos

- 1du A 2 oLl o FF
ST gat e QI BT (e D) LB ndbi(F )

(5.4)
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onde

I(f.f)=L(f, /) + L(f),
L(f.f)= /dC2dQ |1 — e | 5(Q)(f(c1)f(c2) — fler)f(ca)), (5.5)

b(j) = 24 8~[1@+%ﬂf@» (5.6)

nmogvg Oc, |mvydc kT

A funcio f (c,t) serd expandida por meio dos polinémios de Sonine (ver

apéndice, secao A.2.3, equagao A.44 ) até o coeficiente asy:

ﬂawm¢@ﬁ1ﬂmw%@%}

onde
1 -
¢<C) = 3 €
2m2
Passaremos a calcular os coeficientes
/ dec” I(f, f). (5.7)

na seqiiéncia.

Calculo de p,

O termo I L . f ) equivale a equagao de Enskog-Boltzmann, para o caso
eldstico. Usamos, entéo, o resultado achado para a integral fdcc? I, ( 1, f)
na referéncial’ com §=0. Neste caso, o termo que corresponde a I ( f , f ) no

calculo de py se cancela.

/@chff

O segundo termo contribui para ps:

- /dCC2 _[2
A 0. 07
- nmaovo mvo /dcc dc (97 +—/dcc Cf }

Integrando por partes

A [L _2u )]
H2 nmogvg tmuy kT
3./4 2 Vo
:‘ﬁ[i‘kf}v (5.8)
nmogud tmuy kT

onde usamos (c?) =3 (equagao A.30).
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Calculo de 4
A partir da definigao:
- [dec 17 == [dect [L(F, )+ L) (5.9)

O termo I,(f, f) equivale & equacio de Enskog-Boltzmann, na referéncia',
para o caso elastico. Usamos, entao, o resultado achado para a integral
Jde c I,(f, f) com §=0 (caso elastico):

- 1
/dcc4ll(f,f)=4\/27r{a2+3—2a22}, (5.10)
a segunda integral calculamo-la diretamente para obter
1 4
/ de I, A Looey - A
nmaovo mug k. T
15./4 2 2 Vo
1 . 5.11
= mo?0? ‘m —(¢") - (1+ay) BT] (5.11)
Onde foi usada a igualdade
15
(") = Z(l +a.,)
Assim o coeficiente 4 se escreve
].5./4 2 Vo
=4v?2 -——[—-(1 ) 5.12
{ 32 %2 } nmogva [mvo ( +a2)kBT] (5.12)

5.1.2 Comportamento a longo-prazo

A temperatura granular T, =1 mv2(t) satisfaz'' a equagao (A.34) que

com o coeficiente y, calculado acima se escreve

ddj;g gBTgﬁ@
A2
27:14( ET) (5.13)

onde A=CT,%* ¢ B=uy(t)no?, equagio (4.41).

Expressando a equagdo (5.13) em fungao da varidvel u=T;/1; , onde T;

¢ a temperatura granular inicial, obtemos

d 20 .. T

9o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9824916/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 9824916/CA

Capitulo 5. O Gas Granular livre 68

Dessa equacao podemos ver que k:BT/IZ]O < u < 1 e dado que Eo/k‘BT > 1

podemos aproximar a equagao acima por

3/5

d 2C1, " o
- _ 2279 ) 5.15
dtu m k:BTu ( )

A solucao é dada por

u=(1+1)"" (5.16)

To

ou expressando-a como a velocidade média
27, AN
vy e (1+2) (5.17)

Smk,T
To= ——trz.

6CT,

onde

o

Isto equivale & lei de Haff* para sistemas com coeficiente de restituicao

dependente da velocidade??:?%23,

Vamos agora calcular o coeficiente a,, a partir da equacao diferencial (A.53)
que deve ser satisfeita por este coeficiente. Entao, usando os coeficientes i,
e i, calculados acima, vemos que a dependéncia temporal de a, esta dada

portt:

d 4 4
A gBMQ(lJraQ) - 1—53#4

4 5 3A 2 Yo
= gn’U()O'O nmo'gvg {— mug + @} (1 + CL2)
Ao e L 1BA 2w
15000 lél 27?{a2+ 35 0s } nmagvg[mvo (1+a2)k‘BT]
16 1 8A
- Yt Van{a, + ) - o, (5.15)

A equacgao acima, quando A =0, concorda com a equacao (53) no artigo de
referencial’ que corresponde ao caso ' =0. Escrevendo a equacao 5.18 em

funcao de u obtemos

2

% Q. + 012[2/5% + 02u1/2{a2 + %} =0, (5.19)
onde
4 32 4 |2,
Cl—w (§] 02—T5n00 m_
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A solucao de esta equacao é dada por

a.(0) exp| - f dt' (e, ™"+ cyu'’™)]

a,(t) = . (5.20)
1+1/32a,0)c, f dt' ut/? exp[— [3 dt" (c,u "+ cyu'’?))]
Podemos simplificar a equacao acima notando que
t 2/5 t u—2/5
/Ou dt:/()du/dtdu’
e usando a equacao (5.14)
—2/5
/ U_2/5dt=/ —2/5 3/5
0 0 (QC/m)TO ' (1-uly [k,T)
7;2/5 /kj T
2C [ T, Tk, il (5:21)

Entao temos que

' -2/5 Eo/kBT 2
exp[—cl/o u /dt]=[m} :

Assim obtemos

o =Ty, kT 42 ¢
a,(0)u [W%ET)} exp[ - [, dt/(62u1/2 )
CL2 (t) = ¢ 1 _ U,_Tg //{Z T

—3/2 ./ "B 2 ot 1/2 '
1+1/32a,0) ¢, [ dt'u [—u(l — Tgo/k’BT)] exp| - [y dt" (cy,u’?)]
(5.22)
Como limy_,o u=k,7/ 1y, temos que

= as(t — 00) — 0.

O sistema mostra uma tendéncia, para grandes valores do tempo, a ter
uma distribui¢cao de velocidades Gaussiana a medida que este se torna mais
elastico!. O estado de esfriamento para baixas densidades e baixa dissipacao

¢ assim bem descrito pela equagao (5.22).

E facil mostrar que o denominador da equacao acima,

t sy 1-udy [k,T )
D=1+1/32a,0)c /dt’u_d/ ———o 5 eXp /dt" /
22 [ u(l- go/kT

satisfaz as relacoes

1< D<1+ay/32 para as >0
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l+ay/32<D<1 para as < 0.
Como as é um ntmero pequeno temos que D ~ 1. Desta maneira
o 1=uT, [k T 12 ¢ 1
a,(t) =a,u | ———2L " exp —/ dt'c,u'’”]. 5.23
(0 =aon” gt el | e (5:23)

Podemos ver que quando as é positivo, as(t) se mantém positivo e que quando
ay ¢ negativo, az(t) se mantém negativo. Como T; > k,T podemos fazer a

aproximacao

! e k,Tm v ds
A dt ~ 2’_];3/5C /10

5I€T —1/10
(CT3/5><S / _1)

Devido a isto podemos escrever

0 b(z[l/10 -1)

as(t) ~ a2(0)(k,7/ 15 )*(1/u-T; /k,7)* (5.24)

onde

32nm'"*o, 2k T

3CT, 110

5.1.3 Analise da cauda da distribuicao de velocidades para o
estado de resfriamento homogéneo

Vamos estudar o comportamento da funcao distribuicao de velocidades

para ¢ muito grande, ou seja, ¢ > 1. Partimos da equagao (A.35)

Els+e. —]f B_lg{ L

onde I =1, +I,. Pode-se mostrar que!*(apéndice A.3)

L(f.[)~ —mcf(c,t). (5.25)

Para poder determinar o comportamento dos outros termos da equacao
a grandes velocidades seguiremos o Ansatz abaixo sugerido por Poschel®?,

supondo uma superpopulagao dos estados de alta velocidade:

Fle) ~ eV, (5.26)
Para I, notemos que
9 0 ;: 20z
9 acl =TT
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e que

%'(Cf):?)f—(ﬂcf-

Desta maneira o operador I(f) se escreve

L(f)-—A 20 (2 Buyp e g

7nm0'(2)1)(2] muvg ¢ ‘muvg kT

que para c > 1 se torna

- Ay -
I N - —
Q(f) nma%vokBTCf
Por outro lado como
0 dp -
Qf =~ I

para ¢ > 1 podemos escrever

o1 » of s
?{3+c-ac]f+B_la{z/§2(—gpcf)+B (—pef).

Portanto a equacao (A.35) para ¢ > 1 e para o Ansatz (5.26) se torna

¢+{&_$}B¢:WB. (5.27)

2
3 nmogk,Tv

Substituindo a expressao achada para us e expressando B em funcgao da
temperatura granular obtemos a equacao

. C -2/ 2\/? 1/2

o - ( T, )gpz (m> nogrT] (5.28)

m 9 g

cuja solucao é
t C ot =2/5 4 C ptrp=2/5 3y
olt) = [00) + (2)tnr [t T, %™ m o Ty 0 e JoTa 2V (5.90)
0

Podemos simplificar esta equacao notando que de acordo com a equacao
(5.21) para 1; > k,T obtemos

t o, m 1,
T = — 1 .
/0 9 2¢ "er-1,

Assim, ao substituir este resultado na equagao para ¢ encontramos

B 212 o o 1/2 Iy 2
o(t) = [0(0) + () “afnr [ dt' (T, ~k,1)'"] (757 6
Para valores de ¢ tal que 1; > kT a equagao acima se pode aproximar a

100’27’L7T/€ T 1/2 —1/10 —1/10
1) = p(0) 4 =TT (1, ), (5.31)
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Substituindo a dependéncia temporal de 7, dada pela equacdo (5.17)

encontramos

1003nmk,T

. (m)1/2T71/10[(1+i)1/6_1].

o(t) = (0) + 5) 1y, =

Esta equagao compara-se com a equagao (85) na referénciall.

(5.32)
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