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Capitulo 7

CTL*

CTL*, também conhecida como full computation tree logic, pode ser vista
como uma extensao de CTL, e como uma extensao de PLTL (propositional
linear logic). Principalmente usada no desenvolvimento e na checagem de sis-
temas reativos complexos, sua semantica é baseada em caminhos sobre estru-
turas de Kripke, onde a relacao de acessibilidade é total.

Em [Emerson1984] foi provado que CTL* é decidivel. Dessa forma, sabia-
se que CTL* era recursivamente axiomatizavel, embora nao houvesse nenhuma
axiomatizacao explicita e simples para CTL*. Tal axiomatizacao foi apresen-
tada em [Reynolds2001], em 2001, o que é muito util para este trabalho, por

permitir-nos verificar que o sistema aqui desenvolvido é completo.

7.1 Sintaxe

A sintaxe de CTL* é dada por:
A = pltrue|—~A|A; A Ag| X A|A; U A|EA

onde p é uma letra proposicional.

7.2 Semantica

Notagao
se p =< sg, S1, S, ... > € uma seqiiéncia infinita, entao p; designa o ele-
mento s;, € p>; a seqiiéncia < §;, S;y1, Si42, ... >.

O conjunto de férmulas atomicas da linguagem sera designado L.

Definicao

Um frame de Kripke é um par (S5, R) onde S é um conjunto nao vazio de
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estados, e R é uma relacao bindria total sobre S.

Definicao

Uma estrutura de Kripke M ¢é uma tripla (S, R, g) onde (S, R) é um
frame de Kripke e ¢ é uma valoracao dos estados. Mais precisamente, g é uma
fungao de S em P(L) (conjunto das partes de L), onde L é o conjunto de

formulas atomicas.

Definicao
Um caminho em M é uma seqiiéncia s, s1, ... onde (S, Sp41) € R, para

todo n.

A veracidade de uma férmula de CTL* é avaliada em um caminho. Ou
seja, escrevemos M,b = « para significar que a féormula « é verdadeira em
b (que representa um caminho) na estrutura (de Kripke) M = (S, R,g). A

definicao formal é dada a seguir:

Definicao
M representando uma estrutura (S, R, g), b um caminho e o uma férmula,

definimos M, b = a recursivamente da seguinte maneira:

M, b |= true

M,bl=pssepeg(by), onde p € L.

M, b= —a sse M, b -«

MbEaANBsse MiblEae M,bEf

M b= Xasse M,b> E «

M,b = aUf sse existe i > 0 tal que M, b>; = [ e para todo j tal que 0 < j < 1,
M. bzj = a

M, b |= Ea sse existe um caminho ¢’ tal que by = b)) e M,V = «

Uma férmula de CTL* é valida quando M,b = « para todo par (M, b)

onde M é uma estrutura e b um caminho em M.

7.3 Deducao natural

Para o sistema em deducao natural, preferimos usar a sintaxe seguinte:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016017/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016017/CA

7 CTL* 124

A= p|J_’A1 — A2|A1 A A2|A1 vV A2|XA|A1 U AQ'EA
tendo entao as seguintes abreviagoes:

true= 1 — L
a=a— L
Fa=trueUa

Ga = —(true U (ma))

Ao = - E-«

a o B=(a—HAB—a)

A semantica definida para esta sintaxe é quase a mesma que a definida
logo acima, com as diferengas obvias ocorrendo para as defini¢oes de M, b = L;
MbEa— fBeMblE=aVg, (esendo que true ndo tem mais uma definigao

semantica direta):

Mb L

M,bl=pssepe g(by), onde p € L.

M,bl= a— (3sse (M,b = «implica M,b = ()

M,bEaNBsse Mbl=ae M,bEf
Mbl=aV psse M,bE=aouMbl=f

M b= Xasse M,b> E «

M,b = aUf sse existe i > 0 tal que M, b>; = (3 e para todo j tal que 0 < j < 1,
M. b; = a

M, b |= Ea sse existe um caminho ¥’ tal que by = b)) e M,V = «

7.4 Rodtulos

Os rétulos tém a seguinte estrutura:

Definicao
Um prefixo é definido recursivamente da seguinte forma:
a; e x; sao prefixos, para qualquer i € N.

Se p é um prefixo entao p, a; e p, x; sao prefixos.
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Definicao
Todo prefixo é um rétulo.

Se p é um prefixo entao p,[; é um rétulo, para qualquer i € N.

Ou seja, temos trés elementos diferentes na composicao de um rétulo:
identificadores do tipo a;, do tipo x; e do tipo [;.

Intuitivamente, elementos da forma a; representarao estados, elementos
da forma x; representarao seqiiéncias finitas de estados, e do tipo [; represen-
tarao seqiiéncias infinitas de estados. Dessa forma, todo rétulo representard
um caminho (infinito).

Usaremos [,l’,... para representar rétulos, a,b, ... para representar ele-

mentos do tipo a;, e x,y, ... para representar elementos do tipo x;.

7.5 Regras

Regras:
Xa%! o
- XFE z X1
«Q Xa*
o)
: o EI
Ea® ¢ y a,l’
v EE FEa
Y
61 ul aa,l O[Z/{ﬁl
a3 ald
o ol (5] 9
ald B v ' ald 3! v
i UFE UL’
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[ o]
ax,l O.él Oél aa,l
l IndD — IndR
(6% (o'
[O{l,] a
EGA' " EXa!
— KF . KI
EGS! EGa
pa,l J_l Oél
pa7l, _l, 1 7 *

com as seguintes condicoes:

X E: nenhuma condigao.

X I: nenhuma condicao.

EE: [ nao ocorre em v (ou seja, no rétulo da férmula contida em 7).
ET: nenhuma condicao.

UI: nenhuma condicao.

U: nenhuma condicao.

UE: nenhuma condicao.

UFE': | ndo ocorre em .

IndD: o™ é a tinica hipétese da qual o depende.

IndR: o! é a tnica hipétese da qual a®! depende.

KE: o' ¢ a tnica hipétese da qual 8" depende.

KI: existe uma subderivacao terminando em EXa! cuja tinica hipétese é o'
p: p é uma férmula atomica.

1: nenhuma condicao.

x: todas as hipoteses das quais o! depende foram canceladas.
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7.6 Completude

Para provar a completude fazemos referéncia ao artigo [Reynolds2001] no qual
foi apresentada uma axiomatizagao correta e completa para CTL*. Essa axiom-
atizacao consiste em 16 axiomas e 3 regras, além das tautologias proposicionais.

Axiomas:

F——a < Fa
Gla— B) — (Ga— GB)
Ga — (a N Xa A X(Ga))
X— e Xa
X(a—f) = (Xa— X[)
Gla— Xa) = (a— Ga)
(aUB) — (BV (oA X(ald3)))
(aUdp) — F3
Al — ) = (Aa — Af)
Aa — AAa
Aa — «
a— AR«
A-a — = Fa
p— Ap
AXa — XA«
AG(Ea — EX((EQ)U(E«))) — (Ea — EG((ES)U(Ew)))

Regras:
Fa Fa
FGa F Aa

A prova da completude passa entao pela prova de cada um desses axiomas
e cada uma dessas regras. Nao provamos aqui as tautologias proposicionais
uma vez que podem ser obtidas sem dificuldade usando as regras associadas
aos conectivos L, —, A e V.

Embora sejam abreviacoes, usaremos true e - constantemente em nossas
provas, assim como regras derivadas para true e —. Faremos isso para obter

provas menores.

Seguem entao as provas de cada axioma e de cada regra da axiomatizagao
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de CTL* apresentada em [Reynolds2001]. Para cada axioma é apresentada a
forma na linguagem original seguida de uma forma menos abreviada em fungao
da linguagem que escolhemos.

Para tornar as provas mais curtas, o uso da regra | nao serd sempre

explicitado.

7.6.1 Axiomas

Axioma 1: F——a < Fa, ou seja

trueld ——o «— truelda

[truetd —~—a™]* [truetda®!]?
trueld ™! trueld ——a™*
trueld——a — truelda™* truelda — trueld——ao™!

N

trueld——a «— trueldo™*

onde Cla e Clb representam as provas seguintes:

Cla
[—\ﬁal]Q
o [truetda']!
trueldad  truelda™
I ] ]ndR1
trueld ~—a™ trueld o™
z UE)
trueldo™
Cl1b
[
- [truetd ~—a']!
trueld——a'  trueld——a®'
! ] ]ndR1
truelda™ trueld ~—a™

UE]
trueld ——a™! ?

Axioma 2: G(a — ) — (Ga — Gf), ou seja
(trueld—(a — ) — (=(trueld—a) — —~(trueld—3))
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Axioma 3: Ga — (e A Xa A X(Ga)), ou seja
—(trueld—a) — (a A Xa A X (= (trueld—a)))

—(trueld —a)"* —(trueld—a)' —(trueld—a)'

[~ ( ) - [=( )l _— [=( )l e

o Xa%! X—(trueld—a))™!
aANXaAX(—(trued—a))

—(trueld—a) — (a A Xa A X (= (trueld—a)))

onde C3a, C3b e C3c representam as provas seguintes:

C3a

[a]

trued—a™  —(trued —a)™!

1
aa,l
C3b
o]
true™  trueld—a!
trueld o™ —(trueld—a)™!
L
of
Xan
C3c
true®™  [trueld—a']
trueld o™ —(trueld—a)™*
—(trueld—a)’"

X (trued—a)™!
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Axioma 4: X— < = Xa, ou seja
X—| < —|XO(

X0 [Xa]
—a o
1
- Xa®!

X-a — - Xa*!

Axioma 5: X (a — () — (Xa — X[3), ou seja
X(a—p)— (Xa— XP)

[X(a— )] [X ()]

a— 3 Q
ﬁl
Xﬁa’l
X(a—p)— (Xa— Xﬁ)“’l

Axioma 6: G(a — Xa) — (a — Ga), ou seja
—(trueld—(a — Xa)) — (a — =(trueld—a))

[a A = (trued=(a — Xa)®' ' [a A= (trued—(a — Xa))®')!

“Cga”
a®! a— Xa®!
Xa®! [ A =(trued—(a — Xa))®')!
. “03677
[t [S(trued—(a — X)) o —(trueld—~(a — Xa))!
a A =(trued—(a — Xa))®! a A =(trued=(a — Xa))!
IndD
a A =(trued-(a — Xa))!
Ozl [ﬁal]Q
I
, —1
[trued—a®!]3 1!
- e,
1
— 1
IE
———
—(trued—a)™!
— Iy
o — —(trued —a)™!
-5

—(trued—(a — Xa)) — (a — —(trueld—a))®!
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Axioma 7: (alf) < (BV (o A X(aldf3))), ou seja

(alp) — (BV (a AN X(aldf3)))
a,l11l a,l12
[ald 3] o BV (a A X(adf))™] -
BV (a A X(aldB))* ald f ;
oalUB — BV (@A X(@UB)™ ' BV (A X(aUB)) — aldf™ E ’

(aUpB) < (BV (a A X(aldp)))

onde C7a e C7b representam as provas seguintes:

CT7a

ol
) X(aUp)™!
o A X(aUB)" i

o™ BV (a A X(aldB)™ BV (a A X(aldp))™!
BV (aA X (aldB))™!

UE) 23

C7b
[ A X (ald B)'?
[ A X (ald B)*")? X (aldp)™
[ﬁa,z]l ! aZ/{ﬁl
BV (aAX(adB) " aldB™ ald 3!
ald 3% VEL2

Axioma 8: (aldf3) — F[3, ou seja
(aldB) — (trueld3)

[auﬁx,l]2
ik [trueld 5]
trueld 3 trueld 3%
trueld 3%
— [2

(aldB) — (trueld 3)™"
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Axioma 9: A(aw — () — (Ao — Af), ou seja

aal [Oé N ﬁal]S
6al [ﬁﬁa,l]Q
Eﬁﬁa’l/ 4 L
[ ] BE,
- I
—_— — I3
ﬁ(a — 6)a’l
[~E=(a — 5)""]° E=(a— )"
1
—|E—|ﬂa’ll - I4
7 [5
—|E—|a — —|E—|ﬁa’l
— I6
_\E_|(O[ — /6) — (_\E_|O[ — —|E—|ﬁ)
Axioma 10: Ao — AAaq, ou seja
—|—|E—|O[a’l 2 —|Oéa’l 1
[ " ], b
E-a® E-a® EE
[EﬂﬁE—!aa’l]Ll Eﬁaa’l, ! [_\aa,l’]?;
; EE,
E_‘O{a’l Eﬁaa’l EE
E_|Oéa’l s [—|E—|Q{a’l]5
L
_— [4
—\E—|—|E—\Oga’l
— I5

_‘E_‘Oé — ﬁEﬁﬁE—\aa’l

Axioma 11: Aa — «a, ou seja

-F-a — «
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—\E—|O( — an

Axioma 12: a — AFa, ou seja

a— FE-Fa

[Oéa’l]l
[_\Eaa,l]?) Eaal
[Eaa,l/]Q L
EE,
- I
n —
[aa,l]s [E—\Eoza’l]4 _'Eoéa,l 2
; EE;
Ea% —Ea®
1
;L
-FE-FEa®
I5
o — ~E-Ea®
Axioma 13: A=a < = Fa, ou seja
_\E_|_|Ck < _\EOé
[—|E—|—|aa’l/]1 [ﬁEaa’l/]Q
———— (13 —— (13}
—|E()[a’ —|E—|—|Oéa’
7 [1 7 12
—|E—|—|C( — —|Eaa’l _‘EOé — —|E—|—|Oga’l
Vi

ﬁE—\ﬁa — _‘ECY

onde Cl13a e C13b representam as provas seguintes:

Cl3a

133
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o]
_|_|O[a,l
[Eaa,l’] E_|_|Oéa’l/
E_|_|Oéa’l _\E_|_|Oéa’ll
1
—Ea®!
C13b
ot
aa,l
[E-—a®'] Ea"
Eao®" —~Ea
1
_|E_|_|aa,l/

Axioma 14: p — Ap, ou seja

™)

p

[E-p"]? 1
1

—\Eﬁpa’l

a,l’ [ a l/]l

EE,
— IQ

p— —|E_|p(l,l —> I3

Axioma 15: AXa — X A«, ou seja
-F-Xa— X-FE-«

134
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[_|Xoéa,b,l’] 1

[ﬂE_\XOéa’b’l]él E"XOéa’b’l

1
< A4
a "
ab,l’ [ﬁab,l’]Z
[E—@zb’l]3 1
EFE,
1
—\Eﬁab’l - IS
X—E-a®!

—)I4

—FE-Xa — X—E-a®"

Axioma 16: AG(Ea — EX((ES)U(Ea))) — (Ea — EG((ER)U(Ew))),

ou seja

—E-=(trued—(Ea — EX((EB)U(Ew)))) — (Ea — E=(trued—((EB)U(Ew))))

PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016017/CA

A prova desse axioma ¢é grande demais para ser apresentada de uma so
vez, na linguagem na qual o sistema natural foi desenvolvido. Por isso, além de
separar a prova em partes, usamos diversas abreviagoes: usamos as abreviacgoes
usuais G' e A, como também introduzimos os simbolos 6 e v para abreviarem
as formulas Fa — EX(EPUE«q) e AGO N\ (ESUEQ), respectivamente, sendo

que ao escrevermos EfSUFE«a estamos nos referindo a (EG)U(Ea).

[EOéa’l]B

[AGO™" ESUEQ™

AGH A (ESUE )™

AGH [Eaa,l]?)
[Ba]? ace [EQUEQT  [AGI™]* ESUEQ™
[AGO** ESUEQ™ AGO N ESUEQ AGO N (EBUEQ)™
AGH N (ESUEQ)™ Xapo! AGH™ [Ea™')?
(EUEQ)™ EXyt EXy*! m
EX 1.2 [4]5
By EAE
EG(ESUEQ)™! "k
Ea — EG(ESUE)™! - ;
— 14

AGO — (Ea — EG(EBUE))™!

5
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Onde 71 e 72 se referem as seguintes provas:

7l

’ /
[truetd —6""]" true®®!

I
trueld -6

[E(trueld—0)"]? E(trueld—0)»**
—E(truetd—0)*>! E(trued—0)*"
1L
—E(trueld—0)"

EF,

T2

~E-=(trued—(Ea — EX((ER)U(Ea))))™! “011”
—(trued—~(Ea — EX((EBU(Ea))))™! “O34"
Ea — EX((EP)U(Ea))™ Ea!
EX((EB)U(Ea))"!

7.6.2 Regras

Regra 1:

Fa Fa
ou seja

- Ga F =(trueld —«)

—ll—

l]l o

[
[truebi—'ax’l]Q
1

—(trueld—a)™

—(trueld—a)’

Regra 2:

136
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Fa ) Fa
ou seja

F Aa F—-FE-a

[E-al)? 1
1

1 Iy
—-F-«

7.7 Correcao

Para a prova de correcao, precisamos apresentar uma definicao semantica que

abranja as férmulas rotuladas. Damos essa defini¢ao a seguir.

Como vimos mais acima, temos quatro conjuntos envolvidos na estrutura
dos rétulos: X = ly,ly,..., Y = ag,aq,..., Z = xg,21,... € K, 0 conjunto de
rétulos propriamente dito, e que podemos enumerar como K = ko, ki, ... (K
¢é enumeravel pois é formado de seqiiéncias finitas de elementos de conjuntos
enumeraveis).

Sejaentao U = X UY UZUK

Definicao
Dado um conjunto de estados S, uma valoracao para os rotulos é uma

fungao v de U em S* (conjunto das seqiiéncias infinitas enumeraveis de ) tal

m
n
A

€
@ —~
0
@
e}
o
>
=
a,
o
»n
=
=
=
Qo
»n
Q.
@
=

se v(a) =sev(x) =<dy,...,d; >, entdo v(a,x) =< s,dy,...,d; > e v(z,a) =<
do, ..., d;, s >

se, ¢ sendo um prefixo, v(q) =< sg,...,8; > e v(k) =< dy,dy,... > entdo
v(q, k) =< sg, ..., 8i, do, dy, ... >

(basicamente o que estd sendo dito nessas propriedades é que v é um homo-

morfismo em rela¢do a operagao de concatenacao).

Teorema: O sistema dedutivo descrito é correto.
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Dizer que o sistema é correto significa que se tivermos uma prova de
I' F a entao para todo modelo M e toda valoracao v temos que se (M,v) =T
entdo (M,v) | a.

A prova é feita por inducao no tamanho da prova, ou seja, percorrendo
as regras uma a uma e mostrando que sao corretas.

Observe que nas provas a seguir estaremos alternando constantemente
entre as formulacoes M, v |= ol onde v é uma valoracio, e M,b |= a onde b é
um caminho. Essas alternancias serao feitas sem aviso uma vez que observando

o tipo de estrutura que se encontra a direita de M nao havera ambigiiidade

possivel.
Regra X E:
XOéa’l
l XFE
«

M,v E Xa® = Mv(a,l) EXa = Moo(l)EFa = MvEd

Regra X1I:
o
- X1
Xa®

MuvEd = Mol)Ea = M<ov),v(l) > Xa = M<
v(a,l) > Xa = M,vE Xa%!

Regra FL:

CYa,l

Ea®" 7
—  FF
Y

onde [ nao ocorre em 7 ou outra hipétese da qual v dependa.

Seja H; a conjuncao das hipéteses das quais Ea®" depende, e H, aquelas
das quais 7 depende (excluindo a®!).
MvE HANHy, = MvE Ea®' = Muv(a,l') |E Ea = existe
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v' tal que v'(a) = v(a) e M,v'(a,l') = «a, ou seja, M, < v(a),v(l') > FEa.
Logo existe < sg, s1,... > tal que M, < v(a), So, 51, ... >F a. Tomando entao
v’ tal que v'(l) =< s, 51, ... > e tal que v'(y) = v(y) para todo outro elemento
que nao depende de [, temos que M,v" = «. Por outro lado, como nem [ nem
seus componentes ocorrem em v ou Hs, temos que M, v" = Hy. Podemos dizer
também que M,v" = H; (embora uma pequena explicagdo seja necessdria:
como [ nao ocorre em v ou H,, poderiamos substituir [ e seus componentes
por outros que nao interfiram com H;, e ainda assim termos uma prova de
H,,a®" I 7). Logo por hipétese de inducio, M, v’ |= +. Logo M,v = v, pois

[ nao ocorre em 7.

Regra ET:
aa,l

— FI

Ea%

M,v E o = Muwv(al) Ea = M<v(a),ss1,... >F a =
M, < v(a), sy, s}, ... > Ea para qualquer seqiiéncia < sp, p,... >, = M, <
v(a),v(l') > Ea = M,v(a,l') | Ea = M,v | Ea®!

Regra U1I:

/Bl

ui
a3

trivial

Regra U:

a® ald Bl
old ﬁ“’l

trivial

Regra UFE:
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[, aUt '] [3*]

alp™ v
/‘)/

Ure

A prova decorre diretamente do fato que se M, v = ald 3% entao (M, v =
a® e M,v = o) ou M,v = 3!

Regra IndD:

0]

ax,l l

(6]
(6]

onde a®! é a tinica hipétese da qual o! depende.

My E o = M,< v(z),v(l) > a. Seja < sq¢,...,8, >= v(z).
Logo M, < sg,...,8n,v(l) > «. Considere v; tal que v1(a) = s¢ e v1(l) =<
81, ey Spy V(1) >. Da mesma forma defina ve(a) = sy e v3(l) =< $a, ..., Sp, V(1) >,
e assim por diante até definir v,1(a) = s, e v41(l) = v(l). (Nos com-
ponentes que nao estao ligados a [, mantenha v;(y) = v(y)). Dessa forma
temos M, < sg,...,5n,0() > a = M,< vi(a),n1(l) > a = Muv E
a® = M, v, = ol (por hipétese de inducao), = M,v(l) Fa = M,<
81,80, 0(1) SFE @ = M, <wv(a),n(l) >Ea = MunEa% = M E
ol (hipétese de inducdo). E assim por diante até obtermos M, v, = o, que
levaa M,v,(l) Ea = Mv()Ea = MvEd

Regra IndR:
[]

l Cka’l

— IndR
o

onde ! é a tinica hipétese da qual a®! depende.

A prova é semelhante a prova da regra IndD.
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Regra UE':
8
old 3! :
#L{E
8

onde [ nao ocorre em .

M,v = adf™ = M,<v(z)v(l) >F oadB = M,< s, ..., 8, 0(1) >
aldf que notaremos temporariamente M, < doy,di,... > oaldf. Logo para
algum i, M, < d;,diy1,... >F (. Logo tomando v'(l) =< d;,diyq,... > €
v'(y) = v(y) para os componentes que nao dependem de [, temos M,v' = 3,

que por hipdtese de indugao leva a M,v" = ~. Como [ nao ocorre em 7 temos
M, v .

Regra p
pa,l
pa7l/ p

Trivial, pois a verdade de uma férmula atomica s6 depende do estado

inicial do caminho considerado.
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Se todas as hip6teses de o foram canceladas.

Pela condigio imposta na regra, temos que M, v |= o para todo v. Assim,
~ !/ , ’
se nao fosse M, v |= o para todo v, terfamos v’ tal que M, v’ = o!. Tomando

entdo v” tal que v”(l) = v/(I') terfamos M, v" [~ ol

7.8 Normalizacao

Na tentativa de normalizar as provas de CTL*, procuramos reducoes para cada
tipo de férmula méxima. Porém, nao foi possivel encontrar redugoes para todos
os casos. Abaixo tentamos ilustrar essa situacao mostrando alguns exemplos
de formulas maximas para as quais temos reducoes, e mostrando uma situagao

que pensamos ser problematica.

Alguns exemplos de reducoes para eliminar férmulas maximas:

a,l ! a,l
k) , u )
o [ o 3] [5: ] o
U Ul 7 ’y se reduz a
UE v
~
ﬁl
6z,l [ ] ﬂl[l «— JT,Z]
: se reduz a :
old 3" Yo X
UFE o
f)/
pois [ nao ocorre em 7.
o
X %t sereduz a o
XFE
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a,lg [

« l2 — ll]

se reduz a

gl

pois /3 nao ocorre em .

Para o caso abaixo nao temos solucao:

aa,l’
[a

EXa™"

EGaa,l’ KI ﬂ;l’l

a,l]

EGB™"

KE

143

Esse problema é semelhante ao encontrado em C'T'L, e tem provavelmente

a mesma explicagao; citamos novamente o comentdrio de Prawitz [Prawitz1971]:

“Isso confirma a situacao bem conhecida onde sentimos que devemos provar

um teorema bem mais forte do que aquele que nos interessa, para podermos

provar o passo indutivo”.
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