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Anexo 1

Definicdo Al.1: Retorno do Portfolio. O retorno do portfolio ¢ dado pela

formula abaixo:

N

R(x, f) = lel + -4+ xNFN = Z xi~i
i=1
Onde:
N = niimero de ativos candidatos a compor o portfolio;
x; = fracdo do capital a ser aplicado no ativo i;

; = sdo os retornos dos ativos individuais (distribuidos aleatoriamente);

Definicdo A1l.2: Retorno Esperado da Carteira. O retorno esperado do

portfolio ¢ dado pela seguinte formula:

N

R(x, T_') = xlf_‘l + -+ xNFN == le_l
i=1

Onde:
7; = &(7;) = valor esperado dos retornos do ativo i;

Definicdo A1.3: Varidncia da Carteira. A variancia do portfolio de ativos x;

esta descrita abaixo:

N N
2 3 _
V= [(R(x #) — R(x;7)) ] E lerl le- i]
i=1 i=1
N N M N M
= z ofx? + z z 0 X Xj z z 0y XX,
i=1 i=1j=1 i=1j=1

Onde:
0;j = covariancia entre os retornos dos ativos i € J;

Definicao A1.4: Covariancia. A covariidncia de diferentes ativos € dada pela

seguinte equagao:
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Em particular,
oy = E[(f; —7) (i —7)] = E(Fi—1)? = V(1)

Definicao A1.5: Risco Diversificavel e Risco de Mercado.

Conforme dito anteriormente, a varidncia de uma carteira com N ativos

pode ser escrita da seguinte maneira:

Caso montantes iguais sejam aplicados em cada ativo, em uma carteira de N
. ~ . . 1 .
ativos a proporcdo aplicada em cada um deles serd de e Aplicando essas

proporcdes a equacdo da variancia obtém-se:

) )

Reescrevendo essa equacdo encontramos a seguinte formula:

= 2

N M
i=1 =1

j=1

i=1 =1 j=1
Onde
N 0"2 —2 LN . z 1 :
Y.ic1——=0{ = Varidncia média do portfolio;
N
N M O-l'j _ = _ A . L oqe .
i=1 2j=1 No—p = 0i = Covariancia média do portfolio.

O primeiro termo dessa expressdo refere-se ao risco diversificavel, que
pode ser eliminado no processo de diversificagdo da carteira. O segundo termo da
equacdo acima é referente ao risco de mercado, que nido pode ser reduzido ao
aumentar o nimero de ativos na carteira. Dessa forma, o risco de um portfolio
bem diversificado depende somente do risco e mercado dos ativos pertencentes a

esta carteira (Principio de Diversificacao).
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Definicdo A1.6: Modelo Uni-Fatorial. O valor do retorno esperado do ativo i

pode ser descrito pela seguinte equagao de regressao linear:

fi = qa; + Blfm + gi (A16)

T, = ela; + Bifm + &1 = a; + Pty (AL7)

Onde:

7; = retorno esperado do ativo i;

a; = intercepto da regressao;

Bi = coeficiente angular da regressao;

€; = residuo da regressdo linear, com média O e variancia o2.

,, = rentabilidade esperada do portfolio de mercado = indice que representa o

mercado;

A variancia do ativo i € dada por:

Substituindo 7; e 7; pelas equacdes (3.11) e (3.12):

of = E[(Bi(Fn, — ) + €)?]
= B} * E[(Fi, — Tin)?] + 2B; * E[(Fiy — Tin) €] + E[€7]

_ p2.2 2
= piom +0¢

A variincia possui dois componentes: i. 3202 - relaciona-se ao comportamento
do mercado e ii. 6 - representa a variabilidade dos retornos do ativo que ndo é
explicada pela variabilidade do retorno do mercado. O f; refere-se ao risco nao

diversificavel do ativo i.

A covariancia entre ativos i e j é dada por:

O'ij = E[(fl - T_‘l)(f] - f])]

Substituindo 7; e 7; pelas equacdes (A1.6) e (A1.7):


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012714/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012714/CA

78

0;; = E[(Bi(F — ) + €D (B (B — Ton) + €]
= ﬁiﬁj * E[(fm - _m)z] + ﬁi * E[(fm - Fm)gi] + lgj * E[(fm - fm)gj']
+ E[&¢]

Os ultimos trés termos da equacao acima € igual a zero. Portanto,

Oij = ﬁiﬁjffr%l

Usando as estimag¢des das médias pelo Modelo Uni-Fatorial pode-se escrever a o
retorno esperado do portfolio:

N

a;x; + z BiTmX;
i=1

Similarmente, a variancia do portfolio pode ser descrita da seguinte maneira:

NEE

R(x;7) =
i=1

N M
-

i=1j=1
N N M

— 2,2
i=1 i=1j=1
N N N M

— 2 .2 ,2 2 2

- z ﬁi Om X + z O¢iXi + z z ﬁlﬁ]o-mxlx]
i=1 i=1 i=1j=1
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Anexo 2

Definicao A2.1: Estratégia Lockbox.

Essa parte do capitulo estd dedicada a investigacdo do artigo de Sharpe,
Scott e Watson (2007), que avaliaram as diferentes regras de poupanca e gastos
para aposentados e propuseram uma nova estratégia chamada Lockbox, “Cofre
Compartimentado™.

Segundo esses autores, para cada periodo e cenario, o investidor deve
escolher uma politica de consumo e de investimento, o qual deve suportar esse
consumo. Para tanto, o investidor deve escolher o nivel de consumo que

maximiza a sua utilidade:

Maximizar z PpSUL(CE) (A2.1)

sujeito a W, = Z Csys (A2.2)

Segundo a condicdo de primeira ordem:

1S s
wiep_y
Onde:

s = cenario [s € S];

t = namero de periodos [t € T];

p; = probabilidade de ocorréncia do cenario s no periodo t;

C{ = Consumo no cenario s do periodo t;

U.(C?) = Utilidade dado o nivel de consumo C7;

W, = riqueza inicial;

Y; = prego do consumo;

A estratégia apresentada deve prever um valor de consumo unico para cada
retorno do mercado no periodo t. A dificuldade estd em reconhecer a funcao

utilidade do investidor.
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Sharpe, entdo, utiliza um modelo binomial para ilustrar a estratégia

apresentada:

Figura 16 - Exemplo de arvore binomial.

R,, = Retorno do portfolio de mercado quando ocorre alta;
R, = Retorno do portfolio de mercado quando ocorre baixa;

17 = Retorno do ativo livre de risco;

Em t=0->Vyo=1 ; Em t=1-Vy,1=Rnu: ; Em

t=2- Vm,Z = Vm,lRm,Z = Rm,lRm,z;

Nesse ultimo caso, os valores possiveis do Valor do Portfolio do Mercado
(Retorno Acumulado = V,, ) € igual a {RZ; RyRy; R3}.
Entao:

Vs = (Ru)*(R)“™ (A2.4)

A probabilidade associada ao V,, + é:

ps=—— 2t (A2.5)
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Além disso, associado a cada ramo da arvore estd o preco da opgao, que

paga $1 se o caminho for realizado. Por exemplo:

fh’fl} f\J:

fufa=fafs

fafa=1d

Figura 17 - Exemplo de arvore binomial com o valor da opgao.

Nesse caso, o prego Y7 de um cenario que paga $1 se e somente se o cenario
s acontecer ¢ igual ao nimero de caminhos percorridos vezes o preco dado em

cada caminho:

tt t—s
Yy =m(fu) (f) (A2.6)

Com as equagoes (A2.5) e (A2.6), obtém-se:

f—g =2(f)° (f) ¥ (A2.7)

Se considerarmos as equagdes (A2.4) e (A2.7), podemos, por célculo

usando logaritmo, resolver esses sistema da seguinte maneira:

lp—f =x = 2'(f)*(fH (A2.7)
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In(x) =t n(2) +sIn(f,) + t In(fy) —s In(fy)

In(x) = sIn(f./fa) +t In(2fy)

Vis = (R (RO
In(V) =sIn(Ry) +t In(R;) — s In(R,)
In(V) = sIn(R,/Ry) + t In(R,)

_In(V) —tIn (Ry)

in ()

Substituindo a equagdo (A2.13) na equagdo (A2.10) obtém-se:

In(x) =

In(x) =

In(V) — tIn(Ry)

In(f,/fa) +t In(2f4)

In (R

ln(V) ln(fu/fd ‘ ltln(Rd)ln(f”/fd ‘+ t In(2f4)
d

In(x) =—In(V)p+tin(Ry) p +t In(2f,)

pi (WV)p
Onde:
P R — Ry e /= Ry, — R;
“ 7 Ry(R, — Ry) " Rr(R, — Ry
R, — Ry
p = In [Ru - Rd]

In (g—’;)

82

(A2.8)

(A2.9)

(A2.10)

(A2.11)

(A2.12)

(A2.13)

(A2.14)

(A2.15)

(A2.16)

(A2.17)
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a = 2fa(Ra)?

Com essas formulagdes, para alguns investidores a utilidade pode ser
revelada e a utilidade marginal ¢ dada de acordo com a combinacao das equagdes
(A2.3) e (A2.17). Por exemplo, se considerarmos um investidor, cujas lockboxes
sdo compostas com o portfolio do mercado, no final de cada ano t, o consumo

relativo a este ano sera:

Ct,s = FtVt,s

e a utilidade marginal deste investidor serd igual a:
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Anexo 3

Teste de Independéncia

Neste anexo, esta descrito um sumario das estatisticas relativas as séries
historicas utilizadas para a selecdo do portfolio. Abaixo estd descrito um teste para
avaliar se os elementos da amostra sdo idénticos e independentemente distribuidos
(iid).

“O teste de independéncia ou dependéncia ndo linear mais apropriado para
dados econdmico-financeiros, que possuem amostras com tamanhos limitados, ¢ o

teste de Brock, Dechert, Scheinkman e LeBaron (1996)”.

Para isso, o teste BDS envolve o conceito de correlagdo espacial. Para
examinar a correlagdo espacial, a série y{* deve ser inserida no espaco “m”
construido pelo vetor:

Ve' = [Ver s Veemaal
Ondet=1,2,..,.N-m + 1.

A dependéncia de y;, entdo, ¢ examinada através do conceito de correlacao
integral. Para cada dimensdo m e um valor de €, a correlacdo integral ¢ definida
por:

1
— m m
C(e,m,N) "N =D E Iy v e)

t+s

Onde N,, =N—-—m+1,tesvariamentre leN—-m+1e¢

1™, ym,€) = {1» se|ly* —y"ll < e
trrse 0, caso contrario

Com isso, a correlagdo integral medira a fragdo dos pares (y[*, yi*) para os
quais a distancia entre esses fatores nao ¢ superior a €. Variando ¢ e s € possivel
contar os pares que satisfazem essa condi¢do. Em seguida, divide-se esse valor

pelo numero total de pares.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012714/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012714/CA

85

Sob a hipdtese nula de independéncia a estatistica BDS ¢é assintoticamente
N(0,1):

VT[C(e,m,T) — C(¢, 1, T)™]*/?
V1/2

BDS(e,m,T) =

Onde V ¢ variancia. A aproximagdo assintotica ¢ valida para T/m > 200.
Quando esse fato nao ¢ observado, no caso de amostras pequenas, pode-se usar a

técnica de bootstrap para gerar diversos cenarios de p-valores.

Teste BDS
O teste estatistico BDS testa a hipétese nula de que os elementos de uma

série temporal ¢ independente e identicamente distribuido (iid).

H,: série temporal (y,) é independente

H,:ha dependéncia

Para o teste, considerou-se m = 2 a 5 e € variando de 0,5 a 2,0 vezes o
desvio padrio da série. A estatistica BDS foi calculada através do software E-

Views e os resultados estdo descritos na tabela abaixo:

m=2 m=3
0,50 1,00 1,50 2,00 0,50 1,00 1,50 2,00
Ibovespa 0,0316 0,00722  -0,0003 -0,0003 0,00153 0,03412 -0,0106 0,00228
Délar 0,03993 -0,0117 -0,0278 -0,0028 0,02889 -0,0115 -0,0716  -0,0450
CDI 0,64931 0,09056 0,10167 0,06493 0,04334 0,11342 0,22043 0,14416
m=4 m=5
0,50 1,00 1,50 2,00 0,50 1,00 1,50 2,00
Ibovespa -0,0019 0,01764 -0,0396 -0,0075 -0,0007 0,01102 -0,1038 -0,1471
Délar -0,00284 -0,0263 -0,1418 -0,1442 -0,0014  -0,0182 -0,1487 -0,2599
CDI 0,01302 0,08816 0,28677 0,23448 -0,0023 0,09576  0,34233  0,29807

Tabela 2 - Estatistica BDS para retornos anuais das classes dos ativos sobre o periodo de Janeiro de
1995 a Dezembro de 2011. Testou-se a hipétese de que as séries sdo independentes.

A hipétese nula € rejeitada se o valor da estatistica BDS for superior aos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012714/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012714/CA

86

valores criticos, em valor absoluto, para o nivel de significancia «.

|BDS| > |74

Na Tabela 2, sdo representados os p-valores do teste BDS, obtidos a partir
de bootstrap com 1000 repeticdes. A hipdtese nula € fortemente aceita apenas
quando os p-valores forem maiores ou iguais do que o nivel de significancia de

5%, para todos os elementos da Tabela 2.

Esse resultado € importante porque a utilizacio do método de geracdo de
cendrios utilizado, especificado no Capitulo 6, (bootstraping) pode sofrer
desvantagens considerdveis quando as séries ndo sdo independentes ou
identicamente distribuidas. No entanto, a incoeréncia nos resultados sé ocorre se a
funcao objetiva é descrita por meio do CVaR dos retornos do portfolio, conforme
documentado por Kaunt et al. (2003). Isso porque inconsisténcia advém de
problemas na estimacao da cauda da distribui¢ao, reduzindo o poder da estimacao

do Value-at-Risk.

Teste de Normalidade

Uma possivel avaliacdo das séries temporais consiste na andlise de sua
normalidade. Para isso, usa-se o teste de Jarque-Bera (Jarque e Bera, 1981), o qual
testa as caracteristicas de normalidade da distribuicdo de probabilidades. A
estatistica € baseada nas diferencas entre os coeficientes de assimetria e curtose da
distribuicdo amostral da série e da distribui¢cdo tedrica normal, seguindo uma
distribuicdo qui-quadrada y? com m—1—k graus de liberdade. Para a
Distribui¢cdo Normal, Simetria = 0 e Curtose = 3. Esse teste pode ser feito através

do E-Views. A férmula abaixo descreve o teste:

m=rl(5) <)

Onde:
JB; € a estatistica Jarque-Bera para o portfolio;

T € o nimero de observagoes;
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S; é o coeficiente de assimetria e

K; é o coeficiente de curtose.

A hipétese nula e alternativa no teste Jarque-Bera sdo:

H,: série temporal (y;) é normalmente distribuida

H;:nao H,

Como pode ser observado, a hipotese nula se baseia em um teste conjunto
de simetria e curtose (Hy: S = 0 e K = 3) com grau de liberdade igual a 2. Assim,
valores elevados de JB levariam a rejei¢do da hipotese nula e, consequentemente,
a transgressao do pressuposto de normalidade da série.

Abaixo estdo os histogramas das séries dos ativos: 1. Ibovespa, 2. Délar e 3.

CDI e as suas estatisticas correspondentes:

B3 tViews - fSeres: BOVISPA  Workfie: IBOVESPACTbOwespal] e X
5 fle st Onect View Proc Quick Optiers Windew Heb a|x

o o e e o T | A e e e T
6 " Seri
Series: IBOVESPA

Sample 1 17
Observations 17

4 R Mean 0.065594
Median 0.071200
Maximum 0.401300
3 Minimum -0.230800
Std. Dev. 0.172357
24 Skewness 0.150852
Kurtosis 2.271236

Probability 0.802250

‘ ‘ Jarque-Bera  0.440670

0~ I I I
0.3 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 03 04 05

Path = Cusersiucy surdoaments DB = note  WF = beweige

Figura 18 - Histograma e estatisticas da série histérica dos retornos da Ibovespa.
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Em--a-m o OO
Fle ESt Omect View Proc Quick Optiers Windew Hep ‘m
Prt | Narse | Feweze o St |
5
Series: DOLAR
Sample 1 17
Observations 17
Mean 0.047048
Median 0.071466

Maximum 0.420493
Minimum -0.294294
Std. Dev. 0.202008
Skewness 0.232354
Kurtosis 2.346480

Jarque-Bera  0.455488
Probability 0.796328

0 -
0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03 04 05

Figura 19 - Histograma e estatisticas da série histérica dos retornos do délar.

Ve - (e CO8_ Workfbe COLCANL L
Em ESt Omect View Proc Quick Optiers Windew Hep lalx]
Prt| Naese | Froece e Shats |
6

Series: CDI
Sample 1 17
Observations 17
Mean 0.049962
Median 0.046390

Maximum 0.097133
Minimum 0.024097
Std. Dev. 0.021524
Skewness 0.955129
Kurtosis 2.959634

Jarque-Bera 2.585921
Probability 0.274457

003 004 005 006 007 008 009 010
e e————————————————————————. Y Aoty st U8 5 ot M 8 |

Figura 20 - Histograma e estatisticas das séries histéricas do CDI.

De acordo com os resultados observados na estatistica Jarque-Bera,
percebe-se que para a série temporal do ativo 3 estudado, CDI, deve-se rejeitar a
hipétese nula de normalidade.

Por meio do grifico de histograma da série Ibovespa e Doélar e dos
resultados observados de curtose e simetria € possivel identificar uma grande
proximidade com o grifico da distribuicdo normal. Diferente das séries dos
demais ativos, os quais apresentam um nivel de curtose muito elevado e,

facilmente, pode-se rejeitar a hipotese de normalidade dessas séries.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012714/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012714/CA

89

N3ao obstante, apesar da hip6tese nula ser rejeitada para, pelo menos, um dos
ativos estudados, € importante observar que o propdsito do estudo € validar se o
modelo de otimizagcdo de portfolio apresentado por Consiglio et al. (2002) se
comporta conforme o esperado, ndo sendo de grande relevancia as séries

histdricas consideradas neste teste.
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Anexo 4

Abaixo esta apresentado o modelo utilizado na linguagem C:

#

#  Personal Finance Model

#

# Parameters
param T; # Planning Horizon
param S; # Number of scenarios

param N; # Number of assets

# Sets
set HH := 0..T; # Set of periods
set SS :=1..S; # Set of scenarios

set XX := 1..N; # Set of assets

# Deterministic factors

param lambda; # Penalty for terminal debt

param g{s in SS, t in HH}; # Growth of liability

param rf{s in SS, t in HH}; # Risk free interest rate at time t

param r{s in SS, t in HH, i in XX}; # assets return

# Decision variables

var U{s in SS}; # Utility

var HO{i in XX} >=0; # Asset holdings

var YP{s in SS, t in HH} >= 0; # yPlus - surplus in excess of growth rate
var YM{s in SS, t in HH} >= 0; # yMinus - deficit in lack of growth rate

# Objective
maximize obj: (1/S) * sum{s in SS} U[s];

90
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# Constraints

subject to Utility{s in SS}:
U[s] = sum{tin 1..T} ((YP[s,t] - lambda * YM[s.t])
* (prod{tau in 0..t-1}(g[s,tau]))
* (prod{tau in t..T-1}(rf[s tau])));

subject to balance{s in SS, tin 1..T}:
YP[s.t] - YM[s,t] = sum{i in XX} (HO[i] * r[s,t,i]) - (g[s,t] - 1);

subject to capacity{s in SS, tin 1..T}:
sumd{i in 1..N} HOJ[i] = 1;

end;
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