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Resumo

Borges, Beatriz; Lima, Roberta; Sampaio, Rubens. Analise es-
tocastica da propagacao de uma doenca de carater epi-
demiolégico.. Rio de Janeiro, 2021. 112p. Dissertagao de Mestrado
— Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho analisa a propagacao de uma doenca epidemioldgica com
uma abordagem estocastica. Na andlise, o nimero de individuos que cada
membro infectado da populacao pode infectar é modelado como uma variavel
aleatoria e o numero de individuos infectados ao longo do tempo é modelado
como um processo estocastico de ramificacao. O foco do trabalho é caracterizar
a influéncia do modelo probabilistico da variavel aleatéria que modela o
contagio entre individuos na disseminacao da doenca e na probabilidade de
extingao, e analisar a influéncia de uma vacinacado em massa no controle da
propagacao da doenca. A comparacao é feita com base em histogramas e
estatisticas amostrais do nimero de individuos infectados ao longo do tempo,
como média e variancia. Os modelos estatisticos referentes a parte que trata
de uma populacao nao vacinada sao calculados usando simulagoes de Monte
Carlo para 3 diferentes familias de variaveis aleatérias: binomial, geométrica-1 e
geométrica-0. Para cada familia, 21 distribuic¢oes diferentes foram selecionadas
e, para cada distribuicao, 4000 simulagdes do processo de ramificacdo foram
computadas. Os modelos estatisticos referentes a uma populacao parcialmente
vacinada foram calculados usando simulagoes de Monte Carlo para a familia de
variavel aleatoria binomial. Para essa familia, 21 distribui¢oes diferentes foram
selecionadas e, para cada uma delas foram escolhidas 6 diferentes percentagens
de populagao vacinada. Para cada percentagem, foram analisadas vacinas com
4 diferentes eficacias. No total, foram realizadas 2.2 milhoes de simulacgoes,

caracterizando o problema como big data.

Palavras-chave
Modelagem Estocastica; Propagacao de Incertezas; Doengas Conta-

giosas; Vacinacao; Big Data.
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Abstract

Borges, Beatriz; Lima, Roberta (Advisor); Sampaio, Rubens (Co-
Advisor). Stochastic analyses of the spread of an epidemi-
ological disease.. Rio de Janeiro, 2021. 112p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

This work analyzes the spread of an epidemiological disease with a
stochastic approach. In the analysis, the number of individuals that each
infected member of the population can infect is modeled as a random variable
and the number of infected individuals over time is modeled as a stochastic
branching process. The focus of the work is to characterize the influence of
the probabilistic model of the random variable that models contagion between
individuals on the spread of the disease and the probability of extinction, and
to analyze the influence of mass vaccination in controlling the spread of a
disease. The comparison is based on histograms and sample statistics of the
number of infected individuals over time, such as mean and variance. Statistical
models for the chapter dealing with a vaccine free population are calculated
using Monte Carlo simulations for 3 different families of random variables:
binomial, geometric-1 and geometric-0. For each of the 3 families, 21 different
distributions were selected and, for each distribution, 4000 simulations of the
branching process were computed. Statistical models for a partially vaccinated
population were calculated using Monte Carlo simulations for one family of
random variable: the binomial. For it, 21 different distributions were selected
and, for each of them, 6 different percentages of the vaccinated population
were chosen. For each of them, 4 different vaccine efficacy were stipulated. In

total, 2.2 million simulations were performed, featuring a big data problem.

Keywords
Stochastic Modeling; Uncertainties Propagation; Infectious Disease;

Vaccination; Big Data.
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1
Introducao

1.1
O Que é Epidemiologia?

Epidemiologia é uma &area de estudos que trata da compreensao do
processo saude-doenca no ambito de populacoes. A palavra epidemiologia, do
grego, significa “epi” sobre, “demos” povo, “logos” estudo, ou seja, estudo
sobre povos/populagoes. O primeiro registro que se tem desta palavra é datado
de 1802, em Epidemiologia Espanola [8].

De acordo com Olsen [28], “Epidemiologia é o estudo da distribuigao
e determinantes de estados ou eventos relacionados a satide em populagoes
especificas, e a aplicacao deste estudo para o controle de problemas de satude”.
Distribuicao é o conceito utilizado para analisar a frequéncia e o padrao dos
eventos de satide em uma populagao. Determinantes, as causas e outros fatores
que influenciam a ocorréncia de doencas e eventos relacionados a satide.

Resumindo, epidemiologia é o estudo (cientifico, sistemético, baseado em
dados) da distribuigao (frequéncia, padrao) e determinantes (causas, fatores
de risco) de estados e eventos relacionados a satide em populagdes especificas,
e a aplicagao deste estudo para o controle de problemas de satude [10].

Neste trabalho vamos focar no estudo da transmissao de doengas infecci-
osas, abordar a influéncia do comportamento da sociedade na propagacao da
doencga e a aplicagdo de métodos de contencao de transmissao de doencas, e

as consequéncias desses fatores na sociedade.

1.2
Classificacao de Doencas Infecciosas

As doencas infecciosas podem ser causadas por diversos agentes patogé-
nicos, como virus, fungos, bactérias, parasitas ou toxinas, como descrito por
Martcheva [25]. Além de distinguir as doengas infecciosas pela causa, é possivel

diferencid-las pelo tipo de transmissao [7, 13, 25].

— Transmissao direta: infecgao adquirida por contacto com um individuo

doente.
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— Transmissao indireta: infeccao adquirida através da do consumo de agua,

alimentos ou por contato com outro agente infectante.

— Transmissao aérea: adquirida através do ar e dos agentes infectantes nele

contidos.

— Transmissao vertical: transmitida através da placenta, de mae para
filho(a).

— Transmissao critogénica: infeccao de porta de entrada desconhecida.

— Transmissao enddégena: infeccao devido a um micro-organismo ja exis-

tente no organismo, e que, por qualquer razao, se torna patogénico.

— Transmissao exdgena: provocada por micro-organismos provenientes do

exterior, como alimentos e agua contaminada.

— Transmissao por vetor: transmitida por um vetor, como mosquito, mo-

luscos, etc.

E possivel que algumas doencas tenham mais de uma via de transmissio.
A influenza pode, por exemplo, ser transmitida por contaminagdo exogena,
através de animais, e transmissao aérea, devido aos agentes infectantes no
ambiente. J& HIV, por sua vez, pode ser transmitida verticalmente, como
no nascimento, transmitida diretamente através do ato sexual, além de ser
transmitida através de transfusdao de sangue e compartilhamento de material
infectado [26]. A transmissao de doengas é um dos principais pontos dos estudos

epidemioldgicos.

1.3
Modelagens da Propagacao de uma Doenca Contagiosa

As primeiras contribuigoes para a andlise epidemioldgica matematica
do século XX foram baseadas em modelos compartimentados, propostos por
Ross, Hamer, McKendrick e Kermack [22, 20]. Esses modelos, conhecidos como
modelos de compartimentos, dividem a populacao de um determinado local
em diferentes grupos. A quantidade de grupos é definida de acordo com a
complexidade escolhida. Dois dos modelemos mais utilizados sdo o modelo SI
e o modelo SIR, que serao detalhados nos capitulos a seguir.

Esses modelos propostos por McKendrick e Kermack, assim como alguns
outros modelos de compartimentos modelam seus parametros de forma deter-
ministica. Isso implica que cada um dos individuos infectados com a doenca
infectam um mesmo numero de individuos. No entanto, uma transmissao de
uma doenca se da de forma estocastica. Enquanto um individuo contaminado
pode passar a doenga para 10 outros individuos, um segundo individuo pode

nao contaminar ninguém.
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Algumas modelagens misturam as duas abordagens. Utilizam métodos
estocasticos para definir a transmissao de uma doenca entre os individuos, re-
duzem esta analise a uma estatistica, e a utilizam como as taxas de transmissao
ou recuperacgao para analisar o comportamento do total de infectados ao longo
do tempo [9, 37, 38|.

Este trabalho analisa essa transmissao sob a Otica estocastica, bem como
analisa, sob a mesma abordagem, os efeitos que isso tem na propagacao de

uma doenca contagiosa em meio a uma populagao.

1.4
Objetivos da Dissertacao

Na primeira parte do trabalho é feita uma analise deterministica do
processo de propagacao de uma doenga. Para tal, sao utilizados os modelos
de compartimentos [22]. O primeiro modelo de compartimentos estudado
serd o modelo SI, composto apenas por dois compartimentos (susceptiveis e
infectados). O segundo modelo de compartimentos serd o SIR. Os parametros
deterministicos destes modelos sao 3, taxa de contagio; «, taxa de recuperacao;
e r,, nimero bésico de reproducao, razao entre S e «.

Na segunda parte do trabalho o problema é abordado com uma modela-
gem estocastica. O nimero de individuos infectados por cada membro infectado
da populacao é modelado por uma variavel aleatoria discreta e o niimero de
individuos infectados ao longo do tempo ¢ modelado por um processo esto-
castico de ramificagao. Utilizando o método de Monte Carlo para caracterizar
a propagacao das incertezas na disseminagdo da doenca, serdo construidos
histogramas do nimero de individuos infectados. Estatisticas amostrais e a
probabilidade de extingdo para as trés familias diferentes de variaveis aleato-
rias (v.a.) também serao calculadas. A influéncia do modelo probabilistico que
modela o contdgio entre os individuos no processo de ramificacao sera feita
através da comparacao destas estatisticas e histogramas. Vale ressaltar que a
utilizacao do método de Monte Carlo caracteriza o problema abordado como
um problema de Big Data.

Neste trabalho também sera feito um estudo sobre as solu¢oes analiticas
deste problema. A partir das fungdes geradoras apresentadas obteremos as mé-
dias, varidncias e probabilidades de extin¢ao analiticas. Bem como obteremos
a funcdo de massa do total de infectados em cada geragao. Além disto, sera
feita a comparacgao entre os resultados amostrais e analiticos com o objetivo
de validar a modelagem proposta.

A terceira e ultima parte traz a propagacdo de uma doenca em uma

populacao vacinada. Nela temos o contato entre individuos capaz de transmitir
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uma carga viral suficiente para um contagio modelado por uma v.a. discreta,
a porcentagem da populagao vacinada modelada por outra v.a discreta, e a
eficicia da vacina modelada por uma terceira v.a. discreta. O ntimero total
de individuos infectados ao longo do tempo é modelado por um processo
estocastico de ramificagdo. Para caracterizar a propagacao das incertezas na
disseminacao da doenga, construiremos histogramas do niimero de individuos
infectados. Estatisticas amostrais também serdo calculadas. A influéncia da
eficicia da vacina no processo de ramificacdo, bem como da influéncia da
porcentagem da populagao vacinada serao abordados neste trabalho junto com
o calculo destas estatisticas e histogramas. A probabilidade de extingao da

epidemia serd um dos pontos abordados nesta parte.

1.5
Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: este primeiro
capitulo apresenta uma introdugao sobre o tema, objetivos da dissertacao e
a organizacao de cada capitulo.

O segundo capitulo traz os modelos matematicos deterministicos que sao
aplicados a epidemiologia. Ele apresenta os modelos de compartimentos que
foram utilizados para a andlise inicial deste trabalho.

No terceiro capitulo estao descritos alguns dos conceitos basicos de
probabilidade, fundamentais para o entendimento deste trabalho.

O quarto capitulo apresenta o conceito de fungdo geradora de probabili-
dade (PGF). Este conceito é um dos pilares das anélises feitas ao longo desta
dissertacao.

O quinto capitulo traz a construcao do modelo probabilistico pra o
contagio e para a propagacao de uma doenga dentro de uma sociedade. Além
de trazer as escolhas dos parametros modelados, este capitulo apresenta os
calculos analiticos para a construcao de algumas das estatisticas da propagacao
de uma doenca.

O sexto capitulo mostra alguns dos resultados obtidos, evidenciando a
influéncia do modelo do contagio no comportamento da doenca ao longo do
tempo.

O sétimo capitulo traz a influéncia da vacinacdo na modelagem do
processo de ramificacao. Neste capitulo sao apresentadas alguns modelos ja
utilizados para modelar a vacinagdo em massa em uma sociedade e o modelo
estocdstico proposto para modelar o comportamento de uma epidemia em uma

populacao parcialmente vacinada.
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No oitavo capitulo é apresentada a segunda bateria de resultados obtidos.
Ele apresenta a influéncia da vacinagao sob duas frentes: como a vacinagao
com uma vacina de diferentes eficacias influenciam a propagacao de uma
doenga; e como a porcentagem da populagao vacinada também interfere nessa
propagacao.

O nono e ultimo capitulo apresenta as conclusdes obtidas a partir dos

resultados descritos ao longo desta dissertacao.
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2
Modelos Matematicos Deterministicos Aplicados a Epidemi-
ologia

Este capitulo trata de alguns dos modelos epidemiolégicos deterministicos

mais difundidos na literatura: os modelos de compartimentos.

2.1
Contexto Historico

Um dos primeiros estudos matematicos sobre doencas infecciosas foi o
trabalho de John Graunt [18], em 1662, sobre possiveis causas dos padroes
de mortalidade em Londres, onde morava. Graunt analisou os registros de
mortalidade antes da Grande Peste e forneceu um método para estimar o risco
de morte por diversas doencas. Ele relatou tendéncias temporais para diversas
doengas e apresentou uma das primeiras tdbuas de vida (tabela utilizada
principalmente no calculo atuarial, em planos de previdéncia e seguros de vida,
para calcular as probabilidades de vida e morte de uma populacao, em funcao
da idade).

Por volta do século XVIII, ao estudar sobre a variola, Bernoulli desen-
volveu o primeiro modelo matematico epidemiolégico [2]. Sua abordagem foi
direcionada a questao dos riscos concorrentes: quando observa-se a morte cau-
sada por um agente k£ ¢ impossivel observar a morte do mesmo individuo por
qualquer outro fator de mortalidade. Esta publicacao influenciou publicagoes
mais complexas (vide [3, 12]).

No século XVIII, durante um surto de epidemia de célera em Londres,
John Snow conseguiu identificar a fonte de infeccao como uma das bombas
de dgua da cidade [35]. Na mesma época, Willian Farr [14] propos a lei que
fundamentou o crescimento e a queda de epidemias: “Ascensdo rapida no inicio,
elevacao lenta até o apice e, em seguida uma queda mais rapida”.

As primeiras contribui¢des para a analise epidemiol6gica matematica do

século XX foram baseadas em modelos compartimentados, propostos por Ross,
Hamer, McKendrick e Kermack [22, 20].
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2.2
Modelos de Compartimentos

Um dos primeiros modelos de matematicos desenvolvidos para a ana-
lise de epidemias foi o proposto por Kermack e McKendric [22]. Esse modelo,
conhecido como modelo de compartimentos, divide a populacao de um de-
terminado local em diferentes grupos. A quantidade de grupos é definida de
acordo com o a complexidade escolhida.

Dois dos principais modelos estao descritos a seguir.

2.2.1
Modelo SI

O modelo SI é um modelo de compartimentos composto apenas por
dois compartimentos: o primeiro, s, representa a porcentagem da populagao
susceptivel a doenca. O segundo compartimento representa a porcentagem de
individuos que foram infectados pela doenca, dado por i. A relacdo entre os
grupos s e 1 € dado pelo contagio entre os individuos, representado por 3, como

mostra a figura 2.1.

*]
A\ 4
~

Figura 2.1: Diagrama de bloco do modelo SI.

Esse modelo supoem que o total de individuos deste local nao muda com
o decorrer da propagacao da doenca. Dito isto, o vinculo entre esses dois grupos

¢ dado pela eq. 2-1 a seguir.
s(t) +i(t) =1, (2-1)

para qualquer instante t.
A dindmica do sistema composto por esses dois compartimentos é dada

pelo problema de valor inicial (PVI) da eq. 2-2:

S(t) = —B s(t)i(t) s(0) =so | s0€(0,1)

i'(t) = B s(t)i(t) i(0) =1ip |0 € (0,1),
Substituindo o vinculo dado na equacao 2-1 na segunda equacao de 2-

(2-2)

2, reduz-se o numero de graus de liberdade do sistema, transformando um
Y ?
problema de duas equagoes em um problema de valor inicial, com apenas uma

equagao, como descrito a eq. 2-3:
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() =6 (1 —i(t))i(t)

(2-3)
i(0) = 1o.
Resolvendo o problema de valor inicial chegamos a eq. 2-4,
i(t) 0 (2-4)

T o+ (I—ig)e Pt
a qual rege o comportamento da porcentagem de individuos infectados ao longo
do tempo.

A fim de caracterizar o comportamento no inicio do contagio, avaliamos
a equacao 2-4 no tempo, em t =~ (. Considerando no denominador g ~ 0 e
(1 —tp) ~ 1, temos

i(t) ~ige” . (2-5)

Com isso, é possivel notar que temos um crescimento exponencial dos
infectados logo no inicio da epidemia, como proposto por Farr [14], regido pelo
valor do contéagio [3.

Para analisar o comportamento a longo prazo, isto é, quando ¢t — oo, foi
feita uma simulagao numérica no Matlab utilizando o método de integracao
Runge-Kutta de quarta e quinta ordem (fungao ode45). Os pardmetros do
modelo, como sg, ig € [, e os parametros de integracao, passo e tempo, estao

descritos na tabela 2.1.

Parametros Valores
S0 0.97
1o 0.03
16 3.34

passo de integracao h 0.05 s
tempo de integracao ¢t 15.00 s

Tabela 2.1: Tabela com os valores dos parametros da simulacdo do modelo SI.

A figura 2.2 mostra a variacdo da porcentagem de infectados e suscepti-
veis a doenca ao longo do tempo. E possivel observar nesta mesma figura que,
com esse modelo, a populacao tende a ser 100% infectada quando ¢ tende a
infinito.

Esse modelo é conhecido como modelo logistico e tem como caracteristica
marcante a tendéncia a infeccdo de todos os individuos da populag¢ao quando

o tempo t tende a infinito.
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Modelo SI:
— Susceptiveis
— Infectados
1 1
= =
0 ~
0
0 Tempo 15

Figura 2.2: Comportamento dos grupos de susceptiveis e infectados ao longo
do tempo, para valores de 8 = 3.34 e ip = 0.03.

2.2.2
Modelo SIR

O modelo SIR proposto por Kermack e McKendric [22] é composto por
trés compartimentos: o primeiro, s, representa a porcentagem da populagao
susceptivel a doenca. O segundo compartimento representa a porcentagem de
individuos que foram infectados pela doenga, dado por . O terceiro grupo é o
referente a porcentagem da populagao que nao pode mais ser infectada, seja
porque se recuperou e adquiriu os anticorpos necessarios ou porque veio a 6bito.
Esse grupo é denominado recuperados e sao representados pela variavel r. A
relacao entre os grupos s e ¢ ¢ dado pela taxa contagio entre os individuos,
representado por 3. A relacao dada ente i e r é representada pela taxa de

recuperacao da doenca, representada por «, como mostra a figura 2.3.

| .| @

S | 1 || r

Figura 2.3: Diagrama de bloco do modelo SIR.

Esse modelo também supoem que o total de individuos deste local nao
muda com o decorrer da propagacao da doenca. Dito isto, o vinculo entre esses

trés grupos é dado pela eq. 2-6 a seguir:
s(t) +i(t) +r(t) =1, (2-6)

valido para qualquer instante ¢.

A dindmica entre esses grupo é dada pelo PVI da eq. 2-7:
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s'(t) = —p s(t)i(t) s(0)=s9 |so€(0,1),
P(t) = Bs0ilt) —ailt)  i0) =i lio€ (0,1) 2-7)
r'(t) = ai(t) r(0)=ro [ro€(0,1),

onde (3 descreve o contagio da doenca e « a recuperacao dos infectados.

Dividindo a equagao de s'(t) pela de 7/(t) da eq. 2-7 temos:

Zlii = —és(t). (2-8)

Pela equacao 2-8 vemos que o niimero de individuos susceptiveis a doenga
decai com o tempo de acordo com a relacdo entre [ e a. Essa relacdo é
conhecida como ntimero bésico de reproducao, representado por r,.

Para analisar o comportamento a longo prazo, isto é, quando t — oo, foi
feita uma simulacao numérica no Matlab utilizando o método de integracao
Runge-Kutta de quarta e quinta ordem (fungao ode45). Os pardmetros do
modelo, sg, 79, 7o, 5 € @, e os parametros de integragao, passo e tempo, estao

descritos na tabela 2.2.

Parametros Valores Parametros Valores
So 0.97 16 3.34
1o 0.03 « 1.00
70 0.00 Ty 3.34

passo de integracao h  0.05s  tempo de integracdo t 15.00 s

Tabela 2.2: Tabela com os valores dos parametros da simulagao do modelo

SIR.

A figura 2.4 mostra a variagao da porcentagem de susceptiveis, infectados
e recuperados da doenca ao longo do tempo. E possivel observar nesta mesma
figura que o total de infectados tem uma “ascensao rapida no inicio, elevagao
lenta até o apice e, em seguida uma queda mais rapida”, como enunciado por
Farr [14].

O pico de infectados é determinado por uma conjungao de fatores como a
porcentagem inicial de infectados, a taxa de transmissao, a taxa de recuperacao
e, por consequéncia, pelo r,. A variacao e determinacao desses parametros ¢é a

chave da modelagem de compartimentos.
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Modelo SIR:
— Susceptiveis
— Infectados
Recuperados
1k i1
S =
1 T
¥ 0
0 Tempo 15

Figura 2.4: Comportamento dos grupos de susceptiveis, infectados e recupera-

dos ao londo do tempo, para valores de = 3.34, a = 1.00, ig = 0.03.

Este modelo é a base para modelos de compartimentos mais complexos

como os utilizados em [22, 31, 33].

2.3
Nuamero Basico de Reproducao

O nimero basico de reprodugao é um dos parametros mais importantes
dentro da epidemiologia. Serve como base para a adoc¢ao de algumas medidas
de controle adotadas pelos governos [11].

O ntmero bésico de reprodugdo de uma infeccao é o niimero esperado
de casos gerados diretamente por um individuo infectado em uma populacao
na qual todos os individuos sao suscetiveis a infeccao. A definicdo pressupoe
que nenhum outro individuo esteja infectado ou imunizado (naturalmente ou
por vacinagdo). Como dito na secao 2.2.2, r, pode ser dado pela razao entre
os parametros que modelam o contagio § e a recuperagao «, como mostra a
equacao 2-9, 3

ro = —. (2-9)
«

O valor de ry de uma determinada doenca pode ser estimado através
de diferentes métodos, como por exemplo, através da taxa de crescimento
inicial das epidemias, da analise de equilibrio da pandemia, dos processos
que constituem a contaminacao ou através da calibragem de parametros de
epidemias passadas [26].

Cada método resulta em uma estimativa diferente. Por isso, encontram-
se diversos valores para o mesmo parametro. Esses valores, em geral, ficam
dentro de uma faixa ou intervalo. Alguns desses intervalos para r, encontrados

na literatura para diferentes doengas estao descritos na tabela 2.3.
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Doenca To
Influenza 0.9-28
Ebola 1.5-1.9
Gripe Sazonal 2.0-3.0
HIV 2.0-5.0
COVID - 19 1.9-5.7
Variola 3.5-6.0
Rubéola 5.0-7.0
Sarampo 12 - 18

Tabela 2.3: Tabela com os valores de 7, [16, 31].

Para mostrar a influéncia que o valor de r, tém no comportamento das
curvas de infectados, foram feitas algumas simula¢des numéricas. Com o auxilio
do Matlab, utilizando a funcao integradora ode45 na eq. 2-7, foram calculados
diferentes cenarios. Cada cenario foi definido com um valor diferente de r,, e

tem como demais parametros os valores da tabela 2.2.

Variacao do r

0 Tempo t
Figura 2.5: Influéncia de r, na porcentagem de infectados ao longo do tempo.

A figura 2.5 mostra a influéncia de r, na porcentagem de infectados ao
longo do tempo. Supondo que o valor de « seja o mesmo para os diferentes
valores de r,. Quanto maior é o r, maior é a taxa de contagio 3. Os diferentes
contagios geram comportamentos distintos na propagacao da doenca.

Métodos distintos de determinacao do r, podem resultar em diferentes
contagios e, consequentemente, diferentes propagacgoes da doenca no meio
da sociedade. A partir disto, surge a oportunidade de olhar o contagio e a

propagacao sob uma o6tica estocastica.
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Vale destacar que nao é s6 o fato de os resultados dos diferentes métodos
de determinagao resultarem em diferentes valores de r, que abrem margem
para utilizarmos uma modelagem estocastica. O contagio em si também ¢
randomico. Os individuos infectados com uma doenca contagiosa podem ou
nao infectar o mesmo numero de individuos. Enquanto um pode contaminar 5
novos individuos, um outro pode nao contaminar ninguém.

Nos capitulos a seguir serao apresentados alguns conceitos basicos de
probabilidade necessarios para a construgao de um modelo probabilistico para

modelar o contagio e a propagacao de uma doenca.
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Conceitos Basicos de Probabilidade

Nos capitulos anteriores foram apresentados diversos modelos matemati-
cos que descrevem o comportamento da disseminagao de uma doencga contagi-
osa. No entanto, os modelos citados nao capturam a estocasticidade inerente
a um processo de contaminacao. Por isso, se faz presente a oportunidade de
analisar este problema através de uma abordagem estocastica.

Este capitulo apresenta alguns conceitos de probabilidade utilizados nos

modelos estocasticos apresentados nesta dissertacgao.

3.1
Conceitos Basicos

3.1.1
Espaco de Probabilidade

Um espago de probabilidade é definido por (2, F,P,), tal que

— espago amostral (2): conjunto nao vazio de todos os resultados possiveis

de um experimento,

— o-algebra em €) (F): um conjunto de todos os eventos que podem ocorrer

como consequéncias deste experimento. Isto é,

- Qe F
- AceF = A°c F;
— A Ay, e F=|JA e F;

i=1
— medida de probabilidade em F (P,): uma avaliacdo da probabilidade

desses eventos, dado entre [0, 1], tal que:

— P.(Q)=1eP.(0) =0;
— dados Ay, As, ..., eventos disjuntos em F, entdo:

R(QA» - f;mmi). (3-1)

Vale dizer que s6 é possivel associar uma probabilidade a um evento que

pertence a F.
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3.1.2
Condicionamento

Cada evento é uma informacao. A cada informagao é possivel definir um
novo espagco de probabilidade.

Temos A e C € F, com probabilidades P,.(A) # 0 e P,.(C) # 0.

Dado A, definimos o primeiro espago de probabilidade: (2, F,P,.). Com a
nova informacao C', definimos o novo espago de probabilidade (C, F¢, P,.), tal
que P, é¢ uma medida de probabilidade em F. Para definirmos a probabilidade

de A no novo espago C' temos:

P.(ANC)
P..(A) = ————F =P.(A|C), 3-2
A =37 (A4[C) (3-2)
tal que P,.(A|C) é a probabilidade do evento A ocorrer, dado que o evento C
ocorreul.
3.1.3

Independéncia

Dados dois eventos A e C. Esses eventos sao independentes se a ocorréncia

de um deles nao interfere na probabilidade do outro evento acontecer. Ou seja,
dados P.(A), P.(C) > 0,

Se temos
PA(AIC) = g = Pro(4) = Pr(4), (34

entdo temos que os eventos A e C' sao independentes, e a probabilidade de

acontecerem ao mesmo tempo ¢ dada por P.(ANC) =P,.(A)P,(C).

3.2
Variaveis Aleatorias Discretas

3.2.1
Definicao

Uma variavel aleatéria (v.a.) descreve um experimento. Uma v.a. discreta

real X em (Q, F,IP,) é uma fungao real [32] dada por:

X O—=R

w— X(w),

tal que sua imagem X (§2) é um subconjunto discreto de R, e
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X' r)={we: X(w)=1a} € F, Vz €R,
permite o transporte da medida de probabilidade P, para a reta (chamada de
mensurabilidade).
A funcao de massa de uma v.a. X é definida como a funcao que permite
atribuir uma certa probabilidade a cada distinto valor X de uma v.a. discreta.
Isto é, px(z) = P.(X = z) para qualquer valor x resultante de uma v.a. X

que tome valores num conjunto discreto. Assim,

- Z px(z;) =1, sendo z; os valores que a varidvel X pode assumir;
z€ ImX

- 0<px(z) <1,

— px(z;) =0, se z; nao for resultado da v.a. X.

3.2.2
Algumas Estatisticas de Variaveis Aleatérias Discretas

A média, ou valor esperado, é um objeto deterministico, que determina a
melhor aproximagdo de uma variavel aleatéria X por uma constante. O valor
esperado de uma v.a. pode ser calculado através da equacao 3-5.

px =EX]= Y 2P (X =x), (3-5)

z€ ImX

quando essa soma converge absolutamente, isto ¢, » _ [zP, (X = z)| < co.
x
Variancia é a norma do erro quadratico da aproximagao feita pela média,

erro absoluto. Em outras palavras é uma medida de dispersao em torno da

média. Dada por:

ok =E[(X —EX))|= > (z—pux)*P(X =), (3-6)

quando essa soma converge.
Algumas das v.a. discretas abordadas neste trabalho estao listadas
abaixo, com os respectivos valores de média, variancia amostral, suporte e

funcao de massa.

— Sendo X uma v.a. Bernoulli (p):

— Suporte: {0, 1}.

D sex =1
— Funcao de Massa: px(z) =P.(X =x) =

1—p sex=0.
— Esperanca: E[X] = p.

— Variancia: 0% = p(1 — p).

— Sendo X uma v.a. Binomial (m, p):
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— Suporte: {0,1,2,...,m}.
— Funcao de Massa: px(z) =P.(X =xz) = %'px(l — p)(m—w).

Esperanca: E[X] = mp.

— Variancia: 0% = mp(1 — p).
— Sendo X uma v.a. Geométrica - 0 (p):

— Suporte: {0,1,2,3,...}.
— Funcdo de Massa: px(z) = P.(X = 2) = (1 — p)* 'p.

1—
— Esperanca: E[X]| = iy
p
2(p—1)? —
— Variancia: 0% = (p—Z)p .
p

— Sendo X uma v.a. Geométrica - 1 (p):

— Suporte: {1,2,3,...}.
— Funcdo de Massa: px(z) = P.(X = z) = (1 — p)* 'p.

1
— Esperanca: E[X] = —.
p
1 —
— Variancia: 0% = ( 2p) .
p

3.3
Vetor de Variaveis Aleatodrias Discretas

3.3.1
Definicao

Dados X e Y, varidveis aleatérias discretas em (€2, F,P,), a fungao de
massa conjunta pxy de X e Y é a funcio pxy : R* — [0, 1], definida por

pxy(@,y) =P, (fw € Q: X(w) =z e Y(w) =y}), (3-7)
usualmente representada por pxy(z,y) =P, (X =z Y = y)
Com isso, temos que

> Y pxy(zy) =1, (3-8)

ze€ImX yelmY

onde Im X é a imagem de X e Im Y ¢é a imagem de Y.
As fungoes de massa marginais de X e Y podem ser achadas através da

funcao de massa conjunta, como mostrado a seguir:

px(x) =Pp(X =x) = pxy(z.y), (3-9)
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py(y) =P.(Y =y) = ZPX,Y(% y). (3-10)
Estendendo esse conceito para um conjunto de n variaveis discretas é
possivel dizer que, dado um vetor X = (X1, X, X3, ...X,,), sua fun¢ao de massa

conjunta ¢ dada por:
px(x) =P (X1 =21, Xo =29, ..., X,, = 1) (3-11)
para X = (1, Ta, ..., T,) € R™.
3.3.2
Algumas Estatisticas de Vetores Aleatoérios

Dado as mesmas v.a. X e Y em (Q,F,P,), o valor esperado do vetor

aleatorio pode ser calculado diretamente a partir da fungao de massa conjunta

px.y(z,y), tal que:

EXY]= > > @yk(X=1Y=y), (3-12)

z€lmX yelmY

valido sempre que a soma acima convergir absolutamente.

Se X e Y forem independentes, entao
EXY] =Y ay P (X =z, Y =y) = B(X) E(Y). (3-13)
Z,y
Novamente, a ideia se estende para uma familia (vetores) de v.a. X =
(X1, Xa, X3,...X,,). Se X for composto por v.a. independentes, entao,

px(x) =P (X1 = 21)P. (X = 23)..P.(X,, = z,,), (3-14)

E(X1X5..X,) = E(X1)E(X,)..E(X,). (3-15)
34
Soma de Variaveis Aleatérias

Dados X e Y v.a. discretas independentes com fun¢ao de massa conjunta
definida, e Z = X + Y. Se os valores assumidos por Z satisfizerem z = x + v,
onde x sao os valores assumidos por X e y os valores assumidos por Y, quando

X =z, entao
P.(Z=2) =Y P(X=2Y=y) paazecR
z,y

P(Z=2)=YP(X=2Y=z:-x) (3-16)

De acordo com a férmula da convolucao, demonstrado por Grimmet

[19] na pagina 45, se X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes em
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(Q, F,P,), entdo a fungdo de massa de Z = X +Y é dada por:

Po(Z=2)=Y P (X =2 Y=z2-2) = Pu(X =2)P(Y = z—2). (3-17)

3.5
Processos Estocasticos

Muitos fendémenos do mundo real envolvem a variacao de um parametro,
por exemplo tempo. Alguns exemplos sdo fend6menos meteoroldgicos, indices
do mercado de acoes, dados de poluicao do ar, dados demograficos e pesquisas
de acompanhamento politico [27]. Para modelar probabilisticamente esse tipo
de fendmeno, em geral utiliza-se um tipo de objeto probabilistico chamado de
processo estocastico.

Dado um conjunto de variaveis aleatorias RV, do inglés random variable,

em (Q, F,P,.). Um processo estocastico X é uma fungio definida por:

X: T — RV(Q,F,P,)
t— X(t),

tal que T" pode ser um conjunto de parameros discretos ou continuos.

Assim, para um valor especifico de t € T, X'(t) é uma varidvel aleatéria
definida em (2, F,P,.). O conjunto de indices t ndo descreve, necessariamente, o
tempo. Esse parametro também pode ser usado para descrever uma localizagao
espacial.

Se T' for um conjunto de pardmetros finitos, isto é, T' = {t1,t2, ..., tm}, 0
processo estocastico em questao pode ser entendido como um vetor aleatério.

Um processo estocastico pode ser discreto ou continuo, estaciondrio ou
nao. Alguns dos processos mais conhecidos sao: passeios aleatorios, processos
de Markov, processos de Lévy, processos Gaussianos e processo de ramificacao.

Dentre esses processos, sera utilizado neste trabalho o processo de ramificagao.

3.6
Método de Monte Carlo

Definidos alguns dos conceitos basicos de probabilidade, vamos agora a
parte computacional. Para se obter estatisticas amostrais da resposta de um
sistema que depende de pardmetros estocasticos, modelados como variaveis

aleatérias discretas, seguimos uma determinada organizacao [36]:

— constroéi-se um modelo deterministico para o sistema,

— constroi-se um modelo estocastico, determinando fungoes massa para os

parametros considerados aleatorios no sistema,
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— aplica-se o método de Monte Carlo para obtermos inferéncias estatisticas

sobre a resposta do sistema.

De forma esquematizada temos:

Definido um erro:

Figura 3.1: Esquematizacao de como obter estatisticas amostrais da resposta de
um sistema que depende de parametros estocasticos, modelados como variaveis

aleatérias discretas.

Assim, método de Monte Carlo é uma classe de algoritmos computa-
cionais que dependem de uma amostragem aleatoria para obter resultados
numéricos. Nele, amostras sao geradas e, posteriormente, processadas através
do modelo deterministico de forma a obter amostras da resposta do sistema.
Com as amostras da resposta do sistema constréi-se um modelo estatistico da
saida do sistema, ou seja calculam-se estatisticas amostrais, como por exemplo,
média, variancia e histogramas normalizados.

Para avaliar as estatisticas amostrais, definimos um erro no inicio do
processo e analisamos se elas estao dentro dessa margem, baseados no teorema
do limite central e na lei dos grandes niimeros. A seguir, estdo descritos esses

dois teoremas.

3.6.1
Lei dos Grandes Nimeros

A lei dos grandes nimeros é dada da seguinte maneira: considerando uma
sequéncia X1, Xo, X3, ..., X,, de v.a. independentes e identicamente distribui-
das, com média px e variancia ox, e a v.a. S, = X1+ Xo + X3+ ... + X,,.
Temos que S,,/n converge em média quadratica (média-r, com r = 2) para py.

Isto é,
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S, Se\

T kx| = E (n — p) — 0, quando n — +o0. (3-18)
Assim,
Sh, 1
ponm =B | = —(EX] + EXo] + .. + E[X,]) = e, (3-19)
e
S 1 o2

0§7L/n =E (;—u) ] = ﬁ(var[Xl]+var[X2]+...—|—var[Xn]) = 7X (3-20)

Com isso, observamos que conforme aumentamos o niimero n a varidncia

de S, /n decai com uma razao de 1/n.

3.6.2
Teorema do Limite Central

Quanto ao teorema do limite central temos em [32]: Seja
X1,X5,X5,...,X,, uma sequéncia de v.a. independentes e identicamente
distribuidas, com média p e varidncia o2. Dado S, = X; + Xo + X5+ ... + X,

Sn — Hn
e Ly =——+77+

a\v/n
variavel aleatéria Z normal de média nula e varidncia um. Assim,

. Quando n — oo, Z,, converge em distribuigao (lei) para uma

Py (Z, <z) = Pz(Z < z) quando n — 400, Vz onde Py é continua. (3-21)

3.7
Quantificacdao e Propagacao de Incertezas

A quantificacdo de incertezas se faz presente em sistemas onde ha
parametros modelados por objetos aleatorios. As incertezas associadas a esses
parametros sao propagadas para a resposta do sistema e podem variar ao longo
do tempo, caso a resposta do sistema dependa do tempo. Em geral, a resposta
de um sistema com parametros estocasticos depende diretamente dos modelos
estocdsticos atribuidos a esses pardmetros [23, 24].

Para quantificarmos a incerteza presente na resposta do sistema, preci-
samos caracterizar essa resposta de uma forma probabilistica. Se a resposta
for, por exemplo, um processo estocastico, em geral, deseja-se caracterizar esse
processo através de suas distribuigoes de probabilidade marginais, ou seja, dis-
tribuicoes de se¢des do processo. Uma forma de se obter aproximacgoes para
essas distribuigoes é construir histogramas normalizados através de inferéncias

estatisticas das resposta conforme o Método de Monte Carlo [32].
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4
Funcao Geradora de Probabilidade

“Uma fungdo geradora é um dispositivo um tanto semelhante a uma bolsa.
Em vez de carregar muitos pequenos objetos separados,/...], colocamos todos em
uma bolsa, e entdo temos apenas um objeto para carregar, a bolsa.”, George

Pélya [30].

4.1
Funcao Geradora

A funcao geradora de uma sequéncia é definida pela soma de uma série

de poténcia
Ug + ups + Ups® + uzs® + ... (4-1)

na qual ug, uy, ug, etc. sao os valores que compoem a sequéncia.
A sequéncia 1,2,3,4,..., por exemplo, tem como funcdo geradora a
equacao dada por:
1

G(s) =1+ 25+ 3% +4s%... = Ao (4-2)

para valores de s € (0, 1) tais que a soma convirja.
Para obter o n-ésimo valor que compoe a sequéncia, derivamos a equagao

4-2 n vezes, dividimos por n! e avaliamos quando s = 0 da seguinte forma:

hm=Cs=0) = 1!(12—3)3320 - 1!(12—0)3 =2
wy = G"(s = 0) = 2!(16_8)450 _ 2'<16—0>4 _ 3
u3 =G"(s=0) = ?)!(12%{9)53:0 = 3'(12%(»5 = 4;

Para a sequéncia 1,2,4, 8, ... temos:

> 1
G(s) =1+25s+4s>+8s°+..=> (25)" = o

n=0

(4-3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1920913/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1920913/CA

Capitulo 4. Funcdo Geradora de Probabilidade 36

para valores de s € (0, 1) tais que a soma convirja. Para recuperar o n-ésimo
termo da sequéncia, derivamos n vezes a equacao 4-3 dividimo-a por n! e

avaliamo-na em s = 0.

uy=G(s=0) = (1—128)520 - (110) - 1
w=606=9 = gr=gz _, = mr=op =
=G =0) = g, = o
w=6"6=0 = g, = sy =

4.2
Funcdo Geradora de Probabilidade - PGF

Dada uma variavel aleatéria discreta X, no espaco de probabilidade
(Q, F,P,), com probabilidades pyg, pi, p2, ... . A funcao geradora de
probabilidade (PGF) de X ¢é definida por

Gx(s) =po+p1s +p282+... , (4-4)

para todo valor de s que a sequéncia converge. Isto é, a funcdo dada por 4-4
gera a sequéncia de valores py, p1, p2, etc.

Analisando a fungdo Gx(s) em s = 1 temos

Gx(s=1)=po+pl+pl*+.=> p, =1
n=0
Gx(1) = 1, (45)
ou seja, o somatorio de todas as probabilidades ¢ igual a 1.

Se analisarmos agora a condicao de s = 0, teremos a probabilidade py de

X assumir o valor 0:

Gx(s=0) = po+pi0+p0> + ...
Gx(0) = po. (4-6)

Variaveis aleatorias discretas que apresentam a mesma funcao geradora

de probabilidade tem também a mesma funcdo de massa. Sendo assim
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Gx(s) = Gy(s) se, e somente se,

P.(X =k)=P (Y =k), parak=0,1,23,... (4-7)

A seguir, estdo descritas as fungoes geradoras de probabilidade das
varidveis aleatérias que serdo usadas neste trabalho [19]:

Sendo X uma v.a. Bernoulli com parametro p:
Gx(s) =q+ ps. (4-8)
Sendo X uma v.a. Binomial com parametros p e m:
Gx(s) = (g +ps)™ (4-9)

Sendo X uma v.a. Geométrica - 1 com parametro p:

Gx(s) = - fsqs. (4-10)

Sendo X uma v.a. Geométrica - 0 com parametro p:

Gx(s) = 1_’)(]8. (4-11)

Nas quatro PGF descritas acima, o valor de ¢ é dado por ¢ =1 —p. Um
exemplo de uma geométrica-0 e uma geométrica-1 serdao dados nos capitulos a

seguir.

4.3
Calculo de Média e Variancia de Variaveis Aleatérias Através da Funcao
Geradora de Probabilidade

De acordo com o teorema 4.23 de [19]: seja X uma varidvel aleatoria
com sua fungdo geradora de probabilidade Gx(s), entdo a n-ésima derivada

(representada por G™) de Gx(s) avaliado em s = 1 é dado por:
GW(s=1)=EX[X — 1]..[X —n+1]). (4-12)
Desta definicao temos que o valor esperado de X ¢é dado por:
E(X)=Gyx(s=1), (4-13)
e a variancia de X é dada por:

var(X) = E(X?) — E(X)?
var(X) = (G% (1) + Gx (1)) — (Gx(1)*). (4-14)
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4.4
Soma de Varaveis Aleatérias Independentes

Quando se trabalha com soma de variaveis aleatérias independentes a
PGF se torna uma ferramenta muito 1til, j& que ela elimina a necessidade de
se trabalhar com convolugdo, (soma de v.a., como mostrada na se¢ao 3.4). Se
duas variaveis aleatérias discretas X e Y sao independentes entao a soma delas

tem PGF igual a
Gxiy(s) = Gx(s)Gy(s). (4-15)

Como prova desta equagao:

Gxiv(s) =E(s*™) = E(s%sY)

= Gx(s)Gy(s). (4-16)

Analogamente, para a soma S, = X; + Xo + X5+ ... + X,, de n

varidveis aleatdrias independentes entre si, a fungao geradora de S,, é G, (s) =
Gx,(s)Gx,(s)...Gx, (s).

Derivado deste conceito, podemos definir a soma randomica. Seja X7,
Xy, X3, ... varidveis aleatérias discretas IID (independentes e identicamente
distribuidas), isto é, independentes entre si e com a mesma PGF, e N uma

outra variavel aleatoria discreta. Entdo, a soma dessas variaveis é dada por
Z=X1+Xo+ ...+ Xy,
e a funcao geradora de probabilidade de Z é
Gz(s) = Gn(Gx(s)), (4-17)

onde G'x (s) é a funcao geradora de X7, Xs, ..., X, identicamente distribuidas.

Como prova temos:

Gz(s) = E(s7) = E(s¥1HXet+Xn)

E(s¥1HX2t-FXv| N = n)P.(N = n), pelo Teorema da Particio

I
hE

0

i E(SX1+X2+"'+X”)P,«(N — n>7

n=0

3
|

= Gx(s)"P.(N =n), pela equacio 4-15
n=0

= Gn(Gx(9)). (4-18)
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Calculando G'z(s) aplicado em s = 1 temos:

39

(4-19)

onde E(X) é a média da varidvel aleatéria X e E(N) é a média da variavel

aleatoéria N.
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5
Construcao do Modelo Probabilistico para o Contagio e a
Propagacao de uma Doenca

Neste capitulo vamos aplicar os conceitos vistos até aqui no cenario de
propagacao de uma doenga. Analisaremos o contagio e a propagacao com uma

abordagem estocastica.

5.1
Construcao do Modelo Probabilistico para o Contagio e a Propagacao de
uma Doenca

Esta secao trata da modelagem probabilistica do contagio entre indivi-
duos da populagao e da propagacao da doenca [5].

O numero de individuos contaminados por cada membro ja infectado j da
populagao é modelado como uma variavel aleatéria (v.a.) discreta denominada
Bj. Supoe-se que as v.a. B; sejam independentes e identicamente distribuidas
(IID). Com isso, denominamos B a varidvel aleatdria que modela o contagio.

O numero de infectados ao longo do tempo é modelado por um processo
estocdstico I de parametro discreto chamado de processo de ramificacao.
Dado um conjunto de pardmetros discretos N = {0, 1,2, 3, ...}, representando
geragoes ao longo do tempo, para cada n € N, I(n) = I, é uma variavel
aleatoria discreta. I, representa o nimero de infectados na n-ésima geracao e
é dado pela soma do ntimero de pessoas que foram contagiadas por cada um
dos infectados na geragao anterior n — 1.

A Figura 5.1 ilustra as cinco primeiras geragdes de uma realizacao
do processo de ramificacao I. Nesta realizacdo, o processo de contaminacao
comega com um individuo infectado, i¢ = 1. Na geragdo n = 1, aparecem
3 individuos contaminados pelo individuo infectado inicialmente, 1; = 3.
Esse niimero de infectados é obtido fazendo-se uma realizacao da variavel
aleatéria B. Na préxima geragdo, n = 2, o numero total de infectados
é a soma do numero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos
trés infectados na geracao anterior. Para obter esse ntimero, geramos trés
realizacoes independentes de B e somamos os valores sorteados. No exemplo
ilustrado, o primeiro infectado contaminou apenas um individuo e os outros

dois nao fizeram nenhuma contaminacao. Dessa forma i3 = 1. Na préxima
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Figura 5.1: Uma realizacao do processo de ramificacao que modela o nimero
de infectados ao longo de gerag oes. Considera-se ig = 1

geracao, n = 3, o unico individuo contaminado na geragao anterior contaminou
quatro novos individuos, fazendo 73 = 4. Na geragao n = 4, o nimero total de
infectados, que é a soma do niimero de pessoas que foram contagiadas por cada
um dos quatro infectados em n = 3, e foi obtido gerando-se quatro realiza¢oes
independentes de B e somando os valores sorteados. No exemplo ilustrado,
o primeiro infectado contaminou dois individuos, o segundo infectado nao fez
nenhuma contaminacao e o terceiro e quarto fizeram duas contaminagoes cada.
Totalizando 74, = 7. Se nenhum desses sete individuos contaminados fizer novas
contaminagoes, teremos i,, = 0, Vn > 5, e nesse caso a doenca estara extinta.
A probabilidade de extingao de uma doenca é uma das variaveis de interesse

desse trabalho.

5.2
Funcao Geradora de Probabilidade da Propagacao de uma Doenca

Utilizando as defini¢ao estabelecidas no capitulo 4 e as variaveis aleatérias

definidas na secao 5.1 temos:

— I(n) = I, nimero total de infectados em uma geragao;

— B; = numero de individuos contaminados pelo j-ésimo individuo da

geracao anterior.
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Assim,

Iy=1

I, = By,

I, =By + By +...+ By,

In—1

I,=Bi+By+..+B;,_, =) Bj, paran>0, (5-1)
=0

tal que B; sao os novos contagiados pelos infectados da geragao n — 1.

Como vimos na se¢ao 4.4, se I,, = B1+Bs+...+ By, _, é a soma randoémica

n—1

de variaveis aleatorias 11D, entao:

Gr,(s) = G1,_,(GB(s)). (5-2)

Vale, também, destacar que:

G, (s) =Gy, (Gg(s))
= G1, ,(Gp(Gp(s)))
=Gy, ,(Gp(Ge(Gp(s))))

= Gp(Gp(Ga(..(5)..)
= Gp(Gr,.(9)), (5-3)

na qual a func¢do geradora de probabilidade do contdgio Gg(s) é descrita por

Gas) = kipks’f, (5-4)

onde p; ¢é a probabilidade de B assumir o valor k.

5.3
Funcdo de Distribuicao de Probabilidade do Total de Infectados

Dada uma variavel aleatoria discreta X, no espaco de probabilidade
(Q, F,P), com probabilidades py, pi, p2, ... , a fungdo geradora de pro-
babilidade de X é definida por

Gx(s) =po +pis+pest 4 ..., (5-5)

para todo valor de s que a sequéncia converge. Isto é, a fungdao dada por 5-5
gera a sequéncia de valores pg, p1, ps2, . . .. Para recuperarmos o valor do n-ésimo

termo da sequéncia, da derivamos n vezes a equagao de Gx(s), dividimos ela
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por n! e avaliamo-na em s = 0.

O mesmo conceito se aplica a PGF da propagacdo de uma doenca

(equacao 5-2). Assim é possivel obter os valores de pg, p1, pe, ... em cada
uma das n geragoes, onde pp,, Pnyy Pny, --- Sa0 as probabilidades de se obter
0,1,2,... infectados na n-ésima geracao.
Isto é, se
Gr(s) = G, (Gp(s)) = Ga(s) (5-6)
entao
Gr(s=0) = pi;
GIII (s =0) D1y
/1/1 (s =0) D1s;
T(s=0) = pu;
I (s=0) = p, (5-7)

Para a n-ésima geracao teremos:

Gr,(s) = G1,_,(GB(s)), (5-8)
entao
G[n(S = 0) Pnos
G,In(s = O) DPny;
7.(s=0) = pny;
}/7/1(8 = 0) = Pns;
T (s=0) = pp,;
G (s=0) = pn, (5-9)
5.4

Algumas Estatisticas da Propagacao

5.4.1
Média e Variancia do Total de Infectados

A seguir estao definidas algumas das estatisticas do processo que modela

a propagacao [1, 21].
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Dada a equacao 4-13, fazendo X = I,,, temos:

=G (G(1))GR(1) dado 5-2
=G (DHGR(1) dado 4-5
= E(In ) uB

= (E(ln-2)uB)p1p

E(I.) = up, (5-10)

onde pp = E(B), valor esperado do contégio B.
Seja 02(I,,) a variancia do niimero de infectados da geragdo n. Utilizando
o mesmo raciocinio da média para definir a varidncia do niimero de infectados

em cada geracao n, temos:

var(l,) =

(G, (W] + 67, ()] = [(Gr.(1)")]
GT, (W] + [Gp(Gr,, ()G, (V)] = [(Gr,(1)%)]

Gp(1)Gr, (1) + G, (DGR + [GR(E, (1] - [1]
)

(GG, () + G, (Vs ]+[uBG}n,1(1)] —[1]. (5-11)

Ainda, de acordo com 4-14

o = (G(1) + G(1)) — (GB(1)?)
o = (G(1) + pg) — (1),
entao
o7, = (G7,(1) + E(I,) — (1), (5-12)
o, = (G7, () +E(L,1)) — (1). (5-13)

Sabendo que E(1,,) = u e E(I,_1) = 5 " e subtituindo 5-12 e 5-13 em
9-11 temos:

of, = w0 (14 pp + piy + p + o+ ), (5-14)

[

=

= [Gp(Gr,, ()G, , (1) + G, ()GR(Gr,_,(1))] + [GB(Gr,, (1)GT,_, (1] =
e

=

(G1,(1)%)]
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Com isso:

) no? se pp =1 (5-15)
o; = no_ 1 -
" 02#%‘1(% > se pup # 1,
pp —1

onde pp é a média de B, e 02 a varidncia da mesma.
Uma andlise interessante a partir dessas equacoes ¢ a influéncia do modelo
escolhido para o contagio no comportamento da epidemia a longo prazo. Se

analisarmos lim E(Z,) e lim var(l,), em 5-10 e 5-15 respectivamente, temos:

0 se pup <1 0 se up <1
lim E(L,) = {1 sepp=1 Jim var(l,) = {oo se up =1
oo se up > 1 oo se g > 1

(5-16)

A partir da equagao acima podemos verificar que:

— se up < 1, a média de infectados quando ¢t — oo tende a zero. Isso

significa que a longo prazo essa epidemia vai se extinguir com certeza;

— se up = 1, a média de infectados flutua em torno de um. Este é um caso
critico, uma vez que o tamanho médio do total de infectados ¢é igual a 1
em todas as n geracoes. Neste caso, flutuacoes aleatorias garantem que
o total de infectados assumira o valor 0 mais cedo ou mais tarde. Dai em
diante teremos a extin¢ao da doenca. Quando olhamos para a variancia,

vemos que ela tende a infinito;

— e se ug > 1, temos que a média e a varidncia tentem a infinito. A

probabilidade da epidemia se extinguir neste cendrio é diferente de 100%.

5.5
Probabilidade de Extincao

Na secao anterior vimos que se up < 1 a epidemia se extingue com
probabilidade de 100%. Mas o que acontece se up > 17 Para determinar a
probabilidade de extin¢ao da doenca definiremos 2 eventos.

Primeiro definimos um evento A: extingao da doenga na n-ésima geracao.

Isto é, I, = 0. Utilizando a equagao 5-3 e avaliando ela em s = 0 temos:

Gr,(s) = Gp(G1,_, ()
G[n(()) GB(GIn,l (0)) = €p. (5—17)

Assim, chamamos de e, a probabilidade de A.
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Depois, um segundo evento, B: extincao da doenca. No qual, de acordo
com o teorema 1.54 de [19], a probabilidade deste evento ocorrer é dado por:
lim e,, representado por e.

n—oo
Assim:

en = G[n(O) = GB(GIn,l(O)) — €ep = GB(en_l)
lim e, =e¢ — e=Gg(e), (5-18)

n—o0

onde a menor raiz da equagao e = G'g(e) no intervalo [0, 1] é a probabilidade
da epidemia se extinguir.
Nos préximos capitulos serao feitas simulagoes baseadas no modelo e nas

analises propostas neste capitulo.
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6
Influéncia do Modelo do Contagio no Comportamento da
Doenca

Este capitulo traz as comparagoes entre os diferentes modelos escolhidos
para modelar o contigio da doenca, além do contexto em que elas estao

inseridas e suas consequéncias.

6.1
Estratégia para Analisar a Influéncia do Modelo Probabilistico do Conta-
gio na Propagacao da Doenca

Para analisar a influéncia do modelo probabilistico da v.a. que modela
o contagio entre individuos na propagacao da doenca e probabilidade de
extingao, foram feitas simulacdes de Monte Carlo e construidos modelos
estatisticos para a propagacgao da doenga considerando-se 3 familias diferentes
de v.a. B: binomial, geométrica-1 e geométrica-0 [6]. Para cada familia, 21
distribuicoes diferentes foram selecionadas e, para cada distribuicao, 4.000
simulagoes do processo de ramificacdo da geracao n = 0 a n = 20 foram
computadas. No total, foram realizadas 252 realiza¢des do processo estocastico
de ramificagdo e aproximadamente 5 milhoes de amostras da variavel aleatéria
do contagio B. Para fazer todas as simulacoes gastou-se aproximadamente 30
horas de processamento (tempo de CPU). O elevado custo computacional em
tempo e volume de dados, caracteriza o problema como big data. Um estudo
de convergéncia foi desenvolvido para determinar o niimero de simulagoes [36].
Uma esquematizagao dos parametros selecionados é mostrado na figura 6.1.

Para analisar o comportamento estocastico da epidemia ao longo das
geragoes, foram computadas estatisticas amostrais, como média, variancia e
probabilidade de extingao e histogramas normalizados do niimero de indivi-
duos infectados para as diferentes geragdes do processo de ramificagao. Com
esses histogramas é possivel observar a propagacao de incertezas [32] na disse-
minac¢ao da doenca. Dentre todas as simulagoes realizadas, os resultados mais
expressivos obtidos com as simulacoes de Monte Carlo sdo apresentados nas

secoes a seguir.
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Figura 6.1: Estratégia para analisar a influéncia do modelo probabilistico do
contagio na propagacao da doenca.

6.2
Modelo Probabilistico de B - Binomial (m, p)

O primeiro modelo probabilistico adotado foi a binomial(m, p).

A distribui¢do binomial pode ser interpretada, junto com os conceitos de
epidemiologia, como um experimento no qual um individuo encontra com um
nimero m de pessoas, com uma probabilidade p de infectar cada uma delas.
Depois desse encontro, avaliamos se as m pessoas foram ou nao infectadas,
contando o nimero de novos contagiados. Esse cendrio retrata uma sociedade
com regras de distanciamento restritas, onde, cada individuo tem um contato
limitado a, no maximo, m individuos. Nas simulacoes, fazemos m = 3.

Com 4000 realizagoes do processo de contagio foram construidos histogra-
mas normalizados, com o objetivo de analisar o comportamento da epidemia ao
longo das geragoes. Para ilustrar o tipo de resultado obtido com as simulacoes,
mostramos nos graficos da figura 6.2 os histogramas normalizados do niimero
de infectados em diferentes geragoes da doenca, com o contagio modelado pela
binomial(3, 0.5).

Os histogramas da figura 6.2 mostram, em particular, a propagacao de
incerteza inerente ao sistema. E possivel observar a mudanca da distribuicao
de probabilidade conforme as geragoes de infectados vao se desenvolvendo.

Como vimos no capitulo 4 uma distribui¢ao binomial tem media g = mp

e sua fungao geradora de probabilidade é Gp(s) = (¢ + ps)™.
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Histogramas com B = binomial (3, 0.50)

Figura 6.2: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.

Utilizando o desenvolvimento proposto na secao 5.4.1 concluimos que,

para um valor de m pré-estabelecido, temos:

1

p<— .. ugp <1l — epidemia se extingue;
m
1 . ) .

se ¢p=— .. up=1 — epidemia se extingue; (6-1)

m
1 L . o

p>— .. ugp>1 — epidemia pode, ou nao se extinguir.
m

Uma outra andlise a ser feita é determinar a probabilidade e de exting¢ao

da doenca. Com 5-18 temos
Gp(e) = (qg+pe)” =e. (6-2)

Dentre todos os resultados obtidos, destacamos a seguir os resultados
para a propagacao da doenca e probabilidade de extin¢ao para 3 diferentes

valores de media pp. Serao analisados o caso de up <1, up =0e pup = 1.
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6.2.1

Contagio B = binomial (3, 0.16), com ug <1

Histogramas e Fung¢des de Massa de I,, com B = binomial (3, 0.16)

Figura 6.3: Comparagdo entre os histogramas normalizados construidos com
4000 realizagoes e as fungoes de massa calculadas analiticamente.

A figura 6.3 mostra os histogramas normalizados e as fungoes de massa

do niimero de infectados em diferentes geragoes com o do contagio modelado

por B = binomial (3, 0.16). E possivel observar em vermelho que os valores

obtidos analiticamente de acordo com 5-9 batem com os valores obtidos através

das 4000 realizacoes, mostrando que, o algoritimo e a quantidade de realizagoes

estao adequados.

Estatisticas analiticas e amostrais
1 '

0.6

——Média Analitica
o Média Amostral
== Variancia Analitica

0.4

<

&S 05l o Varidncia Amostral
g 0.

—

=

0 5 0 15
Geragao n

6.4(a): Estatisticas Amostrais.

Variancia

o

Probabilidade de Extincao

1
e}
I
~ 0.5
s
- -e-probabilidade de extingéo (e;)
& e % de populagio extinta
0 :
0 10 20

Geracao n

6.4(b): Probabilidade de Extingéo.

Figura 6.4: Contagio B = binomial (3, 0.16), com pp < 1.

A figura 6.4 mostra a média e varidncia da propagacao da doenga

e a probabilidade de extingdo quando o contagio é modelado por uma
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binomial(3, 0.16). O contagio de um individuo infectado ¢é limitado a trés novos
individuos. Como, neste caso, up < 1 vemos que a média e a variancia tendem
a zero (equagao 5-16 e figura 6.4a), indicando que, eventualmente, a epidemia

ird se extinguir com 100% de probabilidade (figura 6.4b).

6.2.2
Contagio B = binomial (3, 0.33), com ug =1

Histogramas e Fun¢bes de Massa de I,, com B = binomial (3, 0.33)

Figura 6.5: Comparagao entre os histogramas normalizados construidos com
4000 realizagoes e as fungoes de massa calculadas analiticamente.

A figura 6.5 mostra os histogramas normalizados e as fungoes de massa do
numero de infectados em diferentes geragoes com o do contagio modelado por
B = binomial (3, 0.33). Nela é possivel observar a propagacao da incerteza ao
longo das geracoes, e a adequacao dos valores calculados ao modelo proposto.

A figura 6.6 mostra a média e varidncia do niimero de infectados ao longo
das geracoes e probabilidade de extincao com o contdgio modelado por uma
binomial(3,0.33). Como, neste caso, ug = 1 vemos que a média permanece
em torno de 1 enquanto a variancia cresce linearmente conforme as geragoes
vao passando (equagao 5-16 e figura 6.6a), indicando que, eventualmente, a

epidemia ird se extinguir com 100% de probabilidade (figura 6.6b).
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Estatisticas analiticas e amostrais Probabilidade de Extingao
15
2 —e—Meédia Analitica 15 1 -
o Média Amostral S
1.5 —o—Variancia Analitica Ao < ||
= o Varidncia Amostral 10 ;, -
T 1 DU o oot ~ 0.5
= —~ ()
~ 5.8 0T
0.5 S —e-probabilidade de extingao (e;,)
0 » % de populagio extinta
0 0
0 10 20 0 10 20
Geragao n Geragao n
6.6(a): Estatisticas Amostrais. 6.6(b): Probabilidade de Extingao.
Figura 6.6: Contdgio B = binomial (3, 0.33), com pg = 1.
6.2.3

Contagio B = binomial (3, 0.50), com pug > 1

A figura 6.7 mostra os histogramas normalizados e as func¢oes de massa
do nimero de infectados em diferentes geragées com o contagio modelado por
B = binomial (3, 0.50). Vale destacar nela a queda no valor da probabilidade

de se ter apenas 1 infectado nas geragoes 4 e 5.

Histogramas e Fungées de Massa de I,, com B = binomial (3, 0.50)

Figura 6.7: Comparagdo entre os histogramas normalizados construidos com
4000 realizagoes e as fungoes de massa calculadas analiticamente.

A figura 6.8 mostra o caso da média e varidncia do niimero de infectados
ao longo das geragoes e probabilidade de extin¢gdo quando o contagio é
modelado por uma binomial(3,0.33). Assim como nos casos anteriores, o
contagio continua limitado a 3 pessoas. No entanto, como neste caso, ug > 1

vemos que a média e a varidncia crescem conforme as geracoes vao passando,
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Estatisticas analiticas e amostrais 0.3 Probabilidade de Extingao
>< ) . T
1
4000 --Média Analitica 1o < e0000000
‘ o Média Amostral Il 0.2
3000 —e—Variancia Analitica 10.8 = )
= o Variancia Amostral T~
T 2000 = 301}
= 5 >% z -e-probabilidade de extingao (e,)
1000 & * % de populagdo extinta
0 n
0 [o 0 10 20
0 10. 20 5
Geracao n Geragdo n
6.8(a): Estatisticas Amostrais. 6.8(b): Probabilidade de Extingao.

Figura 6.8: Contdgio B = binomial (3, 0.50), com ppg > 1.

tendendo a infinito (equagao 5-16 e figura 6.8a). Com base no equacionamento
proposto em 5-18 temos, entao, uma probabilidade de extingao e # 1. Para os
parametros em questdo, a probabilidade é de e = 23,6% (figura 6.8b).

Como é possivel ver pelos graficos desta se¢ao, os resultados das simula-
¢Oes numéricas estao de acordo com a resolugao desenvolvida a partir dos con-
ceitos de probabilidade e estatisticas apresentados. As duas préximas secoes
mostram os resultados do trabalho quando adotamos modelos probabilisticos

diferentes para o contagio B.

6.3
Modelo Probabilistico de B - Geométrica Parametrizada(p)

O segundo modelo analisado foi uma parametrizagao da geométrica(p),
chamada neste trabalho de geométrica - 0. Nesta analise um individuo infec-
tado que sai de casa nao tem um limite maximo de infectados. Ele pode sair
também e nao infectar nenhum novo individuo. Esse modelo retrata uma soci-
edade com regras de distanciamento social baixas, com contato entre pessoas
mais alto e menos restrito, mas no qual algumas pessoas praticam o isolamento
social e respeitam regras de distanciamento, apesar de sairem ainda na rua.

O histograma da figura 6.9 mostra a propagacao de incerteza no modelo
utilizado.

A fungdo geradora de probabilidade do contdgio é dada por Gpg(s) =
T os’ e sua média é ug = 1;17 Como ¢é possivel individuos sairem de
suasqcasas e nao contaminarem ninguém, existe a possibilidade da doenca se

extinguir da sociedade. Entao,
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Histogramas com B = geométrica-0 (0.6)

.
- -

..

Figura 6.9: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 12, construidos com 4000 realizagoes.

p>1—p . up <1l — epidemia se extingue;

se {p=1—p .. up=1 — epidemia se extingue;

p<l—p .. up>1 — epidemia pode, ou nao se extinguir, com probabilidade e = 1L

-p

6.3.1
Contagio B = geométrica - 0 (0.4), com up <1
A figura 6.10 mostra os histogramas normalizados e as fung¢oes de massa
do ntimero de infectados em diferentes geragoes com o contagio modelado por
B = geométrica - 0 (0.4). Nela é possivel observar a propagagao da incerteza ao
longo das geracgoes, e a adequacao dos valores calculados ao modelo proposto.
O contagio de um individuo infectado nao é limitado a um ntimero restrito
de individuos. Como, neste caso, up < 1 vemos que a média e a varidncia
tendem a zero (equagdo 5-16 e figura 6.11a), indicando que, eventualmente, a

epidemia ird se extinguir com 100% de probabilidade (figura 6.11b).
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Histogramas e Fun¢ées de Massa de I, com B = geométrica-0 (0.4)

Figura 6.10: Comparacao entre os histogramas normalizados da geométrica
- 0 (0.4) construidos com 4000 realizagoes e as fungoes de massa calculadas
analiticamente.

Estatisticas analiticas e amostrais
) :

1.5

Probabilidade de Extincao

== Média Amostral l¢ o eees sas
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s —-Variancia Amostral| 1 = I
E 0.5 o Variancia Analitica fg G 051
= 0.5,% 3
IS -=% de populacao extinta
0 0 0 + probabilidade de extingao (e;,)
0 10 20
~ 0 5 10 15 20
Generacao n Generagao n
6.11(a): Estatisticas Amostrais. 6.11(b): Probabilidade de Extingéo.

Figura 6.11: Contagio B = geométrica - 0 (0.4), com up < 1.

6.3.2
Contagio B = geométrica - 0 (0.5), com pup =1

A figura 6.12 mostra, novamente, os histogramas normalizados e as
funcoes de massa do nimero de infectados em diferentes geragoes com o
contdgio modelado por B = geométrica - 0 (0.5). Nela é possivel observar
a propagacao da incerteza ao longo das geragoes, e a adequacao dos valores
calculados ao modelo proposto.

A figura 6.13 mostra a média e variancia do nimero de infectados ao longo

das geracoes e probabilidade de extin¢ao com o contiagio modelado por uma
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Histogramas e Fun¢ées de Massa de I, com B = geométrica-0 (0.5)

Figura 6.12: Comparacao entre os histogramas normalizados da geométrica
- 0 (0.5) construidos com 4000 realizagdes e as fungoes de massa calculadas
analiticamente.
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6.13(a): Estatisticas Amostrais. 6.13(b): Probabilidade de Extingao.

Figura 6.13: Contagio B = geométrica - 0 (0.5), com pup = 1.

geométrica - 0 (0.5). Como, neste caso, g = 1 vemos que a média permanece
em torno de 1 enquanto a varidncia cresce linearmente conforme as geragoes
vao passando (equagao 5-16 e figura 6.13a), indicando que, eventualmente, a

epidemia ird se extinguir com 100% de probabilidade (figura 6.13b).

6.3.3
Contagio B = geométrica - 0 (0.6), com pup > 1

A figura 6.14 mostra os histogramas normalizados e as fung¢oes de massa

do ntimero de infectados em diferentes geragoes com o contagio modelado por
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B = geométrica - 0 (0.6). Nela é possivel observar, mais uma vez, a propagagao
da incerteza ao longo das geragoes, e a adequacao dos valores calculados ao

modelo proposto.

Histogramas e Fun¢ées de Massa de I, com B = geométrica-0 (0.6)

Figura 6.14: Comparacao entre os histogramas normalizados da geométrica
- 0 (0.6) construidos com 4000 realizagoes e as fungoes de massa calculadas
analiticamente.
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6.15(a): Estatisticas Amostrais. 6.15(b): Probabilidade de Extingao.

Figura 6.15: Contdgio B = geométrica - 0 (0.6), com ug > 1.

A figura 6.15 mostra a média e variancia do nimero de infectados ao
longo das geracoes e probabilidade de extingao com o contdgio modelado por
uma geométrica - 0 (0.6). Assim como nos casos anteriores, o contégio nao é
limitado a um ntmero de individuos No entanto, como neste caso, ug > 1
vemos que a média e a varidncia crescem conforme as geracoes vao passando,

tendendo a infinito (equagao 5-16 e figura 6.15a). Com base no equacionamento
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proposto em 5-18 temos, entao, uma probabilidade de extingao e # 1. Para os

pardmetros em questdo, a probabilidade é e = 66.67% (figura 6.15b).

6.4
Modelo Probabilistico de B - Geométrica (p)

O terceiro modelo analisado foi a geométrica(p). Nesta anélise, menos
conservadora, um individuo infectado que sai de casa nao tem um limite
maximo de infectados, e sempre infecta no minimo um novo individuo. O
peculiar desta analise é: se todo individuo infectado contamina, pelo menos,
uma nova pessoa essa epidemia nao vai se extinguir. Esse modelo retrata
uma sociedade com regras de distanciamento social baixas, com contato entre
pessoas mais alto e menos restrito do que quando se modela o contagio com
uma binomial ou geométrica-0.

Sua fungao geradora de probabilidade é dada por Gp(s) , € sua

T 1-gs
1

média é ugp = —. Para qualquer valor de p # 0 temos up > 1, confirmando

que a epidemia nunca se extingue. Isto implica em probabilidade de extingao

e=20.

Histogramas com B = geométrica-1 (0.88)

h

Figura 6.16: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geragoes
5, 10, 15 e 20, construidos com 4000 realizacoes.

Abaixo estao os graficos de média, variancia e probabilidade de extinc¢ao
analiticos e amostrais para o total de infectados em diferentes geragoes quando

temos o contdgio modelado por B = geométrica - 1 (p).
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6.17(a): Estatisticas Amostrais. 6.17(b): Probabilidade de Extingao.
Figura 6.17: Contagio B = geométrica - 1 (0.88), com ug > 1.
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Figura 6.18: Contagio B = geométrica - 1 (0.78), com up > 1.
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6.19(a): Estatisticas Amostrais. 6.19(b): Probabilidade de Extingéo.

Figura 6.19: Contagio B = geométrica - 1 (0.68), com up > 1.
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7
Influéncia da Vacinacao na Modelagem do Processo de Ra-
mificacao

Fundamentais para o combate a doencas na histéria da medicina, as
vacinas estao também no epicentro de debates sobre tratamentos medicinais
efetivos e leis compulsérias de imunizacao. Ao longo da histéria, elas ajudaram
a reduzir expressivamente a incidéncia de polio, sarampo e tétano, entre
varias outras doencas. Hoje, sao consideradas o tratamento com melhor custo-

beneficio em satide publica [17].

7.1
O Que Sao as Vacinas ?

As vacinas sao preparagoes bioldgicas introduzidas no corpo humano a
fim de protegé-lo e imunizé-lo de doencas. Elas ativam o sistema imunologico
"ensinando"o corpo a reconhecer e combater virus ou bactérias em futuras
infecgbes. Sao compostas por agentes que se assemelham aos microrganismos
causadores das doencas, e sao muitas vezes feitas com formas enfraquecidas
ou mortas do micrébio, das suas toxinas ou de uma das suas proteinas de
superficie. Ao ser introduzida no corpo, a vacina estimula o sistema imunologico
a produzir os anticorpos necessarios para evitar o desenvolvimento da doenca.

Os primeiros vestigios do uso de vacinas, com a introducao de versoes
atenuadas de virus foram feitas em combate a variola no século X, na China
[34]. Em 1798 que o termo “vacina” surgiu oficialmente pela primeira vez. O
médico e cientista Edward Jenner soube que trabalhadores da zona rural nao
se contaminavam com a variola, pois haviam tido a variola bovina. Ele entao
introduziu os dois virus em uma crianca e percebeu que ela, depois de reagir
ao virus, nao tinha mais se infectado com a doenca. A palavra vacina deriva
justamente de Variolae vaccinae, nome cientifico dado a variola bovina.

Em 1881, o cientista francés Louis Pasteur comegou a desenvolver a
segunda geracao de vacinas, voltadas ao combate da célera e do antraz [29].
A partir de entdo, as vacinas comecaram a ser produzidas em massa e se
tornaram um dos principais elementos para o combate a doencas, como a

difteria, sarampo, caxumba e rubéola e pdlio, ao redor do mundo.
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7.2
Modelos Utilizados na Modelagem de uma Vacinacao em Massa

Derivado do modelo proposto por Kermack [22], o modelo deterministico
mais utilizado para a modelagem computacional de uma vacina¢cdo em massa
é¢ o SIRV. Modelo de compartimento composto por quatro grupos distintos.
Susceptiveis, infectados, recuperados e vacinados. De modo geral, o grupo de
vacinados diminui o tamanho do grupo de susceptiveis a doenga. Devido as
caracteristicas do sistema, similares ao do modelo SIR explicado na sec¢ao 2.2.2,
a curva caracteristica de individuos infectados atinge um pico menor.

Derivado do modelo deterministico SIRV, diversos autores adaptaram
a abordagem do modelo de compartimento para um modelo estocastico [9,
38, 37]. Modelos ainda mais complexos utilizaram o RAS, do inglés realistic

age-structured, como Bolker [4] e Ferguson [16].

7.3
Construcao de um Modelo Estocastico para uma Populacao Parcialmente
Vacinada

Dada uma populagao, modelaremos o contagio de um individuo da se-
guinte maneira. Baseado no modelo de ramificagdo da se¢ao 5.1, um individuo
infectado (ip = 1), sai de sua casa e encontra m individuos. Supondo que em
cada encontro o infectado pode ou nao transmitir uma carga viral suficiente
para contagiar o proximo, modelaremos o niimero de individuos que um indi-
viduo infectado encontrou e transmitiu a carga viral suficiente para contagiar
com a variavel aleatoria C; = binomial (m, p). Assim como o contagio da secao
5.1, todos os C; sao independentes e identicamente distribuidos (IID).

A cada contato com transmissao suficiente de carga viral, entao, avalia-
remos duas situagoes: primeiro, se esse individuo foi vacinado ou nao; segundo,
caso ele tenha sido vacinado, se a vacina foi efetiva ou nao. Isto é, se ele esta
imunizado de fato, ou nao. O primeiro evento, vacinacao do individuo, sera
modelado por uma variavel aleatéria discreta V' = Bernoulli (py). O segundo
evento, analise da efetividade da vacina, serd modelado por outra variavel ale-
atoria discreta E; = Bernoulli (pg).

Em outras palavras, um individuo infectado entra em contato m indi-
viduos e transmite carga viral suficiente para contaminagao de C' individuos.
Para cada um desses C' novos individuos fazemos uma pergunta: "Esse indivi-
duo foi vacinado?". A probabilidade py determina a porcentagem de populagao
vacinada. Se ele tiver sido vacinado nos perguntamos: "Serd que a vacinagao

foi efetiva?". A eficicia da vacina é dada por pg. Se foi, entdo a imunizacao
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funcionou, e este individuo esta livre da doenga. Se nao foi, entao ele estd

infectado. A figura 7.3 representa o esquema descrito.

Figura 7.1: Esquema de avaliacdo de um possivel novo infectado.

Essa andlise é feita para cada um dos C individuos que o primeiro
infectado entra em contato e transmite carga viral suficiente para infecta-los.

A cada geragdo n, o total de individuos infectados I, é dado pela
quantidade de pessoas que entraram em contato com um individuo infectado
e receberam carga viral suficiente para contagiar com a doenga menos a
quantidade de pessoas que tomaram a vacina e ela, de fato, foi eficaz.

Para modelar o novo cenério temos:

— I(n) = I,,, nimero total de infectados em uma geracao;

— (C}, numero de individuos que entraram em contato com o j-ésimo
individuo infectado da geracao anterior e receberam carga viral suficiente
para se contagiar com a doenga, modelado por C; = Binomial(m, p), v.a.

discreta;

— V}, variavel aleatéria que determina se um individuo que teve contato
com um infectado e recebeu carga viral suficiente para se contaminar esta

ou nao estd vacinado é modelada por Vi = Bernoulli(py ), v.a. discreta;

— E) é a variavel aleatoria que determina se um individuo que teve contato

com um infectado, recebeu carga viral suficiente para contaminac¢ao mas
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recebeu a vacina se contamina ou nao com a doenca. E; ¢ modelado por

E; = Bernoulli(pg), v.a. discreta.

Todas os C} sao IID entre si, entao C; — C. O mesmo vale para V e Ej.
IstoéV, -V eFE —FE.
As funcgoes geradoras de C, V, E sao:

Gy(z) = (1 —pv) + pva. (7-1)
Gp(z) = (1 —pp) +pp2. (7-2)
Ge(z) = ((1 —p) + px)™ (7-3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1920913/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1920913/CA

8
Influéncia da Vacinacao no Comportamento da Epidemia

8.1
Influéncia da Vacinacao

Para analisar a influéncia da vacinagao no total de infectados em cada
geracdo, na propagacao da doenca e nas probabilidades de extingao, foram
feitas simulacoes de Monte Carlo e construidos modelos estatisticos para a
propagacao da doenga considerando-se a v.a. C: binomial. Assim como no ca-
pitulo 6, 21 distribuicoes diferentes foram selecionadas. Para cada distribuicao
selecionada foram escolhidas 6 diferentes porcentagens de populagdo vacinada
(2%, 10%, 20%, 50%, 75% e 100%), e para cada uma dessas, foram escolhi-
das 4 valores de eficicia de uma vacina (50.4%, 62.1%, 70.4% e 95%). Para
cada cenario descrito, 4.000 simulagoes do processo de ramificacao da geragao
n = 0 an = 20 foram computadas. No total, foram realizadas mais de 2 mi-
lhoes realizacoes do processo estocastico de ramificagdo. Para fazer todas as
simulagoes gastou-se aproximadamente 100 horas de processamento (tempo de
CPU). O elevado custo computacional em tempo e volume de dados, caracte-
riza o problema como big data. Um estudo de convergéncia foi desenvolvido
para determinar o nimero de simulagoes [36]. Estatisticas amostrais (média,
varidncia e probabilidade de extingdo) e histogramas foram construidos com
as respostas das realizagoes.

Antes de discutir a propagagdo da doenca em uma populacdo com
vacinacao, vale relembrar como é o comportamento do total de infectados
em uma populagdo nao vacinada. Nas sec¢oes 6.2.1, 6.2.2 e 6.2.3 temos as 3
situagoes crifticas para um meio sem vacina. Para uma binomial com up < 1
temos a média e a variancia tendendo a 0, indicando extin¢do da doenga; para
ip = 1, média em torno de 1 e varidncia tendendo a 0, indicando também
a extin¢ao da doenca; e para binomial com pp > 1 temos média e variancia
tendendo a infinito, dando margem para uma probabilidade de extin¢do da
doenca diferente de 100%. Assim como mostra a figura 8.1.

Para um meio com vacina, onde foram vacinados 20% da populacao,
com uma vacina de eficicia comprovada de 50.4% e com o contato C' entre os

individuos modelado por uma binomial(3, p), com os valores de p estipulados
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QComportamento das médias Probabilidade de Extincao
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8.1(a): Média amostral para os 3 valores cri- 8.1(b): Probabilidade de extingdo para os 3
ticos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.1: Graficos construidos com 4000 realizagdes do comportamento sem
vacina.

na se¢ao 6.2, foi obtido o seguinte resultado (figura 8.2):

gomportamento das médias Probabilidade de Extincéo
—--Média po < 1
--Média pe =1
.8 Média pc > 1
T1
NP
=
0 R ""."-0-..._‘ .
0 10 20 0 10 20
Geragao n Geracao n

8.2(a): Média amostral para os 3 valores cri- 8.2(b): Probabilidade de extingdo para os 3
ticos de uc. valores criticos de uc.

Figura 8.2: Graficos construidos com 4000 realizagdes do comportamento de
um local com 20% da populacao vacinada com uma vacina com 50.4% de
eficacia.

Comparando os dois conjunto de graficos 8.1 e 8.2 vemos que: para jc < 1
a epidemia se extingue com mais rapidez; para uc = 1 a média deixa de flutuar
em torno de 1 e passa a se comportar como uma funcao que tem a média
up < 1. Além disso, temos para o mesmo intervalo de gerac¢oes a epidemia se
extinguindo em menos tempo; para puc > 1, neste caso, temos o decaimento da
média amostral por geracao em comparagao com a situagao nao vacinada. Além
disso, vamos que a probabilidade de extin¢ao da doenca passa de e = 23.6%
para ¢ = 35.7%.

E sempre interessante mostrar a propagacao de incerteza no modelo

proposto. Os histogramas da figura 8.3 mostram o cenario da curva na qual

,u(;>1.
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20% da populagao vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.3: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.

8.2
Influéncia da Porcentagem da Populacao Vacinada

Vimos que com 20% da populacao vacinada ja temos uma mudaca
significativa no comportamento da epidemia, em termos de pessoas infectadas
e chances de ela se extinguir. No entanto, sera que ¢ possivel mudarmos
totalmente o resultado de uma epidemia apenas aumentando a quantidade
de pessoas vacinadas?

Para tal, repetimos o mesmo processo da secao 8.1, avaliando diferentes
valores de populacao vacinada. Dentre todos os valores calculados, estao
mostrados a seguir populagoes que tiveram 2%, 50% e 75% de seus individuos
vacinados com uma vacina de 50.4% de eficicia, com o contato C' entre os
individuos modelado por uma binomial(3, p).

Para apenas 2% da populacdo vacinada é possivel observar que as
diferengas sdo pouco significativas. Para o cendrio mais critico (uc > 1) ainda
temos uma explosao no nimero de infectados e uma probabilidade de exting¢ao
baixa. A propagacao de incerteza do modelo é observada nos histogramas das
geracoes 2, 4, 6 e 10, construidos com 4000 realizagoes na figura 8.4.

Ja com 50% da populagdo vacinada vemos um decaimento significativo
no total de infectados. Contatos com média uc < 1 se extinguem com 100%
de probabilidade, além de se extinguirem com menos geracoes. Para contatos
com pe > 1 vemos o decaimento mais significativo até entdao. A média de
infectados diminui de 4000 infectados para apenas 10 e a probabilidade de
extingao aumenta em aproximadamente 200%, indo de 23.6% para 67.4%. A
propagacao de incerteza do modelo é observada nos histogramas das geragoes
2,4, 6 e 21 na figura 8.6.
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2% da populagao vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.4: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 10, construidos com 4000 realizagoes.

Comportamento das médias

2 — Probabilidade de Extingao
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8.5(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.5(b): Probabilidade de extingdo para os 3
cos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.5: Graficos construidos com 4000 realiza¢oes do comportamento de um
local com 2% da populacdo vacinada com uma vacina com 50.4% de eficacia.

Para 75% da populacao vacinada, entao, temos a total conversao do caso
critico. Uma situagao onde teriamos uma contaminacao em massa, temos agora
a extingdo total do virus. Apesar de no grafico 8.9(b) ainda nao termos a
estabilizacao da probabilidade de extingao, é possivel concluir que a epidemia se
extinguird, isto €, e = 1 devido ao comportamento caracteristico de decaimento
da curva de média de infectado (figura 8.9(a)). A propagacao de incerteza do
modelo é observada nos histogramas das geragoes 2, 4, 6 e 21, construidos com

4000 realizagoes na figura 8.8.
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50% da populagao vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.6: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.

Comportamento das médias
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8.7(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.7(b): Probabilidade de extingdo para os 3
cos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.7: Gréficos construidos com 4000 realizagoes do comportamento de
um local com 50% da populacao vacinada com uma vacina com 50.4% de
eficacia.

8.3
Influéncia da Eficacia da Vacina

Outro fator de andlise é a eficicia da vacina aplicada. Vimos que
com uma vacina com 50.4% de eficicia temos uma mudanca significativa
no comportamento da epidemia, principalmente com a vacinagdo de pelo
menos 75% da populacdo. No entanto, serd que também é possivel mudarmos
totalmente o resultado de uma epidemia vacinando menos gente, mas com uma
vacina mais eficaz?

Para tal, repetimos o mesmo processo da secao 8.1, avaliando diferentes
valores de eficacia de vacina. Dentre todos os valores de eficicia simulados,

estd a seguir apenas os resultados para 50.4%, 62.1% e 70.4% de eficdcia de
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75% da populagao vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

L

Figura 8.8: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.

Comportamento das médias
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8.9(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.9(b): Probabilidade de extingdo para os 3
cos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.9: Gréficos construidos com 4000 realizagoes do comportamento de
um local com 75% da populacao vacinada com uma vacina com 50.4% de
eficacia.

uma vacina. Além disso, dentre as porcentagens de populagao vacinadas, sera
mostrado apenas os resultados das simula¢oes com porcentagens de 50% e
75% de populacao vacinadas. Em todos os casos, temos o contato C' entre os

individuos modelado por uma binomial(3, p).

8.3.1
Vacinando 50% da Populacdo

A partir da figura 8.11, pg = 0.5, observamos que houve um decaimento
na média de infectados. No entanto, para o contagio modelado por uma
binomial com média puc > 1 ainda podemos observar que a epidemia ainda
nao se extinguira.

A figura 8.10 mostra a propagacao de incerteza no decorrer das geragoes.
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50% da populagao vacinada, 50.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.10: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.
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cos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.11: Graficos construidos com 4000 realizagbes do comportamento de
um local com 50% da populacao vacinada com uma vacina com 50.4% de
eficacia.

O histograma da geracao 21 confirma que, apesar do decaimento, ainda teremos
individuos infectados com a doenca.

A figura 8.13 mostra o cendrio de 50% da populagao vacinada com uma
vacina de eficicia de 62%. Observamos que também houve um decaimento na
média de infectados. Para o contagio modelado por uma binomial com média
e > 1 ainda podemos observar que a epidemia ainda nao se extinguira.
Comparando as figuras 8.11(b) e 8.13(b) nota-se que ao menos com uma
vacina mais eficaz aumentamos a probabilidade de extingao dela. Ainda assim,
nenhum dos dois casos garante a extin¢ao da doenca.

E possivel observar na figura 8.12, principalmente no histograma da
geracao 21, que o suporte da v.a. € menor do que quando comparado com o

da figura 8.10. Apesar de ainda nao termos a extingao, ja temos uma melhora
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50% da populagao vacinada, 62.1% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

L

Figura 8.12: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.
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Figura 8.13: Graficos construidos com 4000 realiza¢oes do comportamento de
um local com 50% da populacao vacinada com uma vacina com 62.1% de
eficacia.

no quadro geral. O total de infectados no final das geragoes ¢ menor com uma
vacina mais eficaz.

A figura 8.15 mostra o cendrio de 50% da populagao vacinada com uma
vacina de eficacia de 70.4%. Observamos que também houve um decaimento na
média de infectados. Neste caso, observamos que para todos os valores criticos
temos a conversao de todas as modelagens para um cenario onde as epidemias
irdo se extinguir. Apesar das 3 curvas decairem, a curva do contato modelado
por uma binomial de média maior que 1 decai lentamente. Pelo grafico da
figura 8.15(b) e pelos histogramas da figura 8.14 vemos que com 20 geragoes
a epidemia ainda nao se extingue, apesar de tender a 100% de probabilidade

de extingao.
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50% da populagao vacinada, 70.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.14: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.
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cos de pc. valores criticos de uc.

Figura 8.15: Graficos construidos com 4000 realizagbes do comportamento de
um local com 50% da populacao vacinada com uma vacina com 70.4% de
eficacia.

8.3.2
Vacinando 75% da Populacdo

O dltimo grupo de cenarios analisados retrata uma sociedade com
75% da populacao vacinada. Para cada um dos 3 cendrios citicos (ue <
1, uc = 1 e puc > 1), serdo mostradas apenas as simulagoes com 3 valores
diferentes de eficdcia da vacina (50.4%, 62.1% e 70.4%). Em todos os casos
simulados, figuras 8.17, 8.19 e 8.21, obtivemos o comportamento desejado:
todos os cendrios tiveram suas médias decaindo com o passar das geragoes e
as probabilidades de extincao tendendo a e = 1.

Os histogramas das figuras 8.16, 8.18 e 8.20 confirmam os resultados

achados: para uma populacao inicial de 7g = 1, com 75% da populacao vacinada
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teremos o fim da epidemia.

75% da populagao vacinada, 50.4% de eficicia, C = binomial (3,0.5)

L

Figura 8.16: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.

Comportamento das médias
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8.17(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.17(b): Probabilidade de extin¢do para os 3
cos de pc. valores criticos de pc.

Figura 8.17: Graficos construidos com 4000 realizagbes do comportamento de
um local com 75% da populacao vacinada com uma vacina com 50.4% de
eficacia.
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75% da populagao vacinada, 62.1% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.18: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.
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8.19(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.19(b): Probabilidade de extin¢do para os 3
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Figura 8.19: Graficos construidos com 4000 realizagdes do comportamento de
um local com 75% da populacao vacinada com uma vacina com 62.1% de

eficacia.
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75% da populagao vacinada, 70.4% de eficacia, C = binomial (3,0.5)

Figura 8.20: Histogramas normalizados com o total de infectados nas geracoes
2,4, 6 e 21, construidos com 4000 realizagoes.
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8.21(a): Média amostral para os 3 valores criti- 8.21(b): Probabilidade de extin¢do para os 3
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Figura 8.21: Graficos construidos com 4000 realizagdes do comportamento de
um local com 75% da populacao vacinada com uma vacina com 70.4% de

eficacia.
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Conclusao

Este trabalho analisou com uma abordagem estocastica a propagacao
de uma doenga epidemiolégica em uma populagdo. Na primeira parte do
trabalho foi feita uma analise deterministica do processo de propagacao de uma
doenca. Para tal, foram utilizados os modelos de compartimentos propostos por
McKendric e Kermac [22]. O primeiro modelo de compartimentos estudado
foi o modelo SI, composto apenas por dois compartimentos (susceptiveis e
infectados). Esse modelo tem como caracteristica a contaminagao de todos
os individuos da sociedade, independente do valor da taxa de contigio [.
O segundo modelo de compartimentos foi o SIR. Mais complexo que o
SI, este modelo apresenta um terceiro grupo: recuperados, compostos pela
porcentagem de individuos que ndo podem mais se contaminar. Os parametros
deste modelo sao 3, taxa de contagio; «, taxa de recuperacao; e r,, nimero
basico de reproducao, razao entre § e «. Diferentes valores de r, resultaram
em curvas com comportamentos distintos, principalmente quando avaliados em
relacao ao total de individuos infectados.

Como os métodos de determinacao do r, podem resultar em diferentes
valores para o total de individuos contaminados e, consequentemente, dife-
rentes propagacgoes da doenga no meio da sociedade, surgiu a oportunidade
de olhar o contagio de uma entre endividuos e a propagacao sob uma otica
estocastica.

Na segunda parte do trabalho tivemos a introducao de alguns conceitos
basicos de probabilidade, junto com a nova modelagem proposta de anélise
da propagacao de uma doenga. O nimero de individuos infectados por cada
membro infectado da populacdo foi modelado por uma variavel aleatoria
discreta e o nimero de individuos infectados ao longo do tempo foi modelado
por um processo estocéastico de ramificacdo. Para caracterizar a propagacao
das incertezas na disseminacao da doenca, foram construidos histogramas
do nimero de individuos infectados. Estatisticas amostrais também foram
calculadas. Foi feita uma analise da influéncia do modelo probabilistico da
variavel que modela o contagio entre os individuos no processo de ramificacao.
Foram calculados também, as probabilidades de extingao para as trés familias

diferentes de v.a.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1920913/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1920913/CA

Capitulo 9. Conclusio 7

Os resultados desta parte do trabalho mostraram que os parametros do
modelo probabilistico da v.a. que modela o contagio, B, influenciam fortemente
o comportamento da propagacao de uma doenga. B sendo uma binomial(m, p),
o numero de individuos infectados por cada membro ja infectado é limitado
a m individuos. Quando B foi modelado por uma geométrica-1 (p) ou uma
geométrica-0 (p), o nimero de novos individuos contagiados nao teve limite
méaximo. Como foi visto, para a B = binomial(m, p) e B = geométrica-0 (p),
para valores de up < 1 a epidemia se extinguiu com probabilidade e = 1.
Para v.a. com valores de pup > 1, a probabilidade de extingao assumiu valores
entre e € [0,1]. Para a distribui¢do geométrica-1 vimos que, independente do
valor de p, tivemos uma distribuicio com média ug > 1. Além disso, como
ela retrata uma sociedade onde a cada geragao temos pelo menos um novo
contagio, tivemos que a probabilidade de extingao é e = 0.

Neste trabalho também foi feito um estudo sobre as solugoes analiticas
deste problema. A partir das funcoes geradoras apresentadas calculou-se
as médias, variancias e probabilidades de exting¢ao analiticas. Além dessas
estatisticas, foi possivel obter a funcao de massa do total de infectados em
cada geracao. Comparando as distribui¢oes analiticas e amostrais foi possivel
validar o processo de geracao de amostras do processo de ramificacao através
do método de Monte Carlo e complementar a analise de convergéncia feita
para determinar o niimero de amostras necessarias para estimar estatisticas
amostrais dentro de uma margem de erro prescrita.

A terceira e tultima parte trouxe a propagacdo de uma doenca em
uma populagao parcialmente vacinada. Dado que uma parcela da populacao
esta vacinada, modelamos o contato capaz de transmitir carga viral por
uma v.a. discreta, C' = binomial(m, p); a determinagdo se um individuo
que teve contato com um infectado esta ou nao vacinado foi modelada por
outra v.a discreta, V' = bernoulli (py); a eficicia da vacina foi modelada
por uma v.a. discreta, £ = bernoulli (pg). O nimero total de individuos
infectados ao longo do tempo foi modelado por um processo de ramificacao
estocéstico (I,). Para caracterizar a propagagao das incertezas na disseminagao
da doenca, foram construidos histogramas do niimero de individuos infectados.
Estatisticas amostrais também foram calculadas. Foi feita uma andlise da
influéncia da eficdcia da vacina no processo de ramificacdo, bem como da
influéncia da porcentagem da populagao vacinada. Foram calculadas também,
as probabilidades de extingao para os diferentes casos analisados.

Os resultados obtidos na se¢oes 8.2 e 8.3 mostram que é possivel controlar
e mitigar uma epidemia com uma vacinag¢ao adequada. Apesar da eficicia da

vacina aplicada interferir no total de infectados ao longo do tempo, ela pode
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ou nao garantir a extincao da doenca.

Este trabalho gerou dois artigos de congresso e um artigo de revista. O
primeiro, intitulado Andlise FEstocdstica da Propagacio de Doencas Epidemio-
légicas [5], foi publicado no X Encontro Regional de Matematica Aplicada e
Computacional do Rio Grande do Sul (X ERMAC-RS), realizado entre os dias
1 e 3 de dezembro de 2020. O segundo, How the spread of an infectious disease
is affected by the contagion’s probabilistic model [6], publicado no XIV Encon-
tro Académico de Modelagem Computacional, realizado entre os dias 8 e 11
de fevereiro de 2021. O terceiro artigo publicado foi decorrente da publicacao
do artigo do X-ERMAC. Os PDFs desses artigos encontram-se no anexo, ao

final desta dissertacao
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RESUMO: Este trabalho analisa com uma abordagem estocastica a propagacao de uma
doenga epidemiologica em uma populagao. O foco é caracterizar a evolugao do ntimero
de infectados ao longo do tempo, de forma a caracterizar a propagacao de incertezas
no numero de infectados. Para fazer essa analise, o nimero de individuos contaminados
por cada membro ja infectado da populacao ¢ modelado como uma variavel aleatoria
binomial(m,p) e a propagagao da doenga é modelada como um processo estocéstico de
ramificagao. Um modelo estatistico é construido para esse processo de ramificacao. His-
togramas e estatisticas amostrais do niimero de infectados ao longo do tempo, como por
exemplo, média e varidncia, sao calculadas através de simulagbes de Monte Carlo para o
processo de propagacao da doenga. Os objetivos do trabalho sao comparar as estatisticas
amostrais calculadas com previsoes da literatura, e determinar a influéncia do modelo
probabilistico da variavel aleatoria de contéagio no processo de ramificacao. Através dessas
analises deseja-se determinar qual é a probabilidade de extin¢ao da doenga.

Palavras-chave: Modelagem Estocastica; Propagagao de Incertezas; Epidemiologia;
Doencas Contagiosas.

1. INTRODUCAO

Propagagao de doencas epidemioldgicas ¢ um tema que vem atraindo interesse
de pesquisadores de diferentes areas. Saber como doencas se propagam, pode fa-
cilitar o planejamento e implementacao de medidas de controle e contencao. Além
disso, prever o niimero de infectados ao longo do tempo permite que governos coor-
denem acoes e melhor atendam a populacao, por exemplo, adequando o nimero de
leitos hospitalares ao niimero de infectados.

Na literatura existem diversos modelos matematicos para modelar a propa-
gagao de doencas, como por exemplo, o modelo de compartimentos de susceptiveis
e infectados (SI) e o modelo de compartimentos de susceptiveis, infectados e re-
cuperados (SIR). Em cada um desses modelos, a populacao é dividida em grupos
(chamados de compartimentos) e um problema de valor inicial caracteriza a evolugao
do nimero de individuos em cada um desses grupos MARCHEVA (2015); BRAUER
et al. (2019); LI (2018).

Apesar de amplamente utilizados em previsoes, esses modelos abordam o pro-

cesso de propagacao de doencas de um ponto de vista deterministico, quando na
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verdade o problema é estocastico. A incerteza no contagio faz com que o ntimero de
infectados ao longo do tempo seja aleatoério. Para fazermos melhores previsoes da
propagacao, devemos levar em consideragao essa estocasticidade.

Este trabalho analisa a propagacao de uma doenca epidemioldgica entre in-
dividuos de uma populagao sob uma o6tica estocastica. O ntmero de individuos
contaminados por cada membro ja infectado da populagao ¢ modelado por uma va-
riavel aleatoria e o niimero de individuos infectados ao longo do tempo é modelado
por um processo estocastico de ramificacao. O foco do trabalho é caracterizar a
propagacao de incertezas no nimero de infectados, ou seja caracterizar como as fun-
¢oes de massa de segoes do processo variam ao longo do tempo LIMA; SAMPAIO
(2018); LIMA; SAMPAIO (2018). Para fazer essa analise, um modelo estatistico é
construido para esse processo de ramificagao. Histogramas e estatisticas amostrais
do nimero de infectados ao longo do tempo, como por exemplo, média e variancia,
sao calculadas através de simulagoes de Monte Carlo para o processo de propagagao
da doenga. As simulagoes sao feitas através do software Matlab. Os objetivos do tra-
balho sao comparar as estatisticas amostrais calculadas com previsoes da literatura,
e determinar a influéncia do modelo probabilistico da variavel aleatoria de contagio
no processo de ramificagao. Através dessas analises deseja-se determinar qual é a

probabilidade de extin¢ao da doenca.

2. CONSTRUGAO DE MODELOS PROBABILISTICOS PARA O
CONTAGIO E PROPAGACAO DA DOENCA

Esta segao trata da modelagem probabilistica do contagio entre individuos da
populacao e da propagacao da doenca. O ntimero de individuos contaminados por
cada membro ja infectado j da populagao é modelado como uma variavel aleatoria
(v.a.) discreta binomial(m,p) denominada C;. Supde-se que as v.a. C; sejam inde-
pendentes e identicamente distribuidas (IID). Com isso, denominamos C' a variavel
aleatoria que modela o contagio. A distribuicao binomial pode ser interpretada, de
acordo com conceitos de epidemiologia, como um experimento no qual um individuo
encontra com um namero m de pessoas, com uma probabilidade p de infectar cada
uma delas. Depois dos encontros, avaliamos se cada uma das m pessoas foi, ou nao,
infectada e contamos o nimero de novos contagiados.

O nimero de infectados ao longo do tempo é modelado por um processo es-
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tocastico I de parametro discreto chamado de processo de ramificacao. Dado um
conjunto de parametros discretos N = {0,1,2,3,...}, representando geragoes ao longo
do tempo, para cada n € N, I(n) = I, é uma variavel aleatoria discreta. I, re-
presenta o numero de infectados na n-ésima geracao e é dado pela soma do nimero
de pessoas que foram contagiadas por cada um dos infectados na geracao anterior

n — 1, ou seja:
In—1
I,=) Cn, n>0. (1)
k=0

A Figura 1 ilustra as cinco primeiras geragoes de uma realizacao do processo de
ramificacao I. Nesta realizacao, o processo de contaminagao comec¢a com um indi-
viduo infectado, ig = 1. Na geracao n = 1, aparecem 3 individuos contaminados
pelo individuo infectado inicialmente, 7; = 3. Esse nimero de infectados é obtido
fazendo-se uma realizagao da variavel aleatoria C'. Na proxima geragao, n = 2, o ni-
mero total de infectados é a soma do ntimero de pessoas que foram contagiadas por
cada um dos trés infectados na geracao anterior. Para obter esse ntimero, geramos
trés realizacoes independentes de C' e somamos os valores sorteados. No exemplo
ilustrado, o primeiro infectado contaminou apenas um individuo e os outros dois
nao fizeram nenhuma contaminacao. Dessa forma i, = 1. Na proxima geracao,
n = 3, o unico individuo contaminado na geracao anterior contaminou quatro novos
individuos, fazendo com que i3 = 4. Na geracao n = 4, o nimero total de infectados,
que ¢é a soma do niimero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos quatro
infectados em n = 3, é obtido gerando-se quatro realizagoes independentes de C' e
somando os valores sorteados. No exemplo ilustrado, o primeiro infectado contami-
nou dois individuos, o segundo infectado nao fiz nenhuma contaminagao e o terceiro
e quarto fizeram duas contaminacoes cada. Totalizando i, = 7. Se nenhum desses
sete individuos contaminados fizer novas contaminacoes, teremos i,, = 0, Vn > 5, e
nesse caso a doenca estara extinta. A probabilidade de extin¢gdo de uma doenca é
uma das variaveis de interesse desse trabalho.

A funcao geradora de probabilidade de C' é:
Go(r) =) ppa*, (2)
k=0

onde p; € a probabilidade de C' assumir o valor k. Sendo C' uma a variavel aleatoria

binomial(m,p), a fungao geradora de probabilidade de C' pode ser reescrita como:

Go(z) = ((1 —p) +pz)™ . (3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1920913/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1920913/CA

Apéndice A. Artigos Publicados 87

Figura 1. Uma realizacao do processo de ramificacao que modela o nimero de infectados ao longo
de gerag oes. Considera-se ig = 1.
Fonte: GRIMMET; WELSH (2014)

De acordo com o teorema 4.36 de GRIMMET; WELSH (2014), a funcao geradora
de probabilidade de I,, é dada por:

G, (r) = Ge(Gr, (7). (4)

3. ESTATISTICAS DA PROPAGACAO DA DOENCA

Esta se¢ao mostra algumas estatisticas do processo estocastico que modela a
propagacao da doenga HACCOU et al. (2017); ALLEN (2010). De acordo com o
teorema 9.8 de GRIMMET; WELSH (2014), a média de infectados ao longo das
geragoes é:

E(L) = p", ()

onde = mp ¢ a média da variavel aleatoria C, binomial(m,p). A longo prazo:

0se p<l,
nhj{.loE(In)% 1 sep=1, (6)
oo se pu>1.

Fazendo uma adaptagao do teorema 9.8 de GRIMMET; WELSH (2014), pode-

se escrever:
no? se =1,

var(l,) = (7)
02#”“(‘;—_‘5) sep#1,

onde 0% = mp(1 — p) ¢é a variancia de C. Analisando a variancia a longo prazo:

0se p<li,
lim var(l,) — (8)

e oo se pu>1.
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A partir da anélise mostrada em (6) e (8), temos que se ;4 < 1 a epidemia,
eventualmente, chegard ao fim. Para u > 1, por sua vez, a epidemia pode, ou
nao, chegar ao fim. Para determinar essa probabilidade de extingao definimos dois
eventos distintos. Primeiro definimos um evento A: extin¢ao da doenga na n-ésima

geragao, i.e., I,, = 0. Utilizando a Equacao (4) e avaliando-a em x = 0 temos:

G, (7) = Go(G, , (x))
G, (0) = Go(Gr,,(0)) = en (9)

assim, chamamos de e,, a probabilidade de A. Depois, definimos o evento B: extin-

¢ao da doenga. De acordo com o teorema 1.54 de GRIMMET; WELSH (2014), a

probabilidade deste evento ocorrer é dada pelo lim e, que sera representado por e.
n—0o0

Assim:

€y = an (0) = GC(GIn,l(O)) e Gc(en_l)

lim e, =¢ — e=Ggle), (10)

n—oo
onde a menor raiz da equagdo e = G¢(e) no intervalo [0,1] é a probabilidade da

epidemia se extinguir.

4. ESTATiSTICAS AMOSTRAIS, PROBABILIDADE DE
EXTINCAO E HISTOGRAMAS NORMALIZADOS

Para construir um modelo estatistico por Monte Carlo para a propagacao da
doenga de forma poder compara-lo com o modelo encontrado na literatura, mos-
trado na secao 3, foram feitas 2000 realizacoes de I da geracao n = 0 até n = 20
através do software Matlab. Um estudo de convergéncia foi desenvolvido para de-
terminar o nimero de realizagoes utilizadas SOUZA DE CURSI; SAMPAIO (2012).
Estatisticas amostrais (média, variancia e probabilidade de extingao) e histogramas
foram construidos com as realizagoes.

Com o objetivo de analisar o comportamento estocastico da epidemia ao longo
das geracoes, foram construidos os histogramas normalizados do nimero de infec-
tados para diferentes geracoes do processo de ramificagao com o contagio modelado
pela binomial(3,0.5). Os resultados estao mostrados na Figura 2. Nessa figura, é
possivel observar a propagagao de incertezas SAMPAIO; LIMA (2012) na propaga-
¢ao da doenca, i.e., a evolucao da fun¢ao de massa do ntimero de infectados ao longo

das geragoes.
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Figura 2. Histogramas normalizados do niimero de infectados nas geragoes 5, 10, 15 e 20, cons-
truidos com 2000 realizagoes da binomial(3,0.5). Fonte: do autor

A Figura 3 mostra a média e varidncia amostrais do processo I ao longo das
geracoes para diferentes valores de p. Considera-se p = 0.16, 0.33 € 0.50. Observamos
que os valores amostrais estao de acordo com os resultados analiticos dados pelas

Equagoes (6) e (8).

(a) C' = binomial (3, 0.16) (b) C = binomial (3, 0.33) (c) C = binomial (3, 0.50)

Figura 3. Média e variancia, analiticas e amostrais, para os valores p: 0.16, 0.33 e 0.50. Fonte:
do autor

Para p = 0.16, com . = 0.5 < 1, podemos observar pela Figura 3(a) que tanto
a média quanto a varidncia do processo estocéastico tendem a zero, confirmando que
para ;1 < 1 temos a extingao da epidemia. Para p = 0.33, com p = 1.0, podemos
observar pela Figura 3(b) que a média do processo fica em torno de 1, enquanto a
variancia cresce linearmente ao longo das geragoes. Esse resultado estd de acordo
com a Equagao (7). Para p = 0.50, com g = 1.5 > 1, podemos observar pela

Figura 3(c) que tanto a média quanto a variancia do processo crescem ao longo das


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1920913/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1920913/CA

Apéndice A. Artigos Publicados 90

geracoes. Esse comportamento indica que nggo E(I,) =xe nlljgl@ var(l,) = oo, de
forma que nao hé possibilidade da epidemia se extinguir.

De acordo com a Equagao (10), a probabilidade de extingao da doenga, e, é
dada por Ge(e) = ((1 — p) + pe)™ = e. A Figura 4 mostra as probabilidades de
extingao amostrais ao longo das geracgoes para os diferentes valores de p fixados
acima. Observe que, com probabilidade e = 1, a epidemia tende a se extinguir para

valores de ;1 < 1, e que, para valores de p > 1, ela se extingue com valores de

e € [0,1].

(a) C = binomial (3, 0.16) (b) C = binomial (3, 0.33) (c) C = binomial (3, 0.50)

Figura 4. Grafico da probabilidade de extingao da doenga, analitica e amostral para os diferentes
valores p: 0.16, 0.33 e 0.50. Fonte: do autor

5. CONCLUSOES

Este trabalho utilizou uma abordagem estocastica para modelar o problema de
propagacao de uma doenca epidemiologica em uma populagao. O numero de indivi-
duos contaminados por cada membro infectado da populacao foi modelado por uma
variavel aleatoria (v.a.) discreta binomial(m,p) e o nimero de infectados ao longo do
tempo foi modelado por um processo estocastico de ramificacao. Para caracterizar a
propagacao de incertezas na propagacgao da doenga, foram construidos histogramas
do niimero de infectados ao longo do tempo. Também foram calculadas estatisticas
amostrais. Foram feitas analises da influéncia do modelo probabilistico da varié-
vel aleatéria que modela contagio no processo de ramificacao e na probabilidade de
extingao da doenga ao longo do tempo.

Os resultados do trabalho mostram que os parametros do modelo probabi-
listico da variavel aleatéria que modela o contagio, C', influenciam fortemente o
comportamento a propagagao da doenga. Sendo C' uma binomial(m,p), o niimero
de individuos contaminados por cada membro infectado é limitado a m individuos.

Como foi visto, para valores de média ;1 < 1 a epidemia se extingue com probabi-
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lidade e = 1. Enquanto que, para p > 1, ela pode se extinguir com probabilidade
e € [0,1]. Em trabalhos futuros, seria interessante analisar os efeitos de diferentes
modelos probabilisticos de C', como por exemplo v.a. geométrica, na propagagao da

doenga.
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How the spread of an infectious disease is
affected by the contagion’s probabilistic model
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Abstract

This work analyzes the spread of an epidemiological disease with a stochastic approach. In the
analysis, the number of individuals that each infected member of the population can infect is modeled as
a random variable and the number of individuals infected over time is modeled as a stochastic branching
process. The focus of the work is to characterize the influence of the probabilistic model of the random
variable that models the contagion between individuals in the spread of the disease and in the probability
of extinction. The comparison is made based on histograms and sample statistics of the number of
infected individuals over time, such as, mean and variance. Statistical models are computed using Monte
Carlo simulations to 3 different families of random variables: binomial, geometric-1 and geometric-0. For
each family, 21 different distributions were selected and, for each distribution, 2000 simulations of the
branching process were computed. In total, 126 thousand simulations were performed, characterizing a

big data problem.

Keywords: Stochastic Modeling, Uncertainties Propagation, Infectious Disease, Big Data

1 INTRODUCTION

The spread of infectious diseases is a subject of interest in many different research areas.
The knowledge of the spread behavior over time can help governments to plan and take
best control strategies. Accurate predictions of the evolution of the number of infected
individuals over time can help, for example, in the organization of hospital supplies.

In the literature, there are several different models for the propagation of an infectious
disease. Some examples are the compartmental models, as the susceptible-infectious (SI
model) and the susceptible-infectious-removed (SIR model). In each of these models, the
population is divided into groups (called compartments) and an initial value problem
characterizes the evolution of the number of individuals in each of the groups [9], [3], [6].

Contact: Beatriz Borges, beatrizrbborges@gmail.com
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Although these models are widely used, they approach the problem of propagation
from a deterministic point of view. They do not consider the inherent random behavior of
the contagion. For more accurate predictions, stochasticity should be taken into account.

This paper analyzes the spread of an epidemiological disease in a population with a
stochastic approach, as found in [2] and [5]. In the analysis, the number of individuals
that each infected member of the population can infect is modeled as a random variable
and the number of individuals infected over time is modeled as a stochastic branching
process. The focus of the work is to characterize the influence of the probabilistic model
of the random variable that models the contagion between individuals in the spread of the
disease and in the probability of extinction. The comparison is made based on histograms
and sample statistics of the number of infected individuals over time, such as, mean and
variance. The evolution of the histograms characterizes the uncertainty propagation in
the spread of the disease [7], [§]. Statistical models are computed using Monte Carlo simu-
lations to 3 different families of random variables: binomial, geometric-1 and geometric-0.
For each family, 21 different distributions were selected and, for each distribution, 2000
simulations of the branching process were computed. In total, 126 thousand simulations
were performed and over 2 million realizations of random variables were generated, char-
acterizing a big data problem. The computations were developed in Matlab software and
consumed more than 2 days of CPU time, in a MacOs system, 1.3 GHz Dual-Core Intel
Core i5 processor with 4 GB 1600 MHz DDR3 memory.

2 CONSTRUCTION OF PROBABILISTIC MODELS TO THE CON-
TAGION AND SPREAD OF THE DISEASE

In this section, the probabilistic models of the contagion between individuals and the
spread of the disease are constructed. The number of individuals that each infected
member j of the population can infect is modeled as a random variable, C;. It is assumed
that all C; are independent and identically distributed (IID). We call C' the discrete
random variable that models the contagion.

The number of individuals infected over time is modeled as a stochastic branching
process I with discrete parameter. Given a set of discrete parameters N = {0,1,2,3,--- },
representing the generations over time, for each n € N, I(n) = I, is a discrete random
variable that represents the number of infected individuals in the n'* generation. It is
given by the sum of the number of individuals who were contaminated by each infected
individual of the previous generation (generation n — 1), characterizing it as a Markov

process, that is:
In—l

I,=) Cy, n> 0. (1)
k=0

Figure 1 shows the first five generations of one realization of the branching process I.
The process of spread starts with a single infected person iy = 1. In the next generation,
n = 1, 3 new individuals are now infected by the initial one. This amount of new infected
individuals is obtained by a sample of the discrete random variable C'. In the following
generation, n = 2, the total of infected individuals is the sum of the number of individuals
who were contaminate by each one of the 3 infected individuals of the generation before.
To achieve this number, 3 independent samples of C' were generated, and the drawn
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quantities were added. Given that the first individual infected only one person and, the
two others have not infected anyone, 7 = 1. In the next generation, n = 3, the single
person infected in generation 2 infects 4 new individuals, thus 73 = 4. In the generation
n = 4, the total number of infected individuals, which is the sum of the number of
individuals who were contaminated by each of the four infected in n = 3, is obtained
generating four independent realizations of C' and adding the amounts drawn. Given
that, the first infected person infected three individuals, the second infected person did
not make any contamination, and the third and fourth persons made two infections each,
we have 74, = 7. If none of these seven contaminated individuals make new contaminations,
we will have 7,, = 0, Vn > 5 and, in this case, the disease will be extincted. The probability
of extinction of a disease is one of the variables of interest in this work.

Fig. 1: One realization of the branching process that models the number of infected
individuals over generations. It is considered g = 1.

The probability generating function (pgf) of C' is:

Golx) = prat, (2)

where each p; is the probability of C' taking the value k. According to theorem 4.36 of
[4], the probability generating function (pgf) of I,, is given by:

Gr,(z) = Go(Gr, (7). (3)
3 DISEASE SPREAD STATISTICS

This section shows some statistics of the stochastic process that models the spread of the
disease, [1], [2] and [5]. According to theorem 9.8 and the theory of probability generating
function from [4], given that E(I,) = F(I,_1)u, the average of the number of infected
individuals in each generation is F([,) = p", where u = ), k p; is the mean of the
random variable C. Long-term we have:

0 if p<1,
lim E(I,) =<1 ifp=1, (4)

n—0o0

oo if u> 1.
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Adapting theorem 9.8 from [4], it is possible to write the variance of the number of infected
individuals in each generation as:

2

; no if u=1, .
) = s (22) itz 0

where o2 the variance of C'. Long-term:

0 if pu<l,
(6)

n—o0

lim var(1,) = { _
oo if p>1.

Analyzing Egs. 4 and 6, we observe that for y < 1 the epidemic will be extinct someday.

For > 1, on the other hand, the epidemic may or may not end. To determine the

probability of extinction, we define two events. First event: A, extinction of the disease

in the n'* generation, i.e., I, = 0. Evaluating Eq. 3 at = 0, we get:

G, (z) = Ge(Gr, -, (7))
G, (0) = Go(Gr,_,(0)) = en, (7)

where e, is the probability of A. Second event: B, the disease extinction. By theorem
1.54 from [4], the probability of this event is given by lim e,, represented by e. Therefore:
n—oo

€n = GC(enfl)

en = G1,(0) = Ge(Gr,_,(0))
e e =Gele), (8)

lim e, =
n—0o0

_>
_>

where the smallest root of the equation e = Gg(e) in [0,1] is the probability of the
epidemic extinction.

4 ESTIMATED STATISTICS, HISTOGRAMS, AND PROBABILITY
OF EXTINCTION

To analyze the influence of the probabilistic model of the random variable that mod-
els the contagion between individuals in the spread of the disease and and probability
of extinction, statistical models were computed for the disease propagation using Monte
Carlo simulations to 3 different families of random variables C': binomial, geometric-1
and geometric-0. For each family, 21 different distributions were selected and, for each
distribution, 2000 simulations of the branching process from generation n = 0 to n = 20
were computed. In total, 126 thousand simulations were performed. A convergence study
was developed to determine the number of simulations [11|. A chart of the simulations is
shown in Fig.2. In order to analyze the stochastic behavior of the epidemic over the gener-
ations, sample statistics, as mean, variance and probability of extinction, and normalized
histograms of the number of infected individuals were computed for different generations
of the branching process. With those histograms is possible to observe the propagation of
uncertainties [10] in the spread of the disease. The most expressive results obtained with
the Monte Carlo simulations are shown in the following sections.
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Fig. 2: Chart of the performed simulations.

4.1 Probabilistic model of C' - binomial(m, p)

The first family chosen to C' was the binomial(m, p) distribution. This distribution can
be interpreted as an experiment in which an individual meets m others individuals and
have probability p of infecting each one of them. After those meetings, we evaluate
whether each one of the m individuals was infected, and count the number of new infected.
A binomial(m, p) distribution has mean p = mp, variance 0> = mp(l — p) and pgf
Go(z) = (¢ + px)™. Figure 3 shows the normalized histograms of the number of infected
individuals constructed for different generations of the branching process with contagion
modeled by the binomial(3,0.5). Please observe the evolution of the function mass of the
number of infected throughout the generations. Figure 4 shows the sample mean and
variance of the process I over the generations for three different values of p (p = 0.16,
0.33 and 0.50). The results agree with the analytical results given by Eqs. (4) and (6).
For p = 0.16, with 1 = 0.5, we can see from Fig. 4(a) that both average and variance
of the stochastic process tends to zero, indicating that for y < 1 we have the extinction
of the epidemic. For p = 0.33, with u = 1.0, we can see from Fig. 4(b) that the process
average is around 1, while the variance grows linearly along of the generations. This
result is in accordance with Eq. (5). For p = 0.50, with u = 1.5, we can see from Fig.4(c)
that both mean and process’ variance grow over the generations. This behavior indicates
that 7111_)1120 E(I,) = oo and nh_{]glo var(I,) = oo, so that there is no possibility of epidemic
extinction. According to Eq.(8), the probability of extinction of the disease, e, is given by
Geo(e) = (g+pe)™ = e. Figure 5 shows the probabilities of extinctions over the generations
for the three values of p set above. Note that, with probability e = 1, the epidemic tends
to extinguish for values of i < 1, and that for values of u < 1, it extinguishes with values
of e € [0, 1].
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Fig. 3: Normalized histograms of the number infected individuals in the 5t 10**, 15" and
20" generations constructed with 2000 realizations of the branching process I,with C' =
binomial(3, 0.50).

(a) C = binomial(3, 0.16) (b) C' = binomial(3, 0.33) (¢) C' = binomial(3, 0.50)

Fig. 4: Sample’s and analytic mean and variance for the different values of p.

(a) C = binomial(3, 0.16) (b) C = binomial(3, 0.33) (¢) C = binomial(3, 0.50)

Fig. 5: Analytic and sample’s probability of extinction for the different values of p.
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4.2 Probabilistic model of C' - geometric-1(p)

The second family chosen to C' was the geometric-1(p) distribution. On this less con-
servative analysis, an infected individual has no limit of individuals that he can infect,
and, always, infects at least one person. What is singular in this analysis is that: if every
individual infects at least one other individual, this epidemic will never be over. This
model depicts a society with low, or not at all, restrictions concerning social distancing.

The geometric-1 distribution has its pgf given by G¢(z) = %, its mean pu = —,
—(1-p)z
and variance 0% = TP For every value of p # 0 we have > 1, in agreement with the

p
fact that the epidemic will never get extinguished. This implies that the probability of
extinction is e = 0.

Fig. 6: Normalized histograms of the number infected individuals in the 5, 10t", 15" and
20%" generations constructed with 2000 realizations of the branching process I, with C' =
geometric-1(0.88).

(a) C' = geometric-1(0.68) (b) C = geometric-1(0.78) (¢) C = geometric-1(0.88)

Fig. 7: Sample’s and analytic mean and variance for the different values of p.
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(a) C' = geometric-1(0.68) (b) C = geometric-1(0.78) (¢) C = geometric-1(0.88)
Fig. 8: Analytic and sample’s probability of extinction for the different values of p.

Figure 6 shows the normalized histograms of the number of infected individuals con-
structed for different generations of the branching process with contagion modeled by
the geometric-1(p), with p = 0.88. Figure 7 shows the agreement between the sample
statistics, mean and variance, and the analytic ones. Figure 8 shows the probability of
extinction e, = 0 over the generations.

4.3 Probabilistic model of C - geometric-0(p)

The third family chosen to C' was as the geometric-0(p). In this scenario, an infected

individual has no limit of individuals that he can infect, but he has the possibility of not

infecting anyone. Geometric-0 portrays a society with low restrictions of social distancing,

but with some isolated individuals. The pgf of the geometric-0 distribution is G¢(z) =
1—

%, and its mean is pu = —p. Now, as the individuals can go out and not infect

someone, there is a non null probability of extinction of the epidemic. By Eq. 8, with C'
being geometric-0, the probability of extinction for p > 1 is given by e = 1L Figure 10
-D

shows the agreement between the sample statistics, mean and variance, and the analytic
ones. Figure 11 shows the probability of extinction e,, = 0 over the generations. Figure 9
shows the normalized histograms of the number of infected individuals constructed for
different generations of the branching process with contagion modeled by the geometric-
0(p), with p = 0.4.

5 CONCLUSIONS

This work analyzes with a stochastic approach the spread of an epidemiological disease in a
population. The number of individuals infected by each infected member of the population
was modeled by a discrete random variable and the number of infected individuals over the
time was modeled by a stochastic branching process. To characterize the propagation of
uncertainties in the spread of the disease, histograms of the number of infected individuals
were constructed. Sample statistics were also calculated. Analysis of the influence of the
probabilistic model of the random variable that models the contagions between individuals
in the branching process were made and the probability of extinction was calculated for
three different families of random variables.

The results of the work show that the parameters of the probabilistic model of the
random variable that models the contagion, C', strongly influence the propagation’s be-
havior of the disease. C being a binomial(m, p), the number of individuals infected by
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Fig. 9: Normalized histograms of the number infected individuals in the 5t 10**, 15" and
20" generations constructed with 2000 realizations of the branching process I, with C' =
geometric-0(0.4).

(a) C' = geometric-0(0.4) (b) C = geometric-0(0.5) (¢) C = geometric-0(0.6)

Fig. 10: Sample’s and analytic mean and variance for the different values of p.

(a) C = geometric-0(0.4) (b) C' = geometric-0(0.5) (¢) C = geometric-0(0.6)

Fig. 11: Analytic and sample’s probability of extinction for the different values of p.

each infectious member is limited to m individuals. C' being either geometric-1(p) or
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geometric-0(p) there is no limit on how many new individual can be infected. As has
been seen, for the binomial(m, p) and geometric-0(p), for values of ;1 < 1 the epidemic
is extinguished with probability e = 1. Whereas, for u > 1, it can be extinguished with
probability e € [0.1]. For the geometric-1 distribution, since for every p # 0 the mean is
i > 1, the probability of extinction is e = 0.
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ANALISE ESTOCASTICA DE PROPAGACAO DE DOENCAS
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STOCHASTIC ANALYSIS OF THE SPREAD OF EPIDEMIOLOGICAL
DISEASES
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Resumo: Este trabalho analisa com uma abordagem estocdstica a propagacdo de uma doenca
epidemioldgica em uma populagcdo. O foco € caracterizar a evolu¢do do nimero de infectados ao
longo do tempo de um ponto de vista probabilistico, ou seja, caracterizar a propagacdo de incertezas
no nimero de infectados. Para fazer essa andlise, o nimero de individuos contaminados por cada
membro jd infectado da popula¢do é modelado como uma varidvel aleatéria binomial(m,p) e a
propagagdo da doenca € modelada como um processo estocastico de ramificagdio. Um modelo
estatistico € construido para esse processo de ramificacdo. Histogramas e estatisticas amostrais
do niimero de infectados ao longo do tempo, como por exemplo, média e variancia, sdo calculadas
através de simulagdes de Monte Carlo para o processo de propagacdo da doenca. Os objetivos do
trabalho sdo comparar as estatisticas amostrais calculadas com previsdes da literatura, e determinar
a influéncia de parametros do modelo probabilistico da varidvel aleatéria de contdgio no processo de
ramificacdo. Através dessas andlises determina-se a probabilidade de extin¢do da doenca.
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Abstract:  This paper analyzes the spread of an epidemiological disease in a population with a
stochastic approach. The focus is to characterize the evolution of the number of infected individuals
over time from a probabilistic point of view, that is, to characterize the propagation of uncertainties
in the number of infected individuals. To make this analysis, the number of individuals that each
infected member of the population can infect is modeled by a binomial random variable with
parameters m and p, and the spread of the disease is modeled as a stochastic branching process. A
statistical model is built for this branching process. Histograms and sample statistics of the number
of infected individuals over time, such as mean and variance, are computed using Monte Carlo
simulations. The objectives of the work are to compare the computed sample statistics with some
forecasts found in the literature, and to determine the influence of the parameters of the contagion’s
probabilistic model in the spread of the disease. Through these analysis, it is possible to determine
the probability of extinction of the disease.

Keywords: Stochastic modeling. Uncertainty propagation. Branching process. Epidemiology.
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1 INTRODUCAO

Propagacdo de doengas epidemioldgicas € um tema que vem atraindo interesse de
pesquisadores de diferentes dreas. Saber como doengas se propagam, pode facilitar o
planejamento e implementacdo de medidas de controle e contencdo. Além disso, prever o
numero de infectados ao longo do tempo permite que governos coordenem acgdes e melhor
atendam as necessidades da populacdo, por exemplo, adequando o ndmero de leitos hospitalares
ao numero de infectados que precisam de internacao.

Na literatura existem diversos modelos matemdticos para modelar a propagacdo de
doengas, como por exemplo, o modelo de compartimentos de susceptiveis e infectados (SI)
e o modelo de compartimentos de susceptiveis, infectados e recuperados (SIR). Em cada
um desses modelos, a populacdo é dividida em grupos (chamados de compartimentos) € um
problema de valor inicial caracteriza a evolu¢do do numero de individuos em cada um desses
grupos (MARTCHEVA, 2015; BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ; FENG, 2019; LI, 2018;
DIEKMANN; HEESTERBEEK; BRITTON, 2013).

Apesar de amplamente utilizados em previsdes, esses modelos abordam o processo de
propagacdo de doencas de um ponto de vista deterministico, quando na verdade o problema é
estocdstico. A incerteza no contagio faz com que o nimero de infectados ao longo do tempo seja
aleatdrio. Para fazermos melhores previsdes da propagacdo, devemos levar em consideracao
essa estocasticidade.

Este trabalho analisa a propagacdo de uma doenca epidemioldgica entre individuos de
uma populacdo sob uma Otica estocéstica. O numero de individuos contaminados por cada
membro jé infectado da populacdo é modelado por uma varidvel aleatdria discreta e o nimero
de individuos infectados ao longo do tempo é modelado por um processo estocdstico de
ramificagdo. O foco do trabalho é caracterizar a propagacdo de incertezas no nimero de
infectados, ou seja caracterizar como as funcdes de massa de se¢des do processo variam
ao longo do tempo (LIMA; SAMPAIO, 2018b; LIMA; SAMPAIO, 2018a). Para fazer essa
andlise, um modelo estatistico é construido para esse processo de ramificacdo. Histogramas e
estatisticas amostrais do ndmero de infectados ao longo do tempo, como por exemplo, média e
variancia, sdo calculadas através de simula¢cdes de Monte Carlo para o processo de propagacao
da doenca. As simulacdes sdo feitas através do software Matlab. Os objetivos do trabalho
sdo comparar as estatisticas amostrais calculadas com previsdes da literatura, e determinar a
influéncia de parametros do modelo probabilistico da varidvel aleatéria de contdgio no processo
de ramificacdo. Através dessas andlises deseja-se determinar qual € a probabilidade de extingao
da doenca (BORGES; LIMA; SAMPAIO, 2020; BORGES; LIMA; SAMPAIO, 2021).

2 CONSTRUCAO DE MODELOS PROBABILISTICOS PARA O
CONTAGIO E PROPAGACAO DA DOENCA

Esta se¢do trata da modelagem probabilistica do contdgio entre individuos da populacdo
e da propagacdo da doenca. O ndmero de individuos contaminados por cada membro
j4 infectado j da populacdo é modelado como uma varidvel aleatéria (v.a.) discreta
binomial(m, p) denominada C;. Supde-se que as v.a. C; sejam independentes e identicamente
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distribuidas (IID). Com isso, denominamos C' a variavel aleatéria que modela o contigio. A
distribui¢do binomial pode ser interpretada, de acordo com conceitos de epidemiologia, como
um experimento no qual um individuo encontra com um ndmero m de pessoas, com uma
probabilidade p de infectar cada uma delas. Depois dos encontros, avaliamos se cada uma
das m pessoas foi, ou ndo, infectada e contamos o nimero de novos contagiados.

O namero de infectados ao longo do tempo é modelado por um processo estocéstico [
de parametro discreto chamado de processo de ramificacdo. Dado um conjunto de parametros
discretos N = {0, 1,2, 3, ...}, representando gera¢des ao longo do tempo, para cada n € N,
I(n) = I, é uma varidvel aleatéria discreta. [,, representa o nimero de infectados na n-ésima
geracdo e é dado pela soma do nimero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos
infectados na geracdo anterior n — 1, ou seja:

In—1

L= Cv, n>0. (1)
k=0

A figura 1 ilustra as cinco primeiras geragdes de uma realizacdo do processo de
ramificacdo [. Nesta realizacdo, o processo de contamina¢cdo comec¢a com um individuo
infectado, 7o = 1. Na geracdo n = 1, aparecem 3 individuos contaminados pelo individuo
infectado inicialmente, ;1 = 3. Esse nimero de infectados é obtido fazendo-se uma realiza¢ao
da varidvel aleatéria C'. Na préxima gerac¢do, n = 2, o nimero total de infectados € a soma do
numero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos trés infectados na geragdo anterior.
Para obter esse nimero, geramos trés realiza¢des independentes de C' e somamos os valores
sorteados. No exemplo ilustrado, o primeiro infectado contaminou apenas um individuo e os
outros dois ndo fizeram nenhuma contaminagdo. Dessa forma ¢, = 1. Na proxima geracao,
n = 3, o Unico individuo contaminado na gerag¢do anterior contaminou quatro novos individuos,
fazendo com que i3 = 4. Na geracdao n = 4, o numero total de infectados, que € a soma do
numero de pessoas que foram contagiadas por cada um dos quatro infectados em n = 3, é
obtido gerando-se quatro realiza¢des independentes de C' e somando os valores sorteados. No
exemplo ilustrado, o primeiro infectado contaminou dois individuos, o segundo infectado ndo
fiz nenhuma contaminacao e o terceiro e quarto fizeram duas contaminagdes cada. Totalizando
14 = 7. Se nenhum desses sete individuos contaminados fizer novas contaminagdes, teremos
i, = 0, Vn > b, e nesse caso a doenga estard extinta. A probabilidade de extincdo de uma
doenca € uma das varidveis de interesse desse trabalho.

A fungdo geradora de probabilidade de C é:
Go(x) =3 pr 2", )
k=0

onde p; € a probabilidade de C assumir o valor k. Sendo C' uma a varidvel aleatdria
binomial(m, p), a fungdo geradora de probabilidade de C' pode ser reescrita como:

Ge(r) = (1 —p) +pz)™ . 3)

De acordo com o teorema 4.36 de Grimmet e Welsh (2014), a fun¢do geradora de probabilidade
de I, é dada por:
G, (z) = Go(Gr,_, (2)). )
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Figura 1: Cinco primeiras geracdes de uma realizacdo do processo de ramificacdo .
Considera-se 1o = 1.

Fonte: (GRIMMETT; WELSH, 2014)

3 ESTATISTICAS DA PROPAGACAO DA DOENCA

Esta secdo mostra algumas estatisticas do processo estocastico que modela a propagacao
da doenca (HACCOU et al., 2005; ALLEN, 2010). De acordo com o teorema 9.8 de de Grimmet
e Welsh (2014), a média de infectados ao longo das geracdes é:

E(I,) = u", &)
onde ; = mp é a média da variavel aleatdria C', binomial(m, p). A longo prazo:
0, se u<l,

lim B(1,) = ¢ 1, sep=1, (6)
oo, sep > 1.

Fazendo uma adaptacdo do teorema 9.8 de Grimmet e Welsh (2014), pode-se escrever:

(1) { no?, se =1, N
var(I,) = 1 { " —
o’ 1(‘;—_11), se pn # 1.
onde 0% = mp(1 — p) é a variancia de C. Analisando a variancia a longo prazo:
. 0, se pu<l,
nh_)HQlQUCW’(In) — { oo, sepu > 1. ®)

A partir da andlise mostrada nas equagdes (6) e (8), temos que se ;1 < 1 a epidemia,
eventualmente, chegard ao fim. Para ;© > 1, por sua vez, a epidemia pode, ou ndo, chegar ao
fim. Para determinar essa probabilidade de extincdo definimos dois eventos distintos. Primeiro
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definimos um evento A: extin¢do da doenca na n-ésima geragao, i.e., [,, = 0. Utilizando a
equacdo (4) e avaliando-a em = = 0 temos:

Gr(r) = Ge(Gr, (7))
Gr,(0) = Go(Gr,,(0) =en, ©)

assim, chamamos de ¢,, a probabilidade de A. Depois, definimos o evento B: extingdo da
doenca. De acordo com o teorema 1.54 de Grimmet e Welsh (2014), a probabilidade deste
evento ocorrer é dada pelo nlgg() e, que serd representado por e. Assim:

en = Gr,(0) = Ge(Gr,_,(0))  —  en=Gelen-)
lim e, =¢ — e =Gcole), (10)

n—o0

onde a menor raiz da equagdo e = G¢(e) no intervalo [0, 1] é a probabilidade da epidemia se
extinguir.

4 ESTATISTICAS AMOSTRAIS, PROBABILIDADE DE EXTINCAO E
HISTOGRAMAS NORMALIZADOS

Para construir um modelo estatistico por Monte Carlo para a propagacdo da doenga
de forma poder compard-lo com o modelo encontrado na literatura, mostrado na secdo 3,
foram feitas 2,000 realizacdes de [ da geracdo n = 0 até n = 20 através do software
Matlab. Um estudo de convergéncia foi desenvolvido para determinar o niimero de realizag¢des
utilizadas (SOUZA DE CURSI; SAMPAIO, 2012). Estatisticas amostrais (média, variancia e
probabilidade de extingdo) e histogramas foram construidos com as realizagdes.

Com o objetivo de analisar o comportamento estocdstico da epidemia ao longo das
geracdes, foram construidos os histogramas normalizados do nimero de infectados para
diferentes geracdes do processo de ramificagdo com o contagio modelado pela binomial(3, 0.5).
Os resultados estdo mostrados na figura 2. Nessa figura, € possivel observar a propagacdo de
incertezas (SAMPAIO; LIMA, 2012) na propaga¢do da doenca, i.e., a evolu¢do da funcado de
massa do nimero de infectados ao longo das geracdes.

A figura 3 mostra a média e varidncia amostrais do processo I ao longo das geragdes
para diferentes valores de p. Considera-se p = 0.16, 0.33 e 0.50. Observamos que os valores
amostrais estdo de acordo com os resultados analiticos dados pelas equacdes (6) e (8).

Para p = 0.16, com . = 0.5 < 1, podemos observar pela figura 4(a) que tanto a média
quanto a variancia do processo estocdstico tendem a zero, confirmando que para ;1 < 1 temos
a extingdo da epidemia. Para p = 0.33, com p = 1.0, podemos observar pela figura 4(b) que
a média do processo fica em torno de 1, enquanto a variancia cresce linearmente ao longo das
geracdes. Esse resultado estd de acordo com a equacdo (7). Para p = 0.50, com p = 1.5 > 1,
podemos observar pela figura 4(c) que tanto a média quanto a varidncia do processo crescem ao
longo das geragdes. Esse comportamento indica que lim E(I,) =c¢e lim var(l,) = oo, de
forma que nao ha possibilidade da epidemia se extinguir.

De acordo com a equagdo (10), a probabilidade de extincdo da doenca, e, é dada por
Gel(e) = (1 — p) + pe)™ = e. A figura 4 mostra as probabilidades de extin¢do amostrais
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Figura 2: Histogramas normalizados do nimero de infectados nas geracdes 5, 10, 15 e 20,
construidos com 2, 000 realiza¢des da binomial(3, 0.5).

Fonte: Do autor

ao longo das geracOes para os diferentes valores de p fixados acima. Observe que, com
probabilidade e = 1, a epidemia tende a se extinguir para valores de ;4 < 1, e que, para valores
de p1 > 1, ela se extingue com valores de e € [0, 1].
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Figura 3: Média e variancia, analiticas e amostrais, para os valores p: 0.16, 0.33 e 0.50.
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Figura 4: Grafico da probabilidade de
diferentes valores p: 0.16, 0.33 e 0.50.
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5 CONCLUSOES

Este trabalho utilizou uma abordagem estocdstica para modelar o problema de propagacao
de uma doenca epidemioldgica em uma populacdo. O nimero de individuos contaminados por
cada membro infectado da populacdo foi modelado por uma varidvel aleatdria (v.a.) discreta
binomial(m, p) e o nimero de infectados ao longo do tempo foi modelado por um processo
estocdstico de ramificacdo. Para caracterizar a propagacdo de incertezas na propagagdo da
doenca, foram construidos histogramas do nimero de infectados ao longo do tempo. Também
foram calculadas estatisticas amostrais. Foram feitas analises da influéncia de parametros do
modelo probabilistico da varidvel aleatéria que modela contdgio no processo de ramificacdo e
na probabilidade de extin¢do da doenca.

Os resultados do trabalho mostram que os parametros do modelo probabilistico da
varidvel aleatéria que modela o contdgio, C, influenciam fortemente o comportamento a
propagacgdo da doenga. Sendo C' uma binomial(m, p), o nimero de individuos contaminados
por cada membro infectado € limitado a m individuos. Como foi visto, para valores de média
1 < 1 aepidemia se extingue com probabilidade e = 1. Enquanto que, para ;o > 1, ela pode
se extinguir com probabilidade e € [0,1]. Em trabalhos futuros, seria interessante analisar
os efeitos de diferentes modelos probabilisticos de C, como por exemplo v.a. geométrica, na
propagacdo da doenca.
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