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3.
Modelos Estocasticos de Volatilidade

3.1
Processos estocasticos de Itd-Langevin

Neste capitulo, vamos apresentar model os que possam descrever de forma o
mais confidvel e parcimoniosa possivel o comportamento intermitente da série
temporal davolatilidade.

Estes modelos sdo representactes matematicas das condi¢bes do processo
estocastico no qual a volatilidade € considerada a resposta e cujas equactes
descrevem as interagBes ou 0s vinculos do processo.

Vamos considerar aqui equacOes diferenciais estocasticas de [td-Langevin

[22] cuja expressdo geral é dada por

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz, (3.2
onde dz sdo os incrementos de um processo difusivo de Wiener satisfazendo a
(dz)=0e ((d2)?) = 20t

A equacdo diferencia (3.1) fornece uma realizacdo especifica (uma
trajetdria) do processo estocastico seguido pela varidvel aleatdria x. Se tomarmos
uma média sobre varias trgjetorias, a probabilidade de obter-se um certo valor de x
no tempo t € descrita pela distribuicdo P(xt).

No apéndice A apresentamos de forma sucinta a deducdo da equacdo de
Fokker-Planck [23] abaixo, que descreve a evolugdo temporal de P(x,t) a partir do

processo gera de It6-Langevin (3.1). Elaé dada por (ver (A.10)):

%Pun [axomxﬂ+__k%xowxn (3.2)

Uma das caracteristicas principais observadas na evolucdo tempora da

volatilidade é a tendéncia dos valores reverterem para um valor tipico historico,
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caracteristico do mercado financeiro em questdo. Desta forma, grandes flutuagdes
em relacdo a este valor tipico, tendem a decair. O valor histérico da volatilidade é
assim um parametro do processo estocastico e pode ser obtido através da médiade
longo prazo g dos dados empiricos.

Outro parametro natural deste processo € ataxa no tempo gcom aqual estas
flutuagbes tendem a relaxar. Este parédmetro também depende do mercado
considerado, uma vez que depende da qualidade do fluxo de informagdo, da
liquidez do ativo, etc.

Os modelos estocésticos que possuem os ingredientes acima sdo chamados

de modelos de reversdo amédia

3.2
Processo de Ornstein-Uhlenbeck Aritmético

O modelo mais simples de reversdo a média é o que descreve 0 processo
aritmético de Ornstein-Uhlenbeck (O-U), cuja equacdo diferencia estocastica de

[t6-Langevin é representada por
dx =-g(x- q)dt +xdz (3.3

onde g e q sdo 0s parametros controlando o processo de reversdo a média (de valor
g, ocorrendo a uma taxa de relaxacdo g). O parametro x descreve a amplitude do

processo difusivo de Wiener, descrito pela varidvel estocédstica z, cujos
incrementos satisfazem a (dz) = Oe <(dz)2> =2dt .

Este modelo possui solucdo exata. O valor esperado de x(t), dado pela
média por flutuacdes estatisticas € (ver apéndice B):

E[x(t)] = e ¥x(0) +q(1- € %) (3.4)
A varianciade x(t), dadapor E[ (xt)- E[x()])?] &

X 2
Var[x(t)] = 3(1- e My (3.5)
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Das equacdes acima, obtém-se os limites assintoticos:
Iérg E[x(t)] =q (valor esperado no longo prazo) (3.69)
t

2
I(i)rg Var[x(t)] = X (varidnciadelongo prazo) (3.6b)
t g

A partir de (3.6b), vé-se que o parametro relevante para descricdo das

flutuacBes quadréticas em torno do valor médio de longo prazo q € dado por

X 2/ g, mostrando a “competicdo” entre o termo de difusdo (que gera as
flutuacdes) e o termo de reversdo a média (que procura amortecé-las).
Portanto, tem-se na verdade dois parametros de controle independentes que

podem ser estimados a partir dos dados empiricos. Vamos denomina-los q e

a‘°g /x2 .
Comparando-se (3.1) e (3.3) e ainda usando (3.2), a distribuicdo de
probabilidade P(x,t) do modelo satisfaz a equacéo de Fokker-Plank:

T T 2 1°

—P(x,t) =—|9(x- q)P(x,t)|+x*—=|P(x,t 3.

o P00 = 2 fax- QPO ﬂXZ[( )] (3.7)
A partir da equacdo de Fokker-Planck (3.7), que descreve a evolugdo

temporal da funcdo densidade de probabilidade (pdf) P(x,t), obtém-se a solucéo

estacionéria (ver apéndice B):

_ 49 € g(x-qg)?u
P*(x) = expg ————1, (3.8)
J2px 8 X% g

ou sgja, uma distribuicio gaussiana de valor médio q e varianciax?/g =a *.
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3.3
Processo de Ornstein-Uhlenbeck Geométrico

Um dos processos mais importantes de reversdo a média é chamado de processo
de Orngtein-Uhlenbeck (O-U) Geométrico. A equacdo diferencia estocagtica de
[t6-Langevin é dada por:

dx =-g(x- q)xdt +x xdz (3.9

Os termos aritmético e geométrico nos dois modelos descrevem o caréter
aditivo no tempo das flutuagdes dx e das flutuagbes relativas dx/x,
respectivamente.

Comparando-se (3.1) e (3.9), e usando (3.2), a distribuicéo de probabilidade
P(x,t) do model o satisfaz a equacdo de Fokker-Planck:

1 _ T 2 17 [.2
EP(x,t)—ﬁ[g(x- q)xP(x,t)] +x 11x_2[x P(x,t)] (3.10)

A pdf estacionaria do modelo O-U Geométrico € dada por (ver apéndice C):

a 1+b
P(x) = e *x’ (3.11a)
G1+b)

que € a Distribuiciio Gama, coma =g/x? e b =qa - 2 ousga

ga-1
P*(x) = e Xy 2 (3.11b)
Ga - 1)

Note que a combinacdo aq em (3.11) representa a razdo entre o valor médio
q e a flutuago efetiva x /g durante a relaxagio. Assim aq e a determinam o

comportamento da distribui¢do estacionaria.

34
Processo de Feller

Considere a equacéo diferencial estocéstica abaixo com d=1/2:

dx =-g(x- q)dt +xxdz, (3.12)
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Comparando-se (3.1) e (3.12) e usando (3.2), a distribuicdo de
probabilidade P(x,t) satisfaz a equacéo de Fokker-Planck:

1 _ T 2 1°
ZP(x,t) = —[g(x- q)P(x,t)] +x ﬂX—Z[XP(x,t)], (3.13)

qt Ix

cuja solucdo estacionéria é dada por (ver apéndice C):

a9

&) g axyxua-1 (3.14)

P*(x) =

Nota-se a semelhanca dos resultados (3.11) e (3.14), ou sgja, a solucéo do
processo de Feller € andloga ao processo O-U geométrico com pardmetro b

modificado para b(=qga - 1.

35
Modelo de Heston

Dois model os financeiros famosos sdo descritos pela equacéo diferencial de
It6-Langevin (3.12), onde a varidvel estocastica X representa a volatilidade
quadrética: x°© n.

O primeiro modelo que vamos investigar € o modelo Heston [24], onde
d =1/2 e 0 segundo modelo é o de Hull & White[25], onde d =1.

Fazendo a transformacgdo de variaveis x°n 23 partir da solucéo (3.14) do
processo de Feller, obtém-se a pdf estacionéria da volatilidade do modelo de

Heston (ver apéndice C):

ad

Gaa)

P* () =2 e an’y Za-1 (3.15)
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3.6
Modelo de Hull & White

Para a equacdo diferencial estocastica (3.12) com d = 1, comparando-se com
(3.1) e usando (3.2), obtém-se que a distribuicéo de probabilidade do modelo Hull
& White satisfaz a equacdo de Fokker-Planck:

1 S 2 12 1.2
ﬁP(x,t)—ﬂ[g(x q)P(x )] +x o [x2P(x.1)] (3.16)

cuja a solucdo estacionaria € dada por (ver apéndice D):

l+ta -ga/x
P (= (08 e

Glra) 272 (3.17)

Fazendo a transformagdo de varidveis x © n? a partir da solugdo (3.17),
obtém-se a pdf estacionéria da volatilidade do modelo de Hull & White (ver
apéndice D):

1+a _ 2
P+ () = 200 ep-ga/n?)
G1+a) n 2a+3

(3.18)

3.7
Modelo de Miccicheé et. al.

Recentemente [26] foi proposto um modelo para descrever o efeito de
“feedback” da volatilidade. Este modelo é obtido a partir da equacéo do tipo
GARCH, gue relaciona a atividade do mercado presente com a atividade passada

recente através de:

Ny =Ngg- 901 Q) +xXqreq |, (3.19)
sendo g, um valor tipico do nivel de volatilidade do mercado, g, ataxa de reversao
da volatilidade e x, um pardmetro que mede a influéncia da magnitude da

flutuac&o de preco passada sobre a volatilidade presente.

Sendo |r;.1 |uma versdo “ruidosa’ de n,_4, de acordo com (2.3), podemos
escrever a equacao (3.19) no limite continuo como:

dn =-g{n-q)+xndz, (3.20)

com dz descrevendo o ruido.
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Esta equacdo apresenta assim termo de ruido multiplicativo, e € equivaente
a equacdo (3.12), com d = 1, agora com a variavel estocastica x representando a
volatilidade.

Identificando X = n na solucdo (3.17), obtém-se a pdf estacionédria da
volatilidade proposta por Micciche et. al. [27]:

(qa )1+a g qa n

P*(n) = G(1+a) na+2

(3.21)

A partir das andlises anteriores, obtemos dois resultados importantes:

» As solugdes estacionarias apresentadas até agui tém em comum o parametro
a=g/x 2 caracterizando o comportamento das caudas das distribuicdes. Nos
modelos O-U geométrico, de Feller e de Heston, dadas pelas solucbes
estaciondrias (3.11), (3.14) e (3.15) respectivamente, a cauda das distribuicoes
tem comportamento exponencial. Ja nos modelos de Hull & White e de
Micciche etal. dadas pelas solucbes estacionarias (3.18) e (3.21)
respectivamente, as caudas das distribuicdes sdo descritas por lei de poténcia.

» |sto significa que uma grande reatividade do mercado a informagdo passada
(ou sgja, grandes valores de x em (3.19)) ou uma pequena taxa de eficiéncia
informacional g diminuem este expoente, tornando mais lento o decaimento
das distribuicoes.

» Estes resultados descrevem ainda um comportamento ndo universal da
distribuicdo de probabilidade estacionaria para grandes valores de volatilidade,
pois dependem dos parametros do mercado.

3.8
Modelo Log-normal

Como mostramos no capitulo 2, resultados empiricos apontam para a
distribuicdo log-normal como descrevendo a fregquiéncia de ocorréncia de valores
intermedi&rios de volatilidade.

Vé&ias equacles diferenciais estocésticas tém como solugdo estacionéria
uma pdf log-normal.

No modelo de Schwartz [28], a volatilidade segue um processo estocastico
descrito por:

dn =-g(lnn - g)n dt +xn dz, (3.22)
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Comparando-se (3.1) e (3.22) e usando (3.2), obtém-se a equacdo de
Fokker-Planck:

1 T 2 17 2
ZPn,t)=—(Inn - g)nPn,1)] +x ﬂ—z[n P(,1)] (3.23)
n

qt n

cuja pdf estacionéria (ver apéndice E), é dada pela distribui¢do log-normal:

é. -gg2u
P*(n) = \/5 expé g(inn - 99° ¢ (3.24)

0
Joxn g 2?2 0

1

cujos pardmetros q¢= g —a e a > =x?/g representam respectivamente o valor

médio e a variancia dos valores de volatilidade em escala logaritmica.
Usando o Lema de It6 [22] para transformacdo de varidvel estocastica

X ° Inv, apartir de (3.22) obtém-se (ver apéndice E):
d(Inn) =-g[Inn - q(dt +xdz. (3.25)

Assim, de acordo com (3.25), no modelo de Schwartz, x ° Inn segue
processo de reversdo a média do tipo O-U aritmético dado por (3.3), cuja pdf
estaciondria é uma distribui¢do gaussiana de médiaq' e variancia a ! de acordo
com (3.8). Este resultado € consistente com a solucdo (3.24) (ver apéndice E).

Outro modelo associado a uma pdf log-normal tem equacgéo diferencial
estocastica dada por [27]:

dn =-g(Inn - q)dt +xn Y 2dz (3.26)

Comparando-se (3.1) e (3.26) e usando (3.2), a equacdo de Fokker-Planck

associada é dada por:

1 _ T ] . 17
ﬂP(n,t)_‘"—n[g(lnn q)P(,1)] +x ﬂnz[nP(n,t)] (3.27)

cuja solucdo estaciondria € dada pela distribuicdo log-normal com pardmetros g e
a %2/ g representando respectivamente o valor médio e a variancia dos valores
de volatilidade em escalalogaritmica (ver apéndice E):

é. _ )20
P*(n) = Jo expa_ 3NN - )" - (3.28)

u
Jopxn g 2 o}
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