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Apêndice A  

Equação de Fokker-Plank 

Considere equação diferencial estocástica de Itô-Langevin cuja expressão 

geral é dada por: 

dztxbdttxadx ),(),( += .    (A.1) 

 

com dz representando incrementos de Wiener, satisfazendo a 0=dt e 

( ) dtdz 22 = . 

Considere uma função arbitrária ))(( txf . Segundo Itô [22], considerando a 

média sobre realizações do processo estocástico (A.1) da variável aleatória x, até 

primeira ordem em dt, podemos escrever: 

 

( )22
2

2
),(

2
1

),(),( dztxb
dx

fd
dztxb

dx
df

dttxa
dx
df

df ++=   (A.2) 

 

Usando que 0=dz  e  ( ) dtdz 22 =  em (A.2): 

 

dt
dx

fd
txbdt

dx
df

txadf
2

2
2 ),(),( +=     (A.3) 

Logo: 

2

2
2 ),(),())((

dx

fd
txb

dx
df

txa
dt
df

txf
dt
d

+==    (A.4) 

 

De acordo com a definição de média sobre realizações L : 

),(),(),())((
2

2
2 txP

dx

fd
txb

dx
df

txadxtxf
dt
d












+= ∫    (A.5) 
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Considere as condições necessárias de normalização de ),( txP :  

 

0),(lim =
±∞→

txP
x

,     (A.6) 

 

além da hipótese de contorno de fluxo nulo: 

 

0),(lim =
±∞→

txPdx
d

x
    (A.7) 

 

A integração por partes de (A.5) fornece: 

 

[ ] [ ]),(),()(),(),()())(( 2
2

2
txPtxb

dx

d
xfdxtxPtxa

dx
d

xdxftxf
dt
d

∫∫ +−=   (A.8) 

 

Também podemos escrever: 

 

),()()(),())(( txP
t

xfdxxftxPdx
dt
d

txf
dt
d

∂
∂

== ∫∫    (A.9) 

 

Usando (A.8) e (A.9), uma vez que a função f é arbitrária: 

 

[ ] [ ]),(),(),(),(
),( 2

2

2
txPtxb

dx

d
txPtxa

dx
d

t
txP

+−=
∂

∂
  (A.10) 

 

A equação (A.10) acima é a equação que descreve a evolução temporal da 

função densidade de probabilidade ),( txP  da variável estocástica x regida pela 

equação de Itô-Langevin (A.1). 
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Apêndice B 

Processo Estocástico de Ornstein-Uhlenbeck (O-U) Aritmético 

É o modelo mais simples de reversão à média. A equação diferencial 

estocástica que define este processo é representada por 

 

( )dtNdzdzdtxdx 2,0,)( ∈+−−= ξθγ .  (B.1) 

onde dz é um incremento de Wiener, γ representa a velocidade com que o 

processo tende à retornar ao nível de longo prazo θ e ξ é a amplitude da incerteza 

de x. 

Considere agora a equação de Langevin associada: 

 

)()( tfx
dt
dx

ξθγ +−−=       (B.2) 

onde ( )
dt
dz

tf ≡   é um ruído branco: 0)]([ =tfE  e E ( ) ( )[ ] ( )tttftf ′−=′ δ2 . 

Considerando 

)()( tuetx tγ−= ,       (B.3) 

 

e substituindo em (B.2) obtém-se que: 

 

)(tfee
dt
du tt γγ ξθγ +=     (B.4)  

 

Logo, 

∫∫ ′′+′=− ′′
t

t
t

t tdtfetdeutu
00

)()0()( γγ ξγθ     

(B.5) 

( ) ∫ ′′+−=− ′
t

tt tdtfeeutu
0

)(1)0()( γγ ξθ     
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Calculando o valor esperado em (B.5), isto é, a média por flutuações 

estatísticas: 

tdtfEeeutuE
t

tt ′′+−+=
=

′∫ 43421
00

)]([)1()0()]([ γγ ξθ   (B.6) 

Usando (B.3): 

 

[ ] ( )tt euetxE γγ θ −− −+= 1)0()(    (B.7) 

 

Esta equação mostra que, na determinação do valor esperado da variável 

estocástica com o tempo, existe uma ponderação entre o valor inicial da variável e 

o nível de equilíbrio θ. 

Repetindo o procedimento acima para calcular agora a variância, a partir de 

(B.5) e usando (B.6):  

( ) ( )∫ ′′+−+= ′
t

t

tuE

t tdtfeeutu
0)]([

)1()0( γγ ξθ 44 344 21      

( ) ( )[ ] ( )∫ ′′=− ′
t

t tdtfetuEtu
0

γξ       

Assim, para a variância de )(tx , dada por [ ]( )[ ]2)()( txEtxE − : 

 

    ( )[ ] ( ) ( )[ ] tdtdtftfEeetuVar
tt

t t
tt ′′′′′′=

′−′′

′′′∫ ∫ 4434421
)(20 0

2

δ

γγξ      

   ( )[ ] ∫ ′= ′
t

t tdetuVar
0

22 2 γξ        

( )[ ] ( )12
2

−= tetuVar γ

γ
ξ

                (B.8) 

Usando (B.3): 

( )[ ] ( )tetxVar γ

γ
ξ 2

2
1 −−=      (B.9) 

 

Tomando agora os limites assintóticos para (B.7) e (B.9) calculados acima, 

obtemos: 
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( )[ ] θ=
∞→

txE
t
lim            (Valor esperado no longo prazo) (B.10) 

( )[ ]
γ

ξ 2
lim =

∞→
txVar

t
     (Variância de longo prazo)  (B.11) 

 

A partir de (A.1) e (A.8), a equação de Fokker-Planck associada à equação 

diferencial estocástica (B.1) é dada por: 

  

[ ] [ ]),(),()(),( 2
2

2
txP

x
txPx

x
txP

t
ξθγ

∂

∂
+−

∂
∂

=
∂
∂

  (B.12) 

 

Podemos escrever (B.12) em analogia à equação de continuidade como: 

 

),(),( txj
x

txP
t ∂

∂
−=

∂
∂

     (B.13) 

com 

 

[ ]),(),()(),( 2 txP
x

txPxtxj ξθγ
∂
∂

−−−= ,   (B.14) 

 

representando termo de densidade de corrente do modelo. 

A solução estacionária )(* xP deve satisfazer a 0)(* =
∂
∂

xP
t

. Logo, de 

(B.13),  a densidade de corrente estacionária satisfaz a: 

 

0)(* =
∂
∂

xj
x

     (B.15) 

 

Utilizando ainda as condições de contorno de corrente estacionária nula, 

0)(*)(* =−∞=+∞ jj  em (B.15), obtém-se que a corrente estacionária satisfaz a: 

 

0)(* =xj      (B.16) 
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Usando (B.16) em (B.14): 

 

[ ]
)(*)(*)(

)(*)(*)(

2

2

xP
dx
d

xPx

xP
dx
d

xPx

=−−

=−−

θ
ξ

γ

ξθγ
     

Logo, 
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2
2
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2
)(

2

)(*
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)())(*(ln

)(
)(*
)(*
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











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−−=



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
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
−−=

x
P
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dxxxPd

dxx
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










−−= 2

2
)(

2
exp)(* θ

ξ

γ
xAxP    (B.17) 

 

Identifica-se a solução estacionária do processo estocástico de O-U 

Aritmético P*(x) como sendo a Distribuição Gaussiana de média θ e variância 

γξα 21 =− , cuja  constante de normalização é dada por 
ξπ

γ

2
=A . 
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Vamos analisar aqui dois modelos estocásticos cujas distribuições 

estacionárias são descritas por Distribuições Gama. 

Processo de Ornstein-Uhlenbeck (O-U) Geométrico 

É descrito pela equação diferencial estocástica: 

 

( )dtNdzxdzxdtxdx 2,0,)( ∈+−−= ξθγ   (C.1) 

 

A partir de (A.1) e (A.8), a equação de Fokker-Planck que descreve a 

evolução temporal de P(x,t) é dada por: 

 

[ ] [ ]),(),()(),( 22
2

2
txPx

x
txxPx

x
txP

t
ξθγ

∂

∂
+−

∂
∂

=
∂
∂

  (C.2) 

 

Podemos reescrever (C.2) em analogia com a equação de continuidade 

como: 

,),(),( txj
x

txP
t ∂

∂
−=

∂
∂

   (C.3) 

 

com a densidade de corrente j(x,t) do modelo dada por: 

 

[ ]),(),()(),( 22 txPx
dx
d

txxPxtxj ξθγ −−−=   (C.4) 

 

A solução estacionária P*(x) satisfaz a 0)(* =
∂
∂

xP
t

. Logo, de (C.3), a 

densidade de corrente estacionária satisfaz a: 

0)(* =
∂
∂

xj
x

     (C.5) 
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Utilizando as condições de contorno de corrente estacionária 

nula 0)(*)(* =−∞=∞ jj  em (C.5), obtém-se que: 

0)(* =xj      (C.6) 

 

Usando (C.4) e (C.6): 

[ ]
)(*)(*2)(*)(

)(*)(*)(

2
2

22

xP
dx
d

xxxPxxPx

xPx
dx
d

xxPx

+=−−

=−−

θ
ξ

γ

ξθγ
   

 

)(*)(*2
22

xP
dx
d

xxPx =











−+−

ξ

γθ

ξ

γ
  (C.7) 

 

Redenominando: 

2ξ

γ
α =   e  2−= αθβ    (C.8) 

)(*)(* xP
dx
d

xP
x

=





 +−

β
α       

 

dx
xxP

xdP






 +−=

β
α

)(*
)(*

      

 

xx
P

xP

dx
x

xPd

ln
)(*

ln

))(*(ln

*
0

βα

β
α

+−=
















 +−=

      

 
βα xxAxP )exp()(* −=     (C.9) 

 

Identificamos esta distribuição como sendo a Distribuição Gama. A constante A 

de normalização é obtida a partir de: 

 

dxxxA βα∫
∞− −=
0

1 )exp(       
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Fazendo a mudança de variável t = αx, dt = αdx, 

 

dtteA t β
βα ∫

∞ −
+

− =
01

1 1
      

 

Usando definição da função gama: dtte t 1
0

)( −∞ −∫=Γ µµ , 

 

)1(
1 )1(

βα

β
+

− +Γ
=A       (C.10) 

 

Logo, usando (C.8) e (C.10) a distribuição de probabilidade estacionária 

(C.9) do processo O-U Geométrico é dada por: 

 

2
1

)1(
)(* −−

−

−Γ
= αθα

αθ

αθ
α

xexP x     (C.11) 

 

Processo de Feller 

É descrito pela equação diferencial estocástica: 

 

( )dtNdzdzxdtxdx 2,0,)( 2/1 ∈+−−= ξθγ   (C.12) 

 

A partir de (A.1) e (A.10), a equação Fokker-Planck é dada por: 

 

 

[ ] [ ]),(),()(),( 2
2

2
txxP

x
txPx

x
txP

t
ξθγ

∂

∂
+−

∂
∂

=
∂
∂

  (C.13) 

 

A solução estacionária, P*(x) é obtida por 0)(* =
∂
∂

xP
t

. Usando (C.3) e a 

condição de contorno de corrente estacionária nula (C.6) em (C.13) obtém-se: 
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[ ]
)(*)(*)(*)(

)(*)(*)(

2

2

xP
dx
d

xxPxPx

xxP
dx
d

xPx

+=−−

=−−

θ
ξ

γ

ξθγ
    

 

)(*)(*122 xP
dx
d

xxPx =







−+−

ξ
γθ

ξ
γ

    

 

dx
xxP

xdP




















−+−= 1

1
)(*
)(*

22 ξ

γθ

ξ

γ
     

 

 

Redenominando: 

 

2ξ

γ
α =   e  1−=′ αθβ    (C.14) 

 

xx
P

xP

dx
x

xPd

ln
)(*

ln

))(*(ln

*
0

βα

β
α

′+−=
















 ′

+−=

      

 

Logo, 

 

βα ′−= xxAxP )exp()(*     (C.15) 

 

A expressão (C.15) é idêntica a (C.9) com expoente β dado em (C.8) 

modificado para o valor β’ dado em (C.14). Assim, a distribuição de 

probabilidade estacionária do processo de Feller em analogia com (C.11) é dada 

por: 

 

1

)(
)(* −−

Γ
= αθα

αθ

αθ
α

xexP x     (C.16) 
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Modelo de Heston 

O modelo de Heston do mercado financeiro identifica a variável estocástica 

em (C.12), como sendo a volatilidade quadrática dos retornos de  preço ϑ  = ν2.  

Logo,  a distribuição estacionária é dada por (C.16): 

 

1

)2(
)(* −−

Γ
= αθαϑ

αθ
ϑ

θ
α

ϑ eP     (C.17) 

 

Fazendo-se a mudança de variável ϑ  = ν2 e usando a transformação de 

distribuição de probabilidade obtida a partir de 

 

ϑϑνν dPdP )(*)(* = ,      

 

Obtém-se 

ννϑ
ν
ϑ

νϑν 2))((*))((*)(* P
d
d

PP ==   (C.18) 

     

Logo, a distribuição de probabilidade estacionária da volatilidade do modelo 

de Heston é: 

 

122

)2(
2

)(* −−

Γ
= αθαν

αθ
ν

θ
α

ν eP     (C.15) 
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Vamos considerar aqui equações diferenciais estocásticas do tipo: 

 
( )dtNdzdzxdtxdx 2,0,)( ∈+−−= ξθγ   (D.1) 

 
A equação de Langevin correspondente é 

 

,)()( tFxx
dt
dx

ξθγ +−−=      (D.2) 

 
onde F(t) representa um ruído branco, com 0)( =tF  e )(2)()( tttFtF ′−=′ δ . 

A partir de (A.1) e (A.10), a equação Fokker-Planck que descreve a 

evolução temporal da distribuição P(x,t)  é dada por: 

 

[ ] [ ]),(),()(),( 2
2

2
2 txPx

x
txPx

dx
d

txP
t ∂

∂
+−=

∂
∂

ξθγ   (D.3) 

 

Reescrevendo o 2o termo do lado direito da equação (D.3) como: 

 







∂
∂

+
∂
∂

=



 ⋅
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
)],([),()],([)],([ 2

2

2
txxP

x
xtxxP

x
txxPx

xx
txPx

x
 (D.4) 

 
 

Usando-se (D.4) em (D.3): 

 

[ ] 





∂
∂

∂
∂

++−
∂
∂

=
∂
∂

)],([),())((),( 22 txxP
x

x
x

txPxx
x

txP
t

ξξθγ    

 

Assim, a equação de Fokker-Planck se escreve como: 

 

( )[ ] 





∂
∂

∂
∂

+−+
∂
∂

=
∂
∂

)],([),()(),( 22 txxP
x

x
x

txPx
x

txP
t

ξγθξγ      (D.5) 
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Podemos reescrever (D.5), em analogia com a equação de continuidade 

como: 

,),(),( txj
x

txP
t ∂

∂
−=

∂
∂

   (D.6) 

 

sendo j(x,t) a densidade de corrente do modelo dada por: 

 

( )[ ] ),(),()(),( 22 txP
x

xtxPx
x

txj
∂
∂

−−+
∂
∂

−= ξγθξγ   (D.7) 

 

A solução estacionária, P*(x) obtida por 0)(* =
∂
∂

xP
t

 em (D.6) satisfaz a: 

0)(* =
∂
∂

xj
x

,     (D.8) 

 

com )(* xj , a densidade de corrente estacionária. Usando (D.8) e as condições de 

contorno de corrente estacionária nula 0)(*)(* =−∞=∞ jj , obtém-se que: 

 
0)(* =xj      (D.9) 

 

Usando (D.9) em (D.7): 

 







∂
∂

∂
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=





















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








+

∂
∂

− )](*[)(*1 2
22

2 xxP
x

x
x

xPx
x

ξ
ξ

γθ

ξ

γ
ξ  (D.10)  

 

Substituindo 
2ξ

γ
α = ,     

 

( ) [ ]

)(*)(*)2(

)(*)(*)(*)1(

)(*)(*)1(

xP
dx
d

xxP
x

xP
dx
d

xxPxP
x

xxP
dx
d

xxPx

=





 +−

+=





 +−
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α
αθ

α
αθ

αθα
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x
xP

xP

xx
xPd

dx
xxxP

xdP

xP
xxdx

xdP

ln)2(
)(*

ln

)2(
))(*(ln

)2(
)(*
)(*

)(*
)2()(*

*
0

2

2

2

+−−=










+
−=








 +
−=








 +
−=

α
αθ

ααθ

ααθ

ααθ

     

 

Logo: 

)2(/)(* +−−= ααθ xeAxP x     (D.11) 

 

A constante A de normalização é obtida a partir de: 

 

                      dxxeA x )2(
0

/1 +−∞ −− ∫= ααθ       

 

Fazendo mudança de variável xt /αθ= , 

∫
∞ −++−−−

−−

=

−==

0
2)2()2(1

21

)( dttteA

dttdxtx

t αθαθ

αθαθ

αα
    

∫
∞ −+−− =
0

)1(1 )( dtteA t αααθ     (D.12) 

 

Usando definição de Função Gama: ∫
∞ −−=Γ
0

1)( dtte t µµ , a constante de 

normalização (D.12) é dada por: 

 

)1()( )1(1 +Γ= +−− ααθ αA    (D.13) 

 

Usando (D.11) e (D.13), a distribuição estacionária para a equação 

diferencial estocástica (D.1) é dada por: 

α

αθα

α
αθ

+

−+

+Γ
=

2

/1

)1(
)(

)(*
x

e
xP

x
   (D.14) 
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Modelo Hull & White 

No modelo de Hull & White do mercado financeiro, a equação diferencial 

de Itô-Langevin, é dada por: 

dzd ξϑθϑγϑ +−−= )(      (D.15) 

 

com ϑ  = ν2, a volatilidade quadrática dos retornos de preços. Portanto, ela é da 

forma da eq.(D.1) cuja solução para distribuição estacionária é dada por (D.14). 

Logo, 

2)1(
)(

)(
+

−

+Γ
=

α

ϑαθ

ϑα
θα

ϑ
e

P     (D.16) 

 

Fazendo-se a mudança de variável ϑ  = ν2 e usando a transformação de 

distribuição de probabilidades (C.18) obtém-se a distribuição de probabilidade da 

volatilidade do modelo Hull & White: 

 

32

2

)1(
)(2

)(*
+

−

+Γ
=

α

νθα

να
αθ

ν
e

P     (D.17) 

 

Modelo de Miccichè et. al. 

No modelo de Miccichè et.al., a equação diferencial estocástica para a 

volatilidade é dada por 

 

dzdtd ξνθνγν +−−= )(    (D.18) 

 

e portanto ela é da forma da eq. (D.1), cuja solução estacionária é dada por (D.14): 

 

2)1(
)(

)(*
+

−

+Γ
=

α

ναθ

να
αθ e

vP     (D.19) 
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Vamos considerar aqui equações diferenciais estocásticas que tem como 

solução estacionária a distribuição log-normal. 

 

Modelo Log-normal de Schwartz 

No modelo de Schwartz, a equação de Itô-Langevin é dada por: 

  

( )dtNdzdzdtd 2,0,)(ln ∈+−−= ξννθνγν   (E.1) 

 

A partir de (A.1) e (A.10) a equação Fokker-Planck que descreve a evolução 

temporal da distribuição de volatilidade P(ν,t)  é dada por: 

 

[ ] [ ]),(),()(ln),( 2
2

2
2 tPtPtP

t
νν

ν
ξννθνγ

ν
ν

∂

∂
+−

∂
∂

=
∂
∂

      (E.2) 

 

Usando a eq. (D.4), reescrevemos (E.2) como: 

 

[ ] 





∂
∂

∂
∂

++−
∂
∂

=
∂
∂

)],([),())(ln(),( 22 tPtPtP
t

νν
ν

ν
ν

ξννξνθνγ
ν

ν  (E.3) 

 

Usando (E.3) em analogia com a equação de continuidade: 

,),(),( tjtP
t

ν
ν

ν
∂
∂

−=
∂
∂

    (E.4) 

 

definimos a densidade de corrente do modelo dada por: 

 

[ ] [ ]),(),()(ln),( 22 tPtPtj νν
ν

νξννξνθνγν
∂
∂

−+−−=   (E.5) 
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A solução estacionária, P*(ν), obtida por 0)(* =
∂
∂

νP
t

 em (E.4) satisfaz a: 

0)(* =
∂
∂

ν
ν

j      (E.6) 

 
com )(* νj , a densidade de corrente estacionária. Usando (E.6) e as condições de 

contorno de corrente estacionária nula 0)()( =−∞=∞ jj , obtém-se que: 

0)(* =xj      (E.7) 

Usando (E.7) em (E.5): 

 

[ ] [ ]

)(*)(*)(*1)(ln

)(*)(*))(ln

2

22

ν
ν

ννννθν
ξ

γ

νν
ν

νξννξνθνγ

P
d
d

PP

P
d
d

P

+=











−−−

=+−−

  

     

)(*)(*ln2 22 ν
ν

ννν
ξ
γ

ξ
γθ

P
d
d

P =











−








−    (E.8) 

Usando 2ξγα = , reescrevemos (E.8): 

 

ν
ν
ν

α
ν

αθ

ν
ν

ν
ν
ν

α
ν

αθ

dxPd

d
dP

P







 −

−
=

=





 −

−

ln2
))(*(ln

)(*
)(*

ln2

     

 

2
)(ln

ln)2(
)(*

ln
2

*
0

να
ναθ

ν
−−=











P

P
   (E.9) 

 
Reescrevendo (E.9): 

 

νν
α

ναθ
ν

ln)(ln
2

ln)1(
)(*

ln 2
*
0

−−−=










P

P
    

        νν
α

ναθα
ν

ln)(ln
2

ln)(
)(*

ln 21

0

−−−=













−

P

P
  (E.10)  
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Completando o quadrado e denominado  1−−≡′ αθθ  

 

2
)(ln

2
ln)(ln

2

2
22 θα

θν
α

νθαν
α ′

+′−−=′+−    

 

Logo, (E.10) é reescrita como: 

 

ν
θα

θν
αν

ln
2

)(ln
2

)(*
ln

2
2

*
0

−
′

+′−−=










P

P
    

 







 ′−−⋅= −′ 212/

*
0

)(ln
2

exp
)(* 2

θν
α

ν
ν θαe

P

P
    

 

             








 ′−
−=

2

2

2

)(ln
exp)(*

ξ

θν
γ

ν
ν

A
P      (E.11) 

 

Identificamos (E.11) como a distribuição log-normal de volatilidade cuja 

média  e variância em escala logaritmica são dadas por 1−−=′ αθθ  e 

γξα 21 =− , respectivamente. A constante A de normalização é dada por 

ξπ

γ

2
=A . 

Podemos re-obter a solução (E.11) através da equação diferencial 

estocástica para ln ν. Usando o lema de Itô [22] para transformação de variável 

estocástica x = f (ν) em (E.1): 

dzBdtAd )()( ννν +=       

 

com νθνγν )(ln)( −−=A  e ξνν =)(B , obtém-se: 

 

dz
d
dx

Bdt
d

xd
B

d
dx

Adx
ν

ν
ν

ν
ν

ν )()()(
2

2
2 +












+=   (E.12) 
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Para 
νν

ν
1

,ln =≡
d
dx

x    e   
22

2 1

νν
−=

d

xd
 . Assim, 

 

           [ ] dzdtd ξξθνγν +−−−= 2)(ln)(ln       

dzdtd ξ
γ

ξ
θνγν +

































−−−=

2
ln)(ln    (E.13) 

 

Portanto, comparando-se (E.13) com  (B.1) identificamos que, no modelo de 

Schwartz, νln  segue um processo de reversão à média do tipo O-U aritmético 

com média de longo prazo γξθθ 2−=′  e variância de longo prazo γξα 21 =− . 

A distribuição estacionária, de acordo com a solução (B.17), é uma gaussiana: 

 












−−= 2

2
)'(

2
exp

2
)(* θ

ξ

γ
ξπ

γ
xxP    (E.14) 

 

Sob transformação de variável, as distribuições de probabilidade satisfazem 

a: 

νν dPdxxP )(*)(* =     (E.15) 

 

Para νln≡x , 
νν
1

=
d
dx

, de onde obtém-se: 

 

ν
ν

ν
ν

1
)(ln*)(*)(* P

d
dx

xPP ==     (E.16) 

 

Logo, de (E.14) e (E.16): 

 












−−= 2

2
)'(ln

2
exp

2
)(* θν

ξ

γ
ξνπ

γ
νP          (E.17) 

 

 

Este resultado é idêntico a (E.11). 
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Modelo Log-normal de Miccichè et. al. 

Outro modelo estocástico de reversão à média que tem como solução 

estacionária a distribuição log-normal é [27]: 

  

dzdtd 2/1)(ln ξνθνγν +−−=    (E.18) 

 

A partir de (A.1) e (A.10), a equação Fokker-Planck que descreve a 

evolução temporal da distribuição de volatilidade P(ν,t)  é dada por: 

 

[ ] [ ]),(),()(ln),( 2
2

2
tPtPtP

t
ννξ

ν
νθνγ

ν
ν

∂

∂
+−

∂
∂

=
∂
∂

  (E.19) 

 

A solução estacionária, P*(ν), obtida por 0)(* =
∂
∂

νP
t

, usando (E.4) e 

(E.7) satisfaz a: 

[ ]





 +=−−

=−−

)(*)(*)(*)(ln

)(*)(*)(ln

2

2

ν
ν

ννξνθνγ

ννξ
ν

νθνγ

P
d
d

PP

P
d
d

P
  

     

)(*)(*)(*)(ln
2

ν
ν

νννθν
ξ

γ
P

d
d

PP +=−−   (E.20) 

Denominando 2ξγα = , reescrevemos (E.20): 

 

[ ]

ν
ν

αθ
ν
ν

α
ν
ν

ν
ν

νναθνα

d
P

dP

P
d
d

P







 −
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=−+−

)1(ln
)(*
)(*

)(*)(*)1(ln

    

               

       ν
ν

αθ
ν
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αν dPd 
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
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 −

+−=
)1(ln

))(*(ln      
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 νναθν
αν

lnln)(ln
2

)(*
ln 2

0
−+−=








P

P
   (E.21)  

 

Completando o quadrado: 

 

2
)(ln

2
ln)(ln

2

2
22 αθ

θν
α

ναθν
α

+−−=+−      

 

Reescrevemos (E.21) como: 

 

ν
αθ

θν
αν

ln
2

)(ln
2

)(*
ln

2
2

*
0

−+−−=










P

P
    

 

   



 −= 2)(ln

2
exp)(* θν

α
ν

ν
A

P      

 











 −
−=

2

2

2

)(ln
exp)(*

ξ

θνγ
ν

ν
A

P    (E.22) 

 

Identificamos (E.22) como sendo a distribuição log-normal de média e 

variância em escala logaritmica dados por θ e γξα 21 =−  respectivamente. A 

constante de normalização é  
ξπ

γ

2
=A . 
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Identificação dos parâmetros dos modelos através dos 
momentos empíricos 

Modelo de Miccichè et.al. 

Considere a distribuição estacionária do modelo, dada por (3.21): 

2

/
)(*

+

−
=

α

νθα

ν
ν

e
AP      (F.1) 

onde a constante de normalização é dada por: 

)1(
)( 1

+Γ
=

+

α
θα α

A       (F.2) 

Logo, 

   

∫

∫
∞ +−−

∞

+

−

=

=

0
)1(/

0 2

/

ννν

νν
ν

ν

ανθα

α

νθα

deA

d
e

A
      

 
Fazendo a mudança da variável νθα /=t ,  

dttdt 21 −− −== θανθαν       

     

dttteA t 2
0

1)1( )()( −∞ ++−−∫= θαθαν αα     

∫
∞ −−−=
0

1)( dtteA t ααθαν                (F.3) 

 

Usando definição de Função Gama, )(
0

1 αα Γ≡∫
∞ −− dtte t , e a constante de 

normalização (F.2), 

θα
α

α

αθ

α
ν

α
⋅

+Γ
Γ

=
Γ

=
)1(

)(

)(

)(
A       

 
Usando que )()1( ααα Γ=+Γ , o valor médio da volatilidade no modelo de 

Miccihè et. al. é dado por: 

θν =       (F.4) 
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Analogamente, 

ννν ανθα deA∫
∞ −−=
0

/2       

 
Fazendo a mesma mudança de variável anterior, 1−= tθαν : 

 

1
2

)1(

0
212

)(

)1(

)(

−

−Γ

∞ −−+−

−Γ
=

= ∫

α

α

αα

αθ

α
ν

θαν

A

dtteA t

4434421
     

 
Usando a constante de normalização  (F.2) e a propriedade da função gama 

)1()1()1( −Γ−=+Γ αααα , o segundo momento da distribuição da volatilidade 

no modelo de Miccichè et.al. é dado por: 

 
222

1
)(

)1(
)1(

θ
α

α
θα

α
α

ν
−

=
+Γ
−Γ

=     (F.5) 

 
Logo, a variância da distribuição de volatilidade é dada por: 

 
12222 )1( −−=−≡ αθννω     (F.6) 

 
Desta forma, podemos identificar facilmente os parâmetros do modelo de 

Miccichè et.al. através do valor médio e da variância da distribuição empírica, 

dados por (F.4) e (F.6) respectivamente. 

 

Modelo Hull & White 

Considere a distribuição estacionária do modelo, dada por (3.18): 

32

/ 2

)(*
+

−
=

α

νθα

ν
ν

e
AP      (F.7) 

onde a constante de normalização é dada por: 

 

)1(
)(2 1

+Γ
=

+

α
αθ α

A     (F.8) 
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Logo, 

∫

∫

∞ +−−

∞ +−−

=

⋅=

0
)1(2/

0
)32(/

2

2

ννν

νννν

ανθα

ανθα

deA

deA

     

 
 

Fazendo a mudança de variável 
2ν

θα
=t , 

dttdt 2/32/12/12/1 )(2/1               )( −− −== θανθαν    

 

44 344 21
)2/1(

0
2/1

1

2/1

0
2/3

1
2/1

)(

)(
2

)(
2

+Γ

∞ −−
+

∞ −
+

−

∫

∫

=







=

α

α
α

α

αθ

αθ
ν

θα
θαν

dtte
A

dtt
t

e
A

t

t

    

    

Substituindo a constante de normalização (F.8): 

 

     
)1(

)2/1(
)( 2/1

+Γ
+Γ

=
α

α
αθν           (F.9) 

Analogamente, 

ννν ανθα deA )12(
0

/2 2 +−∞ −∫=       

 

Fazendo a mesma mudança de variável anterior, 2/12/1)( −= tαθν : 

 

43421
)(

0
1

1

1
2

)(

)(
2

α

α
ααθ

αθ
ν

Γ

∞ −−
+ ∫= dtte

A t      

Substituindo a constante de normalização (F.8) e usando que )()1( ααα Γ=+Γ , 

obtemos que o segundo momento da distribuição para o modelo de Hull & White 

é dado por: 
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)1(
)(

)(2

+Γ
Γ

=
α

α
θαν       

 
θν =2      (F.10) 

 

Desta forma, podemos identificar facilmente os parâmetros do modelo de 

Hull & White apenas através do segundo momento da distribuição empírica, dada  

por (F.10). 

 

Modelo O-U geométrico     

Considere a distribuição estacionária do modelo, dada por (3.11): 

ανβνν −= eAP )(*     (F.11) 

com 2−≡ αθβ  e constante de normalização dada por: 

)1(

1

+Γ
=

+

β
α β

A       (F.12) 

Logo, 

∫
∞ +−=
0

1 ννν βαν deA      

Fazendo a mudança de variável αν=t , 

 
dtdt 11 −− == αναν      

 

4434421
)2(

0
1)2(

+Γ

∞ +−+− ∫⋅=

β

ββαν dtteA t      

 
Substituindo a constante de normalização (F.12) e usando que 

)1()1()2( +Γ+=+Γ βββ : 

 

1
1 11

)2(
)1(

−
−

−=
−

=
+

=+Γ
+Γ

= αθ
α

αθ
α

β
β

β
α

ν     
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γ

ξ
θν

2
−≡      (F.13) 

 
Analogamente, 

ννν βνα deA 2
0

/2 +∞ −∫=       

 
Fazendo a mesma mudança de variável anterior, t1−= αν : 

 

4434421
)3(

0
2)3(2

+Γ

∞ +−+− ∫=

β

ββαν dtteA t      

 
Substituindo a constante de normalização (F.12) e usando que )()1( xxx Γ=+Γ : 

 
( )
( ) ( )( )12

1
3 222 ++=

+Γ
+Γ

= −− ββα
β
β

αν      

 
Usando que 2−= αθβ : 

( )( )

)(

1

12

22

−

−

−=

−=

αθθν

αθαθαν
     

)/( 22 γξθθν −=             (F.14) 

 

Portanto, usando (F.13) e (F.14), a variância da distribuição estacionária do 

modelo O-U geométrico é dada por: 

 

( ) 11222 −−−=−≡ ααθννω     

γξγξθω /)/( 222 −=     (F.15) 

   

 
Desta forma, podemos identificar os parâmetros do modelo de O-U 

Geométrico através dos primeiros momentos da distribuição empírica (F.13) e 

(F.14) ou ainda através da variância, dada  por (F.15). 
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Modelo de Heston 

Considere a distribuição estacionária do modelo, dada por (3.15): 

 
212)( αναθνν −−= eAP     (F.16) 

 
com a constante de normalização dada por: 

)(
2

αθ
α αθ

Γ
=A      (F.17) 

Logo,     

ννν αθαν deA∫
∞ −=
0

22
     

 
Fazendo a mudança de variável t=2αν , 

 

       
2/1

2/1

)(2
1

t

dt
d

t

α
ν

α
ν =






=     

 

∫
∞ − ⋅






=

0 2/1)(2
1

t

dtt
eA t

αα
ν

αθ

     

 

44 344 21
)2/1(

0
2/1

2/1
1

2
+Γ

∞ −−
+ ∫=

αθ

αθ
αθα

ν dtte
A t      

       
Usando a constante de normalização (F.17), 

 

)(

)2/1(
2/1 αθα

αθ
ν

Γ

+Γ
=         (F.18) 

 
Analogamente, 

ννν αθν deA a 12
0

2 2 +∞ −∫=       

Fazendo a mesma mudança de variável anterior, 2/1)/( αν t= : 

43421
)1(

01
2 1

2
+Γ

∞ −
+ ∫=

αθ

αθ
θαα

ν dtte
A t      
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Apêndice F 96 

Usando a constante de normalização (F.17)  e propriedade da função gama, 

obtém-se para o segundo momento da distribuição estacionária do modelo de 

Heston: 

)(
)1(2

αθα
αθ

ν
Γ

+Γ
=       

     

 θν =2      (F.19) 

 
Desta forma, podemos identificar facilmente os parâmetros do modelo de 

Heston, apenas através do segundo momento da distribuição empírica dado  por 

(F.19). 

 

Modelo Log-normal: 
 

Considere a distribuição log-normal: 

 












−

−
= 2

2
)(ln

2
exp

2
1

)( θν
ξ

γ
ξν

γ

π
νP    (F.20) 

 

Como mostrado no apêndice E, esta distribuição é equivalente à distribuição 

gaussiana na variável νln=x , cuja média é  θ e variância é γξ /2 . 

Logo, obtemos diretamente de (F.20) que 

 

θν =ln      (F.21) 

[ ] 12 /ln −== αγξνVar         (F.22) 

 

Desta forma, para a distribuição log-normal, a identificação de parâmetros 

pode de ser facilmente feita através de (F.21) e (F.22).  
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Apêndice G  

Teste Qui-Quadrado 

Considere a variável aleatória definida por 

 

22
2

2
1

2 ... kZZZ +++=χ     (G.1) 

 

onde Z1 , Z2, ..., Zk são variáveis aleatórias independentes e normalmente 

distribuídas com média 0=µ  e variância 12 =σ .  A variável aleatória 2χ  possui 

a seguinte função densidade de probabilidade: 

 

            ( ) ( ) 212

2
2

2

1
2

uk
k

eu
k

uf −−







Γ

=
χ

         0>u    (G.2) 

0=                     caso contrário 

 

2χ  segue uma distribuição Qui-Quadrada com k graus de liberdade, sendo 

chamada de 2
kχ  . 

A distribuição Qui-Quadrada é utilizada em testes de hipótese da seguinte 

maneira: 

Considere N observações dispostas em um histograma de freqüência 

contendo n intervalos. Sendo: 

Oi  -  freqüência observada no iésimo intervalo 

Ei - freqüência esperada no iésimo intervalo de acordo com a densidade de                                      

probabilidade hipotética 

 

O teste estatístico consiste em calcular: 
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Apêndice G 98 

2
,kρχ  

( )∑
=

−
=

n

i i

ii

E
EO

1

2
2
0χ      (G.3) 

Supondo que as flutuações dos resultados empíricos em relação ao modelo 

hipotético são normais, considera-se que a soma em (F.3) deve obedecer 

aproximadamente à distribuição Qui-Quadrada. O grau desta distribuição é k = n-

p-1, onde p representa o número de parâmetros da distribuição hipotética.  

No entanto, só é feita uma medida desta  soma e portanto só temos uma 

amostra deste resultado,  cujo valor é 2
0χ . Como julgar se este dado está sujeito à 

distribuição Qui-Quadrada? 

Considere o gráfico da distribuição qui-quadrada com k graus de liberdade 

 

 
Fig. 1. Gráfico da Distribuição Qui-Quadrada. 

 

Analisando o valor da integral desta distribuição a partir da cauda, isto é, 

para valores altos, tem-se a probabilidade acumulada ρ  de encontrarmos um 

valor de 2χ  maior ou igual a um limite, denominado 2
,kρχ . Assim,  a 

probabilidade de que nossa amostra forneça um valor 2
,

2
0 kρχχ >  é ρ . Para ρ  

pequeno, por exemplo ρ  = 0.05, existe apenas 5% de probabilidade de que 

valores maiores do que 2
,05.0 kχ ocorram. 

Como isto é muito pouco provável, se 2
,

2
0 kρχχ >  podemos rejeitar o 

modelo hipotético com 5% de risco de errarmos! Em outras palavras, a hipótese é 

rejeitada com nível de 95% de confiança ( ρ−1 ). 

Diz-se assim que a  hipótese de que nossos dados sejam descritos pela 

distribuição hipotética  é rejeitada com nível de significância ρ  se: 

2
,

2
0 kρχχ >       (G.4)  

ρ 

2
,kρχ  2

kX  
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