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Apéndice A

Equacao de Fokker-Plank

Considere equagdo diferencial estocastica de It6-Langevin cuja expressdo
geral é dada por:
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz. (A.1)

com dz representando incrementos de Wiener, satisfazendo a (dt)=

<(dz)2> =2dt.

Considere uma funcdo arbitraria f (x(t)) . Segundo 1t6 [22], considerando a
média sobre realizacbes do processo estocastico (A.1) da variavel aeatdria x, até
primeira ordem em dt, podemos escrever:

(df):<%a(x,t)>dt+<%b(x,t)>(dz> <; (l sz( t)><( )> (A.2)

Usando que (dz) =0 e <(dz)2> = 2dt em (A.2):

(df>:<a(x,t)%>dt+< (X, t)%> t (A.3)

d _/df\ df o, . d?f
E(f(x(t))) '<E> —<a(x,t)&>+<b (x,t)dX—2> (A.4)

De acordo com a definicao de média sobre realizagges (-

Logo:

%(f(x(t))) ijea(x t)—+b (X, t)d IEP(X t) (A.5)
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Considere as condic¢des necessarias de normalizacéo de P(xt):

lim P(x,t) =0, (A.6)
X® +¥

além da hip6tese de contorno de fluxo nulo:

lim 4 P(xt)=0 (A.7)
x® +y X

A integracédo por partes de (A.5) fornece:

d . d . d?
E< f(x(t))) = cyixf (x)&[- a(x,t)P(x,t)] + cpxf (x)y[bz(x,t)P(x,t) (A.8)
Também podemos escrever:
£< f(x(¥)) = d OXP(x.t) f (x) = ¢pixf (x)1 P(x,t) (A.9)
dt dt ’ [ '

Usando (A.8) e (A.9), umavez que afuncdo f € arbitréria:

TP(x,t) _ d d?
o _&[- a(x,t)P(x,t)]+dx_2[b2(x,t)P(x,t) (A.10)

A equacdo (A.10) acima é a equacdo que descreve a evolucdo tempora da
funcdo densidade de probabilidadeP(x,t) da variavel estocéstica x regida pela
equacdo de Ito-Langevin (A.1).
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Apéndice B

Processo Estocastico de Ornstein-Uhlenbeck (O-U) Aritmético

E o modelo mais simples de reversio & média A equacdo diferencial

estocéastica que define este processo € representada por

dx =-g(x- q)dt +xdz, dzl N(0,2dt).

(B.1)

onde dz é um incremento de Wiener, g representa a velocidade com que o

processo tende a retornar ao nivel de longo prazo g e x € a amplitude da incerteza

de x.

Considere agora a equacéo de Langevin associada:

%=-g(x-q)+xf(t)

onde f(t)° % é um ruido branco: E[ f(t)] =0 e E[f (t)f (t)]=2d(t- t().

Considerando
x(t) = e tu(t),

e substituindo em (B.2) obtém-se que:

% =gedlg +x e f(t)

L ogo,

t t
u(t) - u(0) =q ¢y e?" e+ x e'*f (t9dt¢
0 0

t
u(t) - u(0) :q(egt - 1)+xéeg “f (tqate
0

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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Caculando o valor esperado em (B.5), isto é a média por flutuacbes
estatisticas:

t
E[u(t)] = u(0) +q (%" - 1) +x %" °E[ f (t9]dt¢ (B.6)
o 2
Usando (B.3):
E[x(t)] = e 9'u(0) +qft- &%) (B.7)

Esta equacdo mostra que, na determinacéo do valor esperado da variavel
estocastica com o tempo, existe uma ponderacdo entre o valor inicial davariavel e
o nivel de equilibrio q.

Repetindo o procedimento acima para calcular agora a variancia, a partir de
(B.5) e usando (B.6):

t
u(t) = u(0) +q(e" - 1) +x ¢g%'*f (t9ctte
E[u(t)] 0

ut)- Eul)] = x 7% 19ce

Assim, paraavarianciade x(t), dada por El(x(t) - E[x(t)])ZJ :

tt
Var [u(t)] = x 2 3¢ e *E[ f (9 f (t@)]dt it e
00 2d (t¢ t9

t
Var [u(t)] =x % ¢cpe®®t¢
0

Var [u(t)] = Xg—z(eth - 1) (B.8)
Usando (B.3):

Var [x(t)] = Xg—ztl e 29 t) (B.9)

Tomando agora os limites assint6ticos para (B.7) e (B.9) calculados acima,

obtemos:
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Iérg E[x(t)] =q (Valor esperado no longo prazo) (B.10)
t

2
Igg Var[x(t)) =2~ (varianciadelongo prazo) (B.11)
t g

A partir de (A.1) e (A.8), a equacdo de Fokker-Planck associada a equacdo
diferencia estocéastica (B.1) é dada por:

1 _ 1 1° [ 2
T P(xt) —ﬁ[g(x- q)P(x,t)]+ﬂX—2[x P(x,t)] (B.12)

Podemos escrever (B.12) em analogia a equacdo de continuidade como:

All

_ 1.
it P(x,t) = ™ j(x1) (B.13)

com
, _ 112 ]
J(X!t) - g(X' q)P(X!t) - ﬁ P(X!t) ’ (814)

representando termo de densidade de corrente do model o.
A solugcdo estaciondria P* (x)deve satisfazer a % P*(x)=0. Logo, de

(B.13), adensidade de corrente estacionaria satisfaz a:

%j* (x) =0 (B.15)

Utilizando ainda as condi¢cdes de contorno de corrente estacionéria nula,

j*(+¥) = j*(-¥) =0 em (B.15), obtém-se que a corrente estacionéria satisfaz a:

i*(x)=0 (B.16)
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Usando (B.16) em (B.14):

- g(x- q)P* (%) =—j k2P ()]
X

_i - * :i *

(- )P (09 = 2-P* (0

Logo,

P00 _E 9 ()
Prog § K2V

& g 0
d(InP*(x)):é- X—Z(x- q)zdx

%)
* o) 2
g 922 9y q)?+ H
&R 7 X i
* € g 2 U
P*(x) = Aexpé —2(x-q) U (B.17)
e X g

Identificaese a solucdo estacion&ria do processo estocastico de O-U

Aritmético P*(X) como sendo a Distribuicéo Gaussiana de média g e variancia

a"'=x?/g, cuja constante de normalizagio é dadapor A=

g
V2px
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Apéndice C

Vamos analisar aqui dois modelos estocasticos cujas distribuicdes

estaciondrias sdo descritas por Distribui¢des Gama.
Processo de Ornstein-Uhlenbeck (O-U) Geomeétrico

E descrito pela equacio diferencial estocastica:
dx =-g(x- q)xdt +xxdz, dzl N(0,2dt) (C.1)

A partir de (A.1) e (A.8), a equacdo de Fokker-Planck que descreve a
evolucdo temporal de P(x,t) é dada por:

% P(x,t) = %[g(x - q)xP(x,1)] + 1:1(—22 X szp(x,t)] (C.2)
Podemos reescrever (C.2) em analogia com a equacdo de continuidade
como:
% P(x.1) = - % (1) | (C3)
com a densidade de corrente j(x,t) do modelo dada por:

j(x,t) =-g(x- q)xP(x,t) - % x2x2P(x,t)] (C.4)

A solucdo estaciondria P*(x) satisfaz a %P* (x) =0. Logo, de (C.3), a

densidade de corrente estacionéria satisfaz a:

T ix=0 (C5)

qIx
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Utilizando as condicbes de contorno de corrente estaciondria
nulaj* (¥)=j*(-¥)=0 em(C.5), obtém-se que:
j*(x=0 (C.6)

Usando (C.4) e (C.6):
d
-g(x- gq)xP*(x) = &[XZXZP* (x)]

- %(x- q)XP* (X) = 2xP* (X) + x2 L ps ()
X dx

é 0
& L x+ B 2ipr (= x TP (x) (C.7)
8 X X g dx

Redenominando:

9 e b=aqg-2 (C8)

Ea+P8%e(x=Lpr(y
e X g dx

N ..
P, by,
P*(x) ¢ X g

dinP* () =& a + 2 %x
e Xg

* (y) 0
IngaEP Ex)j=-ax+blnx
2

P

P* () = Aexp(- ax)x" (C.9)

Identificamos esta distribuicdo como sendo a Distribuicdo Gama. A constante A

de normalizacéo € obtida a partir de:

Al= (‘5 exp(- ax)x® dx
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Fazendo a mudanca de varidvel t = ax, dt = adx,

] 1 ¥ .
Al= - e 'tP gt

Usando definicio da funcio gama: G(Im) = (5 e ™ gt

C(L+b)
o @)

Al= (C.10)

Logo, usando (C.8) e (C.10) a distribuicdo de probabilidade estacionaria
(C.9) do processo O-U Geométrico é dada por:

ag-1
P*(x) = G?aq )e axyad-2 (C.12)

Processo de Feller

E descrito pela equacdo diferencia estocéstica:
dx =- g(x- q)dt +xx"?dz, dzl N(0,2dt) (C.12)

A partir de (A.1) e (A.10), aequacdo Fokker-Planck € dada por:

ﬂ_ P(x,t) = _[g(x q)P(x, t)] +—[X XP(X, t)] (C.13)

)l

A solucdo estacionaria, P*(X) € obtida por ﬁ P*(x)=0. Usando (C.3) ea

condi¢do de contorno de corrente estacionaria nula (C.6) em (C.13) obtém-se:
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g0 @)P* (0 = < [P ()]

- - )P () =P (0 +x P ()
X dx

& g o ) rn o d
g-x—2x+—2-1. (x)—x&P (X)

X
(S -I_bO:

* e 00
dPr(x) _& 9 1% By
P*(x) & x? Xéxz &

Redenominando:

a % e bt=aq-1 (C.19)

X

-
dinP* (x) =& a + 2%
e X @
5
Ingp*fx)j:-ax+b<ﬂnx
P g

L ogo,
P*(xX) = Aexp(-ax)x”® (C.15)

A expressdo (C.15) é idéntica a (C.9) com expoente b dado em (C.8)
modificado para o valor b’ dado em (C.14). Assim, a distribuicdo de
probabilidade estacionaria do processo de Feller em analogia com (C.11) é dada

por:

aq
P*(x) = %e*ﬂxxﬁq'1 (C.16)
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Modelo de Heston

O modelo de Heston do mercado financeiro identifica a varidvel estocéstica
em (C.12), como sendo a volatilidade quadrética dos retornos de preco J = n.

Logo, adistribuicéo estacionaria é dada por (C.16):

a® . -1
P*Q)=———e®J% C.17
V) G(zq)e (C.17)

Fazendo-se a mudanca de varidvel J = n? e usando a transformacgo de

distribuicéo de probabilidade obtida a partir de
P*(n)dn =P*(J)dJ,

Obtém-se

P*)=P*(Q (n))g—‘:]: P*Q@n)) (C.18)

Logo, a distribuicdo de probabilidade estacionéria da volatilidade do modelo
de Heston é:

aq >
P*(n) = 277 -an?; 2a0-1 (C.15)

G2q)
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Vamos considerar agqui equagdes diferenciais estocasticas do tipo:
dx =-g(x- q)dt +xx dz, dzi N(0,2dt) (D.1)
A equacdo de Langevin correspondente é

%--g(x q) +x xF(t), (D.2)

onde F(t) representa um ruido branco, com (F(t)) =0 e (F(t)F (t9) = 2d(t - t9.

A partir de (A.1) e (A.10), a equacdo Fokker-Planck que descreve a
evolucao temporal dadistribuicdo P(x,t) é dada por:

1 _d 2 12 [ 2
ﬁP(x,t)_&[g(x- q)P(x,t)] +x 11x_2[x P(x,t)] (D.3)

Reescrevendo o 2° termo do lado direito da equagdo (D.3) como:

71 e

ﬂ—[x PO = o g [OP(x t)]H gxP(x,t) + x%[xP(x,t)]g (D.4)
Usando-se (D.4) em (D.3):
%P(x,t) :% (g(x- q) +x2x)P(x,t)]+x —Sx—[xP(x t)]H
Assim, a equagio de Fokker-Planck se escreve como:

é

%P(x,t) = %[((g +Xx 2)x - gq)P(x,t)]+x2%g%[xP(x,t)]g (D.5)
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Podemos reescrever (D.5), em analogia com a equacgéo de continuidade

como.

T _ 1.
ﬁP(x,t)— ﬂxj(X,t), (D.6)

sendo j(x,t) a densidade de corrente do modelo dada por:

1 t)_-ﬂl[((g +x2)x- g1 P(xt)]- x xﬂ—P(x 0 (D.7)

A solucéo estacionaria, P*(x) obtida por % P*(x) =0 em (D.6) satisfaz a
T e

el (x) =0, (D.8)

com j*(X), adensidade de corrente estacionéria. Usando (D.8) e as condictes de

contorno de corrente estacionarianula j* (¥) = j* (- ¥) =0, obtém-se que:

i*(9=0 (D.9)
Usando (D.9) em (D.7):
2T g0 @l U 76T .
S v S o (X)]H (D.10)

Substituindo a = -2-,
X 2

* — i *
- (@ra)x- ag)P (9 = x— [P+ (¥)]
Saﬂ- @+a) % (x) = P* () + x- L P* ()
X g dx

2@‘—‘1- @ +2)%* () = x TP (x)
1] dx
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dP*(x) _aa a+2 0
()=—2'( )P*(x)+
dx ex X [}
dP* (x) _aaq (a +2)'_de
P*(x) éx? X g
d(InP* () =27 - @+2)
X
* (y) 0
IngJEP Sx)j:- aq . (@a+2)Inx
P o X
Logo:
P*(x) = Ae 30/xyx @+2) (D.11)

A constante A de normalizacéo é obtida a partir de:
A-l - 5 e-aq/x X (a+2)dx

Fazendo mudanca de variavel t =aq / x,
x=aqt!l dx=-aqt 2dt
Al= 5 et(aq) @*2t@+Daq t- 2t

Al=(aq) @D (‘S e 't?dt (D.12)

Usando definicdo de Fungdo Gama: G(m) = 5 e 't™dt, a constante de
normalizacdo (D.12) é dada por:

Al=(aq) ¥ Ga +1) (D.13)

Usando (D.11) e (D.13), a distribuicdo estacionaria para a equacao

diferencial estocéstica (D.1) é dada por:

1+a e-aq/x

o (x) = @0)

Lra) 2 (D.14)
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Modelo Hull & White

No modelo de Hull & White do mercado financeiro, a equacéo diferencial
de It6-Langevin, é dada por:
d) =-gJ -q)+xJdz (D.15)

com J = n? avolatilidade quadrética dos retornos de precos. Portanto, ela é da
forma da eg.(D.1) cuja solucéo para distribuicdo estacionéria € dada por (D.14).
L ogo,

(qa) e %A

P(J): q1+a) Ja+2

(D.16)

Fazendo-se a mudanca de varidvel J = n? e usando a transformacgdo de
distribuicéo de probabilidades (C.18) obtém-se a distribui¢do de probabilidade da
volatilidade do modelo Hull & White:

2aq) &N

P*()= Gl+a) n2a*3

(D.17)

Modelo de Micciche et. al.

No modelo de Micciche et.al., a equacdo diferencial estocastica para a
volatilidade é dada por

dn =-g( - q)dt +xndz (D.18)
e portanto elaé daformadaeq. (D.1), cuja solucdo estacionéria é dada por (D.14):

(aq) en
G(1+a) rla+2

P* (V) = (D.19)
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Vamos considerar aqui equacOes diferenciais estocasticas que tem como

solucdo estacionaria a distribuicéo log-normal.

Modelo Log-normal de Schwartz

No modelo de Schwartz, a equacdo de 1t6-Langevin é dada por:

dn =-g(Inn - g)ndt +xndz, dzi N(0,2dt)

(E.1)

A partir de (A.1) e (A.10) aequagdo Fokker-Planck que descreve a evolugéo

temporal da distribuicéo de volatilidade P(n,t) é dada por:

1 T 1
ﬁP(n,t) —ﬂ—n[g(lnn - q)nP(n,t)]+x2ﬂn—2[12P(n,t)]

Usando aeg. (D.4), reescrevemos (E.2) como:

%P(n,t) =ﬂin (g(Inn - g)n +x2n)P(n,t)]+x2ﬂin§1 ‘ﬂin [P, t)]H

Usando (E.3) em analogia com a equagédo de continuidade:
Tean=-Liay,
n

qt

definimos a densidade de corrente do modelo dada por:

in,t)=-lg(nn - g +xn|P(n,t) - xznﬂln[n PO, 1)]

(E2)

(E3)

(E4)

(E.5)
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A solucéo estacionaria, P*(n), obtida por % P*({N) =0 em (E.4) satisfaz a

*M)=0 (E.6)

com j*(n), adensidade de corrente estacionaria. Usando (E.6) e as condicdes de
contorno de corrente estacionarianula j(¥) = j(- ¥) =0, obtém-se que:
j*(x=0 (E7)
Usando (E.7) em (E.5):

- lg@nn - g +xn)P* () =xn din[nP* )]

é g * =pP* d *

¢ z(m-an- 1uP @) =Pre) g Pre)

?%- 29 %InnuP*(n) nip*(n) (E.8)
X g X G dan

Usandoa =g/x? , reescrevemos (E.8):

a@q-2_alnngp*(n):dP ")
e n n g dn

d(InP* (x)) :ann' 2. a1 O
e

n g
2
gq:) )g:(aq 2)Inn-M (E9)
& R 5
Reescrevendo (E.9):
e 02 g - 1y - > )2 - Inn
& R 2
(n)o_a(q a binn - —(Inn)z-lnn (E.10)

8'3021
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Completando o quadrado e denominado q¢° q-a“ 1

aq®

a 2 a 2
- —(nn)“+agdnn =- —(Inn - +
2( ) +aq 2( a9 5

Logo, (E.10) é reescrita como:

( ,:-%(Inn-q<92+

n
P

)

InG - Inn

o * aq®
& 2

Q- IO

P (n) - eaq(t2/2

n L expls & (inn - q922
Py e 2 o

(Inn-qG)zQ (EA1)

Identificamos (E.11) como a distribuicdo log-normal de volatilidade cuja

média e variancia em escala logaritmica sdo dadas por q¢:q-a'1 e

a t=x2/g, respectivamente. A constante A de normalizagio & dada por

V9
T

Podemos re-obter a solucdo (E.11) através da equacdo diferencia

A=

estocastica para In n. Usando o lema de 1td [22] para transformacdo de variavel
estocasticax = f (n) em (E.1):
dn = A(n)dt + B(n)dz

com Ah)=-g(lnn - g e B(n) =xn , obtém-se:

é 2yl
dX=éA(n)%+Bz(n)d—)2(mlt+B(n)%dz (E.12)
) dn dn“g dn
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1, O _ 1
n

n? n?

.Assim,

d(lnn) = l g(lnn - q) - X2Jdt+XdZ

€ @ & x20l
d(Inn) =& g%nn - éq - —dt +xdz (E.13)
& 9 o

Portanto, comparando-se (E.13) com (B.1) identificamos que, no modelo de

Schwartz, Inn segue um processo de reversdo a média do tipo O-U aritmético
com médiade longo prazo q¢=q - x 2/g evarianciade longo prazo a - 1=x 2/g :

A distribuicdo estacionaria, de acordo com a solucéo (B.17), € uma gaussiana:

P*(x) = Jo ops -9 (x- g2 (E.14)
J2px g 2 a

Sob transformacgao de variavel, as distribuicdes de probabilidade satisfazem

P*(x)dx=P*(n)dn (E.15)

Para x° Inn , % = 1 de onde obtém-se:
dn n

P*(n)=P*(x)3—;(=P*(Inn)r% (E.16)

Logo, de (E.14) e (E.16):

P*n) =iexpg i(Inn - q')23 (E.17)
Jopxn g 2x? 0

Este resultado € idéntico a (E.11).
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Modelo Log-normal de Miccicheé et. al.

Outro modelo estocastico de reversdo a média que tem como solucdo
estacionaria a distribui¢do log-normal é [27]:

dn =-g(lnn - q)dt +xn Vg, (E.18)

A partir de (A.1) e (A.10), a equagdo Fokker-Planck que descreve a
evolucdo temporal da distribuicéo de volatilidade P(n,t) € dada por:

ﬁP(n 1) = [g(lnn q)P(n, t)]+—[x2nP(n t)] (E.19)

A solucdo estacionaria, P*(n), obtida por %P*(n) =0, usando (E.4) e

(E.7) satisfaz &
- g(Inn - q)P* () ——nL<2nP*(n)]

* — Zé * i * ';l
-g(lnn - q)P*(n) =x 8P () +n an (n)H

-%(mn-q)P*(n):P*(n)+niP*(n) (E.20)
X dn
Denominando a =g/x ? , reescrevemos (E.20):

[— alnn +(aq - 1)]P*(n) :n%P*(n)

dP* () zggalrl_n+(aq- 1)9dn
P*n) & n n g

(aq 1 o

d(lnP*(n)):g-’ - g
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&P ()0

In g ) é—- 2(Inn)2 +aqInn - Inn (E.21)
Completando o quadrado:
-—(Inn) +aq|nn--—(|nn q) +a(;
Reescrevemos (E.21) como:
EEP ( 9:-—(Inn q) +— q2 - Inn
&R o 2
P*()=— exp8 (Inn - q)H
P*(n)—— ne- € g(Inn ZQ)ZL’J (E.22)
n @ 2 s

Identificamos (E.22) como sendo a distribuicdo log-norma de média e

-1

variancia em escala logaritmica dados por g ea =x? /g respectivamente. A

V9
V2px

constante de normalizacdo € A=
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ldentificacdo dos parametros dos modelos através dos
momentos empiricos

Modelo de Miccicheé et.al.

Considere a distribuicdo estacionaria do modelo, dada por (3.21):

e da /n

rla+2

P*(M)=A (F.1)

onde a constante de normalizagdo é dada por:

Az @) (F2)
Ga +1)

L ogo,

¥e ga/n

)= AQ ndn

na+2

<n> - AS e-qa/nn-(a+1)dn

Fazendo amudancadavariavel t =qa /n ,

n=gat? dn =-gat 2dt
)= Ag e t(ga) @Dtd*(ga)t 2dt

()= Aga)? 5 e tta-1gt (F.3)

Usando definicdo de Funcdo Gama, ge'tta'ldt ° a), e aconstante de

normalizacéo (F.2),

n)=A Cla) _ C(@)

@q? Ga+)

Usando que CG(a +1) =aC(a), o valor médio da volatilidade no modelo de

Miccihé et. al. é dado por:
(h)=q (F.4)
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Analogamente,

4
<n 2> =AQe™ "n-2dn
Fazendo a mesma mudanca de variavel anterior, n =qa t-1

¥
<n 2> = A@ga) @ e 2 2t
%/—/

Gla-1)

_\Ga-1
)= A g

Usando a constante de normalizacdo (F.2) e a propriedade da fungdo gama
C@a+1) =a(@ - 1DC(@ - 1), o segundo momento da distribuicdo da volatilidade

no modelo de Micciché et.al. € dado por:

2\_Ca-1) o_ a -
<n >—m(qa) —ﬁq (F.9)

Logo, avariancia da distribuicéo de volatilidade é dada por:
w2 o <n2>- n)? =q%@-1* (F.6)

Desta forma, podemos identificar facilmente os parametros do modelo de
Micciche et.al. através do valor médio e da variancia da distribuicdo empirica,

dados por (F.4) e (F.6) respectivamente.

Modelo Hull & White

Considere a distribuicéo estacionaria do model o, dada por (3.18):

_ 2
e ga/n

PO) = A (F.7)

onde a constante de normalizago é dada por:

a= 20 (F.8)
Ga +1)
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L ogo,

¥ 2
)= A@ e 92 /%y -(22+3) yyqp

¥ 2
<n> - A@ e-qa/n n-2(a+1)dn

Fazendo a mudanca de variavel t = % :
n
n =(ga)Y?t" Y2 dn =-1/2(ga )Y 2t"%/2dt
n)= A@a)2g e‘ta‘igm1 t-3/ 2t
2 Q" &a s
1/2
()= A (aQ)1+a ¥ tasU2g
2 (aq)
G(a+1/2)
Substituindo a constante de normalizacéo (F.8):
C@ +1/2
)= @q)2 ( ) (F9)
Ga +1)
Analogamente,
<n 2> - Ag e-qa/nzn - (224D 4y
Fazendo a mesma mudanca de variavel anterior, n = (aq)Y%t™Y/2:

1
<n2>: A (610|1)+a1 ¥ ot 1
2 (aq)

%,—/

Ga)
Substituindo a constante de normalizacéo (F.8) e usando que C(1+a) =aC(a),

obtemos que o segundo momento da distribuicdo para o modelo de Hull & White

€ dado por:
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(n*)=q (F.10)

Desta forma, podemos identificar facilmente os parametros do modelo de
Hull & White apenas através do segundo momento da distribuicdo empirica, dada
por (F.10).

Modelo O-U geométrico

Considere a distribuicéo estacionaria do model o, dada por (3.11):
P*{)=AnPe " (F.12)

com b © aqg - 2 e constante de normalizacéo dada por:

ab+1

G(b +1)

(F.12)

L ogo,
)= A(‘S e 3n P*gn

Fazendo amudancade varidvel t =an ,

n=al dn =a " dt

()= A 0+ § e o4y

%,—/
G(b+2)

Substituindo a constante de normaizacdo (F.12) e usando que
Cb+2)=(b+DC(b +1):
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h)°q-=— (F.13)

Analogamente,

<n2> — AS ea/ny b+2 4

Fazendo a mesma mudanca de varidvel anterior,n =a - %

¥
<n 2> = Aa (0 & e ttb+2q

G(b+3)

Substituindo a constante de normalizacdo (F.12) e usando que G(1+ x) = XC(X) :

?)=a-2 03 o2y p)p 4y

db +1)

Usandoque b =aq - 2:

(r?)=a"aa)aq - 9

(%) =a@-a™

<n2>:q(q-x2/g) (F.14)
Portanto, usando (F.13) e (F.14), a variancia da distribuico estacionaria do

modelo O-U geométrico € dada por:

w2 =(q-x2/g)x?Ig (F.15)

Desta forma, podemos identificar os parametros do modelo de O-U
Geométrico através dos primeiros momentos da distribuicdo empirica (F.13) e

(F.14) ou ainda através da variancia, dada por (F.15).
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Modelo de Heston

Considere a distribuicdo estacionaria do modelo, dada por (3.15):

P(n) = An 2d-1g-an” (F.16)

com a constante de normalizacéo dada por:

aq
-2 (F.17)
Gaq)
L ogo,
)= AS e an’n 2d gy
Fazendo amudanca de variavel an? =t ,
ot 6 1 dt
n=c—-=+ dn ——W
ed g 2(@at)
p=adeBeL d
éag 2(@t)?
— A 1 ¥t aq-1/2
<n> = Eaaq—ﬂ/Z et dt
G(ag+1/2)
Usando a constante de normalizagéo (F.17),
C(aq +1/2
(n)= —(1,2 ) (F.18)
a”“Gaq)

Anaogamente,
¥ 2
<n 2> — A@ e A, 220+

Fazendo a mesma mudanca de varidvel anterior, n = (t/a)Y?:

2 _A 1 ¥ -tiaq
<n >_ana+1Qe t*H dt

Glaq+1)
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Usando a constante de normalizagdo (F.17) e propriedade da funcdo gama,
obtém-se para 0 segundo momento da distribuicdo estacionaria do modelo de
Heston:

S

<n 2> =q (F.19)

Desta forma, podemos identificar facilmente os parametros do modelo de
Heston, apenas através do segundo momento da distribuicdo empirica dado por
(F.19).

Modelo Log-normal:

Considere adistribuic¢éo log-normal:

1 Jg _€-g oU
P(h) = —-=expé Inn - { F.20
) T2 xn pg—z(z( qa) 5 (F.20)

Como mostrado no apéndice E, esta distribuicdo € equivalente a distribuicdo
gaussiananavariavel x =Inn , cujamédiaé qevarianciaé x 2 /g.

L ogo, obtemos diretamente de (F.20) que

(Inn) =q (F.21)

Var[lnn]:leg:a'1 (F.22)

Desta forma, para a distribuicéo log-normal, a identificagdo de parametros

pode de ser facilmente feita através de (F.21) e (F.22).
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Teste Qui-Quadrado

Considere avariavel aeatoria definida por
c?=zr+Z25+.+Z} (G.2)

onde Z; , Z, .., Zx S840 varidveis deatbrias independentes e normamente
distribuidas com média m =0 evariancias > =1. A varidvel aeatéria ¢ % possui

a seguinte funcdo densidade de probabilidade:
fcz(u)=;u(k/2)'le' u/2 u>0 (G.2)

=0 caso contrario

c? segue uma distribuicdo Qui-Quadrada com k graus de liberdade, sendo

chamada de cf :

A distribuicdo Qui-Quadrada € utilizada em testes de hipdtese da seguinte
maneira

Considere N observacOes dispostas em um histograma de frequéncia
contendo n interval os. Sendo:

O; - freguiénciaobservadano iésimo intervalo

Ei - freqUéncia esperada no iésimo intervalo de acordo com a densidade de
probabilidade hipotética

O teste estatistico consiste em calcular:
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(G.3)

Supondo que as flutuacdes dos resultados empiricos em relacéo ao modelo
hipotético sdo0 normais, considera-se que a soma em (F.3) deve obedecer
aproximadamente a distribui¢do Qui-Quadrada. O grau desta distribuicdo € k = n-
p-1, onde p representa 0 nimero de parametros da distribuicao hipotética.

No entanto, s6 é feita uma medida desta soma e portanto sd temos uma
amostra deste resultado, cujo valor é cg. Como julgar se este dado esta sujeito a

distribuic¢&o Qui-Quadrada?
Considere o grafico da distribuicdo qui-quadrada com k graus de liberdade

2 . 2
C, k Xk
Fig. 1. Gréafico da Distribuicdo Qui-Quadrada.

Analisando o valor da integral desta distribuicdo a partir da cauda, isto &,

para valores altos, tem-se a probabilidade acumulada r de encontrarmos um

valor de c? maior ou igua a um limite, denominado crzyk. Assm, a
probabilidade de que nossa amostra fornega um valorcé > crz,k ér.Paar
pequeno, por exemplo r = 0.05, existe apenas 5% de probabilidade de que
valores maiores do que ¢ 3_05,.( ocorram.

Como isto é muito pouco provavel, se cg > crzyk podemos rejeitar o

model o hipotético com 5% de risco de errarmos! Em outras palavras, a hipotese é
rejeitada com nivel de 95% de confianga (1- r ).

Diz-se assim que a hipo6tese de que nossos dados sejam descritos pela
distribuicéo hipotética é rejeitada com nivel de significancia r se:

cH>ciy (G4)
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