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A
Apéndices

A.1 Discretizacao do laplaciano para o CDS

Suponhamos uma fungao arbitraria f(z,y), no caso bidimensional. As
expansoes desta funcao em série de Taylor em torno de um ponto genérico

(x0, Yo) para pequenos desvios (a,a) serao:

fzo+a,y0) = f(zo,y0) + % a + %% w0a2 + %% xoa?’ +... (A1)
f(xo —a,y0) = f(xo,90) — g—£ moa + %% mOaQ — %% moa?’ +... (A2
f(xo,y0 +a) = f(xo,y0) + g_]yv yoa + %giyj; y0a2 + %% yoa3 + ... (A3)
f(@o,y0 — a) = f(zo.y0) — g—g yoa + %giy]; y0a2 - %% y0a3 +... (A4

Estas expansoes sao as expansoes para os primeiros vizinhos do ponto (xg, ¥o),

facamos agora as expansoes para seus segundos vizinhos:

Fo+ .0+ a) = f(zo,0) + 20 La g_f; L el K %%f K
+8:§;y ks é E% . %% o 8:52383/ o
+05L’883y2 yﬂ o (A.5)
f(zo+a,y0 — a) —f(xo,yo)Jrg—imoa— %yoa %% m0a2+%% § 2
+8xa;y2 yoaﬂ T (A.6)
f(xo —a,y0 + a) = f(x0,90) — g—i x0a+g—£yoa+%% xoaz %f‘%ﬁ . 2
e R an
f(xo = a,y0 — a) = f(zo,y0) — g—i Lo %%H%% x0a2 %% ) 2
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Somando as expressoes (A.1-A.4) temos:

0? 0?
[8_;2[ + a—yﬂ . = f(zo+a,y0) + f(xo — a,y0) + f(z0,90 + a)
+f(w0, yo — a) — 4 (0, yo)- (A.9)
Semelhantemente, a soma das expressoes (A.5-A.8) conduz a:

82 82
2 —f—i——f = f(@xo+a,y0 +a) + f(xo +a,y0 — a)
ox? 0y (20.40)

+f(xo —a,yo +a) + f(xg — a,yo — a)

—4f(x0,Y0)- (A.10)

Por 1ltimo, dividindo a equagao (A.9) por 6 e a (A.10) por 12 e em seguida
somando-as obtemos:
s[5+ )
70,Y0)

1
@—i_a—yQ :6{f(l’o-ira;yo)+f(1’0_au1/0)+f<x0’3/0+a>

+f (2o, yo — )}+%{f($o+@>yo+a)
+f(zo+a,y0 —a) + f(zo — a,yo + a)

+f(zo —a,y0 —a) | — f(xo,v0)- (A.11)

Obtivemos portanto uma expressao para o laplaciano no ponto (o, yo) por
uma expansao em série de Taylor até a 4* ordem. FKEssa é uma forma
isotropica de discretizacao do laplaciano. O truncamento das expansoes
acima fornecem uma boa aproximagao sempre que o parametro a for muito
pequeno, isto é: (a < 1). O que fazemos no CDS é considerar vélida essas
expansoes mesmo no caso de a = 1. KEssa consideragao serd razoavel se
fizermos a hipdtese de que as derivadas sao todas pequenas (< 1), portanto
é nesse regime que temos que trabalhar. E comum escrever a tltima equacao

numa forma mais compacta:
Vipsf =<< f>> —f, (A12)
com

<< fe>== Zf+ Z f. (A.13)

NNN
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A.2 Inclusao da Matriz K nas Equacoes

A partir das equagoes (A.12) e (A.13), podemos ecrever o laplaciano

discretizado de uma funcao ¢, como:

V26 = {166+ 1) — 900 )] + [9 — 1) — 803, )]
g5 +1) = 90, 9)] + 60,5~ 1) - 6. )]}
80+ 1,5+ 1) = 906 )] + 9 — 1,5+ 1) 66, )]

Ol =15 = 1) = 90, )]+ 6+ L~ 1) = 90 )+ (A14)

Incluindo a matriz K, temos:

V2 = 1{[K<z’ m'+ 160 +1.5) — K(i+ 14,1, (i, )

5 )

-QF[K(Z gt —1,7)¢( —1,7) — K(i — 1, 7,4, 7)o, j)]

+[K (g4, 5+ 1ol ) +1) — K(z j+1,4,5)¢(i, j)]

+[K (i, jd, 5 — D)ol g — 1) = K(i,5 — 1,4, 7)9(4, j)]}

-I—i{[ (i,7,i+1L,j+Dep(i+1,7+1) - K(i+ 1,7+ 1,7,7)6(1,7)]
+HK (i — 1L+ De(i — L j+1) — K(i— 1,7+ 1,4,/)¢(i, j)]
H[K (G gi =1, = 1D)i = 1,5 = 1) = K(i — 1,5 — 1,4,5)¢(4, j)]
+[K(i,5,i+1,j—1)p(i+1,7—1)— K@i +1,5 —1i,5)o(i,5)]} (A.15)

Por um processo analogo ao caso do laplaciano encontramos a derivada

0.6 = 21160+ 1,5) — 9(i-)] ~ [9(i — 1.9) — 60 )]}

— {8+ 2.0) — 0l D]~ 06— 2.) —0G.iF  (A16)

Que reescrevemos com a matriz K, como segue:

0.6 = S{K (0,4, + 1,)6i +1.9) = K(i+ 1,5, /)o(i, )
—[K(i,j,i = 1,5)o(i — 1,j) — K(i — 1,5,4,5)0(i,j)]}
UG08+ 2,7)60 4 2,5) = K (42,5, 7)60, )]
G = 2.0)00 — 2,) — K( = 2,50 )06} (A7)

A derivada em y, tem uma forma final andloga a da derivada em z,
porém as células em que acontecem fluxos estao na direcao j.

Em nosso modelo computacional utilizamos apenas primeiros vizinhos,
contudo colocamos aqui esta forma com segundos e terceiros vizinhos
para mostrar como futuras aplicacoes mais sofisticadas poderao ser

implementadas.
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