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Resumo 

Dias, Francisco Corrêa; Roehl, Deane de Mesquita; Muñoz, Luis Fernando 

Paullo. Análise viscoelástica de estruturas de concreto sujeitas a 

envelhecimento e dano do material. Rio de Janeiro, 2020. 119p. Dissertação 

de Mestrado – Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontifícia 

Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

A fluência do concreto é um fenômeno físico complexo e apresenta 

características diferentes das observadas na maioria dos materiais. Apesar dos 

diversos estudos desenvolvidos, a compreensão desse fenômeno ainda não é 

completa e os modelos disponíveis na literatura para simulação numérica variam 

em complexidade, número de parâmetros e condições que garantem a sua 

aplicabilidade. Os estudos mais recentes desenvolvidos por Bažant se destacam e 

reportam boa concordância com resultados experimentais. Seus fundamentos são 

utilizados no desenvolvimento do modelo de fluência básica linear adotado neste 

trabalho. Dessa forma, realiza-se uma revisão da viscoelasticidade linear, na qual 

apresentam-se os modelos reológicos, as relações constitutivas e as principais 

hipóteses adotadas no estado multiaxial de tensão. Discute-se as propriedades da 

fluência do concreto e apresenta-se a teoria da solidificação, que tem por objetivo 

representar a evolução ao longo do tempo das propriedades aparentes do concreto. 

A partir desse estudo, adota-se um modelo de fluência básica com envelhecimento 

definido por cadeias de Kelvin e desenvolve-se um algoritmo para integração 

numérica da taxa de deformação. O modelo é implementado em um programa de 

elementos finitos e validado com resultados experimentais de fluência linear. Por 

fim, este trabalho propõe a modelagem da não linearidade da fluência do concreto 

com o emprego de elementos de interface coesiva. Apresenta-se uma metodologia 

para calibração dos parâmetros envolvidos, e compara-se a resposta do modelo com 

resultados experimentais de um ensaio de fluência na flexão. Os resultados obtidos 

numericamente mostram boa concordância com os resultados experimentais tanto 

para o caso de fluência linear pura quanto para o caso de fluência e dano. 

 

Palavras-chave 

Fluência do concreto; método dos elementos finitos; interface coesiva; 

fluência na flexão.  
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Abstract 

Dias, Francisco Corrêa; Roehl, Deane de Mesquita (Advisor); Muñoz, Luis 

Fernando Paullo (Co-advisor). Viscoelastic analysis of concrete structures 

subject to material aging and damage. Rio de Janeiro, 2020. 119p. 

Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, 

Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

Concrete creep is a complex physical phenomenon and has different 

characteristics from those observed in most materials. Despite several studies 

developed, the understanding of this phenomenon is not yet complete and the 

models available in the literature for numerical simulation vary in complexity, 

number of parameters and conditions that ensure their applicability. The latest 

studies developed by Bažant stand out and report good agreement with 

experimental results. Their fundamentals are used in the development of the linear 

basic creep model adopted in this work. Thus, it is carried out a review of linear 

viscoelasticity, in which the rheological models, the constitutive relationships, and 

the main assumptions adopted in the multi-axial state of stress are presented. 

Concrete creep properties are discussed and the solidification theory is presented, 

aiming to represent the development over time of the apparent concrete properties. 

Based on this study, a basic creep model with aging defined by Kelvin chains is 

adopted and an algorithm for numerical integration of the strain rate is developed. 

The model is implemented in a finite element program and validated with 

experimental linear creep results. Finally, this work proposes modeling the 

nonlinear dependence of concrete creep with the use of cohesive interface elements. 

A methodology for calibrating the parameters involved is presented, and the model 

response is compared with the experimental results of a bending creep test. The 

numerically obtained results show good agreement with the experimental results 

for both the pure linear creep and the creep and damage. 

 

Keywords 

Concrete creep; finite element method; cohesive interface; creep on bending. 
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̂  Valor de tensão constante 

e  Tensão elástica 

v  Tensão viscosa 
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n  Tensão no instante de tempo nt  na integração numérica 

( )t  Histórico de tensão 

σ  Vetor com as componentes de tensão (notação de Voigt) 

nσ  Vetor com as componentes de tensão no instante de tempo nt  

da integração numérica 

  Tempo de tempo de retardo no modelo de Kelvin ou tempo de 

relaxação no modelo de Maxwell 

i  i-ésimo tempo de retardo em uma cadeia reológica de Kelvin ou 

i-ésimo tempo de relaxação em uma cadeia reológica de 

Maxwell 

n  Tensão normal no elemento coesivo 

s  Tensão cisalhante no elemento coesivo 

so  Resistência cisalhante do elemento de interface coesiva 

no  Resistência normal do elemento de interface coesiva 

( )t t −  Função de fluência de uma cadeia de Kelvin sem 

envelhecimento 

( )t t −  Função de fluência de uma cadeia de Maxwell sem 

envelhecimento 

i  i-ésima constante empírica   na série exponencial da função 

de envelhecimento apresentada por Grasley e Lange (2007) 

  

J Operador integro-diferencial de fluência 

R Operador integro-diferencial de relaxação 
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1 
Introdução 

 

 

1.1. 
Motivação 

A definição de um modelo que represente bem o comportamento fluência do 

concreto é uma tarefa desafiadora, pois os mecanismos associados estão conectados 

direta e indiretamente a diversos fatores, como por exemplo a resistência à 

compressão, a idade do concreto no instante do carregamento, as condições de 

umidade e a relação água/cimento. Desde a identificação do fenômeno por Hatt 

(1907), a fluência do concreto tem sido explorada por diversos trabalhos. 

Entretanto, a sua total compreensão total ainda não foi alcançada (BAŽANT, 2001; 

BAŽANT; JIRÁSEK, 2018). 

Os primeiros avanços significativos na pesquisa da fluência do concreto 

ocorreram nas décadas de 1930 e 1940, a partir da necessidade de se projetar arcos 

de grande extensão, cuja estabilidade à longo prazo poderia não ser garantida sem 

a consideração da fluência na análise de flambagem. Além disso, a invenção do 

concreto protendido exigiu o conhecimento sobre as perdas de protensão causadas 

pela fluência e retração do concreto. Nesse período, Eugène Freyssinet, Gustaaf 

Paul Robert Magnel e Franz Dischinger foram os pioneiros no estudo desses 

assuntos. Simultaneamente, o interesse na construção de grandes barragens iniciado 

na década de 1930 estimulou a compreensão dos efeitos da relaxação, que 

impactava a velocidade de construção e a garantia de integridade da barragem.  

Na década de 1950 houve o desenvolvimento do método de balanços 

sucessivos com o uso do concreto protendido pelo alemão Ulrich Finsterwalder. 

Um dos maiores saltos na pesquisa ocorreu nas décadas de 1960 e 1970, com o 

desenvolvimento da energia nuclear. Com ela, surgiam os problemas de integridade 

das estruturas de contenção e dos vasos de reação, para os quais a fluência em 
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temperaturas elevadas é motivo de grande preocupação. Esta pesquisa se estendeu 

durante os anos de 1970 e 1980 para problemas de prevenção ou mitigação de 

acidentes nucleares em elevadas temperaturas. 

Nesse período, Rush et al. (1960, apud FARAH et al., 2019) foi o primeiro a 

reportar o dano do concreto devido a fluência e diversos modelos analíticos foram 

propostos na literatura, como por exemplo, o método de módulo efetivo ajustado à 

idade proposto por Trost (1967, apud GOEL; KUMAR; PAUL, 2007) e a lei de 

dupla potência para a fluência proposto por Bazant e Osman (1976). Esses 

primeiros modelos, entretanto, foram desenvolvidos com o objetivo de facilitar a 

análise estrutural, sendo realizadas diversas simplificações.  

Modelos mais recentes foram desenvolvidos com base na termodinâmica do 

fenômeno (BAŽANT et al., 1997; ULM; COUSSY, 1995). O recente avanço das 

técnicas computacionais, tornou viável a consideração de modelos numéricos mais 

complexos e capazes de modelar efeitos até então desconsiderados. O 

envelhecimento e o dano do concreto são um resultado da combinação complexa 

de diversos fenômenos e pesquisas com formulações multifísicas têm sido 

propostas para sua descrição (ABDELLATEF et al., 2019). 

No grupo de Modelagem e Simulação Multifísica do Instituto Tecgraf/PUC-

Rio, estudos sobre modelagens computacionais da fluência em materiais 

cimentícios (BRANDÃO et al., 2017) e em rochas salinas (FIRME; ROEHL; 

ROMANEL, 2016; FIRME et al., 2018) vêm sendo amplamente desenvolvidos, 

assim como os estudos sobre modelagem computacional de fraturas (ESCOBAR et 

al., 2016; MEJIA; PAULLO; ROEHL, 2015; RUEDA CORDERO; MEJIA 

SANCHEZ; ROEHL, 2019). A combinação do modelo de interface coesiva com o 

comportamento de fluência se mostra uma abordagem interessante para a 

representação da fluência não linear. 

1.2. 
Objetivos e metodologia 

O objetivo deste trabalho é estudar um modelo para a fluência básica do 

concreto considerando os fenômenos de envelhecimento e dano. Adicionalmente, 

busca-se formular e incorporar tais efeitos em um modelo numérico para simulação 
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em um programa de Elementos Finitos a fim de representar estruturas sujeitas a 

elevados níveis de carregamento. 

Para tanto, discutem-se os fundamentos da viscoelasticidade linear de um 

material com solidificação e realiza-se sua implementação computacional. 

Elementos de interface coesiva são empregados para representar o comportamento 

da fluência não linear causado pelo dano do material. Apresenta-se uma 

metodologia de calibração dos parâmetros do modelo e, por fim, estuda-se um caso 

de fluência na flexão. 

1.3. 
Estrutura da Dissertação 

O presente trabalho está estruturado em seis capítulos e dois apêndices de 

modo a apresentar as etapas envolvidas na modelagem computacional da fluência 

e dano do concreto. Esta introdução compõe o Capítulo 1 do trabalho. 

No Capítulo 2, são descritos os fundamentos da viscoelasticidade linear 

adotadas no trabalho. Apresentam-se os modelos reológicos, a relação integro-

diferencial e as considerações necessárias para a análise da fluência no estado 

multiaxial de tensão. 

No capítulo 3, apresenta-se as características particulares da fluência do 

concreto, discutindo-se brevemente as suas causas. Ao final, apresenta-se a teoria 

da solidificação, que busca representar o efeito do envelhecimento utilizando-se 

conceitos baseados nos fenômenos físicos e químicos no concreto. 

O capítulo 4 traz as principais contribuições deste trabalho. Desenvolve-se 

por etapas o modelo numérico da fluência com envelhecimento e a este adiciona-se 

um mecanismo de dano a partir de elementos de interface coesiva. São apresentadas 

as soluções analíticas para o modelo viscoelástico adotado considerando um teste 

de fluência e o esquema de integração desenvolvido. Desse modo, apresenta-se a 

formulação dos elementos de interface coesiva e discute-se a implementação 

computacional do modelo viscoelástico com dano. 

No capítulo 5, realiza-se a validação das implementações desenvolvidas neste 

trabalho a partir da análise local do ponto material e da análise global de problemas 

estruturais. Discutem-se as dificuldades da calibração do modelo e propõe-se a 

aplicação de uma metodologia que facilita o processo a partir da diminuição do 
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número de parâmetros a serem calibrados simultaneamente. Por conseguinte, 

compara-se o modelo proposto na dissertação com um ensaio de fluência na flexão 

de vigas de concreto presente na literatura. Para tal, utilizam-se duas abordagens 

para a determinação dos parâmetros: a primeira a partir de ensaios uniaxiais de 

concretos semelhantes e a segunda a partir da combinação de técnicas de análise 

inversa. Por fim, apresentam-se e discutem-se os resultados obtidos. 

 No Capítulo 6, expõem-se as conclusões desta dissertação e as sugestões para 

trabalhos futuros. 

O Apêndice A, apresenta o tratamento dos dados utilizados na calibração de 

parâmetros da função de envelhecimento.  

O apêndice B, expõem-se as informações do processo de calibração de 

parâmetros combinada com métodos de análise inversa. 
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2 
Fundamentos da viscoelasticidade linear 

 Alguns materiais apresentam influência da taxa de carregamento em sua 

resposta mecânica, de tal forma que, se alcançam maiores deformações quando as 

tensões crescem de forma mais lenta. Esses materiais apresentam uma taxa de 

deformação dependente da tensão e são conhecidos como materiais viscoelásticos. 

Metais em elevadas temperaturas, concreto e plásticos apresentam esse 

comportamento, que pode se dar de maneira linear ou não linear com a tensão 

aplicada.  

Nesse capítulo serão abordados os principais conceitos e fundamentos da 

viscoelasticidade linear clássica. Visa-se apresentar os principais conceitos e 

relações essenciais para o desenvolvimento dos próximos capítulos. 

2.1. 
Caracterização da Fluência 

Os materiais viscoelásticos apresentam dois fenômenos básicos: a fluência e 

a relaxação. O primeiro consiste no aumento gradual das deformações ao longo do 

tempo quando se impõe uma tensão constante. O segundo é caracterizado pela 

diminuição das tensões ao longo do tempo quando o se impõe uma deformação 

constante. A fluência e a relaxação são diretamente conectados e possuem uma 

origem comum: o comportamento viscoso da microestrutura do material.  

Modelos constitutivos que consideram tais fenômenos são importantes para 

evitar consequências indesejadas, como por exemplo, grandes deslocamentos a 

longo prazo nas estruturas (BAŽANT; YU; LI, 2012). Uma abordagem possível 

baseia-se na dependência entre o valor atual de tensão (ou deformação) e toda a 

história anterior de deformação (ou tensão). 

A viscoelasticidade linear clássica baseia-se no princípio da superposição de 

Boltzmann, que define como resposta a uma combinação de carregamentos a 

superposição de efeitos (MARKOVITZ, 1977). Isso significa que a relação entre o 
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histórico de tensões e o histórico de deformações é definida por um operador linear. 

No Quadro 2.1 esse princípio é enunciado. 

Quadro 2.1 – Princípio da Superposição de Boltzmann 

Fonte: (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018, p. 10, tradução nossa) 1 

 

É importante salientar que o princípio da superposição não é uma lei física da 

natureza e sua aplicação é válida como uma aproximação em determinadas 

condições. No caso do concreto, que é foco deste trabalho, esse princípio é uma 

hipótese realista se as tensões permanecerem na faixa de serviço. No caso da 

fluência básica (fluência de um corpo de prova selado) com tensões na faixa de 

serviço, a hipótese de linearidade está de acordo com os resultados experimentais 

(NEVILLE, A M, 1960; NEVILLE, AM., 2012).  

A partir desse princípio, a relação uniaxial entre tensão-deformação em um 

material viscoelástico pode ser caracterizada por uma única função. Há duas 

abordagens equivalentes: uma se baseia na função de fluência (compliance 

function) ( ),J t t  e a outra na função de relaxação (relaxation function) ( ),R t t . 

 

Considerando um teste de fluência em que um corpo sem tensões iniciais é 

submetido a uma tensão constante ̂  no instante t , tem-se o histórico de tensão  

 ( ) ( )ˆt H t t  = −  (2.1) 

 

 

 
1 If, for a given material, stress history ( )a t  corresponds to strain history ( )a t  and stress history 

( )b t  corresponds to strain history ( )b t  then, for arbitrary real constants ac  and bc , 

( ) ( ) ( )a a b bt c t c t  = +  corresponds to ( ) ( ) ( )a a b bt c t c t  = +  (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018, p. 

10). 

( ) ( )

( ) ( )

Se, para um dado material,

o histórico de tensão  corresponder ao histórico de deformação 

e o histórico de tensão  corresponder ao histórico de deformação 

então,

para constantes reais arbitr

a a

b b

t t

t t

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

árias  e ,

 corresponde a 

a b

a a b b a a b b

c c

t c t c t t c t c t     = + = +
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onde ( )H t  é a função degrau unitário definida por: 

 ( )
0,  se 0

1,  se 0

t
H t

t


= 


 (2.2) 

Conceitualmente, o valor de ( )H t  em 0t =  não é definido, mas algumas 

abordagens assumem como 0,5 por ser a média dos valores extremos. Neste 

trabalho, entretanto, adota-se o mesmo critério utilizado por Bažant e Jirásek 

(2018), em que admite-se ( )0 1H =  por maior conveniência. 

O material viscoelástico não apresenta deformação antes do instante de 

carregamento t . Em t  há uma deformação instantânea e após t  há o acréscimo 

de deformações. Seguindo o princípio da superposição, o histórico de deformações 

correspondente assume a forma 

 ( ) ( )ˆ ,t J t t  =  (2.3) 

Em (2.3) a função de fluência ( ),J t t  é a razão entre o histórico de 

deformação ( )t  e a tensão constante ̂ . Seu valor pode ser interpretado como a 

deformação no tempo t causada por uma tensão unitária atuando a partir do tempo 

t . Para valores de t t , J é igual a zero. No caso de um material elástico, por 

exemplo, a função de fluência assume a forma 

 ( ) ( )
1

,J t t H t t
E

 = −  (2.4) 

onde E é o módulo de elasticidade do material. 

 

De maneira análoga, no teste de relaxação aplica-se uma deformação 

constante ̂  no instante t , obtendo-se 

 ( ) ( )ˆt H t t  = −  (2.5) 

A tensão para esse caso é nula até a aplicação da carga em t . No instante t  

tem-se uma tensão instantânea, que diminui o seu valor com o passar do tempo t. O 

histórico de tensão é dado por 
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 ( ) ( )ˆ ,t R t t  =  (2.6) 

A função de relaxação ( ),R t t  em (2.6) é a razão entre o histórico de tensão 

( )t  e a deformação constante ̂ . Seu valor pode ser interpretado como a tensão 

no tempo t causada por uma deformação unitária a partir do tempo t . Para valores 

de t t , R é igual a zero. No caso de um material elástico, por exemplo, a função 

de fluência assume a forma  

 ( ) ( ),R t t E H t t = −   (2.7) 

onde E é o módulo de elasticidade do material. 

As funções de relaxação e fluência assumem uma função na viscoelasticidade 

semelhante àquele assumido pelo módulo da elasticidade e seu inverso na 

elasticidade linear. 

Outro fenômeno observado no comportamento de materiais viscoelásticos é 

o envelhecimento (aging), que é caracterizado pela mudança das propriedades 

mecânicas aparentes do material ao longo do tempo. Dessa forma, em um material 

com envelhecimento, as respostas obtidas variam conforme a mudança dos 

instantes t e t  avaliados. Já um material sem envelhecimento, a resposta depende 

apenas da duração do carregamento t t− e a função de fluência pode ser escrita 

como 

 ( ) ( )0,J t t J t t = −  (2.8) 

onde 
0J  é a função de fluência dependente apenas do tempo de carregamento. 

O mesmo ocorre com a função de relaxação, que assume a forma 

 ( ) ( )0,R t t R t t = −  (2.9) 

onde 0R  é a função de relaxação dependente apenas do tempo de carregamento. 

O concreto é um material que apresenta envelhecimento, uma vez que as 

reações químicas em sua microestrutura alteram suas propriedades viscoelásticas 

ao longo do tempo. Concretos com idade suficientemente elevada apresentam 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721391/CA



28 
 

pouca variação em suas propriedades, mas de modo geral, um modelo adequado 

para concreto deve considerar os efeitos de envelhecimento. 

O princípio da superposição pode ser aplicado no estudo de materiais com 

envelhecimento se forem considerados os valores atuais de tensão e deformação. O 

concreto apresenta um comportamento viscoelástico linear até cerca de 40 a 50% 

de sua resistência à compressão (NEVILLE, A M, 1960; NEVILLE, AM., 2012). 

A Figura 2.1 apresenta as isócronas de fluência do concreto, que ilustram transição 

da fluência linear para a não linear. 

 

Figura 2.1 – Isócronas de fluência para o concreto (BAŽANT, 1988) 

Para a construção de uma curva isócrona de fluência são realizados ensaios 

de mesma duração com vários níveis de carregamento. A não linearidade da 

fluência do concreto é causada pelo aumento da microfissuração do concreto ao 

longo do tempo. 

2.2. 
Modelos reológicos viscoelásticos 

As funções de fluência e relaxação podem ser aproximadas por expressões 

analíticas obtidas com modelos reológicos. Esses tipos de modelos representam 

esquemas idealizados dos processos que ocorrem na microestrutura do material e 

são compostos pela combinação de elementos discretos de dois tipos básicos: a 

mola e o amortecedor (FLÜGGE, 1975). A Figura 2.2 apresenta um esquema desses 

elementos básicos. 
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Figura 2.2 – Elementos básicos dos modelos reológicos: (a) a mola e (b) o amortecedor 

O elemento de mola apresenta um comportamento elástico linear. A aplicação 

de um carregamento causa uma deformação que pode ser totalmente recuperada, 

sendo, portanto, uma deformação reversível. Nesse processo, o material elástico 

linear conserva sua energia interna e a relação entre a tensão 
e  e a deformação 

e  independe do tempo de carregamento, seguindo a Lei de Hooke 

 e eE =  (2.10) 

onde E é o módulo de elasticidade. 

No caso do amortecedor, admite-se que ele seja composto por um pistão 

dentro de um cilindro com o fundo perfurado, permitindo assim a passagem de ar. 

Considera-se que entre pistão e a parede do cilindro há um lubrificante bastante 

viscoso, sendo necessária a aplicação de uma carga para existir um deslocamento 

relativo entre as partes. A velocidade com a qual o pistão se move é maior com o 

aumento da carga e, considerando o lubrificante como fluido newtoniano, o 

comportamento viscoso é governado por uma relação proporcional entre a tensão 

v  e a taxa de deformação 
v : 

 v v =  (2.11) 

onde o fator de proporcionalidade   é a viscosidade. 

A combinação desses dois elementos básicos pode ser feita para gerar 

modelos compostos. Os modelos mais simples e consagrados na literatura são o de 

Maxwell e o de Kelvin, que consistem no arranjo de uma mola e um amortecedor 

em série e em paralelo, respectivamente. 

 
e

 E 
e

  
v

 
v

 
e  

v

 (a)  (b)
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2.2.1. 
Modelo de Maxwell 

O modelo de Maxwell é composto por um arranjo em série de uma mola e um 

amortecedor, como se pode observar na Figura 2.3. 

 

Figura 2.3 – Mola e amortecedor em série: Modelo de Maxwell 

A tensão total   aplicada no conjunto é a mesma nos dois elementos básicos 

e a deformação total   sofrida pelo conjunto é a soma da deformação individual de 

cada elemento. 

 v e  = =  (2.12) 

 e v  = +  (2.13) 

Derivando as expressões (2.10) e (2.13) é possível combiná-las com (2.11) 

para obter a relação tensão deformação em um elemento de Maxwell. 

 ( )
( ) ( )t t

t
E

 



= +  (2.14) 

Considerando um teste de fluência com o carregamento aplicado em 0t = , 

(2.1) assume a forma 

 ( ) ( )ˆt H t =  (2.15) 

Para valores de 0t  , a função ( )H t  torna-se unitária e a relação diferencial 

em (2.14) transforma-se em uma equação diferencial de primeira ordem: 

 ( )
ˆ

t





=  (2.16) 

 

 

 

 E  
   

 
e  

v
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Integrando (2.16) obtém-se 

 ( ) 0

ˆ
t t


 


= +  (2.17) 

onde 
0  é a constante de integração. 

Para determinar 
0 , uma condição inicial se faz necessária. Em 0t = , no 

instante de aplicação da tensão ̂ , o amortecedor apresenta deformação 
v 0 = , 

sendo a deformação total   resultado apenas da deformação instantânea 
e  da 

mola. Dessa forma, ( ) ˆ0 E =  e a expressão (2.17) pode ser reescrita na forma: 

 ( )
ˆ ˆ

t t
E

 



= +  (2.18) 

A fim de obter a expressão para a função de fluência, divide-se (2.18) pela 

tensão constante aplicada ̂ :  

 ( )
( )

0

1

ˆ

t t
J t

E



 
= = +  (2.19) 

Por conveniência, define-se o parâmetro E = , conhecido como tempo de 

relaxação, e reescreve-se a função de fluência como 

 ( )0

1
1

t
J t

E 

 
= + 

 
 (2.20) 

que é válida para valores de 0t  . Quando os valores de t  são negativos, a função 

de fluência deve ser nula, uma vez que não há carregamento aplicado. Sendo assim, 

a expressão completa da função de fluência pode ser apresentada como 

 ( ) ( )0

1
1

t
J t H t

E 

 
= + 

 
 (2.21) 

É importante observar que a função de fluência (2.21) pode ser interpretada 

como a soma das funções de flexibilidade da mola, ( ) ( )1 E H t , e do amortecedor, 

( ) ( )t H t . Para unidades acopladas em série a deformação total é a soma das 
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deformações parciais e, consequentemente, a função de fluência total é a soma das 

funções de fluência parciais. 

No caso de um teste de relaxação, considera-se uma deformação constante ̂  

aplicada no instante 0t = . O histórico de deformação é dado por 

 ( ) ( )ˆt H t =  (2.22) 

Substituindo (2.22) na relação (2.14) e admitindo-se 0t   obtém-se 

 
( ) ( )

0
t t

E

 


+ =  (2.23) 

Como no caso anterior, utilizando o tempo de relaxação  , tem-se 

 ( ) ( ) 0t t + =  (2.24) 

que é uma equação diferencial homogênea de primeira ordem com solução igual a 

 ( ) e tt C  −=  (2.25) 

onde C é a constante de integração que pode ser determinada pela condição inicial 

( ) ˆ0 E = , obtida considerando a resposta do modelo depois da aplicação 

deformação imposta subitamente. Substituindo ˆC E= , obtém-se 

 ( ) ˆe tt E   −=  (2.26) 

Dividindo a expressão (2.26) pela deformação imposta ̂  obtém-se a função 

de relaxação 

 ( ) ( )0 e tR t E H t−=  (2.27) 

Na Figura 2.4, apresenta-se o teste padrão para o modelo de Maxwell. Ele é 

capaz de apresentar de forma esquemática o comportamento esperado para esse 

arranjo, uma vez que é composto por uma etapa de fluência para 
10 t t   seguido 

uma etapa de relaxação a partir de 1t .  
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Figura 2.4 – Teste padrão para o modelo de Maxwell (FLÜGGE, 1975) 

A linha tracejada na Figura 3.4 representa a resposta que o modelo de 

Maxwell apresentaria, caso a etapa de fluência fosse continuada além de 
1t . Esse 

modelo também é conhecido como fluido de Maxwell, já que ele apresenta a 

propriedade típica de um fluido: a capacidade de se deformar indefinidamente sob 

tensão constante. 

2.2.2. 
Modelo de Kelvin 

O modelo de Kelvin, também conhecido como modelo de Kelvin-Voight, é 

composto por um elemento de mola e um elemento de amortecedor acoplados em 

paralelo, conforme a Figura 2.5. 

 

Figura 2.5 – Modelo de Kelvin 

As duas unidades em paralelo transmitem a mesma deformação e a tensão 

total é obtida pela soma das tensões em cada elemento. Dessa forma, tem-se 

 e v  = =  (2.28) 

 e v  = +  (2.29) 

Obtém-se a relação entre tensão-deformação do conjunto substituindo (2.10) 

e (2.11) na equação (2.29): 

 E
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 ( ) ( ) ( )t E t t  = +  (2.30) 

Em um ensaio de fluência, com histórico de tensão conforme (2.15) e valores 

de 0t  , obtém-se a partir de (2.30) a equação diferencial 

 ( ) ( ) ˆE t t  + =  (2.31) 

Considerando a condição inicial ( )0 =  , obtém-se como solução particular 

 ( ) ( )
ˆ

1 e tt
E


 −= −  (2.32) 

onde E =  é conhecido nesse contexto como tempo de retardo. De forma 

análoga ao procedimento realizado para a cadeia de Maxwell, obtém-se a função de 

fluência para o modelo de Kelvin, que é dada por 

 ( ) ( ) ( )0

1
1 e tJ t H t

E

−= −  (2.33) 

A função de fluência é nula para 0t =  e cresce de forma contínua até o valor 

assintótico de 1 E . Observa-se que para tempos de carregamento muito menores 

que   o comportamento é predominantemente viscoso, sendo as deformações 

elásticas negligenciáveis, e em tempos de carregamento muito maiores que  , o 

comportamento é predominantemente elástico, sendo as deformações viscosas 

negligenciáveis. Esse comportamento é o oposto do apresentado pelo modelo de 

Maxwell. 

Já em um ensaio de relaxação com histórico de deformação conforme (2.22) 

e valores de 0t   uma análise simplista pode conduzir a um resultado equivocado 

de histórico de tensão igual a ( ) ˆt E = . Esse histórico representa a resposta de 

uma mola elástica sem um amortecedor conectado a ela. A correta análise leva em 

consideração a aplicação instantânea da carga em 0t = . A derivada da função 

degrau unitário, conhecida como função delta de Dirac, ( )t , deve ser aplicada. 

Dessa forma, o histórico de tensão correspondente é dado pela expressão 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆt E H t t  = +  (2.34) 
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e a função de relaxação para o modelo de Kelvin é 

 ( ) ( ) ( )0R t EH t t= +  (2.35) 

Devido ao acoplamento em paralelo, pode-se esperar que a função de 

relaxação seja igual à soma das funções de relaxação dos elementos individuais, o 

que de fato ocorre. As funções de relaxação da mola e do amortecedor são, 

respectivamente, ( )EH t  e ( )t . A descontinuidade da função de relaxação, 

entretanto, não é notada em modelos reológicos comumente adotados para 

concreto. Nesse caso, considera-se cadeias de elementos básicos, que são arranjados 

de tal forma que um salto instantâneo na deformação seja acomodado em saltos 

finitos de tensão. 

O teste padrão para o modelo de Kelvin é apresentado na Figura 2.6. 

 

Figura 2.6 – Ensaio padrão para o modelo de Kelvin (FLÜGGE, 1975) 

As linhas tracejadas apresentam o comportamento do ensaio de fluência para 

valores de tempo além de 
1t . Nesse ensaio, como já citado, o comportamento 

assintótico conduz o valor da deformação para  . Tal comportamento é próximo 

ao de um sólido e difere no fato da deformação não assumir seu valor final de uma 

única vez, se aproximando dele de forma gradual. Por essa semelhança, o modelo 

de Kelvin também é conhecido como sólido de Kelvin.  

No teste padrão, pode-se observar que o modelo de Kelvin é incapaz de 

representar qualquer deformação elástica instantânea e não apresenta relaxação 

gradual da tensão quando submetido a deformação constante. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721391/CA



36 
 

2.2.3. 
Cadeia de Kelvin 

O acoplamento de modelos reológicos em série corresponde à soma das 

funções de fluência dos modelos individuais. Conectar em série diversos modelos 

de Kelvin (chamados de unidades de Kelvin) constrói a cadeia de Kelvin. Cada 

unidade da cadeia descreve o processo de fluência em torno de um intervalo de 

tempo, que geralmente apresenta ordem de grandeza próxima ao seu tempo de 

retardo. Combinar unidades com diferentes tempos de retardo pode ampliar a 

concordância entre a cadeia reológica e a função de fluência de um material real. A 

consideração de uma unidade composta apenas por uma mola permite que a cadeia 

de Kelvin possa representar deformações instantâneas e a função de relaxação se 

torne regular. 

O esquema geral para uma cadeia de Kelvin é apresentado na Figura 2.7. 

 

Figura 2.7 – Cadeia de Kelvin 

A cadeia consiste em uma mola elástica caracterizada pela rigidez 
0E  e M 

unidades de Kelvin caracterizadas pela rigidez iE  e viscosidade i , em que 

1,2, ... ,i M= . Ao invés de viscosidades, pode-se utilizar os tempos de retardo 

i i iE =  como parâmetros primários. A função de fluência para a cadeia de 

Kelvin é facilmente obtida como a soma das funções de fluência das unidades 

individuais: 

 ( ) ( ) ( )0

10

1 1
1 e i

M
t

i i

J t H t
E E

−

=

 
= + − 
 

  (2.36) 

Na literatura matemática, uma série infinita na forma ( )
1

e jt

jj
f t a

 −

=
=  é 

conhecida como série de Dirichlet ou série de Prony. A expressão entre colchetes 

em (2.36) é um caso especial da série finita de Dirichlet. 

   

 
1E  

2E  
ME

 
0E

 
1  

2  
M

 
0  

1  
2  

M
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Recomenda-se que os tempos de retardo estejam em uma progressão 

geométrica com razão igual a 10 e satisfaçam as condições 
1 min3t   e 

max0,5 ,M t   

onde 
mint  e 

maxt  são, respectivamente, o menor e o maior tempo de carregamento de 

interesse (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018). Dessa forma uma cadeia de Kelvin com M 

unidades de Kelvin pode aproximar a função de fluência real em M ordens de 

magnitude no espaço de duração de carregamentos t t− .  

2.2.4. 
Cadeia de Maxwell 

De forma análoga, pode-se construir a cadeia de Maxwell, composta por 

diversas unidades de Maxwell acopladas em paralelo, conforme a Figura 3.8. 

 

Figura 2.8 – Cadeia de Maxwell 

Nesse caso, a função de relaxação total é obtida pela soma das funções de 

relaxação das unidades individuais. Dessa forma, a função de relaxação da cadeia é 

dada por 

 ( ) ( )0

1

e i

M
t

i

i

R t E H t
−

=

 
=  
 
  (2.37) 

onde iE  e i , com 1,2, ... ,i M= , são as rigidezes e os tempos de relaxação das M 

unidades individuais. A expressão entre parêntesis no lado direito de (2.37) é 

novamente um caso especial de série de Dirichlet. 

Se todos os tempos de relaxação são finitos, a função de relaxação tende à 

zero quando t se aproxima de infinito. Para se obter um limite positivo, pode-se, 

como no caso da cadeia de Kelvin, adotar um termo correspondente a uma mola 

sem um amortecedor. Do ponto de vista prático, é suficiente garantir que os tempos 

de relaxação cubram um intervalo suficientemente amplo, com o tempo de 

relaxação excedendo o tempo de interesse. 

 
1E

 
2E

 
1

 
2

 
ME  

M
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Para cadeias sem envelhecimento, é possível provar que toda cadeia de 

Maxwell é exatamente equivalente à uma cadeia de Kelvin conjugada e vice-versa. 

Como as propriedades do concreto costumam ser determinadas por testes de 

fluência, a função de fluência é considerada como característica primária e as 

cadeias de Kelvin são muito mais usadas nos modelos de concreto que as cadeias 

de Maxwell. Por essa razão, no presente trabalho são apresentados os dois tipos de 

modelo, mas somente as cadeias de Kelvin são utilizadas para a representação do 

concreto. 

2.2.5. 
Modelos com envelhecimento 

Com exceção de concretos com muita idade ou casos de carregamento de 

curta duração, o efeito do envelhecimento tem grande importância e precisa ser 

considerado em aplicações práticas. Para representar os efeitos de envelhecimento, 

é necessário usar uma forma generalizada das cadeias reológicas, considerando a 

variação das propriedades de cada unidade ao longo do tempo. Por isso, as 

propriedades E  e   não devem ser consideradas constantes neste caso. 

A relação tensão-deformação para o amortecedor apresentada em (2.11), 

mantém a sua forma original, exceto pela viscosidade, que se torna dependente do 

tempo atual t. Dessa forma, (2.11) é reescrita na forma  

 ( ) ( ) ( )v vt t t  =  (2.38) 

A generalização da lei elástica em (2.10) é mais complicada. Considerar a sua 

forma original, substituindo simplesmente E por uma função do tempo levaria a 

conclusões equivocadas. Uma deformação constante imposta à mola, por exemplo, 

teria como resultado uma tensão que aumenta com a evolução do tempo. Esse 

comportamento, entretanto, é inadmissível e viola as leis fundamentais da 

termodinâmica. A correta abordagem considera que o aumento de rigidez tem efeito 

apenas nos incrementos de tensão e deformação, sem causar modificações nos seus 

valores acumulados. Sendo assim, (2.10) deve ser reescrita em sua forma 

incremental: 

 ( ) ( ) ( )e et E t t =  (2.39) 
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Cadeia de Maxwell 

No caso do modelo de Maxwell, a relação tensão-deformação (2.14) 

permanece com a mesma forma, sendo suficiente considerar E  e   como funções 

do tempo: 

 ( )
( )

( )

( )

( )

t t
t

E t t

 



= +  (2.40) 

Com a finalidade de obter a função de relaxação para a composição da cadeia 

de Maxwell, é necessário solucionar a equação (2.40) com ( ) 0t =  e ( )t  

considerada como desconhecida. Para um desenvolvimento genérico de ( )t  e 

( )t , essa equação diferencial tem coeficientes variáveis e pode ser solucionada 

por separação de variáveis. No caso especial em que a relação ( ) ( )t E t =  

permanece constante, obtém-se a função de relaxação para o elemento de Maxwell 

com envelhecimento em uma forma semelhante a (2.27): 

 ( ) ( ) ( ) ( ), e
t t

R t t E t H t t
− −  = −  (2.41) 

Para uma cadeia de Maxwell, tem-se 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

, e i

M
t t

i

i

R t t E t H t t
− −

=

 
  = − 

 
  (2.42) 

que representa uma forma generalizada da série de Dirichlet. 

 

Cadeia de Kelvin 

No modelo de Kelvin, a manipulação das equações (2.29), (2.38) e (2.39)

(2.39) conduz à relação tensão-deformação expressa por 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d

t E t t t t
dt

   = +     (2.43) 

que é uma equação de segunda ordem e pode ser reescrita como 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t D t t t t   = +  (2.44) 
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onde define-se por conveniência ( ) ( ) ( )D t E t t= + . 

Com objetivo de encontrar a função de fluência, considera-se ( ) 0t =  na 

equação (2.44). No caso em que a relação ( ) ( )D t t  permanece constante, 

assumem-se as condições iniciais ( ) 0t  =  e ( ) ( )ˆt D t   =    , obtendo assim 

 ( )
( )

( )
( )

1 e
,

t t

J t t H t t
D t

− −
−

 = −


 (2.45) 

Para a cadeia de Kelvin com envelhecimento, obtém-se 

 ( )
( )

( )

( )
( )

10

1 1 e
,

it tM

i i

J t t H t t
E t D t

− −

=

 −
 = + − 

  
  (2.46) 

2.2.6. 
Modelos com solidificação 

Cadeia de Kelvin 

A solução para o modelo de Kelvin com envelhecimento apresentada em 

(2.45) é obtida a partir da hipótese que a razão ( ) ( )D t t  permanece constante. 

Entretanto, não há justificativas físicas para que isso aconteça, uma vez que a 

relação ( ) ( ) ( )E t t t  = −  deve ser satisfeita, com   constante. Por outro lado, 

a hipótese adotada no modelo de Maxwell com envelhecimento de que a rigidez da 

mola cresce proporcionalmente à viscosidade do amortecedor, ( ) ( )t E t , pode ser 

encarado como mais natural. O conceito de solidificação pode justificar essa 

relação. 

Na teoria da solidificação, as mudanças das propriedades aparentes são 

devido à solidificação de um constituinte sem envelhecimento, causada pelas 

reações de hidratação no concreto. Considera-se ( )v t  uma função que descreve o 

crescimento relativo do volume sólido do material. Dessa forma, o módulo de 

elasticidade e a viscosidade são ambas proporcionais a ( )v t , permanecendo a razão 

entre eles constante. 
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A evolução das propriedades do modelo de Kelvin pode ser descrita por 

( ) ( ) ( )E t E v t


=  e ( ) ( ) ( )t v t 


= , onde ( ) ( )
E v

 
 e ( ) ( )v

 
 representam os valores 

finais do módulo de elasticidade e da viscosidade ao final do processo da 

solidificação. Substituindo essas expressões em (2.43) considerando ( ) 0t =  por 

se tratar de um ensaio de fluência, obtém-se para o modelo de Kelvin a relação 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
d

E v t t v t t
dt

  
  + =

 
 (2.47) 

Substituindo 
( ) ( ) ( )v t t 


 pela tensão transmitida pelo amortecedor ( )v t  e 

( ) ( )E 
 

 pelo respectivo tempo de retardo  , reescreve-se (2.47) na forma 

 
( )

( )v

v 0
t

t





+ =  (2.48) 

que com a condição inicial ( )v
ˆt  =  possui a solução particular 

 ( ) ( )
v

ˆe
t t

t


 
− −

=  (2.49) 

O histórico de deformação correspondente pode ser obtido com a integração 

da taxa de deformação ( ) ( ) ( ) ( )( )v vt t E v t    


= = , considerando a condição 

inicial ( ) 0t  = . Como a função ( )v t  nesse contexto é uma função arbitrária, a 

integração não pode ser realizada analiticamente, mas pode-se escrever 

formalmente seu resultado como 

 ( )
( )

( ) ( )

( )

( )
v ˆ e

tt s t

t t

s
t ds ds

s v sE

 


 

− −



 

= =



 
 (2.50) 

e a função de fluência pode ser expressa pela sua taxa de variação em relação ao 

tempo t: 

 ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

e e
, ,

t t t t

J t t t t
t E v t

 

 

 − − − −


 = =   (2.51) 
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A função de fluência para uma cadeia de Kelvin com envelhecimento é obtida 

com a soma das funções de fluência dos elementos individuais. Assume-se que 

essas unidades possuem diferentes tempos de retardo i  e diferentes módulos de 

elasticidade finais 
( )
iE


, mas seus valores são governados por uma única função 

( )v t que caracteriza o processo de solidificação. A taxa de variação para da função 

de fluência para a cadeia de Kelvin é  

 ( )
( )

( )

( )
1

1 e
, ,

it tM

i i i

J t t t t
v t E





− −


=

 =   (2.52) 

Considerando ( ) 1v t =  para todo t t  a equação (2.52) se reduz para a taxa 

de variação da função de fluência para uma cadeia de Kelvin sem envelhecimento 

com tempos de retardo   e módulos de elasticidade finais 
( )

E


. Integrando a 

expressão (2.52) obtém-se a função de fluência descrita por 

 ( )
( )

( )

( )0

1
, ,

t

t

s t
J t t ds t t

E t v s


 −
 = + 







 (2.53) 

onde  

 ( )
( )

( ) ( )
1

1 e it tM

i i

t t H t t
E

− −


=

−
  − = −  (2.54) 

é interpretada como a função de fluência de uma cadeia de Kelvin sem 

envelhecimento. O termo ( ) ( ) ( )0 0E t E v t
 =  é o módulo elástico no instante t , que 

surge como resultado da integração. De forma geral, o termo ( )01 E t  corresponde 

à flexibilidade da mola isolada na cadeia de Kelvin com envelhecimento.  

 

Cadeia de Maxwell 

Para o elemento de Maxwell, a expressão (2.42) foi obtida com a hipótese que 

a relação ( ) ( )t E t =  permanece constante, que está de acordo com a teoria da 

solidificação. Substituindo simplesmente ( )iE t  em (2.42) por 
( ) ( )iE v t
  , é possível 
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escrever a função relaxação para uma cadeia de Maxwell com envelhecimento 

como 

 ( ) ( ) ( ),R t t v t t t  = −  (2.55) 

onde  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

e i

M
t t

i

i

t t E H t t



 − −

=

 
 − = − 

 
  (2.56) 

é a função de relaxação de uma cadeia de Maxwell sem envelhecimento. 

2.3. 
Relação integro-diferencial da tensão-deformação 

Sendo conhecida a função de fluência do material, é possível obter a 

deformação causada por um histórico arbitrário de tensão com auxílio do princípio 

da superposição, enunciado no Quadro 3.1.  

Considerando inicialmente um teste de fluência em que a tensão aumenta 

instantaneamente de zero para 
1  no instante 

1t , permanecendo constante até 
2t , 

quando a tensão sofre um salto para 
2  e permanece constante novamente. O 

histórico de tensão para esse ensaio pode ser representado por 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2t H t t H t t  =  − + −  (2.57) 

onde 
1 1  =  e 

2 2 1   = −  são o primeiro e o segundo incrementos de tensão, 

respectivamente. Conforme o estudo desenvolvido nos capítulos anteriores, o 

primeiro incremento de tensão ( )1 1H t t −  tem como resposta o histórico de 

deformação ( )1 1,J t t . Da mesma forma, o segundo incremento de tensão

( )2 2H t t −  induz o incremento de deformação ( )2 2,J t t . Aplicando o 

princípio da superposição, (2.57) tem como histórico de deformação 

correspondente 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ,t J t t J t t  =  +  (2.58) 
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O mesmo raciocínio pode ser estendido para uma série de carregamentos. 

Dessa forma, o histórico de tensão definido por 

 ( ) ( )
1

n

k k

k

t H t t 
=

=  −  (2.59) 

conduz para o histórico de deformação 

 ( ) ( )
1

,
n

k k

k

t J t t 
=

=   (2.60) 

As expressões (2.59) e (2.60) correspondem ao caso em que n carregamentos 

discretos são aplicados de forma instantânea nos tempos 
kt , permanecendo 

constantes até o tempo 
1kt +
. Diminuindo o comprimento dos intervalos entre os 

saltos de tensão, no limite de ( )1k kt t+ −  tendendo a zero, o somatório em (2.60) se 

transforma em uma integral: 

 ( ) ( ) ( )
0

,
t

t J t t d t  =   (2.61) 

onde os tempos 
kt  são substituídos pela variável de integração t  que percorre o 

histórico do instante zero até o tempo corrente t. Bažant e Jirásek (2018) chamam 

atenção que essa equação não somente deriva do princípio da correspondência, mas 

também é uma outra forma de enunciá-lo. Usando a superposição, pode-se 

generalizar ainda mais (2.61) para o caso de tensão e deformação multiaxial.   

A interpretação do lado direito da equação (2.61) como uma integral de 

Stieltjes permite abranger históricos mais genéricos de tensão, compostos por 

funções contínuas com saltos finitos de tensão. Em termos da integral clássica de 

Riemann, a equação (2.61) pode ser reescrita como 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

0
1

2

, ,

, ,
k

k n

n t

k k

k

n t t

t t
k

t J t t J t t t dt

J t t t dt J t t t dt

  

 

−

−

+ +
−

=

=

  =  +

     + +

 

 

 (2.62) 

onde kt , com 1,2, ...k n= , são os instantes entre zero o tempo atual t em que 

ocorrem os saltos de tensão k . Nos intervalos entre dois saltos, a tensão é 
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assumida como uma função diferenciável no tempo, sendo ( )d t   substituído por 

( )t dt   , em que  é a derivada da tensão em relação ao tempo, ou seja a taxa de 

tensão. 

Para o caso frequente no qual o concreto se encontra sem carregamento até o 

instante t  em que uma tensão 
1  é aplicada de forma instantânea (com um salto) 

e mais tarde ( )t  permanece contínua e diferenciável, (2.62) se reduz a 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, ,
t

t
t J t t J t t t dt  

+
   = +   (2.63) 

Em alguns tipos de aplicações, a taxa de deformação é preferível por ser mais 

prático o seu uso. Derivando (2.61) em relação ao tempo t com o uso da regra de 

Leibniz para diferenciação de integrais, obtém-se 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
t

t J t t t J t t d t   = +   (2.64) 

onde ( ),J t t  é a flexibilidade instantânea na idade t e a taxa da função de fluência 

é dada por ( ) ( ), ,J t t J t t t =   . Cabe observar também que ( ) ( )1 ,J t t E t=  é o 

módulo de elasticidade instantâneo do material na idade t. 

O caso com uma tensão 
1  aplicada de forma instantânea é obtida realizando 

o mesmo processo com (2.63): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1, , ,
t

t
t J t t J t t t J t t t dt   

+
  = + +   (2.65) 

O raciocínio desenvolvido para a função de fluência pode ser aplicado de 

forma análoga na função de relaxação. Sendo ela conhecida, é possível obter a 

tensão associada a um histórico de deformação arbitrário. De forma equivalente a 

(2.61), utiliza-se o princípio da superposição e obtém-se 

 ( ) ( ) ( )
0

,
t

t R t t d t  =   (2.66) 

que da mesma forma que (2.61), representa o princípio da superposição. 

Para um histórico de deformação com uma única descontinuidade no instante 

1t  análogo ao caso abordado em (2.63), o histórico de deformação assume a forma 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1, ,
t

t
t R t t R t t t dt  

+
  = +   (2.67) 

Observando as equações (2.63) e (2.67) é possível observar que as funções de 

fluência e de relaxação não são independentes. Conhecendo-se a função de fluência, 

é possível obter a função de relaxação assumindo um ensaio de relaxação com 

( ) ( )1
ˆ ,t R t t =  e ( ) ( )1

ˆt H t t = −  na equação (2.63). Adotando ( )1 1
ˆ ,R t t = , 

obtém-se para todo 
1t t : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1, , , , 1
t

t
J t t R t t J t t R t t dt

+
  + =  (2.68) 

onde a função desconhecida ( )1,R t t  depende apenas de t e R  é a derivada da 

função de relaxação em relação à primeira variável. 

A taxa de tensão análoga à (2.65) é dada por 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1, , ,
t

t
t R t t R t t t R t t t dt   

+
  = + +   (2.69) 

onde ( ) ( ),R t t E t=  é o módulo de elasticidade instantâneo na idade t e 

( ) ( ), ,R t t R t t t =   . É necessário ressaltar que apesar da flexibilidade 

instantânea ( ),J t t  ser o inverso da rigidez instantânea ( ),R t t , de forma geral o 

valor da função de fluência não é igual ao inverso da função de relaxação. 

2.4. 
Operador integro-diferencial 

A representação da relação tensão-deformação a partir de operadores integro-

diferenciais é uma abordagem poderosa, geral e elegante (BAŽANT; JIRÁSEK, 

2018). Os operadores são capazes de atribuir a cada função definida em um domínio 

adequado uma outra função como sua imagem. No caso da viscoelasticidade, 

definem-se o operador de fluência J  que mapeia o histórico de tensão no histórico 

de deformação correspondente, e o operador de relaxação R  que mapeia o 

histórico de deformação no histórico de tensão correspondente. Dessa forma, é 

possível representar de maneira mais compacta e mais geral as relações (2.61), 

(2.62) e (2.63) como 
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 ( ) ( ) t t = J  (2.70) 

onde as chaves enfatizam que J  é um operador aplicado sobre toda a função ( )t  

e não apenas uma função do valor de   em um instante t. De forma análoga, as 

equações (2.66) e (2.67) podem ser reescritas na forma 

 ( ) ( ) t t = R  (2.71)  

Os operadores de fluência e relaxação são mutualmente inversos, sendo as 

seguintes relações válidas:  

 1 1,   − −
J = R R = J  (2.72)  

Devido a essa propriedade, a composição dos dois operadores produz o 

operador identidade I, que mapeia uma função arbitrária nela mesma. Essa relação 

é útil quando equações envolvendo os operadores J  e R precisam ser resolvidas. 

Outra propriedade importante é a linearidade desses operadores, expressa 

formalmente pelas expressões 

 ( ) ( )  ( )  ( ) 1 1 2 2 1 1 2 2c t c t c t c t   + = +J J J  (2.73)

 ( ) ( )  ( )  ( ) 1 1 2 2 1 1 2 2c t c t c t c t   + = +R R R  (2.74) 

que são válidas para todos os números reais 
1c  e 

2c  e todas as funções 
1 , 

2 , 
1  

e 
2 . Observe que as equações (2.73) e (2.74) são outra forma de escrever o 

princípio da superposição, apresentado no Quadro 2.1. Por fim, é importante notar 

que os operadores de fluência e de relaxação mapeiam a função degrau unitário para 

as funções de fluência e de relaxação, respectivamente: 

 ( )  ( ),H t t J t t − =J  (2.75)

 ( )  ( ),H t t R t t − =R  (2.76) 

A relação inversa pode ser representada como 

 ( ) ( )  ( ) H t t J t t R t t  − = − = −R J  (2.77) 
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É importante notar que os operadores J  e R  apresentados consideram apenas 

a deformação mecânica (induzida pelas tensões). Para se considerar as deformações 

provenientes de mudanças de temperatura e umidade, adota-se a decomposição 

aditiva das parcelas de deformação mecânica ( ) tJ , de retração 
sh  e térmica 

T , conforme as expressões a seguir. 

 ( ) ( )  ( ) ( )sh Tt t t t   = + +J  (2.78)

 ( ) ( ) ( ) ( ) sh Tt t t t   = − −R  (2.79) 

2.5. 
Princípio da correspondência 

De forma geral, existem três conjuntos de equações a serem satisfeitas no 

estudo das estruturas: as condições de equilíbrio, as relações cinemáticas e as 

equações constitutivas. Como as diferenças entre análises elásticas e viscoelásticas 

residem nas relações constitutivas, o princípio da correspondência enuncia que: a 

solução de uma estrutura viscoelástica pode ser obtida a partir da solução elástica 

do mesmo problema, substituindo as constantes elásticas pelos operadores 

viscoelásticos correspondentes (CREUS, 1986). 

Flügge (1975) apresenta o princípio da correspondência de maneira mais 

simples a partir de casos particulares. Para um teste de fluência em uma viga 

viscoelástica, ele afima que as tensões são as mesmas que em uma viga elástica 

idêntica sob o mesmo carregamento, enquanto as deformações e deslocamentos 

dependem do tempo e suas expressões derivam do problema elástico, substituindo 

E por 1/J(t). Já em um teste de relaxação em uma viga viscoelástica, ele afirma que 

os deslocamentos e as deformações são os mesmos que em uma viga elástica 

correspondente, enquanto as tensões dependem do tempo e podem ser obtidas pelas 

tensões elásticas multiplicadas por R(t)/E. 

Para exemplificar a aplicação do princípio da correspondência, apresenta-se 

o caso de uma viga em balanço com comprimento L e uma carga pontual P em sua 

extremidade livre, conforme a Figura 2.9. 
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Figura 2.9 – Viga em balanço com carga P na extremidade livre 

No caso elástico, tem-se os deslocamentos verticais w na direção do 

carregamento dados pela expressão 

 ( )
2

3
6

Px
w L x

EI
= − −  (2.80) 

onde x é a coordenada no eixo longitudinal da viga, E é o módulo de elasticidade e 

I o momento de inércia transversal. O valor de wmax é obtido na extremidade da 

viga, em que x = L. 

No caso das tensões normais na seção transversal da viga, tem-se 

 
( )P L x

y
I


−

=  (2.81) 

onde y é a ordenada vertical medida a partir da linha neutra da seção. 

Pelo princípio da correspondência é possível obter a resposta da viga 

viscoelástica correspondente a partir de (2.80) e (2.81). Observa-se que na 

expressão da tensão   não existe nenhuma constante elástica, e dessa forma, a 

equação (2.81) é a mesma para o caso viscoelástico. Já no caso dos deslocamentos 

w, é necessário fazer a substituição de 1 E  pelo operador J . Dessa forma, a 

expressão (2.80) é reescrita na forma 

 ( )
2

3
6

Px
w L x

I
= − −

J
 (2.82) 

E para ( )P P t= , tem-se 

 
( ) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0
3 3 , '

6 6

tP t x x
w L x L x J t t P t dt

I I
= − − = − − 

J
 (2.83) 
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No caso particular de um teste de fluência em que ( ) ( )ˆP t P H t t= − tem-se 

 
( )

( )
2,

3
6

J t t Px
w L x

I


= − −  (2.84) 

Observa-se que a equação (2.84) é um caso particular da equação (2.84) e 

coincide com a definição apresentada por Flügge (1975). Para considerar outros 

tipos de estrutura, o mesmo raciocínio deve ser aplicado. Em caso de estruturas 

sujeitas a torção, por exemplo, a constante G deve ser substituída por operadores de 

fluência e relaxação cisalhantes. 

2.6. 
Estado multiaxial de tensão 

A lei generalizada de Hooke descreve os materiais isotrópicos lineares a partir 

de duas constantes elásticas independentes, como por exemplo o módulo de 

elasticidade E e o coeficiente de Poisson   ou o módulo volumétrico K e o módulo 

cisalhante G. A extensão para a viscoelasticidade a partir do princípio da 

correspondência conduz à conclusão que se deve usar também duas funções 

independentes. Para o caso particular de um teste de fluência, por exemplo, é 

necessário a função de fluência volumétrica ( ),KJ t t  e a função de fluência 

cisalhante ( ),GJ t t . Ainda que na nanoescala o mecanismo da fluência ocorra pelo 

deslizamento, na macroescala há alterações volumétricas e desviadora, o que é uma 

consequência da porosidade. Devido à falta de dados de ensaios tridimensionais 

para o concreto, em aplicações práticas assume-se que todas as funções de fluência 

podem ser obtidas escalando-se de forma apropriada a função de fluência uniaxial 

( ),J t t . Considera-se, portanto, que o coeficiente de Poisson não é afetado pela 

fluência e pode ser considerado como constante. A partir dessa suposição, uma 

generalização da relação tensão-deformação em (2.61) pode ser escrita na forma 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
t t

t J t t d t J t t d t 
   = = ε C σ C σ  (2.85) 
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onde 

 
( )

( )

( )

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 0 0 0 2 1 0

0 0 0 0 0 2 1



 

 

 







− − 
 
− −
 
 − −

=  
+ 

 +
 

+  

C  (2.86) 

é a matriz de flexibilidade elástica adimensional correspondente ao valor unitário 

do módulo de elasticidade, ε  é o vetor 6 1  com as componentes de deformação, e 

σ  é o vetor 6 1 com as componentes de tensão. 

Com um raciocínio análogo, a relação tensão-deformação em (2.66) pode ser 

escrita na forma 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
t t

t R t t d t R t t d t 
   = = σ D ε D ε  (2.87) 

onde 

 
( )( )

1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 01

0 0 0 0,5 0 01 1 2

0 0 0 0 0,5 0

0 0 0 0 0 0,5

 

  

  

  

 





−

− 
 

−
 
 −

= =  
−+ −  

 −
 

− 

D C  (2.88) 

é a matriz de rigidez elástica adimensional correspondente ao valor unitário do 

módulo de elasticidade. As versões bidimensionais da relação tensão-deformação 

válidas para o estado plano de tensão ou estado plano de deformação podem ser 

obtidas pela alteração apropriada das matrizes  e  D C . 
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3 
Fluência do concreto 

 

3.1. 
Propriedades e causas 

 

A fluência do concreto possui características particulares, diferindo-se dos 

outros materiais em sua origem e em seu comportamento. No concreto, as 

deformações viscosas acontecem para tensões muito abaixo de sua resistência e 

normalmente possuem pouco efeito na segurança contra o colapso (BAŽANT; 

JIRÁSEK, 2018). Entretanto, sabe-se que elas têm um papel importante nas 

condições de serviço e durabilidade das estruturas, podendo ter um impacto 

econômico importante nas construções (HARANKI, 2009). 

Duas componentes de deformação dependentes do tempo do concreto podem 

ser identificadas:  

1. as deformações higrotérmicas, que são independentes da tensão   e à 

temperatura constante representa a deformação de retração sh  (negativa); e  

2. as deformações mecânicas adicionais que ocorrem de maneira retardada e são 

causadas pela tensão, chamadas de forma geral de fluência. 

A deformação de cisalhamento dependente do tempo é puramente devido à 

fluência, porque a expansão térmica e a retração são volumétricas e não produzem 

deformações de cisalhamento. 

Para níveis de tensões de serviço (até 40% da resistência) e teor de umidade 

constante, a fluência depende linearmente das tensões aplicadas (NEVILLE, A M, 

1960; NEVILLE, AM., 2012) e a teoria da viscoelasticidade pode ser utilizada. Em 

caso de secagem ou altos níveis de tensão, a fluência do concreto é não linear, mas 

o termo viscoplasticidade, usado para fluência não linear de metais em altas 

temperaturas é inapropriado, pois o concreto não apresenta plasticidade (exceto sob 
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tensão de confinamento enormes). A dependência não linear da fluência em relação 

à tensão é causada essencialmente pelo fraturamento ou danos por microfissuração. 

Quando exposta à atmosfera, uma amostra de concreto apresenta retração, 

como mostra a Figura 3.1a. A deformação por retração sh  cresce com o tempo t e 

se aproxima de um limite finito com diminuição gradual da taxa, conforme a Figura 

3.2a. 

 

Figura 3.1 – (a) Deformação por retração, (b) deformação mecânica (elástica + fluência) 

 causada pela tensão e (c) recuperação depois do descarregamento 

 

Figura 3.2 – Curvas de retração, fluência e recuperação depois do descarregamento (BAŽANT; 

JIRÁSEK, 2018) 

Na maioria dos concretos, a maior parte da retração representa a retração por 

secagem, que é causada principalmente pela difusão da água a partir dos poros. No 

caso de amostras imersas em água, ocorre o inchaço, representado por uma 

deformação sh  positiva, que normalmente apresenta uma magnitude bem menor 

 

recuperação 
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que a retração, e por isso é geralmente desprezível. O inchaço é causado 

principalmente pela incorporação de água adicional na estrutura do concreto. 

Uma parte da retração, chamada de retração autógena, é causada pela 

mudança de volume causadas pelas reações químicas de hidratação do cimento em 

condições seladas. Essa é a única parcela de retração presente em amostras seladas. 

No caso de concretos com resistência normal e relação água-cimento acima de 0,55, 

ela representa uma parcela muito pequena da retração e usualmente é desprezada. 

Concretos modernos com alta resistência e relação água-cimento abaixo de 0,4 e 

diversos aditivos, a retração autógena é comparável à magnitude da deformação por 

secagem e deve ser levada em conta. 

Sob tensão, uma amostra de concreto apresenta a uma deformação adicional, 

conforme Figura 3.1b, conhecida como deformação mecânica ( )t  sendo 

composta por duas parcelas: 

1. a deformação elástica (ou instantânea), e e 

2. a deformação de fluência, c . 

Se uma tensão   é subitamente imposta em uma amostra de concreto na idade 

1t , a deformação elástica é ( )e 1E t = , onde ( )1E t  é o módulo de elasticidade 

na idade 1t . Mantida a tensão constante, a deformação de fluência cresce 

gradualmente com uma taxa decrescente, conforme mostra a Figura 3.2c.  

O descarregamento do concreto em uma idade 2t  resulta em uma recuperação 

de deformação instantânea correspondente ao módulo de elasticidade ( )2E t  na 

idade 2t , seguida de uma recuperação parcial ao longo do tempo da deformação de 

fluência em uma taxa que decresce gradualmente. 

A fluência que ocorre em um teor de umidade constante do concreto é 

chamada fluência básica. Ela é causada pela quebra e reconstituição das ligações 

na microestrutura coloidal do gel de silicato de cálcio hidratado (C-S-H). 

Em caso um corpo de prova não selado, uma parcela adicional de deformação 

ocorre, sendo conhecida como fluência por secagem. Essa deformação se 

desenvolve no tempo de forma semelhante à retração e também possui uma 

dependência da geometria da seção. A fluência por secagem possui causas físicas 

complexas, como por exemplo, o aumento da taxa de quebra das ligações químicas 
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(BAŽANT et al., 1997) e a distribuição não uniforme da umidade dos poros que 

causam a formação de microfissuras (BAŽANT; ASCE; WU, 1974). 

 Uma propriedade notável da fluência do concreto é o envelhecimento, que 

faz com que a resistência, bem como o módulo de elasticidade E aumente com o 

tempo t. Isso faz com que a recuperação elástica seja menor que a deformação 

elástica inicial e que amostras de concreto carregadas em idades elevadas 

apresentem muito menos deformação de fluência que amostras carregadas em 

idades jovens. 

Uma causa importante, mas não única, do envelhecimento é o processo de 

hidratação. Os produtos da hidratação, principalmente o gel de silicato de cálcio 

hidratado, preenchem gradualmente os poros da pasta endurecida de cimento; dessa 

forma, o volume total e o tamanho médio dos poros diminuem, o que gradualmente 

endurece e fortalece a microestrutura. Além disso, um gradual relaxamento das 

microtensões autoequilibradas na nanoescala da estrutura do gel de cimento 

(BAŽANT et al., 1997). 

3.2. 
Fluência na tração 

Segundo Bažant e Jirásek (2018) , o comportamento da fluência na tração e 

na compressão são iguais. Afirmar o contrário significaria dizer que há uma 

mudança brusca de inclinação na isócrona do concreto (Figura 2.1) quando as 

tensões passam de compressão para tração. Entretanto isso não é observado em 

ensaios experimentais (Figura 3.3). Na realidade, dentro do intervalo de 

aplicabilidade dos modelos constitutivos lineares, não pode haver diferenças entre 

a tensão e compressão. 
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Figura 3.3 – Isócrona real (linha cheia) e fictícia (linha tracejada) (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018) 

Existe, entretanto, uma clara diferença na transição da fluência linear para não 

linear causada por tensões elevadas. Na compressão uniaxial, essa transição ocorre 

em torno de 40 a 50%, da resistência, porém no caso de tração uniaxial, ela pode 

ocorrer para proporções muito menores (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018). 

A não linearidade da fluência é causada pelo dano do material e em caso de 

tensões de tração, principalmente pelo dano de microfissuração. Esse fenômeno é 

propriamente representado quando se usa um modelo de dano triaxial geral, ou um 

modelo de fraturamento para calcular a deformação adicional não linear, que deve 

ser adicionada à deformação de fluência calculada linearmente (BAŽANT; 

JIRÁSEK, 2018). 

3.3. 
Teoria da solidificação 

O fenômeno do envelhecimento causa não somente a atenuação da taxa de 

fluência do concreto com a duração do carregamento, mas também a diminui com 

a idade de carregamento. Por isso, a consideração desse fenômeno complica a 

modelagem matemática da fluência (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018). A teoria da 

solidificação baseia-se na mudança física da matriz cimentícia causada pelas 

reações químicas de hidratação, que contribuem de forma importante no 

envelhecimento. 

 Durante as reações químicas de hidratação, os grãos de cimento anidro são 

gradualmente dissolvidos na água dos poros. Nesse processo, eles se recombinam 
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como gel de silicato de cálcio hidratado (C-S-H), que exibe viscoelasticidade, e 

outros produtos sólidos, como por exemplo o hidróxido de cálcio, que exibe 

comportamento elástico. O C-S-H recém-formado é depositado nas superfícies dos 

poros na pasta de cimento solidificada. O volume dos produtos provenientes da 

hidratação aumenta em prejuízo dos volumes de água e cimento anidro. 

Bažant e Prasannan (1989a) afirmam que não é possível formular 

termodinamicamente um sistema descrito somente por propriedades que variam no 

tempo. A sua formulação é possível somente se o sistema for decomposto em 

componentes sem dependência do tempo cujas concentrações variam no tempo. 

Dessa forma, o a propriedade de envelhecimento na fluência é atribuída ao 

crescimento do volume de cimento solidificado, que é tratado como uma substância 

com propriedades invariantes no tempo. Essa é a ideia central da teoria da 

solidificação proposta por Bažant (1977) e desenvolvida em detalhe por Bažant e 

Prasannan (1989a, b).  

O volume do cimento solidificado até o instante t  é representado pela função 

de envelhecimento ( )v t . Essa função pode ser normalizada, de tal forma que seu 

valor se torne igual para valores de tempo tendendo ao infinito. Uma compreensão 

mais precisa demonstra que o valor de ( )v t  é a fração de volume do gel de C-S-H 

que forma um esqueleto sólido interconectado (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018). Isso 

se deve ao fenômeno de polimerização do C-S-H que age até as idades mais 

avançadas e permite o aumento das interconectividades entre as moléculas sem 

existir o aumento considerável do volume de material solidificado (THOMAS; 

JENNINGS, 2006). 

O modelo completo da teoria da solidificação na fluência do concreto é 

apresentado na Figura 3.4. Considera-se um arranjo em série, em que a deformação 

total é decomposta em deformação elástica 
0E , viscoelástica 

v , de fluxo 

viscoso 
f  e a deformação  , que engloba os fenômenos de retração, temperatura 

e dano. A função ( )v t  atua sobre a deformação viscoelástica 
v ,  que é a parcela 

de deformação efetiva atuante no gel de cimento. No instante to volume relativo 

dv  solidifica e se prende à superfície do volume solidificado anteriormente. Todo 

o material solidificado está sujeito aos mesmos incrementos de deformação depois 
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de t . A tensão macroscópica   é a resultante das tensões na escala micro em todo 

o volume de material solidificado.  

 

Figura 3.4 – Modelo completo da teoria da solidificação (BAŽANT; PRASANNAN, 1989a) 

Neste trabalho será utilizada as formulações da teoria da solidificação para a 

parcela viscoelástica. 

3.3.1. 
Deformação viscoelástica 

O incremento de deformação viscoelástica ( )ved t   introduzido em tcausa 

no instante t  a microtensão ( ) ( )vet t d t  − , onde ( )t t −  é a função de 

relaxação sem envelhecimento do gel de C-S-H. Como a contribuição da 

microtensão na tensão macroscópica é proporcional ao volume de material 

solidificado, a relação de proporcionalidade é dada pela função ( )v t . Assim, o 

incremento de deformação ( )ved t   contribui em ( ) ( ) ( )vev t t t d t   −  na tensão 

macroscópica. Estendendo o raciocino, obtém-se a contribuição na tensão 

macroscópica em t  de todos os incrementos de deformação viscoelástica 

previamente aplicados: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ve
0

t

t v t t t d t   =  −  (3.1) 

Por conveniência, utiliza-se uma variável auxiliar ( )e t , definida pela equação 

( ) ( ) ( )vee t v t t=  e a condição inicial ( )0 0e = . Ela pode ser interpretada como um 
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tipo de deformação viscoelástica efetiva, que é totalmente recuperável após o 

descarregamento. Por outro lado, 
ve  é apenas parcialmente recuperável devido ao 

aumento de v . Substituindo ( ) ( ) ( )vede t v t d t=  na equação (3.1) obtém-se 

 ( ) ( ) ( )
0

t

t t t de t  =  −  (3.2) 

Observa-se que (3.2) tem a mesma forma da relação (2.66) para um material 

viscoelástico sem envelhecimento, sendo ( )t t −  a função de relaxação e a 

deformação substituída por e. Isso significa que a tensão   no material solidificante 

e a deformação viscoelástica efetiva e são relacionados por uma relação constitutiva 

de um constituinte sem envelhecimento. Invertendo (3.2), tem-se 

 ( ) ( ) ( )
0

t

e t t t d t =  −  (3.3) 

onde ( )t t −  é a função de fluência sem envelhecimento do gel de cimento. 

A transformação da deformação viscoelástica efetiva e em deformação real 

  é possível a partir da diferenciação de (3.3) e divisão pela função v : 

 ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ve

0

1
0

te t
t t t t d t

v t v t
    = =  +  −

    (3.4) 

Ao se comparar com a expressão genérica em (2.64) para taxa de deformação 

de um material viscoelástico com envelhecimento, pode-se identificar a 

flexibilidade instantânea 

 
( )

( )

( )ve

01

E t v t


=  (3.5) 

e a taxa de variação da função de fluência 

 ( )
( )

( )ve ,
t t

J t t
v t

 −
 =  (3.6) 
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onde ( ) ( )ve ve, ,J t t J t t t =    e o subíndice “ve” em E e J indicam que essas 

características se referem a parte viscoelástica do concreto. 

Usando a função de fluência instantânea ( ) ( ) ( ) ( )ve ve, 1 0J t t E t v t   = =   

como valor inicial e integrando (3.6) com respeito a t, obtém-se a função de fluência 

macroscópica do gel deduzida a partir da teoria da solidificação. 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )ve ve ve

0
, , ,

t
t

t
t

s t
J t t J t t J s t ds ds

v t v s


  −
   = + = +





  (3.7) 

3.3.2. 
Função de envelhecimento 

A função de envelhecimento ( )v t  deve ser capaz de representar a evolução 

das propriedades do concreto ao longo do tempo. Sua forma, entretanto, pode ser 

aproximada por diferentes expressões analíticas. O efeito da solidificação costuma 

ser definido por ( )1 v t , a fim de facilitar o uso da equação (3.7). Grasley e Lange 

(2007) apontam o uso de uma função definida pelo somatório de N funções 

exponenciais com a forma 

 
( ) 1

1
e i

N
t

i

iv t

 −

=

=  (3.8) 

onde i  e i  são constantes empíricas. Seu uso conjunto com a função de fluência 

sem envelhecimento,  , usando cadeias de Kelvin expresso na equação (2.64) 

permite a fácil determinação de soluções analíticas a partir de transformadas de 

Laplace. Apesar disso, seu uso é restrito ao intervalo de ajuste utilizado na 

determinação dos parâmetros i  e i , uma vez que a função ( )v t  tende para o 

infinito quando o t → .  

Bažant e Prasannan (1989a) sugerem uma função desenvolvida a partir de 

resultados experimentais e baseada na lei de potência dupla. Em trabalhos mais 

recentes (BAŽANT; JIRÁSEK, 2018) ela é definida por 

 
( )

01 1
1

m

v t t





 
= + 
 

 (3.9) 
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onde 0 , m  e   são constantes empíricas. 

Bažant e Jirásek (2018) afirmam que para maioria dos concretos pode-se 

adotar 0,5m =  e 0 1 =  dia. Dessa forma, a equação é simplificada para  

 
( )

0.51
1

t

v t 

−

= +  (3.10) 

A equação (3.10) tem a vantagem de ter apenas um parâmetro empírico a ser 

determinado e apresenta uma maior coerência para analises de duração longa, uma 

vez que o valor da função ( )v t converge para 1 quando o t → . Apesar disso, seu 

uso conjunto com a função de fluência   da equação (2.64) conduz para uma 

integral sem solução expedita. Isso dificulta a determinação de soluções analíticas, 

sendo necessária a aproximação da resposta por uma fórmula adequada. A Figura 

3.4 mostra o comportamento da função ( )v t dadas por Grasley e Lange (2007) e 

Bažant e Jirásek (2018) para tempo de analise curtos e longos. 

 

Figura 3.5 – Comparação das formas das funções de envelhecimento de Graslay e Lange (2007) e 

Bažant e Jirásek (2018) para o intervalo de 30 e 300 dias 
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4 
Modelo numérico de fluência com envelhecimento e dano 

 

No presente trabalho, será adotado um modelo viscoelástico para a fluência 

básica do concreto composto por cadeias de Kelvin com envelhecimento, conforme 

abordado na Seção 2.2.5. A parcela elástica, considerada como a deformação 

instantânea do material, é englobada no modelo viscoelástico com envelhecimento. 

A parcela das deformações devido ao dano é considerada com o modelo de 

elementos coesivos. A seguir, descrevem-se as principais características do modelo 

numérico adotado.  

4.1.Fluência com envelhecimento 

4.1.1. 
Solução analítica 

A relação integro-diferencial da tensão-deformação, permite conhecer a 

resposta de um material viscoelástico sujeito à um histórico de tensão ou 

deformação conhecido. A partir da taxa de deformação em (3.4), obtém-se a 

equação diferencial que governa o comportamento de um material viscoelástico 

com envelhecimento. Ao considerar um ensaio de fluência, em que uma tensão 

constante ̂  é aplicada de forma instantânea no tempo t , é possível obter a solução 

analítica para a equação diferencial. Considerando a função de fluência   de uma 

cadeia de Kelvin sem envelhecimento e a função ( )v t  definida em (3.8), obtém-se  

 ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) 1

1 10

e
ˆ, ( )

E E 1

1

i

i

j

j

t t

t
N M

j

j

ji i i

e
t t H t t

 

 
 

 

− +
−−

 
= =

  
  −

 = −   
+  

    

   (4.1) 
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onde M é o número de unidades da cadeia de Kelvin e N é o número de exponenciais 

consideradas na função ( )v t . A função de fluência com envelhecimento nesse caso 

assume a forma 

 ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) 1

1 10

e
, ( )

1

1

i

i

j

j

t t

t
M

j
N

jj i i i

e
J t t H t t

E E

 

 

 

− +
−−

 
= =

  
  −

 = −   
+  

    

   (4.2) 

Para os valores de M = 3 e N = 2, como adotado no trabalho de Grasley e 

Lange (2007), a equação (4.2) assume a forma 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

3 11 1 2 1

31 2

1

1 2 2 2

1 2

2

( ) 1( ) 1 ( ) 1

1

0 1 1 1 2 2 1 3 3 1

(( ) 1 ( ) 1

2

0 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1
, H( )

1 1 1

1 1 1 1

1 1

t tt t t t

t

tt t t t

t

e e e
J t t t t e

E E E E

e e e
e

E E E

    

 


   

 



     


   

  − +− + − +
−− −

−

   

 − + − +
−− −

−

  

  
  − − −

 = − + + +  
+ + +  

 

− − −
+ + + +

+ +

( )

( ) ( )

3 2

3

) 1

3 3 2 1

t

E

 



 

− +



 
 
 

+  
 

 (4.3) 

Cabe observar que a partir de (4.3) é possível obter a flexibilidade instantânea 

( , )J t t  do material apresentada na equação (2.64). Seu valor é obtido a partir do 

limite da função de fluência J para 't t +→ : 

 ( )
( )

( )

1 2

1 2

0

lim ,

t t

t t

e e
J t t

E

  

+

 − −

→

+
 =  (4.4) 

Alterando a função ( )v t  para a expressão definida em (3.10), conforme a 

sugestão de Bažant et al. (2018; 1989a, b), não é possível encontrar a solução para 

a equação diferencial a partir das transformadas de Laplace. Todavia, a solução 

aproximada pode ser obtida com softwares de álgebra computacional. Dessa forma, 

a expressão aproximada para o histórico de deformação correspondente é  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

10

ˆ, ( )
1

E

i

i

t

i
t t

M

i i i

i i

i

t t
e erf erf

t t e
t t H t t

t EE




 

 

 


 





−
−

  
=

  
  
   + −

 = − + +  
  

 

    
−        

  

 


 

 

  (4.5) 
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onde M é o número de unidades da cadeia de Kelvin e ( )
2

0

2
e

z
terf z dt



−=   é a 

função erro, obtida pela integração da função Gaussiana normalizada. 

A função de fluência correspondente a este último caso é, portanto, 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

10

1
, ( )

E

i

it t

M

i i i

i

t

i

i

i

r
t t e

J t

t t
e erf

t

e f

t
E

t H
t E




 

 

 







−
−

  
=

  
  
   + −

 = − + +  
  

 

    
−        

  

 


 

 

  (4.6) 

De forma análoga ao caso anterior, é possível obter a flexibilidade instantânea 

( , )J t t  do material realizando o limite da função de fluência J para 't t +→ . 

 ( ) ( )
0

lim ,
t t

t t
J t t

t E



+ →

 +
 =


 (4.7) 

4.1.2. 
Integração numérica 

A taxa de deformação para um material viscoelástico pode ser escrita de 

forma genérica pela equação (2.64). Para um material sem envelhecimento a 

integral de Stieltjes na forma clássica de Riemann assume a forma 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

0
t

t J t J t t t dt    = + −  (4.8) 

onde a primeira parcela ao lado direito da equação é a resposta elástica instantânea 

no instante t e a segunda parcela, composta pela integral, é a resposta viscoelástica 

ao longo do intervalo de tempo entre 0 e t. 

Para a avaliação do incremento de deformação no Método dos Elementos 

Finitos (MEF), é utilizada a integração numérica da expressão (4.8) em um intervalo 

de tempo 1n nt t t+ = − , onde os nt  e 1nt +  identificam instantes consecutivos. 

Nessas condições, o incremento de deformação também pode ser divido em duas 

parcelas 

 
el ve   =  +  (4.9) 
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onde 
el  é parcela de incremento de deformação elástica instantânea e 

ve é a 

parcela viscoelástica ocorrida no intervalo de tempo t . 

 

Figura 4.1 – Parcelas da integração numérica para a cadeia de Kelvin 

Para a função de fluência de uma cadeia de Kelvin sem envelhecimento, a 

parcela instantânea corresponde à resposta elástica da mola com rigidez 0E  na 

Figura 4.1. O incremento de deformação elástica instantânea para esse caso é 

 1

0

el n n

E

 
 + −

 =  (4.10) 

onde n  e 1n +  são as tensões nos instantes de tempo nt  e 1nt +  respectivamente. 

A integração da parcela viscoelástica 
ve para a cadeia de Kelvin da Figura 

4.1 é obtida por Mackenzie-Helnwein e Hanhijärvi (2003a, b). Assumindo-se a 

hipótese de variação linear da tensão durante o incremento de tempo t , a 

integração é realizada de forma semi-analítica. Dessa forma, obtém-se de maneira 

implícita a deformação viscoelástica da cadeia de Kelvin no instante 1nt + :  

 ( ) ( )1
1 , 1

1

e i

M
tve ve n n

n i n n i n i

i i i

f t f t
E E

  
   − +

+ +

=

 
= +  +  

 
  (4.11) 

onde ,

ve

i n  é a deformação viscoelástica no i-ésimo elemento da cadeia de Kelvin no 

instante nt , n  e 1n +  são, respectivamente, as tensões nos instantes de tempo nt  

e 1nt + , iE  e i , com 1,2, ... ,i M= , são as rigidezes e os tempos de retardo das M 

unidades individuais de Kelvin e as funções nf  e 1nf +  são obtidas via integração 

numérica, a saber:  

 ( ) ( )1

1
1 1 enf




−

+ = − −  (4.12) 

 ( ) ( )11 en nf f −

+= − −  (4.13) 

 
1E  

2E  
ME

 
0E

 
1  

2  
M

 el   ve
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A partir de (4.11) é possível obter o incremento deformação viscoelástica 

ve  da cadeia de Kelvin como: 

 ( ) ( ) ( )1
1 , 1

1

e 1i

M
tve ve ve ve n n

n n i n n i n i

i i i

f t f t
E E

  
     − +

+ +

=

 
 = − = − +  +  

 
  (4.14) 

Com as equações (4.9), (4.10) e (4.14) é possível escrever o incremento de 

deformação total obtido pela integração da taxa de deformação em (4.8) para uma 

cadeia de Kelvin expressa por 

 ( ) ( ) ( )1 1
, 1

10

e 1i

M
tven n n n

i n n i n i

i i i

f t f t
E E E

   
   −+ +

+

=

 −
 = + − +  +  

 
  (4.15) 

No caso de uma cadeia de Kelvin com envelhecimento, a expressão da taxa 

de deformação é dada pela relação (3.4) que pode ser reescrita como 

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )ve
0

1
0

t

t t t t t dt
v t

     =  +  −
    (4.16) 

onde a expressão entre colchetes é equivalente à taxa de deformação para um 

material sem envelhecimento apresentada em (4.8). A integração da expressão recai 

no resultado obtido em (4.15) multiplicado pelo inverso da função ( )v t  avaliada no 

instante * 2nt t t= +  (LEE, 2007). Dessa forma, o incremento de deformação para 

uma cadeia de Kelvin com envelhecimento é dado por 

( )
( ) ( ) ( )1 1

, 1*
10

1
e 1i

M
tven n n n

i n n i n i

i i i

f t f t
E E Ev t

   
   −+ +

+

=

  − 
 = + − +  +   

   
  (4.17) 

A consideração do estado multiaxial é realizada com as mesmas hipóteses 

apresentadas na seção 2.6. Realizando um processo de integração análogo para a 

taxa de deformação obtida a partir da relação constitutiva (2.85), obtém-se a 

integração numérica para o caso multiaxial. O incremento de deformação para esse 

caso é  

( )
( ) ( ) ( )1 1

, 1*
10

1
e 1i

M
tven n n n

i n n i n i

i i i

f t f t
E E Ev t



   −+ +

+

=

  − 
 = + − +  +   

   


σ σ σ σ
ε C ε C C  (4.18) 
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onde C  é a matriz de flexibilidade elástica adimensional, nσ  e 1n+σ  são as 

representações vetoriais reduzidas do tensor de tensões nos instantes nt  e 1nt + , e 

,

ve

i nε  é a representação vetorial reduzida do tensor de deformações viscoelásticas do           

i-ésimo elemento da cadeia de Kelvin no instante .nt  

Análises realizadas com o MEF em que a solução é obtida por um esquema 

incremental-iterativo necessitam do operador tangente a nível do material. Esse 

operador pode ser obtido pela relação tensão-deformação na sua forma 

infinitesimal, sendo conhecido como operador tangente contínuo. Simo et al. 

(1998; 1985) apresentam para modelos elastoplásticos o conceito de operador 

tangente consistente, obtido da relação tensão-deformação na sua forma já 

integrada, permitindo uma melhora na convergência global. Utilizando esse último 

conceito, a relação  σ ε  é obtida a partir da equação (4.18), a saber  

 ( )
( )

1

1*

10

1 M
n ive

i i

f t
v t

E E



−

+

=

 
= + 

 
D D  (4.19) 

onde D é matriz de rigidez elástica adimensional definida na seção 2.6. 

O algoritmo de solução local (em um ponto material) proposto neste trabalho 

é apresentado no  Quadro 4.1. Para uma análise realizada em Elementos Finitos, 

esse tipo de abordagem corresponde a um ponto de integração (ou ponto de Gauss). 

Neste algoritmo, adotam-se as seguintes premissas: todas as tensões e deformações 

são conhecidas no instante nt ; a deformação total 1n +  no instante 1nt +  é obtida 

como resultado de um passo no algoritmo de solução global por meio do MEF e, 

portanto, é conhecida; e assume-se a hipótese de variação linear da tensão durante 

o incremento de tempo t .  
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Quadro 4.1 – Algoritmo de integração em um ponto material 

1. Para um dado passo 1n+ , o algoritmo recebe como dados de entrada os 

tensores nσ , nε , ,

ve

n iε  convergidos no passo anterior e a previsão 1n+ε  

2. Calcula-se o incremento de deformação total 1n n+ = −ε ε ε  

3. Obtém-se o valor de 1n+σ  baseado na equação (4.18). O sistema de 

equações possui solução fechada na forma  

( )
( ) ( ) ( )1 ,

10

e 1i

ve M
tven n

n m n i n i

im i

v t f t
v t E E


 −

+

=

   
=  + − − +   

   


C σ σD
σ ε ε C  

4. Atualizam-se as tensões 1n+σ  e deformações 1n+ε  

5. Calcula-se o operador tangente consistente 
ve

D conforme (4.19) 

4.2. 
Modelagem de dano com elementos de interface coesiva 

Neste trabalho, elementos de interface coesiva são utilizados para a 

representação do dano na matriz de concreto em um contexto de Elementos Finitos. 

Essa metodologia tem origem no modelo da zona coesiva, proposto por Barenblatt 

(1962) e Dugdale (1960), e tem apresentado resultados muito satisfatórios para 

representação de fraturas em materiais como o concreto, metais, cerâmicas, 

compósitos e rochas (MEJIA; PAULLO; ROEHL, 2020). A seguir são apresentadas 

as formulações básicas para a modelagem do processo de dano utilizando elementos 

de interface coesiva. 

Seja um domínio   com contorno   e uma fratura definida pela superfície 

f , conforme a Figura 4.2. O equilíbrio desse conjunto pode ser obtido a partir do 

princípio dos trabalhos virtuais, expresso por  

 
fΩ Γ Ω Γ

:      :   :   Ω :  c exdV dS d dS   + = +   ε σ Δ T u b u T  (4.20) 

onde σ  é o tensor de tensões no elemento contínuo, cT  é a força coesiva ao longo 

da fratura, b  são as forças de corpo no domínio Ω , exT  são as forças externas no 

contorno Γ , ε  é a deformação virtual, Δ  a abertura virtual da fratura e u  o 

deslocamento virtual. 
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Figura 4.2 – Representação esquemática do domínio , o contorno , a fratura com superfície f e 

as forças de superfície Tc e Tex. (MEJIA; PAULLO; ROEHL, 2020) 

O domínio Ω  é discretizado em elementos contínuos e elementos de interface 

ao longo do caminho da fratura. O campo de deslocamentos u  sobre o domínio Ω  

é interpolado a partir do vetor de deslocamentos nodais u  com auxílio da matriz 

das funções de forma N , conforme a seguinte expressão: 

 =u Nu  (4.21) 

A separação relativa Δ  ao longo da fratura fΓ  é aproximada a partir dos 

deslocamentos nodais pelo uso da matriz global de separação-deslocamento ciB . 

 ci=Δ B u  (4.22) 

onde ciB  é dada por 

 ci =B NLR  (4.23) 

onde N é a matriz de função de forma, L  é a matriz de relaciona o vetor separação-

deslocamento local e R  é a matriz de rotação. 

Nesse contexto, o vetor das forças internas cif  de um elemento de interface é 

dado por 

 
fΓ

   T

ci ci c dS= f B T  (4.24) 

O gradiente das forças internas conduz para a matriz tangente do elemento de 

interface  
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fΓ

     Tci
ci ci c ci dS


= =
 
f

K B D B
u

 (4.25) 

onde /c c=  D T Δ  é a matriz constitutiva que relaciona as forças e os 

deslocamentos relativos na superfície de fratura. 

O modelo constitutivo pode ser definido diretamente em termos da lei de 

tensão-separação. A tensão no elemento de coesivo na zona de processo de 

fraturamento consiste na componente normal n  e cisalhante s , que são 

relacionadas a separação normal n  e cisalhante s  por meio das seguintes 

equações constitutivas. 

  
 

 

s s

n n





   
= =   

   
T D  (4.26) 

onde  0;0s nk k=D  é a matriz constitutiva tangente do elemento coesivo, sk  

é a rigidez elástica de cisalhamento e nk  é a rigidez elástica normal do elemento de 

interface. 

A relação entre tensão e deslocamento relativo assume um comportamento 

elástico linear até o ponto crítico de início do dano. O início do processo de 

amolecimento segue um critério de falha quadrático, que considera a interação das 

componentes de tensão normal e cisalhante conforme a relação 

 

22

1
ns

so no



 

  
+ =  

   
 (4.27) 

onde no  é a resistência normal, so  é a resistência ao cisalhamento e •  é o 

operador de Macaulay, definido como ( ) 2x x x= + . 

A separação efetiva no início do dano Δo  corresponde ao ponto de máxima 

tração coesiva *2 *2

o s n  = + . Aqui, *

n  e *

s  representam a tensão normal e 

cisalhante que atendem ao critério de iniciação de dano dado em (4.27). Dessa 

forma, a resistência máxima coesiva o  considera indiretamente os efeitos das 

componentes normal e cisalhante. 
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O comportamento de amolecimento ocorre na zona pós-crítica, apresentando 

progressiva degradação da rigidez do material. A Figura 4.3 apresenta o modelo de 

dano com amolecimento linear. 

 

Figura 4.3 – Modelo de dano com amolecimento linear (MEJIA; PAULLO; ROEHL, 2020) 

A área sob o a curva de tensão-separação representa a energia de fratura 

0 2f fG =  . No regime pós-crítico, a tensão coesiva ( )
T

c s n =T  pode ser 
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n n
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=   (4.28) 

onde d  é a variável de dano. 

A variável de dano para o amolecimento linear pode ser definida como  
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Δ Δ  Δ

Δ Δ  Δ

f m o
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d
−
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−

 (4.29) 

onde Δo  é a separação efetiva no início do dano,  Δ f  é a separação efetiva crítica 

para a falha do material e 
2 2Δ Δ Δm n s= +  é o deslocamento efetivo. Dessa forma, 

a matriz constitutiva no regime pós-crítico é função da variável de dano e é dada 

por 
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0 1

s

n

d K

d K

 −
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D  (4.30) 
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Outros modelos podem ser adaptados mudando a lei de evolução do dano 

dada pela equação (4.29), como por exemplo o modelo de amolecimento 

exponencial. Maiores detalhes de modelagem de dano e fraturas utilizando 

elementos de interface coesiva podem ser encontrados em trabalhos como os de 

Camanho et al. (2002), Dávila et al. (2007) e Turon et al. (2007). 

4.3. 
Implementação computacional 

Em uma análise não linear ou inelástica realizada por meio do Método dos 

Elementos Finitos, deve-se empregar uma solução de forma incremental. Neste 

caso, faz-se necessária a atualização das tensões. Mais ainda, a solução do sistema 

de equações não lineares através do Método de Newton-Raphson requer o emprego 

do tensor tangente consistente conforme apresentado na equação (4.19). O modelo 

viscoelástico em sua forma incremental apresentado no Quadro 4.1 foi 

implementado e validado. Para a realização de análises a nível local (ponto de 

Gauss) utilizou-se a plataforma MATLAB (2019). Para o uso do material no 

Método dos Elementos Finitos, foi utilizado o framework GeMA. 

4.3.1. 
O framework GeMA 

Proposto na tese de doutorado de Mendes (2016) e atualmente desenvolvido 

pelo grupo de Modelagem e Simulação Multifísica do Instituto Tecgraf/PUC-Rio, 

o framework GeMA (Geo Modelling Annalysis) é uma biblioteca na linguagem C++ 

que tem por objetivo apoiar o desenvolvimento de simuladores multifísicos. Sua 

estrutura é planejada para que os engenheiros se concentrem na programação da 

simulação física, enquanto o framework fica responsável pelo gerenciamento dos 

dados e pelas funções de apoio necessárias (TECGRAF/PUC-RIO, 2018). 

O GeMA possui três componentes básicos para a definição de uma simulação: 

os dados do modelo, o método de solução e o monitor de resultados. Os dados do 

modelo compreendem, entre outros itens, a malha, as variáveis de estado, as 

propriedades dos materiais e condições de contorno. O método de solução é 

composto pelo script de orquestração, os processos, as físicas e os resolvedores 

numéricos. O monitor de resultados é formado pelo script de configuração e os 
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processos de input e output. Todos esses dados são apresentados em um conjunto 

de arquivos na linguagem Lua e utiliza-se a técnica de orquestração para definir o 

processo da simulação, como ilustra a Figura 4.4. 

 

Figura 4.4 – Passos principais de uma simulação no GeMA (MENDES, 2016) 

O GeMA possui um módulo nativo de Elementos Finitos, que oferece suporte 

para modelos bi e tridimensionais. A discretização pode ser feita com elementos 

contínuos e de interface. Atualmente, é possível de realizar análises de diferentes 

fenômenos físicos, como mecânica, hidráulica, térmica e química. Os resolvedores 

numéricos disponíveis contam as opções de solução de problemas estáticos e 

transientes. Os resultados são gerenciados de forma flexível, podendo o usuário 

escolher um formato pré-definido ou criar o seu próprio. 

4.3.2. 
Estratégia numérica 

Para o desenvolvimento deste trabalho, realiza-se a implementação do 

modelo constitutivo no módulo de Elementos Finitos do framework GeMA. Para 

tal, utiliza-se a integração numérica do material viscoelástico com envelhecimento 

conforme apresentado na Seção 4.1.2, aproveitando-se a implementação já 

existente das demais ferramentas necessárias. 

Para a solução das análises abordadas neste trabalho, utiliza-se a física 

mecânica em regime de pequenas deformações. São utilizados os esquemas de 
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solução estático não linear e o transiente não linear com passo adaptativo de tempo 

(ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2013). Nas análises desenvolvidas, utilizam-se 

os tipos de elementos listados a seguir. 

Elementos contínuos: 

• tri3: Elemento triangular, linear com três nós. 

• quad4: Elemento quadrilátero, bilinear com quatro nós. 

• hex8: Elemento hexaédrico, linear com oito nós 

Elementos de interface: 

• int2dl4: Elemento de interface, linear com quatro nós. 

Em relação aos materiais, utiliza-se a implementação do autor para o modelo 

de fluência com os elementos contínuos e o modelo de dano coesivo existente no 

GeMA com os elementos de interface. 

Maiores detalhes sobre a implementação de um algoritmo de material 

inelástico em um programa de Elementos Finitos são apresentados por Kojic e 

Bathe (2005) e Simo e Hughes (1998). 
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5 
Aplicações e Resultados 

 

5.1. 
Validação do algoritmo de integração 

A seguir, realizam-se simulações numéricas a fim de validar a resposta do 

algoritmo de integração numérica proposto neste trabalho. São avaliados casos 

unidimensionais e tridimensionais. Para tal, utiliza-se a seguinte metodologia: 

1. Define-se um histórico de tensão; 

2. Arbitra-se as propriedades do material viscoelástico: a função ( )v t  e a 

função de fluência ( )t t − ; 

3. A partir do princípio da superposição de Boltzmann e das expressões 

analíticas apresentadas na Seção 4.1.1, calcula-se o histórico de 

deformação correspondente; 

4. Realiza-se a integração numérica com as propriedades definidas no item 2 

e os incrementos de deformação calculados a partir da resposta analítica 

do item 3; e 

5. Por fim, compara-se o histórico de tensão definido no item 1 com o obtido 

pela integração numérica. 

 

5.1.1. 
Caso uniaxial 

5.1.1.1. Teste utilizando função de envelhecimento exponencial 

Como primeiro teste para o caso uniaxial, o algoritmo de integração é baseado 

na equação (4.17). Adota-se o histórico de tensão apresentado no trabalho de 
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Grasley e Lange (2007), composto por dois carregamentos e um descarregamento, 

conforme a definição a seguir: 

 ( ) ( ) ( ) ( )100 3 100 30 200 60t H t H t H t = − + − − −  (5.1) 

onde H(x) é a função degrau unitário. As tensões são dadas em kPa e o tempo em 

dias. 

Para a função de fluência, adota-se uma cadeia de Kelvin com três unidades 

conforme a equação (2.36). Os tempos de retardo i  e os módulos de elasticidade 

iE  são apresentados na Tabela 5.1. É importante notar que esses parâmetros não 

apresentam um significado físico claro além da interpretação da cadeia de Kelvin, 

podendo assumir valores com diferentes magnitudes.  

Tabela 5.1 – Parâmetros adotados na cadeia de Kelvin 

i  i  (dia) iE  (GPa) 

0 - 43,26 

1 1 224,90 

2 10 78,63 

3 100 16,36 

 

Adota-se a função de envelhecimento com a forma (3.8) definida por  

 
( )

0.00027 0.100841
1,169e 0,729et t

v t

− −= +  (5.2) 

O histórico de deformação analítico obtido a partir da expressão (4.3) pode 

ser observado na Figura 5.1. 

 

Figura 5.1 – Primeiro teste uniaxial: histórico de deformação analítico 
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Nesta etapa, a integração numérica é realizada com incrementos de tempo t  

constantes. Para avaliar a influência do tamanho do passo, são realizados testes com 

diferentes valores de t . Bažant (1995) indica que a rigidez instantânea do material 

viscoelástico é bem aproximada para 0,1t =  dia. A Figura 5.2 apresenta o 

resultado da integração numérica para incrementos de tempo iguais a 0,01, 0,1 e 

1 dia. 

 

Figura 5.2 – Primeiro teste unidimensional: resultado da 

 integração numérica para diferentes incrementos de tempo 

Pode-se observar que o resultado da integração numérica se afasta do valor 

esperado quanto maior o incremento de tempo. Essa diferença se mostra mais 

proeminente nos instantes em que ocorrem carregamentos ou descarregamentos de 

forma instantânea. Isso se deve ao fato de que matematicamente t  deve ser nulo 

para esses casos. Quando se utiliza um incremento não nulo para a avaliação da 

resposta instantânea, erros são introduzidos. Entretanto, espera-se que esse erro se 

aproxime de zero conforme 0t → . A diferença relativa máxima 
rel,max  entre o 

resultado da integração numérica e o valor analítico esperado considerando função 

de envelhecimento exponencial é apresentada na  Tabela 5.2. 

Tabela 5.2: Diferenças relativas máximas para diferentes 

 incrementos de tempo no primeiro teste uniaxial. 

t  (dia) rel,max  (%) 

0,01 0,15 

0,1 1,48 

1 11,41 
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5.1.1.2.Teste utilizando função de envelhecimento potencial 

Como segundo teste, utiliza-se o mesmo carregamento definido em (5.1) e a 

mesma função de fluência com os parâmetros da Tabela 5.1. Adota-se, entretanto, 

a função de envelhecimento com a forma (3.10), com 0,7564 = , definida por: 

 
( )

0,51
1

0,7564

t

v t

−

= +  (5.3) 

Calcula-se histórico de deformação analítico a partir da expressão (4.6). 

Como as funções de envelhecimento definidas em (5.2) e (5.3) apresentam um 

comportamento semelhante no intervalo de interesse, a representação gráfica do 

histórico de deformação para o segundo teste é muito semelhante à apresentada na 

Figura 5.1. Realiza-se a integração para os mesmos incrementos de tempo adotados 

no teste anterior e o resultado é apresentado na Figura 5.3. 

 

  

Figura 5.3 – Segundo teste unidimensional: resultado da  

integração numérica para diferentes incrementos de tempo 

De forma análoga ao primeiro teste, calcula-se a diferença relativa máxima 

rel,max  entre o resultado da integração numérica e o valor analítico esperado. O 

resultado para a integração considerando função de envelhecimento potencial é 

apresentado na Tabela 5.3. 
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Tabela 5.3 – Diferenças relativas máximas para diferentes 

 incrementos de tempo no segundo teste uniaxial 

t  (dia) rel,max  (%) 

0.01 0,17 

0.1 1,68 

1 13,52 

 

É possível observar nesses testes que a sugestão de incremento de tempo 

0,1t =  dia apresenta por Bažant (1995) gera uma boa aproximação da resposta 

instantânea. Entretanto, 0,01t =  dia pode gerar resultados com uma diferença 

percentual máxima menor que 2%. 

5.1.2. 
Caso multiaxial 

5.1.2.1.Teste multiaxial utilizando função de envelhecimento 
exponencial 

No primeiro teste do caso multiaxial, a integração numérica é realizada 

conforme a equação (4.18). Admite-se um comportamento isotrópico e adota-se o 

coeficiente de Poisson 0,20 = . Arbitra-se o seguinte histórico de tensão 

multiaxial  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 22 33 12 23 13

T

t t t t t t t     =   σ  (5.4) 

com  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11

22

12

33 23 13

100 3 100 30 200 60

50 3 25 30 75 60

150 40 150 50

0

t H t H t H t

t H t H t H t

t H t H t

t t t







  

= − − − − + −

= − − − − + −

= − − −

= = =

 (5.5) 

onde, as tensões são dadas em kPa e o tempo em dias. 

Adota-se a função de fluência com os parâmetros apresentados na Tabela 5.1 

e a função de envelhecimento definida em (5.2). A Figura 5.4 apresenta as 

componentes não nulas do histórico de deformação ( )tε  correspondente. O seu 
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cálculo é realizado a partir da expressão (4.3) com as premissas apresentadas na 

Seção 2.6.  

 

 

Figura 5.4 – Primeiro teste multiaxial: histórico de deformação 

A integração numérica é realizada com passo constante igual a 0,01 dia e 

obtém-se a resposta apresentada na Figura 5.5. Pode ser observado a concordância 

entre os valores analíticos e os valores obtidos pela integração numérica.  

 

 

Figura 5.5 – Primeiro teste multiaxial: histórico de tensão obtido por integração numérica 
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5.1.2.2.Teste multiaxial utilizando função de envelhecimento 
potencial 

O segundo teste multiaxial é realizado de maneira semelhante ao caso 

anterior, alterando-se somente a função de envelhecimento, adotando-se a 

expressão definida em (5.3). O histórico de deformação é calculado a partir da 

expressão (4.6) com as premissas apresentadas na Seção 2.6. O resultado da 

integração com incrementos de tempo constantes e iguais a 0,01 dia são 

apresentados na Figura 5.6. Pode ser observada a concordância dos resultados 

numéricos e analíticos. 

 

Figura 5.6 – Segundo teste multiaxial: histórico de tensão obtido por integração numérica 

 

Como pode ser observado, todos os testes apresentados na Seção 5.1 exibiram 

boa concordância entre os resultados obtidos pela integração numérica e as soluções 

analíticas. Isso mostra a capacidade da integração numérica para representar de 

maneira adequada a formulação de viscoelasticidade a través de cadeias de Kelvin 

ao mesmo tempo que validam as implementações computacionais.  

5.2. 
Validação da implementação no GeMA 

O esquema de integração para o caso multiaxial é implementado no 

framework GeMA. Foram realizados todos os tratamentos necessários para a 
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análise de modelos tridimensionais, axissimétricos, em estado plano de tensão e 

estado plano de deformação. Testes de validação foram realizados para cada tipo 

de análise e a seguir são apresentados dois casos. A metodologia adotada nesses 

testes segue os seguintes passos: 

1. Define-se um histórico de tensão; 

2. Arbitra-se as propriedades do material viscoelástico: a função ( )v t  e a 

função de fluência ( )t t − ; 

3. A partir do princípio da superposição de Boltzmann (Quadro 2.1), das 

considerações para o estado multiaxial de tensão (Seção 2.6) e das 

expressões analíticas da função de fluência (Seção 4.1.1), calcula-se o 

histórico de deformação analítico correspondente; 

4. Realiza-se uma análise em Elementos Finitos com o histórico de tensão 

definido no item 1 e as propriedades do material definidas no item 2. O 

modelo é ajustado de tal forma que o comportamento de um pondo de 

Gauss seja equivalente à resposta analítica do item anterior; e 

5. Por fim, compara-se o histórico de deformação analítico obtido no item 3 

com o obtido pela análise em Elementos Finitos. 

A seguir, são apresentados os exemplos de validação para o estado plano de 

tensão e o caso tridimensional. No caso do estado plano de tensão, apresentado na 

Figura 5.7a, considera-se uma chapa quadrada com lado igual a 1,0 m. Para sua 

modelagem, considera-se uma malha com apenas um elemento “quad4” com 4 

pontos de integração. No caso tridimensional, apresentado na Figura 5.7b, 

considera-se um cubo com lado igual a 1,0 m. Na sua modelagem é considerada 

uma malha com apenas um elemento “hex8” com oito pontos de integração.  

Em ambos os casos, assumem-se as mesmas propriedades da cadeia de Kelvin 

apresentadas na Tabela 5.1 e para a função de envelhecimento, adota-se apenas 

função potencial, definida em (5.3). Para cada tipo de análise, escolhem-se os eixos 

a fim de facilitar a comparação com a resposta analítica. 
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Figura 5.7 – Modelos para validação: (a) modelo para o estado plano de tensão 

 e (b) modelo para o caso tridimensional 

O carregamento utilizado em ambos os exemplos é definido pela expressão 

 ( ) ( ) ( ) ( )100 3 100 30 200 60q t H t H t H t= − + − − −  (5.6) 

onde, o instante t  é dado em dias e o carregamento q  em kPa/m para o exemplo 

bidimensional e em kPa/m² para o exemplo tridimensional. 

Nos instantes de carregamento/descarregamento instantâneo (t = 3, 30 e 60 

dias), adota-se um incremento de tempo inicial 0 0,01t = . É empregado um 

esquema de adaptação de passo de tempo no qual dobra-se o tamanho do 

incremento adotado no passo anterior. Essa adaptação é feita para incrementos que 

atendam as condições de controle de erro, as quais são pré-definidas pelo 

solucionador transiente implementado no GeMA. A Figura 5.8 mostra comparação 

dos resultados analíticos e numéricos mostrando boa concordância entre os 

mesmos. Esse comportamento demostra a validez da implementação numérica do 

modelo viscoelástico no GeMA. 
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Figura 5.8 – Teste multiaxial: Comparação do histórico de deformação obtido com a 

implementação no GEMA e com a solução analítica. 

5.3. 
Calibração de parâmetros 

A capacidade de previsão de um modelo depende não somente da física 

representada, mas também da qualidade de sua calibração. Modelos que consideram 

diferentes fenômenos físicos costumam apresentar um elevado número de 

parâmetros. Por consequência, o processo de calibração muitas vezes apresenta 

múltiplas soluções, sendo possível obter diferentes conjuntos de parâmetros que 

realizam o ajuste de um mesmo conjunto de dados experimentais. Dessa forma, o 

processo de calibração desses tipos de modelos pode se tornar complexo e deve 

seguir um procedimento adequado. 

No caso da modelagem do comportamento viscoelástico, é possível de fazer 

uma redução de parâmetros a serem calibrados simultaneamente. Para isso, é 

realizado o desacoplamento de alguns fenômenos físicos. Abdellatef et al. (2019) 

sugerem que o processo de calibração nesses casos deve ser baseado no tipo de dado 

experimental e nos fenômenos físicos que dominam a resposta. No presente 

trabalho, considera-se o desacoplamento dos efeitos de dano, de viscoelasticidade 

e do envelhecimento do concreto. 

O modelo de dano deve ser calibrado a partir de ensaios destrutivos para 

replicar o comportamento do concreto submetido à elevados níveis de tensão e 
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deformação. Nesta primeira etapa de calibração, considera-se constante o módulo 

de elasticidade aparente ( )E t na idade do teste. Essa é uma hipótese válida desde 

que o ensaio de resistência tenha sido realizado no intervalo de minutos e os efeitos 

da viscoelasticidade com envelhecimento possam ser desprezados. No processo de 

calibração do modelo viscoelástico, os parâmetros presentes na equação (3.5) 

devem ser calibrados de maneira a produzir exatamente o mesmo valor de ( )E t  

utilizado nesta primeira etapa. 

O comportamento viscoelástico sem dano caracterizado pela função ( ),J t t  

deve ser calibrado com ensaios de fluência submetidos a carregamentos inferiores 

a 40% da carga máxima suportada no ensaio de ruptura, garantindo assim a 

linearidade da fluência do concreto. Com a teoria da solidificação, a calibração do 

comportamento viscoelástico com envelhecimento é composta por dois problemas 

separados (BAŽANT, 1995). O primeiro consiste na determinação dos parâmetros 

que descrevem a fração de volume solidificado descrito pela função de 

envelhecimento ( )v t , enquanto o segundo consiste na determinação dos 

parâmetros que caracterizam a função de fluência ( )t  definida pela cadeia de 

Kelvin. 

5.3.1. 
Calibração da função de envelhecimento 

A calibração dos parâmetros da função de envelhecimento ( )v t  é realizada 

de forma iterativa com o método dos mínimos quadrados não lineares (KEMMER; 

KELLER, 2010). Ajusta-se a curva do módulo de elasticidade instantâneo ( )0E t  

para uma cadeia de Kelvin com envelhecimento (equação (2.53)) adotando-se 

 ( ) ( ) ( )0 0E t E v t
 =  (5.7) 

onde ( )
0E


 é o valor final do módulo de elasticidade instantâneo ao final do processo 

de solidificação. 

Utiliza-se na calibração a função de Graslay e Lange (2007), conforme a 

equação (3.8), e a função de Bažant e Jirásek (2018), conforme a equação (3.10). A 

Figura 5.9 apresenta o resultado da calibração com base nos dados experimentais 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721391/CA



86 
 

de Neville (2012). Para este caso, adota-se o comportamento de concretos com 

classe normal, agregados com formato angular e relação água/cimento igual a 0,5. 

Os detalhes da determinação da curva média de evolução do módulo de elasticidade 

são apresentados no Apêndice A. 

  

 

Figura 5.9 – Resultado da calibração para os dados de Neville (2012) 

Os valores calibrados com as funções de fluência e os respectivos coeficientes 

de correlação r são apresentados na Tabela 5.4. Adota-se para esses casos em que 

se considera ( ) ( )28

0 028E E= .  

Tabela 5.4 – Calibração da função de envelhecimento para os dados de Neville (2017) 

 Bažant e Jirásek (2018) Graslay e Lange (2007) 
( ) ( )28

0 0E E


 1,247 1,232 

Parâmetros 

do modelo 
0,7564 =  

1

2

1

2

1,169

0,729

0,00027

0,10084









=

=

=

=

 

r 0,9997 0,9925 

 

O mesmo processo de calibração é realizado para os dados apresentados por 

Kocab (2017), em que se considera concretos de classe normal, com relação 

água/cimento igual a 0,43. Os resultados podem ser observados na Figura 5.10 e na 

Tabela 5.5. 
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Figura 5.10 – Resultado da calibração para os dados de Kocab (2017) 

Tabela 5.5 – Resultado da Calibração da função de envelhecimento para os dados de Kocab (2017) 

 Bažant (2018) Graslay e Lange (2007) 
( ) ( )28

0 0E E


 1,203 1,424 

Parâmetros 

do modelo 
0,9678 =  

1

2

1

2

1,257

0,297

0,00000

0,02560









=

=

=

=

 

r 0,9891 0,9895 

 

Cabe observar que as duas funções de envelhecimento são capazes de 

representar adequadamente o comportamento de ( )E t  no intervalo de tempo 

considerado nos dados experimentais. Entretanto, como observado na Seção 3.3.2, 

a função apresentada por Bažant e Jirásek (2018) apresenta uma melhor previsão 

do comportamento para valores de tempo fora do intervalo de calibração. Para 

ilustrar esse fenômeno, realiza-se novamente a calibração com os dados 

experimentais de Neville (2012), considerando apenas os três primeiros dados 

experimentais, que são medidos nos instantes t  = 3, 7 e 28 dias. Observa-se na 

Figura 5.11 que a função potencial de Bažant e Jirásek (2018) é capaz de prever 

com boa acurácia os valores experimentais para os instantes de tempo t  = 90 e 365 

dias. Já a calibração feita com a função de serie exponencial de Graslay e Lange 

(2007) mostra divergência evidente para dados fora da faixa de calibração.  

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

0 100 200 300 400 500 600 700 800

E 0
(t

)/
E 0

(2
8

)  

t' (dia) 

Kocab (2017)

v(t) Bažant (2018)

v(t) Graslay e Lange (2007)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721391/CA



88 
 

 

Figura 5.11 – Comparação do comportamento das funções de envelhecimento 

para instantes fora do intervalo de calibração  

Os valores calibrados nessa condição são apresentados na Tabela 5.6.  

Tabela 5.6 – Calibração da função de envelhecimento com os dados experimentais de  

Neville (2012) utilizando apenas os instantes de tempo t’ = 3, 7 e  28 dias. 

 Bažant (2018) Graslay e Lange (2007) 
( ) ( )28

0 0E E


 1,260 1,300 

Parâmetros 

do modelo 
0,7330 =  

1

2

1

2

1,298

0,987

0,00009

0,19232









=

=

=

=

 

r 0,9996 0,9712 

 

Comparando os resultados apresentados nas Tabelas 5.4 e 5.6 pode-se 

observar também que houve uma menor variação nos parâmetros da função de 

envelhecimento de Bažant e Jirásek (2018). Além disso, foi notado que a função do 

Graslay e Lange (2007) apresentou maior sensibilidade em relação ao conjunto de 

valores iniciais arbitrados no início do processo iterativo de calibração. Neste 

trabalho, portanto, adota-se a função ( )v t  definida pela lei de potência dupla, 

conforme sugerido por Bažant (2018).  
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5.3.2. 
Calibração da função de fluência 

A calibração da função de fluência ( )t t −  também é realizada de forma 

iterativa com o método dos mínimos quadrados não linear. Ajusta-se a função de 

fluência analítica apresentada na Seção 4.1.1, considerando fixos os parâmetros 

calibrados na etapa anterior. 

Sabe-se que a determinação de parâmetros para modelos reológicos a partir 

de dados experimentais é um problema mal condicionado, uma vez que diferentes 

tempos de retardo podem ajustar de forma quase idêntica a curva desejada 

(BAŽANT, 1995). Para superar esse problema, deve-se escolher valores fixos para 

os tempos de retardo antes do processo de calibração. Bažant e Jirásek (2018) 

recomendam que os tempos de retardo estejam em uma progressão geométrica com 

razão igual a 10 e a escolha dos tempos de retardo seja de tal forma que 
1 min3t   e 

max0,5M t  , onde 
mint  e 

maxt  são, respectivamente, o menor e o maior tempo de 

carregamento de interesse. 

A obtenção de dados experimentais é feita a partir do trabalho de Hubler, 

Wendner e Bažant (2015), que reúne de maneira compreensível em um único banco 

de dados os resultados de diversos ensaios de fluência e retração presentes na 

literatura. Todos os ensaios de fluência básica são realizados em corpos de prova 

selados, expostos a condições constantes de umidade H e temperatura T, e 

submetidos a um carregamento uniaxial de compressão menor que 40% da 

resistência à compressão 
cf . Escolhe-se os ensaios de Hilsdorf (1994, apud 

HUBLER; WENDNER; BAŽANT, 2015) identificados pelas etiquetas 

“c_099_04” e “c_099_08” para realização da calibração da função de fluência. Na 

Tabela 5.7 são apresentadas as características principais desses ensaios. 

Tabela 5.7 – Características principais dos ensaios adotados na calibração da função de fluência 

Propriedade c_099_04 c_099_08 Unidade 

cf  40,0 40,0 MPa 

a/c 0,55 0,55 - 
( )28

E  30200 30200 MPa 

T  20,0 20,0 °C 

t  28 28 dia 

H 65,0 99,0 % 
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Para o processo de calibração, utiliza-se a função de fluência ( )t t −  

definida por uma cadeia de Kelvin com três elementos. Adota-se a função ( )v t  do 

Bažant e Jirásek (2018) com os parâmetros apresentados na Tabela 5.4. O módulo 

de elasticidade ao final do processo de solidificação ( )
0E


 é determinado pela 

relação ( ) ( )28

0 0E E


 obtida na calibração da função ( )v t  e os tempos de retardo são 

fixados com valores iguais a 1 1 = , 2 10 =  e 3 100 =  dias. Determinam-se, 

portanto, os parâmetros ( )
1E


, ( )
2E


 e ( )
3E


 da função de fluência com o auxílio da 

expressão analítica apresentada em (4.6). A Figura 5.12 e a Tabela 5.8 apresentam 

o resultado da calibração com os dados do ensaio c_099_04.  

Tabela 5.8 – Resultado da calibração da função de fluência com o ensaio c_099_04 

Propriedade Valor Unidade 
( )
0E


 37665 MPa 

  0,7564 - 
( )
1E


  69205 MPa 

( )
2E


 323697 MPa 

( )
3E


 25497 MPa 

r 0.9956 - 

 

 

Figura 5.12 – Calibração da função de fluência com o ensaio c_099_04  

Realiza-se o mesmo processo com o ensaio c_099_04 e obtém-se os 

resultados apresentados na Tabela 5.10 e na Figura 5.13 

Tabela 5.9 – Resultado da calibração da função de fluência com o ensaio c_099_08 

Propriedade Valor Unidade 

20.00

30.00

40.00

50.00

60.00

70.00

80.00

90.00

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00

J 
(1

0
-6

/M
P

a)

t (dia)

Experimental

Calibrado

r = 0,9956   
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( )
0E


 37665 MPa 

  0,7564 - 
( )
1E


  148626 MPa 

( )
2E


 168615 MPa 

( )
3E


 25444 MPa 

r 0,9981 - 

 

 

Figura 5.13 – Calibração da função de fluência ensaio c_099_08  

Como pode ser observado nas Figuras 5.13 e 5.12, os parâmetros obtidos no 

processo de calibração pelo método não linear dos mínimos quadrados conseguiram 

representar de forma bastante próxima a tendência dos ensaios experimentais. Isso 

pode ser constatado com o coeficiente de correlação que em ambos os casos foi 

superior a 0.99.  Tais indicativos mostram a capacidade do modelo viscoelástico 

implementado para a boa representação do comportamento da fluência em concreto 

em ensaios unidimensionais.  

5.4. 
Fluência na flexão 

As estruturas de concreto podem estar sujeitas a diversos tipos de 

carregamento. O estado de serviço dessas estruturas é um problema que envolve 

fluência e dano. Para avaliar o modelo apresentado neste trabalho, escolhe-se 

estudar a fluência na flexão de vigas de concreto. Para tal, escolhe-se um ensaio 

experimental na literatura e desenvolve-se uma metodologia para a sua modelagem 

numérica.  
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5.4.1. 
Exemplo de aplicação 

O trabalho de Omar et al. (2009) estuda o comportamento da fluência e do 

dano em vigas de concreto sujeitas à flexão. Nele, estudam-se vigas com entalhe no 

meio do vão e realizam-se ensaios de flexão de três pontos com diferentes níveis de 

intensidade de carga. A Figura 5.12a apresenta a geometria da viga, que para o caso 

estudado no presente trabalho, apresenta os seguintes parâmetros geométricos: 

D = 100 mm , l = 300 mm, L = 350 mm e b = 100 mm. O entalhe possui 

profundidade a0 = 15 mm e espessura igual a 3 mm.  

Os ensaios de flexão foram realizados com controle da abertura da fissura 

“Crack Mouth Opening Displacement” (CMOD) e medição da flecha no ponto 

central da viga, conforme o esquema apresentado na Figura 5.14b. 

 

Figura 5.14 – (a) Geometria do modelo de viga a ensaiar (b) esquema do ensaio de flexão. (OMAR 

et al., 2009) 

O concreto utilizado na moldagem dos corpos de prova possui relação 

água/cimento igual a 0,56 e slump de 40 mm. Na referência, são realizados ensaios 

específicos para determinar a resistência a compressão fc, a resistência a tração ft e 

o módulo de elasticidade dinâmico Ed. A carga máxima Fmax suportada pela viga e 

a energia de fratura Gf foram determinadas por ensaios de flexão de três pontos 

realizados até a ruptura. A referência também indica que os ensaios foram 

realizados com taxa de carregamento constante em três amostras idênticas, 

adotando-se como resultado a média dos valores obtidos. A Tabela 5.10 apresenta 

tais propriedades, considerando a idade do concreto igual a 28 dias.  

Tabela 5.10 – Propriedades mecânicas aos 28 dias determinadas por Omar et al. (2009) 

Propriedades 
Valor médio de 

três amostras 
Unidade 

Medição 

da flecha 

Medição do 

CMOD 

(a) (b) 
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As amostras utilizadas nos ensaios descritos foram curadas por 28 dias em 

condições de umidade e temperatura constantes. A Figura 5.15 apresenta a relação 

média de carga-deslocamento no centro do vão obtida no ensaio de flexão até a 

ruptura, obtendo Fmax = 8,634 kN. 

 

Figura 5.15 – Carga-deslocamento para o ensaio de flexão até a ruptura (OMAR et al., 2009) 

Nos ensaios de fluência, os carregamentos foram aplicados no instante 

t  = 28 dias. A duração do carregamento ( )t t−  foi igual a 60 dias para todos os 

testes. Foram aplicadas cargas constantes com valores iguais a 3,108 kN, 5,180 kN 

e 6,907 kN, que correspondem respectivamente a 36, 60 e 80% da carga máxima 

Fmax do ensaio de ruptura (Figura 5.15). As amostras foram protegidas da secagem 

por uma camada dupla de papel alumínio autoadesivo e as condições de cura foram 

ajustadas para evitar a retração autógena. Dessa forma, buscava-se medir nos 

ensaios apenas a fluência básica do concreto. A Figura 5.16 apresenta os 

deslocamentos de fluência básica, que foram determinados subtraindo a 

deformação elástica instantânea do deslocamento total medido no ponto central da 

viga.  

fc 41,5 MPa 

ft 3,5 MPa 

Ed  39000 MPa 

Fmax 8,634 kN 

Gf  33,1 N/m 
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Figura 5.16 – Deslocamento de fluência básica para os carregamentos de 36, 60 e 80% de Fmax 

(Omar et al., 2009 apud SALIBA et al., 2014) 

5.4.2. 
Modelagem numérica 

Com a finalidade de representar os ensaios de fluência de Omar et al. (2009) 

desenvolve-se um modelo de Elementos Finitos em estado plano de tensão. A 

seguir, são descritas as etapas de construção do modelo. 

5.4.2.1. 
Malha de Elementos Finitos 

São consideradas duas malhas de Elementos Finitos. A primeira, possui 

apenas elementos contínuos, sendo composta por um total de 2282 nós e 4198 

elementos, sendo 3958 elementos triangulares de três nós (tri3) com um ponto de 

Gauss e 240 elementos quadrangulares de quatro nós (qua4) com quatro pontos de 

Gauss. A segunda, possui os mesmos elementos contínuos, adicionados 4418 

elementos de interface de quatro nós (int2dl4) com dois pontos de Gauss, 

totalizando 9583 nós e 8616 elementos. É importante destacar que os elementos de 

interface possuem 4 nós e, portanto, a compatibilidade com os elementos contínuos 

que os circundam é mantida. A geometria de ambas as malhas pode ser observada 

na Figura 5.17. A primeira malha é utilizada para modelar apenas o efeito da 

fluência linear, enquanto a segunda é utilizada para modelar o efeito da fluência não 

linear. 

A representação da danificação do material é realizada pelo modelo de dano 

coesivo aplicado aos elementos de interface, que são inseridos nas arestas dos 
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elementos contínuos localizados na região central da viga, destacadas de vermelho 

na Figura 5.17. Nessa região se espera a maior concentração de tensões e, 

consequentemente, a propagação das fraturas geradas pelo processo de dano. Isso 

justifica a sua escolha. 

 

Figura 5.17 – Malha de elementos finitos e região central com elementos de interface coesiva.  

5.4.2.2. 
Propriedades do material de interface coesiva 

Os parâmetros do comportamento do dano são calibrados a partir de uma 

análise estática, com controle misto de arco e energia (MEJIA; PAULLO; ROEHL, 

2020). Os elementos contínuos são considerados elásticos e suas propriedades são 

baseadas nos valores experimentais apresentados na Tabela 5.10. Adota-se o 

coeficiente de Poisson igual a ν = 0,2 e a aproximação do módulo de elasticidade 

estático Ec é realizada a partir do seu valor dinâmico Ed com a expressão 

0.83c dE E=  proposta por Lydon e Balendran (1986, apud NEVILLE, AM., 2012). 

Adotam-se as rigidezes normal e cisalhante quatro ordens acima do módulo 

de elasticidade estático (
410n s cK K E= =  ) e a resistência normal do modelo 

coesivo igual à resistência do concreto à tração ( tno f = =  3,5 MPa). Os valores da 

resistência ao cisalhamento so  e da separação efetiva crítica para a falha do 
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material Δ f  são calibrados buscando alcançar uma adequada representação da 

carga máxima Fmax e da energia de fratura Gf apresentadas na Tabela 5.10.  

Ao final do processo de calibração, são obtidos os parâmetros apresentados 

na Tabela 5.11. A curva de carga-deslocamento numérica é comparada com o 

resultado experimental na Figura 5.18, mostrando proximidade nos valores de carga 

máxima. 

Tabela 5.11 – Parâmetros adotados para o modelo de interface coesiva 

 

Figura 5.18 – Comparação entre o resultado do modelo numérico no GeMA com o resultado 

experimental obtido por Omar et al. (2009) 

O ensaio experimental apresenta carga máxima Fmáx igual a 8,634 kN quando 

o deslocamento u atinge aproximadamente 0,027 mm. O modelo numérico ajustado 

apresenta carga máxima Fmax igual a 8,478 kN quando o deslocamento u atinge 

0,039 mm. 

5.4.2.3. 
Propriedades do modelo viscoelástico com envelhecimento 

O trabalho de Omar et al. (2009) não teve como objetivo a caracterização 

unidimensional da fluência ou o estudo da evolução do módulo de elasticidade ao 

longo do tempo. Entretanto, a ausência dessas informações limita o caminho natural 

Propriedade Valor Unidade  

Kn 32370 x 104 MPa/m 

Ks 32370 x 104 MPa/m 

no  3,5 MPa 

so  5,3 MPa 

Gf 33,1 N/m 

Δ f  2.5 x 10-5 m 
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de calibração, que consiste em utilizar os ensaios de caracterização do mesmo 

material empregado no ensaio de flexão. Por essa razão, são apresentadas duas 

alternativas para a estimativa das propriedades do modelo viscoelástico com 

envelhecimento. 

Calibração com materiais semelhantes  

1. Estima-se os parâmetros da função de envelhecimento ( )v t  a partir de 

dados experimentais de concretos semelhantes. Adota-se a expressão de 

Bažant e Jirásek (2018) calibrada com os dados de Neville (2012) (Tabela 

5.4); e 

2. Fixados os parâmetros calculados no item anterior, estima-se os 

parâmetros da função de fluência ( )t t −  a partir de dados 

experimentais de concretos semelhantes. Adota-se a função de fluência 

para cadeia de Kelvin calibrada com os dados do ensaio “c_099_08” 

(Tabela 5.9). Cabe salientar que o critério para escolher materiais 

semelhantes levou em conta a semelhança na relação água cimento, o tipo 

de agregado e a resistência nominal a compressão. 

Calibração combinada com análise inversa 

1. Estima-se os parâmetros da função de envelhecimento ( )v t  a partir de 

dados experimentais de concretos semelhantes. Adota-se a expressão de 

Bažant e Jirásek (2018) calibrada com os dados de Neville (2012) (Tabela 

5.4); e 

2. Fixados os parâmetros calculados no item anterior, calibram-se os 

parâmetros da função de fluência ( )t t −  a partir de técnicas da análise 

inversa utilizando os resultados experimentais do deslocamento vertical no 

meio do vão para o nível de carga que garante a linearidade da fluência 

(F = 36% Fmax). Seguidamente, adota-se a função de fluência para cadeia 

de Kelvin calibrada com o programa de análise inversa Minerva (ABREU, 

2019). 

O programa Minerva foi desenvolvido por Abreu (2019) e tem como objetivo 

a solução de problemas de análise inversa. Sua estrutura é idealizada para o 

tratamento de problemas genéricos de otimização e conta com algoritmos 

determinísticos e meta-heurísticos. O Minerva está disponível no Portal Eras 

(LIMA et al., 2018), que é um ambiente de apoio a pesquisadores e estudantes que 
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trabalham em projetos voltados à geomecânica. O portal é desenvolvido pelo 

Instituto Tecgraf/PUC-Rio e pode ser acessado em: https://eras.tecgraf.puc-rio.br/. 

Para a calibração dos parâmetros do modelo viscoelástico do presente 

exemplo, o autor implementou a comunicação entre o framework GeMA e o 

programa Minerva. Como dados entrada, deve-se fornecer o domínio de pesquisa 

do algoritmo (definido por intervalos de valores máximos e mínimos para cada 

variável de interesse), o modelo de elementos finitos no GeMA e os dados da curva 

experimental. O Minerva executa a análise no GeMA para diversas combinações 

de parâmetros dentro do domínio de pesquisa e minimiza a raiz quadrada do erro 

quadrático médio entre o resultado numérico e experimental. Maiores detalhes 

sobre o processo de análise inversa empregado no Minerva são apresentados por 

Abreu (2019). 

Para a calibração dos parâmetros com auxílio do Minerva, utilizou-se o 

modelo de elementos finitos sem elementos de interface e a curva de fluência básica 

para o carregamento de 36% da carga máxima Fmax. Utiliza-se o método de 

algoritmo genético com 100 indivíduos na população por geração, adota-se a 

tolerância empregada no critério de parada igual a 
61 10−  e número máximo de 

gerações igual a 50. O domínio de pesquisa utilizado e a resposta do algoritmo são 

apresentadas na Tabela 5.12. Os principais gráficos que descrevem o 

comportamento geral da análise do Minerva são apresentados no Apêndice B. 

Tabela 5.12 – Parâmetros adotados para o modelo de interface coesiva 

A determinação do domínio de pesquisa baseou-se na experiência obtida com 

a calibração uniaxial realizada na Seção 5.3, aliada com a execução do algoritmo 

diversas vezes. 

Propriedade 
Limite 

inf. 

Limite 

sup. 

Valor 

calibrado 
Unidade 

( )
1E


 1000 500000 76853 MPa 

( )
2E


 1000 500000 225514 MPa 

( )
3E


 1000 500000 65180 MPa 
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5.4.3. 
Resultados da fluência na flexão 

Após a determinação do conjunto de parâmetros, comparam-se os resultados 

experimentais de Omar et al. (2009) com os resultados do modelo de elementos 

finitos sem elementos de interface para representação da fluência linear (GeMA FL) 

e da fluência com elementos de interface para representação do efeito não linear do 

dano (GeMA FNL). 

A Tabela 5.13 apresenta os valores adotados e calibrados considerando a 

abordagem de calibração com materiais semelhantes.  

Tabela 5.13 – Parâmetros adotados com a abordagem de calibração com materiais semelhantes 

A Figura 5.19a apresenta a comparação da fluência básica (deslocamento no 

meio do vão) experimental e os resultados numéricos obtidos com a malha de 

elementos contínuos viscoelásticos. A Figura 5.19b apresenta uma comparação 

semelhante, mas com os resultados numéricos obtidos com a malha composta por 

com elementos contínuos e elementos de interface coesiva. 

Fase da 

calibração 
Propriedade Valor adotado 

Unidade  

Calibração do 

Dano coesivo 

Kn  32370 x 104 MPa/m 

Ks  32370 x 104 MPa/m 

no  3,5 MPa 

so  5,3 MPa 

Δ f  2,5 x 10-5 m 

Calibração do 

Envelhecimento 

  0,7564 - 
( )
0E


 37665 MPa 

Calibração da 

Cadeia de Kelvin 

( )
1E


 164050 MPa 

( )
2E


  130744 MPa 

( )
3E


  26795 MPa 

1  1 dia 

2  10 dia 

3   100 dia 
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Figura 5.19 – Comparação da fluência básica do deslocamento no meio do vão Calibração com 

materiais semelhantes: (a) fluência linear (FL) e (b) fluência não linear (FNL) 

As análises numéricas realizadas apenas com o modelo de fluência linear e 

calibração com material semelhante, Figura 5.19a, foram capazes de aproximar a 

tendência de comportamento da curva experimental de 36%. Entretanto, para 

maiores valores de carregamento, observa-se a diferença entre as respostas 

experimental e numérica, a qual acentua-se com o aumento da intensidade da carga. 

Pode ser observado que os deslocamentos experimentais para o caso de 

F = 80% Fmax superam os valores de deslocamento obtidos com o modelo numérico 

em todo o intervalo de tempo de análise, evidenciando a existência de deformações 

adicionais vindas do processo de dano durante a fluência, não consideradas no 

modelo de fluência linear.  

Por outro lado, os modelos com elementos de interface coesiva apresentados 

na Figura 5.19b são capazes de representar a tendência da fluência básica com 

aproximação semelhante para os três casos de carregamento. Pode-se verificar, 

portanto, que a consideração do dano tem grande importância no estudo da fluência 

na flexão especialmente para níveis de carga elevados. Adicionalmente, pode ser 

destacado que a calibração de parâmetros de fluência através de dados 

experimentais de materiais com propriedades semelhantes pode representar uma 

alternativa para ter uma estimativa do comportamento de fluência quando não se 

tem ensaios unidimensionais apropriados para a caracterização de tais parâmetros. 
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A seguir, a Tabela 5.14 apresenta os valores dos parâmetros obtidos 

considerando a abordagem de calibração combinada com análise inversa.  

Tabela 5.14 – Parâmetros obtidos com a abordagem de calibração combinada com análise inversa 

A comparação da fluência do deslocamento no meio do vão para o conjunto 

de dados da tabela 5.14 com os resultados experimentais é apresentada na Figura 

5.20. 

 

 

Figura 5.20 – Comparação da fluência básica do deslocamento no meio do vão. Calibração com 

materiais semelhantes e análise inversa: (a) fluência linear (FL) e (b) fluência não linear (FNL) 

Fase da 

calibração 
Propriedade Valor adotado 

Unidade  

Calibração do 

Dano coesivo 

Kn  32370 x 104 MPa/m 

Ks  32370 x 104 MPa/m 

no  3,5 MPa 

so  5,3 MPa 

Δ f  2,5 x 10-5 m 

Calibração do 

Envelhecimento 

  0,7564 - 
( )
0E


 43232 MPa 

Calibração da 

Cadeia de Kelvin 

( )
1E


 76853 MPa 

( )
2E


  225514 MPa 

( )
3E


  65180 MPa 

1  1 dia 

2  10 dia 

3   100 dia 
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Observa-se na Figura 5.20 que a calibração combinada com análise inversa 

aproxima com muita acurácia o comportamento da curva experimental de 36% da 

carga máxima tanto no modelo com elementos contínuos, quanto no modelo com 

elementos contínuos e de interface. Esse resultado é esperado, uma vez que o estudo 

de análise inversa utilizou os dados da curva experimental de 36% da carga máxima 

e para esse nível de carregamento, não são esperados efeitos não lineares 

significativos. 

 Para os níveis de carregamento de 60% e 80% da carga máxima (Figura 

5.20a), entretanto, há uma evidente diferença entre os resultados do modelo de 

fluência linear (sem elementos de interface) e as curvas experimentais.  Da mesma 

forma que no exemplo anterior (Figura 5.19), fica clara a existência de deformações 

adicionais não consideradas no modelo de fluência linear vindas da continuação do 

processo de dano devido á fluência (efeito não linear). Por outro lado, os resultados 

dos modelos de fluência e dano (com elementos de interface) presentes na Figura 

5.20b são capazes de representar o comportamento das três curvas experimentais 

com acurácia adequada. Isso evidencia que a combinação do modelo de fluência 

linear com os elementos de interface coesiva representa coerentemente o 

comportamento não linear de vigas de concreto submetidas a cargas elevadas e 

fluência. 

Um fato importante a se notar é que a evolução do dano ocorre não somente 

no instante de aplicação da carga, mas continua com o acréscimo das deformações 

devido à fluência. Como pode ser observado na Figura 5.21, a região fraturada 

aumenta com o incremento do tempo. 
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Figura 5.21 – Configuração deformada da viga com elementos de interface ao final da aplicação da 

carga e depois de 60 dias. Deslocamentos ampliados em 200 vezes. 

A evolução da região danificada devido à fluência pode ser vista de forma 

mais clara na Figura 5.22, a qual apresenta a evolução da fratura e do dano ao longo 

do ensaio de fluência para a carga de 80% da carga máxima. Nesse caso, os 

deslocamentos estão ampliados em 250 vezes.  

Observa-se na Figura 5.22 que o desenvolvimento da fratura do modelo 

numérico pode apresentar bifurcações em sua ponta. Isso se deve ao fato de que o 

arranjo dos elementos da malha utilizada pode favorecer determinados caminhos. 

Quando há uma bifurcação, dois caminhos são concorrentes no equilíbrio do 

sistema e geralmente um deles é privilegiado ao longo da análise, dependendo do 

tamanho do passo, nível de carga e outros parâmetros envolvidos. No entanto, os 

diferentes modelos apresentam comportamento global e trajetórias de fratura muito 

semelhantes. 

 

(t-t’) = 0,001 dia 

(t-t’) = 60 dias 
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Figura 5.22 – Calibração combinada com análise inversa: Evolução da fratura ao 

longo do ensaio de fluência para o carregamento de 80% da carga máxima 
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6 
Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros 

 

6.1. 
Conclusões 

Este trabalho abordou o comportamento viscoelástico com envelhecimento 

do concreto, a implementação de um modelo constitutivo para simular esse 

comportamento, e seu uso combinado com elementos de interface coesiva para a 

representação da fluência básica não linear do concreto. Exploraram-se através do 

Método dos Elementos Finitos, os conceitos relacionados com a implementação, 

validação e calibração do modelo. A partir dos conceitos básicos e formulações 

apresentadas, desenvolveu-se um estudo de caso de fluência na flexão. 

Foram explorados os conceitos relacionados aos materiais viscoelásticos 

lineares e a teoria da solidificação se mostrou eficaz na representação do 

envelhecimento do material. A função ( )v t  apresentada por Grasley e Lange 

(2007) facilitou a obtenção das expressões analíticas, mas seu uso se mostrou 

bastante restrito ao intervalo de calibração utilizado. Quando avaliada em elevados 

valores de tempo, sua expressão diverge para o infinito, sugerindo que seu uso deve 

ser evitado em análises de longa duração. Por outro lado, a função ( )v t  proposta 

por Bažant et al. (2018; 1989a) representou melhor a evolução do módulo de 

elasticidade ao longo do tempo, sendo capaz de prever com boa acurácia valores 

fora do intervalo de calibração. Além disso, sua expressão possui apenas um 

parâmetro a se determinar, ajudando a tornar o processo de calibração mais simples 

e eficiente. 

O algoritmo de integração proposto apresentou estabilidade e boa 

concordância com as respostas analíticas. Nos testes realizados, ficou evidenciada 

a sua capacidade em representar adequadamente a formulação de viscoelasticidade 

baseada em cadeias de Kelvin com diferentes expressões para a função de 
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envelhecimento. Além disso, notou-se a necessidade de incrementos de passo 

menores na determinação da resposta instantânea do material. Nesses casos, a 

adoção de 0,1t =  dia, conforme a sugestão de Bažant (1995), mostrou-se efetiva, 

apresentando, em sua comparação com a resposta analítica, diferença relativa 

menor que 2%. 

O algoritmo do modelo constitutivo foi implementado no módulo de 

elementos finitos do framework GeMA. Seu desenvolvimento em uma linguagem 

orientada a objetos permitiu um ambiente favorável para trabalho em equipe e 

possibilitou o uso conjunto de ferramentas de alto nível nas análises não lineares 

desenvolvidas neste trabalho. 

Na calibração de parâmetros notou-se que o processo pode apresentar mau 

condicionamento, múltiplas soluções e dependência do valor inicial arbitrado para 

o processo iterativo. A consideração desacoplada dos fenômenos apresentada por 

Abdellatef et al. (2019) se mostrou eficaz, pois permite tornar o processo mais 

comportado a partir da diminuição do número de parâmetros a serem calibrados 

simultaneamente. 

Com a finalidade de estudar a fluência na flexão de vigas de concreto, 

utilizaram-se os ensaios de Omar et al. (2009). Verificou-se que a calibração de 

parâmetros feita por ensaios uniaxiais de concretos semelhantes pode ser usada para 

aproximar o comportamento da viga em flexão. Por outro lado, a calibração do 

modelo viscoelástico linear com técnicas de análise inversa se mostrou uma 

alternativa viável, apresentando resultados com boa proximidade.  

Além disso, verificou-se que o uso de elementos de interface coesiva para a 

representação da fluência não linear do concreto é uma abordagem muito eficaz. 

Com ela, foi possível a previsão com muita acurácia do comportamento da viga 

submetida a elevados níveis de carga. Além disso, observou-se o efeito que a 

fluência pode exercer na continuação do processo do dano, uma vez que a fratura 

continua a evoluir depois da aplicação da carga. 
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6.2. 
Sugestões para Trabalhos Futuros 

A fim de dar continuidade ao tema de pesquisa apresentado na presente 

dissertação, são apresentadas as seguintes sugestões: 

• Adicionar as parcelas de deformação devido a outros fenômenos 

relevantes, como por exemplo, as deformações causadas pela retração, 

fluxo viscoso e a temperatura; 

• Estudar o efeito da fluência para tempos de carregamento ( )t t−  

maiores que 100 dias, em que a deformação de fluxo viscoso apresenta 

maior relevância; 

• Considerar diferentes valores para as propriedades do concreto (como 

por exemplo resistência à compressão, slump, relação água cimento e 

tipo de agregado) e sua influência no comportamento da fluência; 

• Complementar os estudos de fluência na flexão considerando várias 

configurações de carga e descarga para distintos níveis de 

carregamento, incluindo estágio pós carga máxima; 

• Comparar a formulação baseada em modelos reológicos com outras 

formulações, como por exemplo, os modelos GL2000 (GARDNER; 

LOCKMAN, 2001), B3 (BAŽANT; MURPHY, 1996) e B4 

(WENDNER; HUBLER; BAŽANT, 2013); 

• Estudar o acoplamento do modelo de fluência adotado neste trabalho 

com um método de dano contínuo do material para a representação da 

fluência não linear em zonas de compressão e tração; e 

• Considerar a adição de armadura na modelagem numérica, a fim de 

estudar e comparar o comportamento de estruturas de concreto 

armado com as estimativas previstas por normas. 
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Apêndice  

A. 
Determinação da curva média de evolução do módulo de elasticidade 

 A seguir, apresenta-se a preparação dos dados utilizados na Seção 5.3.1. 

A.1.  
Neville (2012) 

Neville (2012, p. 288) apresenta a relação entre a resistência à compressão e 

a idade para concretos com diversos tipos de agregados. Considera-se neste caso, 

concretos com relação água/cimento igual a 0,50. Estima-se a evolução do módulo 

de elasticidade secante do concreto cE  ao longo do tempo a partir da expressão 

recomendada pelo ACI-318-02 definida por  

 ( )
0,5

4,73c cE f =  (A.1) 

onde cf   é a resistência a compressão do concreto em MPa. A Figura A.0.1 

apresenta graficamente as curvas obtidas. 

 

Figura A.0.1 – Estimativa da evolução do módulo de elasticidade secante por tipo de agregado 

para os dados Neville (2012) 
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Os ensaios experimentais costumam apresentar o módulo de elasticidade do 

concreto Ec aos 28 dias. Com o objetivo facilitar o processo de calibração, obtém-

se a estimativa da evolução Ec com base nesse dado. A Figura A.0.2 apresenta o 

comportamento para cada tipo de agragado. 

 

 

Figura A.0.2 – Estimativa da evolução do módulo de elasticidade secante com base na medição 

aos 28 dias por tipo de agregado para os dados Neville (2012) 

Com a finalidade de se obter um comportamento unificado, realiza-se a média 

geral e a média para os agregados angulares (Figura A.0.3). 

 

Figura A.0.3 – Estimativa média da evolução do módulo de elasticidade secante com base na 

medição aos 28 dias para os dados Neville (2012) 
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Para fins de calibração realizada na Seção 5.3.1, utiliza-se os dados de 

comportamento médio para os agregados com forma angular. 

A.2. 
Kocab et al. (2017) 

Kocab et al. (2017) apresentam a evolução dos módulos de elasticidade 

estático e dinâmico para amostras de concreto com relação água/cimento igual a 

0,43. Dois tipos de concretos, nomeados A e B, possuem a mesma composição, 

diferindo-se apenas na inclusão de aditivo para aeração presente primeiro. Metade 

das amostras são submersas na água, enquanto a outra metade fica exposta às 

condições de umidade e temperatura do laboratório. 

Para fins de calibração, os módulos de elasticidade das amostras imersas 

foram divididos pelos valores correspondentes medidos aos 28 dias, obtendo a 

relação 
28E E , apresentada nas Figuras A.4 e A.5. 

 

Figura A.0.4 – Evolução dos módulos de elasticidade estático 

 e dinâmico para o concreto A 
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Figura A.0.5 – Evolução dos módulos de elasticidade estático 

 e dinâmico para o concreto B 

Para obtenção de um comportamento único, desconsidera-se o efeito do 

aditivo para aeração do concreto e realiza-se a média do comportamento dos 

concretos A e B. O resultado obtido é apresentado na Figura A.0.6. 

 

Figura A.0.6 – Evolução média dos módulos de elasticidade estático 

 e dinâmico para os concretos A e B 

Para fins de calibração realizada na Seção 5.3.1, utilizam-se os dados de 

comportamento médio do módulo de elasticidade estático. 
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B. 
Evolução da calibração dos parâmetros da cadeia de Kelvin por 
análise inversa 

 

Figura B.0.7 – Valor mínimo da função objetivo por iteração para a calibração no Minerva  

 

 

Figura B.0.8 – Médias e valores mínimos por iteração no Minerva 
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Figura B.0.9 – Resultado do ajuste de curva no Minerva 
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