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O Algoritmo de Branch-and-Cut-and-Price

Nesse capitulo, apresenta-se em detalhes o algoritmo de branch-and-

cut-and-price que foi implementado para o CVRP, a partir da formulagao

descrita na secao anterior. Descreve-se cada uma das partes do algoritmo

de BCP: geracao de colunas, geragao de cortes, representacao de varidveis e

restricoes, regra de branching, selecao de nds e limites superiores e, por fim,

escolha dinamica da geragao de colunas.

Porém, antes de apresentar cada uma das partes do algoritmo em

separado, é mostrado o funcionamento, de forma resumida, do algoritmo

de BCP como um todo. O algoritmo de geracao de colunas e cortes

implementado para o CVRP funciona conforme o pseudocédigo a seguir.

. Resolver o LP restrito (LP com apenas um subconjunto do ntimero

total de colunas).

. Resolver subproblema de geracao de colunas obtendo varidveis de

custo reduzido negativo.

. Adicionar as colunas obtidas em 2 ao LP restrito.

. Se alguma coluna foi adicionada ao LP restrito, resolver o novo LP

restrito.

. Aplicar algoritmo de separacao a solucao obtendo as desigualdades

violadas.

. Adicionar as desigualdades encontradas em 5 ao LP.

. Se alguma coluna foi adicionada em 3 ou algum corte foi adicionado

em 6, retorne para 1. Caso contrario, pare.
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O pseudocddigo anterior mostra o procedimento que é aplicado a cada
no da arvore de branch-and-bound. Maiores detalhes sobre cada etapa do

algoritmo sao apresentados nas proximas segoes desse capitulo.

5.1

Geracao de Colunas

O custo reduzido de uma coluna (varidvel A\, em (DWM)) é a soma
dos custos reduzidos das arestas na g-rota correspondente. Sejam u, v, 7,
e w as varidveis duais associadas com as restrigoes (4-34), (4-35), (4-36), e

(4-37), respectivamente. O custo reduzido ¢, de uma aresta e é dado por:

ge — My — My — Z TS — We, €= {Z7j} € E\5({0})
¢, = S|6(S)ve
ge_v_,uj_ Z s, €:{O,j}€(5({0}>
S16(S)ze

Um corte adicional genérico Y7, (3, cpacqs) - Aj > b em (DWM),
com variavel dual associada «, contribui com o valor de —a. - a para o

calculo de ¢,.

O sub-problema de geracao de colunas consiste em encontrar g-rotas
(colunas) de custo reduzido minimo. Apesar desse problema ser NP-dificil
em geral, ele pode ser resolvido em tempo pseudo-polinomial se todas as

demandas forem inteiras [21].

5.1.1

Algoritmo basico

A estrutura de dados basica para o algoritmo é uma matriz M de
dimensao C'xn. Cada entrada M (d, v) representa o caminho mais barato que
chega ao vértice v consumindo uma demanda de exatamente d. A entrada
contém um rdtulo consistindo do vértice (v), o custo do caminho, e um
apontador para o rétulo que representa o caminho mais barato até o vértice
anterior. A matriz é preenchida através de programacao dinamica, linha
por linha, comecando com d = 1. Para cada linha d, o algoritmo percorre
cada entrada v e, para cada vizinho w de v, avalia o tamanho do caminho
representado por M (d, v) até w. Se ¢(M (d,v))+c(v,w) < (M (d+d(w), w)),
M(d + d(w),w) é atualizado.
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Para armazenar os resultados é utilizado um arranjo de tamanho n,
onde cada elemento é um rétulo, chamado best. O elemento best(v) guarda
o caminho mais negativo encontrado pelo algoritmo até o momento. Mais
precisamente, logo antes do algoritmo comecar a processar a d-ésima linha
de M, best(v) representa o caminho com custo mais negativo cuja demanda
acumulada é estritamente menor que d (pode ter qualquer valor entre 1 e
d — 1). No fim, cada entrada best(v) (para todos os vértices v) representa
o caminho mais negativo com demanda acumulada de no maximo C' que

chega em wv.

Estendendo o caminho resultante até o depdsito (cuja demanda é zero),
a g-rota correspondente ¢ obtida. Todas as g-rotas negativas encontradas
(serdo no méaximo n) sado adicionadas ao programa linear. Existem nC
entradas na matriz, e cada uma é processada em tempo O(n), logo a

complexidade do algoritmo é O(n?C)).

5.1.2

Eliminacao de Ciclos

Uma forma natural de fortalecer a formulacao é encontrar ¢g-rotas sem
ciclos, ou seja, g-rotas em que cada vértice apareca no maximo uma vez.
No fim, todas as rotas presentes na solucao otima do CVRP tém essa
propriedade. Infelizmente, nao existe nenhuma maneira de resolver esse
problema em tempo pseudopolinomial. Ao invés disso, o que é feito para
fortalecer a formulagdo é a eliminagdo apenas de s-ciclos (ciclos com no

maximo s arestas) para valores pequenos de s.

O algoritmo funciona como descrito anteriormente, usando pro-
gramacao dinamica para preencher a matriz C'xn com caminhos parciais. Os
rotulos possuem o mesmo significado de antes, porém, agora, cada entrada
da matriz nao contém mais um tunico rétulo, mas um repositorio de rétulos.
O repositério M (d,v) ndo representa apenas o caminho sem s-ciclos mais
curto com demanda de d até o vértice v, mas também caminhos alternativos
que garantem que todas as possiveis extensoes de s vértices comegando em
v com demanda acumulada de d sao consideradas. Além disso, best é agora

um arranjo de repositorios ao invés de um arranjo de rotulos.

O algoritmo segue o mesmo principio de antes. Processa-se uma
linha de cada vez (indo das com menor demanda acumulada para as com

maior demanda acumulada). Em cada linha, processa-se cada vértice v,
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estendendo-se cada caminho representado no repositério de v (cada extensao
cria um novo rétulo). No algoritmo original, o caminho foi estendido a
todos os possiveis vértices exceto v (o dltimo vértice no caminho); agora
extensoes para qualquer um dos ultimos s vértices sao proibidas. Como um
rotulo contém apenas o tultimo vértice, deve-se seguir os vértices em pred

(predecessores de v no caminho) para recuperar os outros s — 1.

Isso explica o motivo de ser armazenado mais de um roétulo por
repositorio. Assuma que o caminho de menor custo com demanda acumulada
d que chega em v termina em u — v. Estender esse caminho até u iria criar
um 2-ciclo, entao a extensao nao é feita. No entanto, pode ser o caso em que
a ¢g-rota de menor custo sem s-ciclos possui um subcaminho com demanda
acumulada d no né v que vai para u. A menos que seja armazenado pelo
menos mais um rétulo no mesmo repositério (com diferente predecessor),
nunca sera possivel encontrar esse caminho. Decidir que caminho manter
¢é trivial para s = 2: basta manter o melhor caminho que nao vem de wu.
Para s > 3, a selecao é bem mais complicada; neste trabalho usa-se uma

abordagem semelhante & de Irnich e Villeneuve [41].

Dominancia

Em geral, os rétulos armazenados em um repositério devem ser tais
que qualquer possivel s-extensao seja considerada. Em outras palavras, para
cada possivel s-extensao, deve-se garantir que o rétulo mais barato que
permite essa extensao seja selecionado. Essa nocao pode ser formalizada
com o conceito de dominancia. Diz-se que um certo rétulo ¢ é s-dominado
por um conjunto L de rétulos se existe um caminho p de tamanho s que
pode estender £ mas nao pode estender nenhum rétulo em L. Uma seqiiéncia
de rétulos é s-minimal se nenhum elemento na seqiiéncia é dominado
pelo conjunto de todos predecessores (isso implica que nenhum elemento
é supérfluo). O lema 1 e a conjectura 1 apresentados na préoxima segao

foram propostos em [41].

Lema 1 FEuxiste uma sequéncia s-minimal com s! rétulos.

Prova. Tome o conjunto de todos os caminhos de tamanho s+ 1 que passam
pelos vértices 1,2, ..., s (em qualquer ordem) e terminam em v (assumindo
v > s). Existem s! caminhos como esse. Cada um desses caminhos possui

uma extensao que nao pode ser aplicada a qualquer um dos outros s! — 1
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caminhos. Considere algum caminho P = p; — py — ... — ps — v,
onde (p1,p2, ..., ps) é uma permutagao de (1,2, ..., s). Existe uma extensao

vélida de P (sem s-ciclos) que nao é vélida para nenhum dos outros s! — 1
possiveis caminhos: o proprio p; — ps — ... — ps. Como p; é o primeiro
vértice da extensao, o caminho original nao pode ter p; entre seus ultimos s
elementos; como p; aparece em algum lugar, esse lugar deve ser na primeira
posicao. Entao restringe-se a caminhos que comecem com p;. Como po
é o segundo elemento da extensao, ele nao pode estender caminhos que
possuam po entre seus ultimos s — 1 elementos; portanto, restringe-se a
caminhos que possuam py como segundo elemento (p também poderia ser
o primeiro elemento, porém essa posicao ja é ocupada por p;). O mesmo
argumento mostra que o terceiro elemento deve ser p3, o quarto py4, e assim
por diante. Logo o tinico caminho que pode estender p; — ps — ... — p, é

P — P2 — ... — ps — v, como dito antes. ]

Conjectura 1 Nenhuma seqiiéncia s-minimal tem mais do que s! rotulos.

Considere uma seqiiéncia o = 1,05, 03, ..., {; (para algum t). Devemos
construir uma subseqiiéncia ™ de o tal que ¢; € o se e somente se [; nao
é dominado pelo conjunto {ly,...,l;_1}. Inicialmente, ¢ contém apenas /.
Entao percorre-se o verificando se [; (o rétulo corrente) é dominado pelo
conjunto atualmente em o*. Se é dominado, apenas descarta-se [;, caso

contrario, adiciona-se [; a ot.

Isso significa que o problema se reduz a verificar dominancia: deve-se
saber determinar se um rotulo é dominado por seus predecessores ou nao.
Isso pode ser feito através de um algoritmo relativamente simples, mas que
requer uma representacao especial do conjunto de rétulos. A seguir, primeiro

descreve-se a representacao utilizada e, depois, o algoritmo em si.

Representacgao

Considere um repositério representando uma seqiiéncia de caminhos
que terminam em um certo vértice. Cada rétulo no repositorio pode ser
estendido de diversas formas. A uniao de todas as extensoes permitidas
por todos os rétulos é o conjunto de extensoes validas do repositorio como
um todo. Deseja-se encontrar uma forma compacta de representar esse

conjunto. Por conveniéncia, representa-se o complemento desse conjunto, ou


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220938/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0220938/CA

Um algoritmo de geracao de colunas e cortes para o problema de roteamento
de veiculos 50

seja, todas extensoes que nao podem estender nenhum rétulo do repositério.
Irnich e Villeneuve [41] chamam esse conjunto de extensoes proibidas de uma

seqiiéncia de rétulos & de hole set de .

Representa-se o hole set de um repositéorio por uma drvore de
clausulas. Cada nd nessa arvore representa uma cldusula. Folhas sao
clausulas terminais, que podem ser tanto cldusulas verdadeiras como
cldusulas falsas. No6s terminais correspondem a cldusulas padrao. Uma

clausula padrao C possui pelo menos dois filhos:

— Um ou mais filhos rotulados, cada um associado a um rétulo de um
vértice v(1 < v < n). Chama-se v de guarda do filho correspondente,
e denota-se por C’. Constantemente os filhos rotulados serao referidos
como cldusulas guardadas. Elas sao mantidas em uma lista ordenada

pelo guarda.

— Exatamente um filho sem rétulo. Esse filho é a cldusula padrdo C™;
Ele pode ser interpretado como uma clausula guardada por todos os
rotulos de vértices que nao aparecem explicitamente como guardas de
filhos rotulados.

Usa-se um exemplo para explicar como clausulas sao usadas para
representar hole sets. Considere o caminho 7 — 9 — 6 — v, e assuma
que tenta-se eliminar 4-ciclos. Como precisa-se fazer distingao apenas entre
rotulos associados a v, nao precisamos representar v explicitamente. Como
para outros vértices, impoe-se as seguintes restricoes: nenhuma extensao
pode comegar com 7, 9 ou 6; nenhuma extensao pode ter 9 ou 6 como seu
segundo vértice; e nenhuma extensao pode ter 6 como seu terceiro vértice.
Qualquer outra extensao é permitida. Isso pode ser representado como na

figura 5.1.

A arvore de clausulas pode ser usada para determinar se uma determi-
nada extensao ¢ valida ou nao. Usa-se cada um dos elementos da extensao
para encontrar o filho apropriado em cada nivel até atingir-se uma folha. Se
a folha é falsa, a extensao nao é permitida; se ela é verdadeira, a extensao

¢é valida.

Tome, por exemplo, uma possivel extensao (5,7,4). O primeiro ele-
mento é representado no no raiz; 5 nao ocorre explicitamente, entao vai-se
para o filho padrao. O novo nd representa a segunda posicao no caminho

(7, no caso). Como 7 é representado como um filho rotulado, segue-se o link
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6 Ha
7/ Ha
9 |m
6 =
9 Ha
. 6 =
i

Figura 5.1: Arvore de cldusulas representando o caminho terminando em
7 — 9 — 6 — v. N6s internos, representados por retangulos numerados,
sao as clausulas padrao. Os numeros sao os guardas, e o filho padrao
¢ indicado por trés pontos(...). Clausulas falsas sdo representadas por
quadrados preenchidos, e clausulas verdadeiras por circulos vazios.

correspondente. Isso leva a uma clausula falsa, o que indica que o caminho

nao é valido.

Agora considere a extensao (4,5,9). O primeiro elemento é 4. Como
ele nao esta explicitamente representado na raiz, segue-se a clausula padrao.
Deve-se verificar agora se o segundo elemento (5) é representado nesse
no; ele nao é representado, logo deve-se seguir a cldusula padrao de novo.
Verifica-se o elemento 9, que também nao é representado. Seguindo o link
padrao, chega-se a uma clausula verdadeira, o que significa que (4,5,9) é
uma extensao valida do conjunto corrente de rétulos.

Uniao

Representa-se a uniao de dois hole sets como a uniao de suas cor-
respondentes arvores de clausulas. A uniao de duas arvores de clausulas
¢ definida de forma natural. Primeiro, a uniao de uma clausula verdade
com qualquer outra clausula é uma cldusula verdadeira. J& a unidao de
uma clausula falsa com qualquer outra clausula tem como resultado a outra
clausula. O caso nao-trivial é a uniao de duas clausulas padrao. Considere
duas clausulas S e T, e seja U a uniao das duas. Existird uma clausula U"

(uma cldusula guardada por v em U) se e somente se existir uma clausula

guardada por v em S, T, ou ambos. Mais precisamente, tem-se o seguinte:
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— Se v é um guarda de ambos S e T', entao U* = S* U T".
— Se v é um guarda somente de S, entao UY = S* UTT.

— Se v é um guarda somente de T, entao U" = ST U T".

Pode parecer que a arvore de clausulas resultante terda pelo menos
o mesmo numero de nés das arvores de clausulas originais. Isso nao é
necessariamente verdade, ja que U é submetido a uma etapa final de

processamento:

1. (eliminagao de guarda) Se uma cldusula guardada é idéntica a uma

clausula padrao, elimina-se a clausula guardada.

2. (eliminacao de nivel) Se nao existe cldusula guardada e a cldusula
padrao é verdadeira, substitui-se a clausula inteira U por uma clausula

verdade.

Esses testes devem ser aplicados nao somente a clausula U, mas
também devem ser aplicados recursivamente a cada uma de suas sub-
clausulas. Portanto, eles asseguram que as clausulas estarao sempre na

forma normal, com o nimero de nds estritamente necessario.

5.1.3

Heuristicas

Sao usadas trés heuristicas para acelerar o algoritmo. Elas encontram
apenas g-rotas sem s-ciclos, logo qualquer rota negativa encontrada pode ser
adicionada a formulagao. Chama-se de rota negativa uma rota cuja soma das
arestas é negativa (custo reduzido). No entanto, se nenhuma rota negativa é
encontrada, o algoritmo exato deve ser executado para verificar se nenhuma

existe ou, entao, encontrar uma.
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Reducao de granularidade

Quando a reducao de granularidade ¢ usada, sao consideradas apenas
g > 1 unidades de demanda de cada vez. O algoritmo exato é executado
com uma demanda modificada d,(g) = [d,/g] para todo vértice v, e uma
capacidade modificada C' = |C'/g] para os veiculos. O tempo de execucio
serd proporcional a C' ao invés de C, porém as solucdes encontradas

permanecerao validas na configuragao original.

Esparsificagao

Intuitivamente, arestas pequenas no grafo original sao mais provaveis
de aparecerem na solugao. Levando em conta isso, é pré-computado um
conjunto de cinco florestas geradoras disjuntas usando uma extensao do al-
goritmo de Kruskal similar a heuristica gulosa de arestas descrita em [76]. O
algoritmo ordena todas arestas (exceto as incidentes no depdsito) em ordem
crescente de custo; cada aresta é inserida na primeira floresta em que ela
nao cria ciclo. O algoritmo péara quando todas as cinco florestas se tornam
arvores, ou quando nao existem mais arestas para inserir. Considerando so-
mente arestas dessas arvores e arestas incidentes ao depésito, a programacgao
dinamica ¢é limitada a um conjunto restrito de vizinhos quando cada vértice

é processado.

Vale a pena ressaltar que o tamanho original das arestas é levado
em conta como custo de cada aresta e nao o custo reduzido (varidvel dual
associada a aresta). Apesar dos custos reduzidos poderem ser uma medida
melhor do quanto uma aresta serd util durante uma rodada de geracao de
colunas, usar o tamanho original das arestas tende a ser melhor quando
considera-se um conjunto maior de iteragoes. Como o objetivo é encontrar
o conjunto “correto”de colunas que pertencem a solu¢ao, usar os tamanhos
originais das arestas tende a reduzir o nimero de iteragoes de geracao de

colunas.

Poda de repositorios

A dltima heuristica de aceleracao consiste em guardar menos de s!
réotulos por repositério. O problema potencial disso é que algumas extensoes
validas serao bloqueadas. Para minimizar esse problema, é levado em conta

nao somente o custo, mas também a diversidade quando é decidido que
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rotulos guardar. Dada uma seqiiéncia de rétulos ordenados pelo custo, é
tomada uma subseqiiéncia que possui pelo menos dois vértices diferentes
em cada posicao. O primeiro rétulo é sempre escolhido, e os outros sao
mantidos somente se eles possuem um vértice diferente em qualquer uma
das posicoes que possuem somente um vértice até o momento. Essa regra

nunca toma mais que s rotulos.

Parametros

O algoritmo comecga usando todas as trés técnicas de aceleragao
descritas. Quando falha em encontrar ¢g-rotas negativas, uma das aceleracoes
é desativada (primeiro redugdo de granularidade, depois esparsificacao e
por fim poda de repositérios). Se o algoritmo falha em encontrar uma
rota de custo reduzido negativo, pode-se afirmar de forma segura que
nenhuma g-rota negativa existe. Por outro lado, se somente um subconjunto
de heuristicas estd em uso e é encontrada uma ¢-rota negativa, outras

heuristicas sdo ativadas novamente.

Além disso, a granularidade do algoritmo é auto-ajustada. Apods
uma execu¢ao do procedimento de geracao de colunas com uma certa
granularidade ¢, é computada sua tazxa de sucesso r. Essa taxa é uma
comparagao entre o numero de caminhos negativos encontrados e n (o
nimero total de caminhos que podem ser potencialmente encontrados). A

nova granularidade é definida por:

g/ =g(0.147r)

Também é garantido que a granularidade é um inteiro que nunca é
maior que n/4 e nunca menor que 1. Se a férmula acima nao retorna um valor
. o). r, . s .
na faixa de valores permitida, g ¢ fixado ao valor extremo mais proximo.

Se g = 1, isso significa que a reducao de granularidade nao é usada.

5.2
Geracao de Cortes
Inicialmente, o LP para o CVRP inclui somente as restricoes de

grau. Cortes adicionais violados sao adicionados durante a execugao do

algoritmo. Além dos cortes de capacidade (4-13) e dos cortes de limite(4-
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14), também sdo utilizados (utilizaremos os nomes em inglés, seguindo o
padrao utilizado em [46)): framed capacity, strengthened comb, multistar,
partial multistar, generalized multistar e hypotour, todos utilizados em [46].
Essas desigualdades nao sao triviais e os algoritmos de separacao para as
mesmas sao geralmente bastante complicados. Como nao é objetivo dessa
dissertacao implementar algoritmos de separacao para essas desigualdades
utiliza-se o pacote CVRPSEP[52] para separar os cortes violados para cada
uma das familias de desigualdades citadas. O pacote CVRPSEP implementa
os algoritmos de separacgao utilizados no algoritmo de branch-and-cut de
[46]. Como os cortes sao definidos em termos das varidveis z* da formulagao
no formato Mestre Explicito e trabalha-se com a formulagdo (DW M),
converte-se as varidveis A} para as correspondentes varidveis z (e vice-
versa) quando necessario. A seguir, apresenta-se uma visao das familias de
desigualdades utilizadas no algoritmo de BCP para o CVRP. Para maiores

detalhes sobre as mesmas ¢é sugerida a leitura de [46].

5.2.1

Cortes de Capacidade (Capacity Cuts)

As desigualdades de capacidade (4-3) sdo as mais conhecidas dentre
as desigualdades para o CVRP. A idéia dessa desigualdade é para um dado
subconjunto S de clientes, garantir que eles sejam servidos pelo niimero
de veiculos necesséarios. Calcular o lado direito da desigualdade exatamente
requer a resolugdo de um problema de empacotamento em bins (BPP).
No entanto, a desigualdade permanece vélida se r(S) no lado direito da
desigualdade for substituido pelo limite inferior para o BPP [d(S)/C].
Mesmo com essa substituicao, a separacao das desigualdades de capacidade
é fortemente NP-dificil [1]. Em [46], sdo utilizadas heuristicas para realizar
a separagao. No total sao utilizadas quatro heuristicas para separar as

desigualdades. Para uma descricao de como as heuristicas funcionam, veja
[46].

5.2.2
Framed Capacity

Em Augerat(1995)[8], as desigualdades conhecidas como framed ca-

pacity foram apresentadas. Para algum conjunto S C Vg, seja ) =
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{S1,---,S,} uma particdo de S. Seja k(S,(2) igual ao nimero minimo de
veiculos necesséarios para servir S dado que a desigualdade de capacidade
para cada S; vale como igualdade. Um bom limite inferior para k(.S, 2) pode
ser encontrado resolvendo um problema de empacotamento em bins(BPP).

As desigualdades framed capacity (FCI) possuem a seguinte forma:

2(8(S)) + Ep: 2(8(S;)) = 2k(S, Q) + 2 zp: k(S,).

i=1

Intuitivamente, essa desigualdade funciona da seguinte forma: se todas
as desigualdades de capacidade para todos os conjuntos .S; sao satisfeitas na
igualdade, entao o somatério do lado esquerdo ¢é igual ao somatério do lado
direito, e entdao x(5(.5)) deve ser pelo menos 2k(5, §2), como requerido. Note
que, se qualquer S; é simples (s6 um elemento), entao os i-ésimos termos
nos somatorios podem ser omitidos devido as restri¢coes de grau. Para o caso
especial onde S = V-, a desigualdade é chamada de generalized capacity em
[59]. Um procedimento de busca em profundidade é utilizado para separar

as FCIs. Esse procedimento é descrito em [46].

5.2.3

Strengthened Comb

As desigualdades comb [37, 38] sdo conhecidas para o TSP. Muitos
autores tentaram adapta-las para o CVRP [1, 9].

Uma comb é formada por: um conjunto de vértices H C V, chamado
handle, e outros conjuntos de vértices T1,--- ,T; com t > 2 chamados teeth,

tal que:

*Hﬂj}#@@@\H?ﬁ(bparaj:l,,t,
— para cada par {7,j} C{l,--- ,t} ,ouT,NT; C HouT,NT;NH =10

(ou ambos).

Essa definicao é mais geral que a equivalente para o TSP, porque

permite interseccao de teeth e nao requer que o nimero de teeth seja impar.

Para qualquer conjunto S C V, seja k(S) igual a k(S) se 0 ¢ S e

kE(V '\ S) caso contréario. Entao pode-se definir a quantidade:
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S(H, Ty, 1) = > (k(Ty N H) + k(T; \ H) + k(T})).

=1

Se S(H, Ty, - ,T; é impar, entao a seguinte desigualdade strengthened
comb é vélida para o CVRP:

2(6(H))+ Y x(6(Ty) = S(H, Ty, T,) + 1.

As desigualdades strengthened comb dominam as desigualdades comb,
exceto para o caso especial mencionado em [9]. Em [46] é descrita uma
heuristica de separacao utilizada para separar as desigualdades strengthened

comb.

5.2.4

Multistar, Partial Multistar e Generalized Multistar

As desigualdades Multistar foram originalmente definidas por Araque,
Hall e Magnanti [5] para o CVRP com demandas unitarias. Essas desigual-

dades tém a mesma forma:

ar(E(N)) 4+ fz(E(N : 5)) <.

onde N C V¢ é chamado nicleo, S C Vo \ N é o conjunto de satélites, e a, [3
e v sao constantes que dependem de |N| e |S]. Os mesmos autores também

introduziram as desigualdades partial multistar, que tém a forma:

ar(E(N)) + Bz(E(C : 5)) <7,

onde C' C N é o conjunto chamado de vértices conectores, e, de novo, «, (3

e v sao constantes que dependem de |N|, |S| e |C].

Em Letchford et. al (2002)[45], é mostrado como generalizar essas
desigualdades para o caso geral do CVRP, dando origem as chamadas
desigualdades multistar e partial multistar homogéneas. Também sao dadas

heuristicas de separacao para essas desigualdades. Essas heuristicas utilizam
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varios métodos gulosos e métodos baseados em fluxo maximo para selecionar
para selecionar o nticleo N e, depois, heuristicas gulosas para selecionar os

satélites S (e os conectores C' para o caso das partial multistars).

Um conjunto de desigualdades relacionado, mas nao idéntico, foi

proposto por Gouveia [34] para o CVRP com demandas gerais:

Qu(E(N))+ Y qa(E(N :{j})) < QIN| - q(N).

JEVE\N

Essas desigualdades sao conhecidas como generalized large multistar[3,
45]. O problema de separacao para as mesmas pode ser resolvido em tempo

polinomial.

5.2.5

Hypotour

Seja F' C FE tal que qualquer solucao para o CVRP usa pelo menos
uma aresta de F. Entdo a desigualdade chamada hypotour é: x(F) > 1,
que foi introduzida no contexto do CVRP em [8]. Diversas variagoes foram
propostas, incluindo a extended hypotour, que também foi introduzida em

[8]. Outras variacoes sdo apresentadas em [1].

Em [46], apenas uma dessas variagoes, que é chamada de 2-edges
extended hypotour(2EH), é considerada. Para um dados W C Vi e duas
arestas distintas ey, eq € 6(W), a 2EH é:

x(6(W)) + 22(F) > 2z, + 2.,

onde FF C E . Seja e¢; = {u;,v;} para i = 1,2 com vy,vy ¢ W. Entao, v; e

Vo 820 0s terminais de 2EH.

Uma desigualdade 2EH expressa que em qualquer solugao viavel para
o CVRP com z(6(W)) = 2 e x,, = @, = 1, pelo menos uma aresta de F
deve ser usada. Isto é, qualquer rota viavel visitando todos os clientes em
W U {wvy,v9}, comecando e terminando nos terminais dados, deve usar pelo
menos uma aresta de F. A identificacao de F' é essencialmente baseada no
fato de que esse caminho Hamiltoniano por W U {vy,ve} deve ser estendido

por dois caminhos para o depdsito, de forma que esses caminhos possuam
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vértices diferentes exceto por sua interseccao no depdsito, e de forma que a

demanda total no ciclo criado nao exceda a capacidade do veiculo.

Em [46], é apresentado um procedimento de separagao para 2EH com

complexidade polinomial.

5.3

Representacao de variaveis e restricoes

Para implementar-se um algoritmo de branch-and-cut-and-price é
necessario que tenha-se uma distin¢ao clara entre variaveis e colunas, e
também entre restricoes e linhas. Cada variavel A é associada a uma g¢-rota,
que é armazenada em um pool de variaveis. Toda vez que um novo corte é
adicionado, é necessario acessar todas as g-rotas correspondentes as colunas
no LP corrente para calcular os coeficientes corretos para a linha que sera
inserida. Similarmente, cada restricao expressa em termos de variaveis x é
armazenada em um pool de restricoes. Toda vez que uma nova variavel é
computada, é necessario acessar cada linha no LP corrente para calcular os

coeficientes da coluna que sera inserida.

Os pools de colunas e linhas sao tais que permitem a computagao
do produto interno de uma g¢-rota e uma restricao expressa em termos de
variaveis x de maneira eficiente. Como muitas operacoes desse tipo devem
ser realizadas toda vez que uma nova coluna ou nova linha é adicionada,
uma implementagao ruim dessa parte pode tornar o algoritmo lento. Os
pools implementados no algoritmo de BCP sao indexados utilizando tabelas
hash auxiliares. Dada uma aresta e, pode-se determinar de forma muita
rapida quais colunas no LP sao associadas as ¢-rotas contendo e e quais

linhas sao associadas as restricoes com coeficientes nao-zero em ..

5.4

Regra de Branching

O algoritmo de BCP comega adicionando colunas a formulacao, até
que nao seja encontrada mais nenhuma coluna com custo reduzido negativo
para ser adicionada. Entao o algoritmo busca todos os cortes violados e
adiciona-os a formulagao. Essa iteragao é repetida até que a geracao de

colunas e de cortes falhem em encontrar colunas e cortes, respectivamente.
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Entao o algoritmo verifica se a solugao do né corrente é inteira ou se a
solucao do n6 é maior do que o melhor limite superior encontrado (para esses
casos nao se faz branching). Caso nenhuma das afirmacoes seja verdadeira,

o algoritmo faz branching.

A regra de branching utilizada no algoritmo de BCP para o CVRP é
uma adaptacao da regra utilizada em [46]. Escolhe-se conjuntos candidatos
para o branching S tais que 2 < x*(§(5)) < 4 e faz-se o branching impondo
a disjuncao (z(6(5)) = 2) V (z(6(S)) > 4). Para escolher os conjuntos
candidatos para o branching, utiliza-se o procedimento disponivel no pacote
CVRPSEP [52], que retorna os conjuntos que satisfazem 2 < x*(§(5)) < 4.

Para escolher qual dos conjuntos retornados sera utilizado para realizar
o branching, utiliza-se a técnica de strong branching. Essa técnica consiste

Ce11.:

— Selecionar um conjunto de possibilidades de fazer o branching;
— Avaliar o limite inferior produzido por cada uma das possibilidades;

— Selecionar o branching a ser feito considerando algum critério (por
exemplo, a regra que produz a melhor média entre o limite inferior
dos nés filhos).

Como computar o limite inferior para cada né filho pode ser muito
dispendioso em termos de tempo, o limite inferior é estimado realizando um
pequeno numero de iteracoes de geracao de colunas. Para escolher em qual
conjunto fazer branching, apenas p conjuntos candidatos sao avaliados (5 <
p < max{10 — profundidade,5}). Isso limita o tempo gasto fazendo strong
branching, principalmente quando a profundidade da arvore de branching é
maior. A prioridade na escolha dos conjuntos é dada para valores menores
de [z*(8(S5)) — 2.7|/d(S). Usa-se 2.7 porque a restricao x(d(S)) = 2 tende
a ter um impacto maior na relaxacdo do LP que z(4(S)) > 4, podendo
levar a um desbalanceamento na arvore de branch-and-bound. Utilizando

valores mais proximos de 2 do que de 4, melhora-se o impacto de impor a
desigualdade z(5(5)) > 4.
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5.5

Selecao de nés e limites superiores

Nenhuma heuristica foi implementada com o objetivo de encontrar
solugoes viaveis (limites superiores) para o CVRP. O limite primal utilizado

foi o valor da melhor solugao conhecida para a instancia.

A estratégia de selecao de ndés no branch-and-bound utilizada foi a
busca em profundidade. O critério utilizado para a escolha dessa estratégia
foi a quantidade de memoéria requerida. A busca em profundidade requer
menor quantidade de meméria do que outras estratégias, como a de busca

em largura, por exemplo.

5.6

Escolha Dinamica para a Geragao de Colunas

Em geral, a combinagao de geracao de cortes e colunas gera ganhos
significativos no limite inferior obtido. No entanto, em algumas instancias, o
ganho no valor do limite inferior nao é significativo o bastante para justificar
o tempo adicional gasto. Para esses casos, o algoritmo de branch-and-cut
puro possui um desempenho melhor do que o algoritmo de branch-and-
cut-and-price. Nosso algoritmo de BCP para o CVRP se adapta de forma

dinamica para considerar esses casos.

O algoritmo comeca resolvendo o né raiz utilizando somente branch-
and-cut puro. Depois o noé raiz é resolvido utilizando branch-and-cut-and-
price com geracao de colunas eliminando ciclos de tamanho 2 (s = 2).
Depois, o né é resolvido novamente para s = 3. Para o resto da arvore de
branch-and-bound, o algoritmo utiliza a estratégia com o melhor balanco

entre tempo de execucao e qualidade do limite inferior.

Mais precisamente, se o tempo gasto usando s = 2 é menor do que 10
vezes 0 tempo gasto sem geracgao de colunas e a melhoria no limite inferior é
melhor do que 0.3%, considera-se que é melhor utilizar a geracao de colunas
e deve-se escolher entre utilizar s = 2 ou s = 3, caso contrario utiliza-se o
branch-and-cut puro. Se utilizar s = 3 leva menos tempo e da um limite
inferior melhor que s = 2, escolhe-se s = 3. Caso contrario, se a melhora no
limite inferior usando s = 3 é pelo menos 0.1% e o tempo gasto é menor do

que 10 vezes o tempo gasto utilizando s = 2, continua-se escolhendo s = 3.
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O algoritmo de BCP pode ser facilmente convertido em um algoritmo
de BC comum de maneira simples. Introduz-se variaveis A\ especiais, que nao
correspondem a g¢-rotas, mas sim a arestas simples em E. O subproblema
de geracao de colunas nao é resolvido. Com essas variaveis, a transformacao
de restricoes expressas em termos de varidveis x em restrigoes expressas em

termos de A se torna uma transformacao feita utilizando a matriz identidade.
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