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3
O teorema de Cramér-Lundberg via martingais

O teorema classico de Cramér-Lundberg, base da modelagem atuarial
(ramo nao-vida, veja [2]), fornece uma estimativa para a probabilidade da
ruina de uma seguradora, num modelo simplificado, Para dar uma idéia do

método, comegamos com um modelo mais simples em tempo discreto.

3.1
Estimativa da probabilidade de ruina num modelo simples

Seja S, o capital total de uma seguradora ao final do n-ésimo ano.
Suponha que o influxo de prémios recebidos por ano seja constante ¢ > 0 e

que &, seja o montante de pagamentos feitos no n-ésimo ano. Entao:
Sn+1 - Sn +c— §n+1

Suponhamos que {{,},>1 sejam va independentes e identicamente
distribuidas (iid) em um espago de probabilidade (€2, F,P), por simplicidade
com distribuigao normal 7(p, 0?), com u < c e seja Sy o capital inicial.

Defina o evento

{Rufa} = | J{S, < 0}, (3-1)

n>1

isto é, de que o capital da seguradora seja negativo em algum ano n. Vamos

checar que

C

;2”)50’

P(Ruina) < e

MSO grande para garantir que com grande

e portanto deve-se ter ¢ 5
probabilidade a seguradora nég va a bancarrota.

Demonstracao. Note que S; = Sy +c— &, So = S1+¢c—& =
So+2¢c—& — &, ete... S, =So+nc— (& + &+ ... + &), e portanto S, é
Fn-mensuravel, onde F,, = 0(&1, &, ..., &n)-

Considere a sequéncia {M,, },>¢, onde:
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M, “S}

Note que M, é F-adaptado, F = {fn}n207 Fo={0,0}.

Temos:
E[My1| Fo] = Ef S Su} ]
= E[exp{—?#sn —2° _QNC +2° _2u5n+1}|fn]
o o o
= exp{— gl H Sn}exp{— 2¢ C}E[eXP{2 €n+1}|f ]

Mas, como §n+1 é 1ndependente de F,, temos que:

E[ ) = Elexp{—2=F 6] = p(-2=5),
onde:
o(t) = Ele],

¢ chamada a fungao geradora de &, que para & = N(u,0?) é
2

explicitamente dada por: p(t) = exp{tu + tQ%}. Logo:

C —
©(2
O'

=

it Ze-wT)

c—p
= exp{2c = }

Portanto:
E[M1|F,] = M, ou seja, {M,},>o ¢ um F-martingal.

Defina agora o tempo de parada

7 =inf{n: S, <0}

Entao:
P(Ruina) = P(1 < 00)

Mas, para cada n > 0, o tempo de parada 7 A n é limitado e pelo

teorema de Doob temos:

Efexp{—2° MSTAn}]—eXp{ 9¢ “so}

Mas por outro lado,
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C

c— c— -
Efexp{~2—"Sran}] = Elexp{—2— S s cn+Elexp{—2—;

pois

c —_—
E[exp{_27usﬂ'/\n}]l{7>n}] >0
e em Elexp{—2=4S;nn }H{r<n)] tem-se

C —

ST/\n = ST <0= -2 QMSTAn 2 0
g

= exp{—QC;—Q’uSﬂ\n} > 1.

Logo, Vn > 1,

P(r <n) < g2 %

e como {7 <n} | {r < oo} vem que

P(r < 00) = lim P(1 <n) < e 25250

n—oo

3.2
O modelo de Cramér-Lundberg em tempo continuo

Vamos discutir a forma mais simples do modelo de Cramér-Lundberg
em tempo continuo. Para uma discussao extensa veja [15] e [6]. A demons-
tracao classica do Teorema de Cramer Lundberg utiliza métodos relaciona-
dos ao chamado Processo de Renovagao. Para uma discussao veja [§].

Iremos assumir agora que a evolugao do capital X = {X;};>0 de uma
certa companhia de seguros é um processo estocastico em um espago de
probabilidade (€2, F,P), como segue.

O capital inicial é Xy = u > 0. O pagamento do seguro (prémio) chega
continuamente a taxa constante ¢ > 0 (em At a quantia que chega é de cAt)
e os sinistros ocorrem em instantes aleatérios 17,75, ...(0 < T1 < Ty < ...),
e seus valores sao descritos por varidveis aleatérias nao negativas &1, o, ...

Portanto, o capital X; ¥ no tempo ¢ > 0 é dado por

Xe =u+ct— S, (3-2)

IX também é chamado “processo de risco”

MST/\n}]I{T>n}] > ]P)(T < n)
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onde o valor agregado dos sinistros no instante ¢ é dado por

Se=)_&lm<n. (3-3)

i>1

Considere o tempo de parada
T =inf{t >0: X; <0},

isto é, o primeiro intante em que o capital da companhia de seguros torna-se
menor ou igual a zero, chamado instante de ruina.

Uma problema natural relacionado as operacoes de uma Seguradora é
o calculo da probabilidade de ruina, P(T < o0), e a probabilidade de ruina
antes (inclusive) do tempo ¢, P(T < t).

Para calcular estas probabilidades assumimos o contexto do modelo

classico de Cramér-Lundberg caracterizado pelas seguintes hipoteses:

I Os tempos em que os sinistros ocorrem 77,75, ... sao tais que
aizTi—Ti,l,iZ 1 (ToE())

sao variaveis aleatorias iid com distribui¢ao exponencial com densi-
dade Xe ™, ¢ >0, A > 0.

IT As variaveis aleatorias &1, s, ... sao iid com funcao de distribuicao

F(x) =P <x); F(0)=0, p=FE[§,) = / rdF (1) < 0.
0
IIT As sequéncias T4, 75, ... e &1, &s, ... sdo independentes .

Denotamos o processo do nimero de sinistros por {NV; }>0, isto é,

N, =) Iiren (3-4)

i>1

Lema 3.1 {7, >t} ={o1+ ...+ 0o >t} ={N; <k}

Demonstracao:
De fato,
0'1+...+O'k = Tl—To + TQ — T1 + T3 — T2 + + Tk — Tk—l = Tk,

obtendo desta maneira a primeira igualdade.
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Para mostrar que {7} >t} = {N; < k}, basta observar que

To>t=T;>tVj>k= Y Iircy =0
j=k

Dai,

- Z H{Tigt} Z H{T <t} + Z I[{T <t} = Z H{T <t} <k. O

i>1 P>k

Podemos agora reescrer Sy = .., &<, como

N,
! i  se N, >0
St _ Zz—l t (*)
0 se N, = 0.

De fato, pois

St = Z StliN,=n) = Z StliN,=n) = Z Z&H{Nt n})

¢20 i1 n>1 i=1
i>1 n>i i>1  n>i i>1

Esta maneira de escrever S, facilitard algumas manipulagoes que serao

feitas adiante.

Sob a hipétese I temos que:

P(N; <k)=Plo1+... +op>1) = Ze_’\t (A1)

Dai,

k
P(N, = k) =e M (Akt!) k=0,1,... (3-5)

isto é, a variavel aleatéria N; tem distribuicao de Poisson com parametro
(ou intensidade) At. Aqui, E[N;] = At

Semelhante ao movimento Browniano, o processo de Poisson é um
processo com incrementos independentes e estacionarios, onde, para s < t,
os incrementos Ny — N tém distribui¢ao de Poisson com parametro A(t —s).

A partir da hipétese ITI temos que:

E[X, — Xo] = ¢t — E[S}] = ¢t — Z Elir<iy]

ct — Z El&]Elir<ny] = ct - MZP(Ti <t)=
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Ct—ﬂZP(Nt > 1) = ct — pE[N] =

t(c— ).

E natural exigir que E[X; — Xo] > 0,t > 0, pois como E[X;] >
E[X: — Xy, a condi¢ao garante que X; nao pode ser menor ou igual a zero

com probabilidade um, o que implicaria ruina garantida. Logo,
c> M, (3-6)

chamada “condicao de ganho liquido positivo”. Chama-se p = )\i — 1 de
1

“reserva de seguranca” (safety load).

Na analise seguinte, a funcao abaixo serd de grande importancia:
h(z) = / (¢ — 1)dF(z), = > 0, (3-7)
0
que é igual a F(—z) — 1, onde

F(z) = /0 h e > dF (z)

é a transformada de Laplace-Stieltjes de F' (z é um nimero complexo)

Chamando
g(2) = Ah(z) —cz, § =0,

encontramos para r > 0 com (h(r) < co),

E[efr(thu)] _ efrctE[erZ?]:tO&]

R Z Ele’ Sido&i| N, = n|P(N, = n)
n=0

— e iu + h(r))”—e_/\;(;\t)n

_ e—rcte)\th(r) _ et()\h(r)—rc) _ etg(r)'

Lema 3.2 Para quaisquer s <t
FEer(Xi=Xs) _ e(t*S)g(T‘), (3-8)

Demonstragao:
De fato,
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N

e _ plereltslemr T

_ Z E[e—rc(t—s)efrZ?;thgi

m,n>0

_ Z E[efrc(tfs)efrzzl:t:nfi

m,n>0

Ny—Ns =m, Ny =n|P(N;—Ng =m, Ny =n) =

N;—Ngs =m, Ny = n|P(N;—N; = m)P(Ng = n)

= Y Blete T NS EIP(N, — N, = m)P(N, = n)

m,n>0
_ Z E[e—rc(t—s)e—rzzlo &i ]P(Nt — N, = m)
m>0
_ e—rc(t—s) Z(l + h(r))me_’\(t_s) )\<t — S)m
B m!
m>0
_ t=s)g() B

Lema 3.3 O processo X = {X; >0 € um processo com incrementos inde-

pendentes.

Demonstracao: Para demonstrar esta afirmacao, usaremos a seguinte
resultado (ver [3]):

Seja o vetor aleatorio X (w) = (X1(w), ..., Xp(w).
X1, X2, ..., X,y sao independentes <— VY a = (ay,...,a,) €

R™ E[€i<a,X>] — E[eiaX1+iaX2+--.+iaXn] — Hn ) E[eianj] )
1=

Mostraremos o lema no caso simples para dois incrementos (o caso

geral é analogo).
Temos para r, u arbitrarios:
E[eiT‘(Xﬁ—Xa)eiu(Xg—Xg)] —
— E[eirc(ﬂ—a) eir(Sg—Sa)eiuc(d—a)eiu(s(;—sa)] _

N
. 8 . N )
= E{ekl el 2ok=ng Sk k2 gl 2SN, fj]’

onde

ki =irc(f —a) e ky=1iuc(d —o) ef >a > 4§ > 0.

Logo,

. N, . N,
EleMe™ i lna Gigh2 g 252N, ) =
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-~ mAntp+ . +q ¢
= 6k1+k2 Z E[e”zk:rlﬂ-piqq ék'ﬂuZ?:Z & ’ Nﬁ—Na =m, Na—N5 =n, Ng—Ng =D,

m,n,p,q=>0

N, =¢q] P(Ng — N, = m) P(N, — Ns = n) P(Ns — N, = p) P(N, = q).

Observe que

a>f>0>0= N,=Ns+n=N,+p+n=p+n-+gq.

= chthe NN Rl DR S EE S IP(Ny— N, = m)P(Na—N; = n)P(Ns—N, = p)P(N, = q)

m,n,p,q>0

= ST ET TSP~ Ny = m)P(Ny = ntpta)et Bl T SJB(N;—N, = p)B(N, = q)
m,n,p,q>0

_ E[eir(Xﬁ_Xa)]E[Giu(Xé_XU)]. 0

Considere agora o filtro {G; };>0 = G onde G; = 0(X, s < t). Uma vez
que o processo X = {X;};>0 é um processo com incrementos independentes,

temos para t > s

B(eXiX0|G,) = BerXi=X0) = (t=9000) p _ g

entao
E(em XM |G ) = Xm0 P g e (3-9)

Denotando, para t > 0:
Z, = e " Xamto(r) (3-10)
vemos que a equagao (3-9) pode ser reescrita na forma
E[Z|Gs| = Zs, P —q.c s < t, (3-11)

que ¢ a propriedade de martingal.
Como o processo Z = {Zi}i1>0 € tal que E[Z;] = 7™ < o0 e é G-
adaptado, concluimos que {Z;};>¢ é um martingal.

Segue entao, pelo teorema de Doob em tempo continuo que:

ElZin) = ElZ) (3-12)
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para qualquer tempo de parada 7.

A partir de (3-10) e (3-12)) encontramos que para 7 = T,

e — E[eertAT*(t/\T)g(r)]

— E[e_"'XtAT_(t/\T)g(T)|T <tP(T < t) + E[e—TXMT—(t/\T)g(T)|T > t|P(T > t)
> Ele Xt =DM < 4] P(T < t) = E[e ™7 T90|T <] P(T < t)
> Ele™ 90 T <] P(T < t) > Orgigte—sg(” P(T < t).

Segue entao que:

—ru

P(T <t)< ™ max %), (3-13)
min e*9(") 0<s<t
0<s<t

Consideremos agora a funcao g(r) = Ah(r) — cr, r > 0.
Claramente, g(0) = 0, ¢’(0) = Au—c < 0 (por 3-6) e ¢"(r) = AR"(r) >
0. Portanto, existe um (tnico) valor positivo r = R com g(R) = 0.

Observando que para r > 0, pelo teorema de Fubini,

/0 T et~ Pla))ds = /0 h / AR () de
= [ ([ eranar

= h(r),

podemos afirmar que R > 0 é a unica raiz da equagao

/0°° ¢ F(x)dr = /OOO (1 — Fa))ds = <, (3-14)

>0

onde F(z) = 1 — F(x) é a cauda da distribuicio F. A condicdo (3-14)
chama-se “condi¢ao de Cramér-Lundberg”.

Fazendo r = R em (3-13). Obtemos, para qualquer ¢ > 0,
P(T <t) <e fu. (3-15)
Dali,

P(T < o0) < e ) (3-16)

que fornece uma estimativa para a probabilidade de ruina (R chama-se

“expoente de Lundberg”).
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Em resumo, obtemos o seguinte:

Teorema 3.1 Suponha que no modelo de Cramér-Lundberg as suposi¢ioes
I, ILIITI e 3-6 sao satisfeitas. Entao a desiqualdade 3-16/ vale para a
probabilidade de ruina P(T < o0), onde R € a raiz positiva da equa¢ao

3-14| (isto é, R satisfaz a condi¢iao de Cramér-Lundberg).
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