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5
Apéndice

O modelo de Black-Scholes

Exemplo de aplicacao de martingais em tempo continuo;

Trata-se de um modelo para mercados financeiros onde existem um
ativo livre de risco e um ativo de risco, agoes e bonus, cujos precos satisfazem

a uma evolucao estocastica.

Supomos dado (Q, F, P, F {W;},.), T = [0, 7], onde{W;}¢é o processo de Wiener estandarde , T" -

+00. Sejam {SP}, {S}} os pregos de agoes e bonus no instante ¢ € T.

.Dinamica de precos

dS? =rSPdt, Sy =1 (r > o fixo)
dS} = SH(udt + cdWy), St =5,>0, peR,0>0.

Equivalentemente,

SYy=e¢t teT

St = Speln=)t+eWil ¢ € T (note que S} > 0).

. Estratégia de investimento

E um processo estocdstico © = {0 }er, 0, = (6°,0)) € R?, F-
adaptado, isto é, 0! € F;, Vt € T.

O valor da carteira © no instante ¢ é V;(0) = 0S? + 6!S} Note que
{Vi(©)}ieT € processo estocdstico.

Vamos supor que © é auto-financiadora, isto é,

dVi(0) = 00dS) + 6;dS}

0
t t

V(0) = 1(0) + / 62450 + / 615! =
0 0
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t t t
—(0) + / r60S0du + / L0181 du + / o0 SN,
0 0 0

onde supomos que E[fOT(SI}Qtl)Zdt] < 4ooe E[fOT 09|dt] < 400 a fim de que
as integrais estejam bem definidas. Note que a ultima integral ¢ a integral

estocastica de Ito (ver [13]).
1

_ S —
. Pregos descontados: S, = S—g —e Sl 5 =1
t
A regra do produto, consequéncia do lema de Ito, fornece:

1

dS, = d(e "S}) = —re " S}dt + e "dS}
= —rS,dt + e " S} (udt + odW,)
=5, [( — r)dt + ocdWVy).
. Valor descontado: V;(©) = e "V;(6) = 09 + Qtlgz

Fato:
© ¢ auto-financiadora <= V,(0©) = V;(0) + [, 6}dS}

Um pagamento condicional ou contingente (ver [10]) é um contrato
assinado hoje que promete um montante aleatério a ser pago num instante

futuro (vencimento).

Exemplo: Opc¢ao de compra sobre uma acao com preco de exercicio

K vencimento T'. Nesse caso:

F(1,S}) = X () = max(8} (@) — K.0) = (S} () - K)*

Problema do Apregamento: Qual é o preco (prémio) “justo” para
adquir o contrato?
Proposta : O preco justo seria aquele obtido sob a hipdtese de auséncia

de oportunidade de arbitragem (isto é, "nao existe almogo gratis”).

Definicao 5.1 Uma oportunidade de arbitragem é uma estratégia © auto-

financiadora (e admissivel) tal que
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A hipétese de auséncia de oportunidade de arbitragem (AOA) afirma que

tais arbitragens nao existem. Tais modelos sao ditos vidveis.

Vo:

Questao: O nosso modelo é viavel?
Lembre que d?; = gi (v — r)dt + odW,]
p=r= d§t1 = giath ou

t
E:%+/a$mg
0

= {gz}teqf é um (P, F)—martingal .

Além disso, V;(0),., também ¢ um (P, F)—martingal com valor inicial

t
V.(0) = Vo(O) + / 6L05" =

0
t
:w@+/a%§mq
0
Sob estas condigoes nao ha oportunidade de arbitragem!
De fato, suponha que exista © tal que
P(Vo(©) =0) =1, P(Vr(©) > 0) = 1 e P(V(0) > 0) >0 (1)

Mas, pela propriedade de martingal:

E[Vr(0)] = E[V(0)] =0 (2)
Da segunda de (1) e (2) = P(V7(0) =0) =1 < P(V;(0) =0) =

Contradicao com a terceira parte de (1).

Mais geralmente, uma medida de martingal equivalente (MME) é uma

medida de probabilidade P* sob a qual {§t1 ter € (P, F)-martingal.

Logo, se existir uma MME, entao o modelo é viavel.
—~ e
Construa W, = W, + ('u—)t
o

= dgz = ng dﬁ\/t

O Teorema de Cameron-Martin-Girsanov garante que existe uma

medida de probabilidade P* ~ P sob a qual {ﬁ\é}teqy é um processo de

Wiener estandarde.

Y

O modelo de Black-Scholes é viavel.

E o aprecamento? Aqui, aidéia crucial é:
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Definicao 5.2 Um pagamento contingente X € dito ser replicdvel se existe

© auto financiadora tal que

Vr(©) =X P—qc

Fato: Sob AOA o processo de valor é bem definido, isto é, se X é

replicavel para uma estratégia ©

Vr(©) = X

entdo, se ¢ é outra estratégia replicadora Vr(y) = X vale V,(©) = Vi(¢),
vVt e T.

Definicao 5.3 O preco justo de um pagamento contingente replicivel X
num instante t € T € dado por X; = V,(©), onde © € a estratégia replicadora

para X.

Note que se P* é uma MME, entdao {V;(©)}e, é (P*,F)-martingal,

portanto

E* [V (9)|F] = V()
— Vp(0) = E*[e " TYVH(0)|F]

e se X é replicavel, concluimos que
X, = V() = E*[e"TOX|F], (E*[X?] < +00)

(féormula de aprecamento)

Questao: Quando é que X € L?*(Q, Fp,P*) é replicavel?
Fato: O modelo de Black-Scholes é completo
Observacao:

No caso X = max(S; — K,0), entao
X, = E[e " TIX|F] = Ke " T0%0%) _ l.o(—d,)

onde
2

(5L + (r + (T — t)

d f—
! oVl —t

dgzdl—U\/T—t


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310359/CB


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0310359/CB

O Teorema de Cramér-Lundberg via martingais o1

[14] PLATO, J. V.. Creating Modern Probability. Cambridge Univer-
sity Press, 1998.

[15] T. ROLSKY, H. SCHMIDLI, V. S.; TEUGELS, J.. Stochastic

Processes for Insurance and Finance. Wiley, 1999.

[16] DANIELSSON, J.: EMBRECHTS, P.; GOODHART, C.;: KEATING,
C.; F. MUENNICH, O. R. ; SHIN, H. S.. An Academic Response
to Basel II. LSE Financial Markets Group an ESRC Research Centre
Special Paper Series, (130), 2001.

[17) DYBVIG, P. H.; MARSHALL, W. J.. The New Risk Management:
The Good, The Bad, and The Ugly. Federal Reserve Bank of ST.
Louis, p. 9-21, 1997.

[18] SHIRYAEV, A. N.. Probability. Springer, 1996.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310359/CB




