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5
Apêndice

O modelo de Black-Scholes

Exemplo de aplicação de martingais em tempo cont́ınuo;

Trata-se de um modelo para mercados financeiros onde existem um

ativo livre de risco e um ativo de risco, ações e bônus, cujos preços satisfazem

a uma evoluçao estocástica.

Supomos dado (Ω,F ,P,F,{Wt}t∈T),T = [0, T ], onde{Wt}é o processo de Wiener estandarde , T <

+∞. Sejam {S0
t }, {S1

t } os preços de ações e bônus no instante t ∈ T.

¦Dinâmica de preços





dS0
t = rS0

t dt, S0
0 = 1 (r > o fixo)

dS1
t = S1

t (µdt + σdWt), S1
0 = S0 > 0, µ ∈ R, σ > 0.

Equivalentemente,





S0
t = ert, t ∈ T

S1
t = S0e

[(µ−σ2

2
)t+σWt], t ∈ T (note que S1

t > 0).

¦ Estratégia de investimento

É um processo estocástico Θ = {θt}t∈T, θt = (θ0
t , θ

1
t ) ∈ R2, F-

adaptado, isto é, θi
t ∈ Ft, ∀t ∈ T.

O valor da carteira Θ no instante t é Vt(Θ) = θ0
t S

0
t + θ1

t S
1
t .Note que

{Vt(Θ)}t∈T é processo estocástico.

Vamos supor que Θ é auto-financiadora, isto é,

dVt(θ) = θ0
t dS0

t + θ1
t dS1

t

m

Vt(Θ) = V0(Θ) +

∫ t

0

θ0
udS0

u +

∫ t

0

θ1
udS1

u =
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= V0(Θ) +

∫ t

0

rθ0
uS

0
udu +

∫ t

0

µθ1
uS

1
udu +

∫ t

0

σθ1
uS

1
udWx,

onde supomos que E[
∫ T

0
(S1

t θ
1
t )

2dt] < +∞ e E[
∫ T

0
|θ0

t |dt] < +∞ a fim de que

as integrais estejam bem definidas. Note que a última integral é a integral

estocástica de Itô (ver [13]).

¦ Preços descontados: S
1

t ≡
S1

t

S0
t

= e−rtS1
t , S

0

t ≡ 1

A regra do produto, consequência do lema de Itô, fornece:

dS
1

t = d(e−rtS1
t ) = −re−rtS1

t dt + e−rtdS1
t

= −rS
1

t dt + e−rtS1
t (µdt + σdWt)

= S
1

t [(µ− r)dt + σdWt].

¦ Valor descontado: V t(Θ) = e−rtVt(θ) = θ0
t + θ1

t S
1

t

Fato:

Θ é auto-financiadora ⇐⇒ V t(Θ) = V0(Θ) +
∫ t

0
θ1

t dS1
t

Um pagamento condicional ou contingente (ver [10]) é um contrato

assinado hoje que promete um montante aleatório a ser pago num instante

futuro (vencimento).

Exemplo: Opção de compra sobre uma ação com preço de exerćıcio

K vencimento T . Nesse caso:

F (t, S1
t ) = X(ω) = max(S1

t (ω)−K, 0) = (S1
t (ω)−K)+

Problema do Apreçamento: Qual é o preço (prêmio) “justo” para

adquir o contrato?

Proposta : O preço justo seria aquele obtido sob a hipótese de ausência

de oportunidade de arbitragem (isto é, ”não existe almoço grátis”).

Definição 5.1 Uma oportunidade de arbitragem é uma estratégia Θ auto-

financiadora (e admisśıvel) tal que

P(V0(Θ) = 0) = 1,P(VT (Θ) ≥ 0) = 1

e

P(VT (Θ) > 0) > 0.
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A hipótese de ausência de oportunidade de arbitragem (AOA) afirma que

tais arbitragens não existem. Tais modelos são ditos viáveis.

Questão: O nosso modelo é viável?

Lembre que dS
1

t = S
1

t [(µ− r)dt + σdWt]

µ = r =⇒ dS
1

t = S
1

t σdWt ou

S
1

t = S1
0 +

∫ t

0

σS
1

udWu

=⇒ {S1

t}t∈T é um (P,F)−martingal .

Além disso, Vt(Θ)t∈τ também é um (P,F)−martingal com valor inicial

V0:

V t(Θ) = V0(Θ) +

∫ t

0

θ1
udS

1

u =

= V0(Θ) +

∫ t

0

σΘ1
uS

1

udWu

Sob estas condições não há oportunidade de arbitragem!

De fato, suponha que exista Θ tal que

P(V0(Θ) = 0) = 1, P(VT (Θ) ≥ 0) = 1 e P(VT (Θ) > 0) > 0 (1)

Mas, pela propriedade de martingal:

E[V T (Θ)] = E[V0(Θ)] = 0 (2)

Da segunda de (1) e (2) =⇒ P(V T (Θ) = 0) = 1 ⇐⇒ P(VT (Θ) = 0) =

1,

Contradição com a terceira parte de (1).

Mais geralmente, uma medida de martingal equivalente (MME) é uma

medida de probabilidade P∗ sob a qual {S1

t}t∈τ é (P,F)-martingal.

Logo, se existir uma MME, então o modelo é viável.

Construa Ŵt = Wt + (
µ− r

σ
)t

=⇒ dS
1

t = σS
1

t dŴt

O Teorema de Cameron-Martin-Girsanov garante que existe uma

medida de probabilidade P∗ ∼ P sob a qual {Ŵt}t∈T é um processo de

Wiener estandarde.

⇓

O modelo de Black-Scholes é viável.

E o apreçamento? Aqui, aidéia crucial é:
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Definição 5.2 Um pagamento contingente X é dito ser replicável se existe

Θ auto financiadora tal que

VT (Θ) = X P− qc

Fato: Sob AOA o processo de valor é bem definido, isto é, se X é

replicável para uma estratégia Θ

VT (Θ) = X

então, se ϕ é outra estratégia replicadora VT (ϕ) = X vale Vt(Θ) = Vt(ϕ),

∀t ∈ T.

Definição 5.3 O preço justo de um pagamento contingente replicável X

num instante t ∈ T é dado por Xt ≡ Vt(Θ), onde Θ é a estratégia replicadora

para X.

Note que se P∗ é uma MME, então {V t(Θ)}t∈τ é (P∗,F)-martingal,

portanto

E∗[V T (Θ)|Ft] = V t(Θ)

=⇒ VT (Θ) = E∗[e−r(T−t)VT (Θ)|Ft]

e se X é replicável, conclúımos que

Xt = Vt(Θ) = E∗[e−r(T−t)X|Ft], (E∗[X2] < +∞)

(fórmula de apreçamento)

Questão: Quando é que X ∈ L2(Ω, FT ,P∗) é replicável?

Fato: O modelo de Black-Scholes é completo

Observação:

No caso X = max(S1
T −K, 0), então

Xt = E∗[e−r(T−t)X|Ft] = Ke−r(T−t)Φ(−d2) − S1
T Φ(−d1)

onde

d1 =
ln(

S1
T

K
+ (r + σ2

2
(T − t)

σ
√

T − t

d2 = d1 − σ
√

T − t

Φ(x) =
1

2π

∫ x

−∞
e
−t2

2 dt
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