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4
Cédigos de avaliacao definidos sobre [ -algebras

Neste capitulo iniciaremos uma nova formulagao dos codigos ja vistos
anteriormente seguindo os resultados obtidos nos trabalhos de Pellikaan,
Hgholdt e van Lint (veja (Pel3), (Peld), (Pelll) e (Pel2)).

Consideremos V; um espaco vetorial de polinomios de grau menor ou igual
a | em duas varidveis X,Y e coeficientes em F,. Consideremos um polinomio
G € F,[X,Y] de grau m em que a forma homogénea G* define uma curva
nao-singular. Sejam Py, P, ..., P, pontos racionais da curva plana definida pela
equagao G = 0, isto é, P, = (a;, b;) € Fg e G(P;) = 0 para 1 < i < n. Definimos

entao o cdédigo C' por

C = {(F(P), F(Py), .. F(P,)) | F € Vi}.

Teorema 4.0.11 Seja n > Ilm. A distancia minima d e a dimensdo k de C

sao dadas por
d>n—Im,

(l+2

2), se I <m

lm+1—(m2_1), se 1>m

Prova:

Os monémios da forma X*Y? com a + # < [ formam uma base de Vj.

l—|2—2) .

Seja F € V;. Se G é um fator de F', entao a palavra do cédigo associada

Logo V; possui dimensao (

a F sera a palavra identicamente nula. Por outro lado, se esta palavra do
codigo for nula, entdao as curvas dadas pelas equagoes F' = 0 e G = 0 (onde
deg F =1 <ledegG = m) se intersectam em pelo menos n pontos distintos, a
saber Py, ..., P,. Como n > Im > ['m pelo teorema de Bezout devemos ter que
F e G tém um fator em comum e ja que G é irredutivel, F' deve ser divisivel

por G. Logo os polinomios F' € V; associados a palavra nula pertencem ao
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subspago vetorial dado por GV,_,, = {GF|F € V,_,}. Isto implica que se

+2
2

() (1) e (77

Também segue-se do teorema de Bezout que uma palavra do cédigo nao-nula

l<mentéok::( ),eselzmentéo

tem no maximo [m coordenadas iguais a zero, isto é, seu peso é no minimo
n —Im. Logo d > n — Im.
O

Note que se Fi, ..., F}, € uma base para V; modulo GV,_,,, entao

(Fy(P)) [1<i<k1<j<n)

¢ a matriz geradora de C. Entao esta é a matriz de paridade para o dual
de C. A distancia minima d* de C* ¢ igual ao nimero minimo de colunas
dependentes desta matriz. Logo para todo t < d* e todo subconjunto @ de
P ={P, ..., P,} consistindo de t pontos distintos, a submatriz correspondente
k x t tem como posto maximo ¢.

Seja L; = V;/GV,_,,. Entao a fungao avaliagao polinomial em @ induz
uma aplicacao sobrejetiva de L; em F Z' O nicleo, que denotaremos por L;(Q),
¢ o espaco de todos os polindmios F' € V| tais que todo ponto de @) ¢
zero de F, onde F denota a classe de F' médulo GV,_,,. Temos entdo que
dim (L;(Q)) = k —t se t < d*+. Mais ainda, a dimensdo de L;(Q) é no
minimo k — t para todos t-subconjuntos ) de P ( um t-subconjunto @) de
P é simplesmente um subconjunto com ¢ elementos).

Mas para obter a limitacio para d‘, temos que mostrar que
dim(Ly(Q)) = k — t para todo t < d*.

O que faremos agora é generalizar os codigos descritos acima. Para isso
introduziremos as nogoes de funcoes de ordem, grau e peso e um método para

obter tais funcgoes.

4.1
Funcoes Ordem, Grau e Peso

N denotara o conjunto dos inteiros positivos e Ny denotara o conjunto

dos inteiro nao-negativos.
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Definicao 4.1 Uma F-dlgebra R é um anel comutativo com unidade tal que

0s elementos de F* sao inversiveis em R.
O exemplo mais simples de uma F-algebra é R = F[X7, ..., X,,].

Para generalizar os codigos estudados anteriormente, vamos precisar
definir uma relacao de ordem “ especial” para os polinomios em R. Esta relacao

estara dada como segue:

Definigao 4.2 Seja R = F[X, ..., X,,]. Suponha que < seja uma relagao total
de ordem mo conjunto dos monomios nas varidveis Xy, ..., X,, tal que para

todos 0os monomios My, My e M wvale que:

(R.1) se M # 1 entdo 1 < M;

(R.2) se My < My entao MM; < M M,.

Entdao < serd chamada de uma ordem de redu¢ao sobre os monomios.

Denotaremos um monomio nas variaveis X1, ..., X,, da seguinte forma:

m
X = HXZO‘ se a = (aq, ..y Q).
i=1

O grau de um monomio é dado por

m

deg (X%) = deg (a) = Zai.

i=1
Definir uma ordem de reducao sobre os monomios em m variaveis é
equivalente a definir uma ordem total no conjunto Nj* tal que para todo

o1, o, € Ni* temos
(E.1) se a # 0 entao 0 < a;
(E.2) se a; < ay entdo a+ g < a+ as.

Usaremos < para denotar a ordem definida tanto para os monomios

quanto para os expoentes.

Exemplo 4.1.1 A ordem lexicograifica <y, definida por

X<, X% se, e somente se,
ay =01, ..,qi_1 =01 e ap < B para algum | tal que 1 <1 < m.

A ordem lexicogrdifica € uma relagio de ordem de reducao mo sentido da

definicao [{. 3
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Por exemplo, para m = 2, sejam X = X; e Y = X3 e <=<;. A ordem
lexicografica é da seguinte forma:
1<Y <Y?<Y? <. <Y/ <Y/t <
X<XY <XY?< XY’ <. < XY? < XY/t < .
X< XY <XV < XY < L= XY < XY <L
Entao X' é o supremo do conjunto {X*Y7 | j € N}.

Note que se m > 2, entao a ordem lexicografica nao é isomorfa aos inteiros

positivos com a ordem usual.

Exemplo 4.1.2 A ordem lexicogrdfica graduada <p € definida por

X <p XP se, e somente se,
ou deg (X®) = deg (XP) ou deg (X*) # deg (X?) e X* < XP.

A ordem lexicogrifica graduada é uma relagao de ordem de reducao que €

1somorfa aos inteiros positivos com a ordem usual.

Uma relagao de ordem nos monomios pode ser estendida a uma funcao
definida sobre todos os polinémios da seguinte forma: seja < uma relagao de
ordem de reducao que é isomorfa aos inteiros positivos com a ordem usual. Di-
gamos que o conjunto dos monoémios { f1, fo, ...} seja uma base de F[ Xy, ..., X,
e esteja ordenado de tal forma que f; < f;11 para todo 7. Como todo polinomio

f pode ser escrito como

J
i=1
onde \; € F para todo 7, e A\; # 0 para algum j, definimos uma fungao

P ]F[Xh 7Xm] - NO U {_OO}

COomo segue:

—o0  se f=0
p(f)=< j7—1 onde j é o menor inteiro positivo tal que f pode

ser escrito como combinacgao linear dos j primeiros monomios

Claramente temos as seguintes propriedades desta funcao:
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(0.0) p(f) = —c0 = f =0;

(0.1) p(Af) = p(f) para todo A € F;

(0.2) p(f +g) <maz{p(f),p(g)} e a igualdade vale se p(f) < p(g);
(0.3) se p(f) < p(g) e h # 0, entao p(fh) < p(gh);

(0.4) se p(f) = p(g), entao existe A € F tal que p(f — Ag) < p(9);

para todo f,g,h € R, para todo n € N, assumindo que —oo < n ,Vn € N.
Definicao 4.3 Seja R uma F-dlgebra. Uma funcao de ordem em R € uma
aplicagao

p:R— NyU{—o00},

que satisfaz as condigoes (0.0), ..., (0.4).

Definicao 4.4 Seja R uma F-dlgebra. Uma fungdo peso em R é uma func¢ao

de ordem em R que satisfaz também a sequinte propriedade

(0.5) p(fg) = p(f) +plg) para todo f,g € R.

(Aqui estamos assumindo que para todo n € Ny temos que —oco +n = —00.)

Se p é uma fungao peso e p(f) é divisivel por um inteiro d > 1 para todo
f € R, entao p(f)/d é outra fungao peso. Dai, podemos assumir que o maior

divisor comum entre os inteiros p(f) onde f € R é 1.

Definicao 4.5 Uma fun¢ao grau em R serd uma aplicacao que satisfaz as

condigoes (0.0),(0.1),(0.2) e (0.5).

E claro que (0.3) é consequéncia de (0.5).
Exemplo 4.1.3 O exemplo cldssico de uma F,-dlgebra R com uma fungao
grau p € o sequinte: R = F [ X1, -+, X,,] e p(f) = deg(f).

p serd uma fungao de ordem se, e somente se, m = 1 e neste caso p serd

também uma funcdo peso.

Um exemplo importante para o assunto deste trabalho é o seguinte:
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Exemplo 4.1.4 Seja C uma curva projetiva, nao-singular, irredutivel definida

sobre F, e seja P um ponto racional de C. Considere R o anel das fungoes

racionais de C requlares fora de P (i.e.; se f € R, f nao-constante, entio P ¢é

o0 unico polo de f) e portanto temos que vp(f) < 0 para toda f € R nao-nula.

Definamos p(f) = —v,(f) para f € R, entdo p é uma fungdio peso.

O objetivo € mostrar que pode ser desenvolvida a teoria dos codigos geométricos

sem usar a teoria das curvas algébricas.

Lema 4.1.5 Seja p uma fungao de ordem em R. Entao temos:

1.

se p(f) = p(g) entao p(fh) = p(gh) para todo h € R;

2. se feRef#0 entio p(1) < p(f);

3. F={feR|p(f) <p)}:

/.

se p(f) = p(g) entao existe um tinico X € F* tal que p(f — Ag) < p(g).

Prova:

1.

Seja p(f) = p(g). Entao (O.4) nos diz que existe A € F* tal que
p(f — Ag) < p(g). Por (0.3) temos p(fh — Agh) < p(gh). Mas fh =
(fh — Agh) 4+ Agh, entdao p(fh) = p(Agh) = p(gh) por (0.2) e (O.1)

respectivamente.

Seja 0 # f € R tal que p(f) < p(1). Entdo p(1) > p(f) > p(f*) >
¢ uma sequéncia estritamente decrescente pela condigao (0.3), mas isto
)

3
contradiz o fato de que N U {—o0} é ordenado. Logo p(1) < p(f) para

todo 0 # f € R.

. E claro que F é um subconjunto de {f € R | p(f) < p(1)}, pelas

condigoes (0.0) e (O.1). Se f # 0 e p(f) < p(1) entao p(f) = p(1)
pelo item anterior. Logo existe A € F tal que p(f —1X) < p(1) por (O.4).
Entao f —A=0e f €F.

A existéncia de A\ esta garantida por (O.4). Vamos ver somente a
unicidade. Suponhamos que existem 0 # A\, u € F tais que p(f — A\g) <

p(g) e p(f — png) < p(g). Por (0.2) temos p(f —Ag — (f — pg)) < p(g)-
Logo p((r — N)g) < p(g). A condicao (O.1) mostra que p — A = 0.
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Proposicao 4.1.6 Se existe uma funcao de ordem em R, entao R é um

dominio

Prova:

Sejam f,g € R tais que fg = 0. Sem perda de generalidade suponhamos
que p(f) < p(g). Entdo p(f?) < p(fg) = p(0) = —o0, o que implica que
p(f?) = —o0, e f2=0. Mas, se f # 0, pelo lema FET.H temos que p(1) < p(f),
entao p(f) < p(f?) = p(0) = —c0. Logo f = 0, que é uma contradigao. Logo
R nao possui divisores de zero.

O

A reciproca nao é verdadeira como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 4.1.7 A F-dlgebra R = F[X;, X3|/(X1 X2 — 1) € um dominio, mas
R nao possui nenhuma funcao de ordem.

Denotaremos por x; a classe do elemento X; € R. Se p é uma funcao de ordem
em R, entao p(1) < p(x1), logo p(z2) < p(x129) = p(1). Portanto p(xs) = p(1)
e analogamente p(x1) = p(1). Dai, p(f) < p(1) para todo f € R. Entao F = R
pelo lema[{.1.5, que € uma contradi¢io ja que x1 ¢ IF.

A préxima proposigao e o proximo teorema nos mostrarao que existe uma
base para R com certas propriedades sempre que existir uma funcao de ordem
e que reciprocamente, se tal base existe, entao é possivel definir uma funcao
de ordem. Embora a formulagao de tal fato seja extremamente técnica, é facil

de ser aplicado.

Proposicao 4.1.8 Seja R uma F-dlgebra tal que R # F, com fun¢ao de ordem
p. Entdo existe uma base {f; | i € N} de R sobre F tal que p(f;) < p(fi+1) para
todo 1. Tal base tem a sequinte propriedade: se © € o menor inteiro positivo tal
que [ pode ser escrito como combinagao linear dos i primeiros elementos da
base, entao p(f) = p(fi). Seja (i, ) o inteiro I tal que p(fif;) = p(fi), entdo
[(i,7) < l(i+1,7) para todo i e j. Seja p; = p(fi). Se p € uma fungdo peso,
entao pyi ) = pi + pj-

Prova:

Pela hipotese, existe f € R\ F. Pelo lema ETH p(1) < p(f) e assim
ja que p(f") < p(f™*1) para todo n € N temos que o conjunto dos valores
de p ¢é infinito. Seja (p; | ¢ € N) a sequéncia crescente de todos os inteiros

nao-negativos que aparecem como p(f) sendo f € R nao-nulo. Por definigao
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para todo i € N existe f; € R tal que p(f;) = p; e, além disso, temos que
p(fi) < p(fir1) para todo i, e para todo f € R nao-nulo, existe i tal que
p(f) = p(fi). O fato de que {f; | ¢ € N} forma uma base, é provado por
inducao e pelo lema (4) e, por (0.2), possui a propriedade desejada. De
(0.3) podemos ver que [(i,j) é estritamente crescente. E ainda se p é uma
funcao peso, entao py; ) = p; + pi pela condicao (0.5).

O

Exemplo 4.1.9 Considere a ordem lexicogrdfica graduada como no exemplo
413 para m = 2. Sejam X = X1, Y = X, e considere R = F[X,Y] com a

sequinte base

{X°Y? | o, €Ny}

Considere a base de monomios e seus correspondentes indices organizados

(diagonalmente da esquerda para direita) nas sequintes tabelas:

y6
Y | XY
Y4 | Xyt | Xy
Y3 | XY3 | X2y3 | X3Y3
Y2 | XY? | X?%Y? | X3Y?
Y| XY | X%y | X3Y | XYY
1 X X? X3 Xt | X

E ainda,
22
16 | 23
11 17| 24
7 11218 | 25
4 8 |13 |19
2 14 | 20
11316 [10]15 |21

Note que fs = XY? e fo = X?Y. Entao fsfy = XY?- X?Y = X3Y3 = fos.
Logo 1(8,9) = 25.
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Teorema 4.1.10 Sejam R uma F-dlgebra e {f; | i € N} uma base de R
como o espacgo vetorial sobre F com fi = 1, L; um espaco vetorial gerado
por fi,..., fi el(i,7) o menor inteiro positivo | tal que f;f; € L;. Suponhamos
que U(i,7) < l(i+1,7) para todo i,j € N. Seja (p; | i € N) uma sequéncia
estritamente crescente de inteiros ndo-negativos. Definamos p(0) = —oo e
p(f) = pi sei € o menor inteiro positivo tal que f € L;. Entdo p é uma
fungao de ordem em R. Se, além disso, vale que py; ) = p;+p;, entdo p € uma

funcao peso.

Prova:

As condigoes (0.0),(0.1),(0.2) e (0.4) sao consequéncias direta da
defini¢ao. Para todo elemento nao-nulo f € R, associamos ¢( f), o menor inteiro

positivo tal que f € L,(s). Sejam f e g elementos diferentes de zero de R.

f=>_ Xfi, 9= > vf; entdo temos

i<u(f) Ji<u(g)
fg= Z paft com Ay, Viggys Hurg) 7 0.
I<u(fg)

Logo existe p;; € F tal que

fifj = Z pijifi  onde g # 0,

I<1(4,5)

entao

= Z AiVj -

l(i,j)=l
A funcao [(i,7) é estritamente crescente em ¢ e em j por defini¢ao e
simetria. Note que (4,7) < I(¢(f),t(g)) se i < ¢(f) ou j < i(g) e, além disso,
sei=1(f)ej=1(g), vale que

AiVjtijiGig) 7 0,
e é igual a yu,(s4), e portanto temos que ¢(fg) = I(¢(f),t(g)). Mais ainda, se
PiGij) = Pi T pj, entao

P(fg) = Pu(fg) = PUL(f)ulg)) = Pulf) T Pug) = P(f) + P(g)-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310358/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0310358/CB

Capitulo 4. Cédigos de avaliacdo definidos sobre IF-dlgebras 52

Exemplo 4.1.11 Seja w = (wy,...,w,,) uma m-upla de inteiros positivos
chamada peso. O grau com peso de o € N™ e do seu monomio correspondente
X € definido por

wdeg (X%) = wdeg (o) = Z oy,
=1

e de um polinémio nao-nulo F' = > A\, X* por

wdeg (F) = max{wdeg (X*) | Ao # 0}.

A fungao grau é de fato uma fun¢ao grau no anel R = F[X, ..., X,,]. A ordem

lexicografica graduada com peso <, em N™ € definida por

a <, B se, e somente se,
wdeg () < wdeg (B) ou wdeg (o) = wdeg (B) e o <, 5,

e de maneira similar para monomios. Isto € realmente uma relacdo de ordem
de reducao que € isomorfa a N.

Considere a ordem lexicogrdfica graduada com peso para m = 2 com
X=X,Y =X, wdeg(X) =4 ewdeg (Y)=5.

Seja R = F,[X,Y] e {X°Y? | a,8 € Ny} como uma base com o F,-
dlgebra. Considere o grau com peso 4o + 53 desta base e seu correspondente

indice dados nas sequintes tabelas.

25
20 | 24
15119 | 23
10| 14 | 18 | 22
9 [ 1317|2125
8 [12]16 |20 | 24
E ainda,
22
15 | 20
10 | 14 | 19
9 |13 |18
8 [ 12 ] 17 ] 23
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Os elementos da base X® e XY* possuem o mesmo grau com peso, 24. Mas

XY* ¢ menor que X% na ordem lexicogrdfica. Logo fog = XY*? e fo = XO.

4.2
Existéncia de Funcoes Peso

Exemplo 4.2.1 Seja I o ideal em F[X,Y] gerado por um polindmio da forma

XY+ Ytter @

com G € F[X,Y], degx (G) = d < a, deg(G) < b+ ¢ e mde(a,b) = 1,
onde o grau de G € F[X,Y] como polinomio em X ¢é denotado por deg x(G).

Seja S = F[X,Y]/I. Denotaremos as classes de X,Y e G mddulo I por

b+c

x,y e g respectivamente. Logo x®y¢ = —y’7¢ — g, o que implica que, x*y°

¢ uma combinacdo linear de elementos da forma x%y® com a < a, jd que

deg x(G) < a. Por indug¢do vemos que

{z%9° | o, B € Ny, a < a ou 8 < ¢}

¢ uma base de S. Suponhamos que exista uma funcdo peso p em S tal que
mde(p(x), p(y)) = 1. Mostraremos que p(z) = b e p(y) = a. Seja X*Y"? o

monomio em G com o maior peso. Entao o+ 3 < a+ c.

Dai, p(g) < ap(x) + Bp(y) por (0.2) e (0.5).

~ Se p(y) < p(x), entao

ap(z) + Bply) = ap(z) + (B —c)py) + cp(y)
< (a+pB—c)p(z)+cp(y)
(y)-

Logo p(g) < p(x®y°) e portanto p(x°y®) = p(z°y° + g). Como p(y***) =
p(z“y° + g), entdo temos que p(y**°) = p(z*y°) e logo ap(z) = bp(y).
— Se p(z) < p(y) obtemos analogamente que ap(z) = bp(y).

Logo, em ambos os casos ap(x) = bp(y). Como mdc(p(x),p(y)) = 1, entdo
p() =beply) =

A seguinte proposi¢ao nos mostra que a [F-algebra S admite uma funcao
peso como a descrita anteriormente se ¢ = 0. Mas se ¢ > 0, entdo 2% e y°

sao dois elementos que possuem o mesmo peso ab e sao independentes modulo
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elementos de peso estritamente menor que ab. Isto contradiz a condicao (0.4).

Logo nao existe funcao peso se ¢ > 0.

Exemplo 4.2.2 O polinémio X3Y +Y3+Y € redutivel com a = 3,b=2,c =
1,d =0 e G =Y. Pela proposicio [{.1.6 nao existe uma fun¢ao de ordem.

Considere o subespaco R de S que é gerado por

{z°y’ | o, B € Ny,a < a e ca < (a—d)S}.

Provaremos que R é uma [F-algebra e que podemos definir uma funcao peso

em R tal que p(x) =be p(y) = a.

Proposicao 4.2.3 Seja I o ideal em F[X,Y] gerado por um polinomio da
forma X°Y°¢ + uY" ¢ + G com u € F*, G € F[X,Y], degx (G) = d < a,
deg (G) < b+ ¢ emdc(a,b) = 1. Sejam S =F[X,Y]/I e R o espago vetorial
gerado por {z*y® | o, 8 € Ny, < aeca < (a—d)B}. Entao R é uma F-dlgebra
com uma fung¢ao peso p tal que p(x) =b e p(y) = a.

Prova:

O conjunto {z%y® | @ < a ou 8 < ¢} é uma base para S sobre F entdo
{2%y’ | @ < a e ca < (a — d)B} é uma base para R. Sejam fi, ..., fn, ...
uma enumeracao desta base de R. Se fi = 2°y’,a < a e ca < (a — d)S3,
entdao definamos p; = ab + fa. A fungao (o, ) —— ab + [a é injetiva no
dominio {(o,) € N? | a < a}, pois mdc(a,b) = 1. Logo se i # j, entao
p; # pj. Podemos assumir que a enumeragao (p; | ¢ € N) forma uma sequéncia
estritamente crescente.

Seja Ly =< fi,..., fi >. Provaremos que para todo %, j existe um inteiro
nao-negativo [ tal que f;f; € L;. Entao R é uma F-dlgebra. Além disso,

mostraremos que se [(i,j) é o menor inteiro nao-negativo [ tal que f;f; € L

entao py; ;) = p; + pj e portanto vai existir uma fungao peso p em R tal que
p(x®y?) = ab + Ba pelo teorema ELITI0
Sejam

fi =a° p; =ab+pBa coma<aeca<(a—d)}p,
fi =2°, p;j =qb+da comy<aecy<(a—d)yd.

Entao

fify =2y pitpi = (a+)b+ (B+8)a eclat+y) < (a—d)(B+0).
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— Se a+ < a entao f;f; ¢ um elemento da base de R. Entao fi; ) = fif;
€ Piig) = Pi t+ Py
— Sea+vy>aentao a+v=a+ecom e < a. Logo

ca <cla+7v) <(a—d)(B+9),

e f+0 = c+n para algum inteiro nao-negativo 1. Como c(a+¢€) < (a—d)(c+n)
isto implica que ¢(d+¢€) < (a—d)n, entdo € < a e ce < (a—d)(b+c+n). Logo

C,.€ €, btctn

fifi = 2"y‘xy" = —ux‘y Y’g.

Sendo assim x€y"T¢*" é um elemento f; da base de R e

pit+pi=(@+7)b+ (B+0)a=eb+ (b+c+n)a=p.

Vamos mostrar agora que x“y" € L;_y. Isto implicara que fif; € L; \ L;_; e
portanto que (i, 7) = (.

Note que um monoémio de G com coeficientes nao-nulos é da forma
XEY* com k<dek+\<b+c,jaquedegy (G) =dedeg(G) <b+c

Afirmagao: Se (€,n), (k, \) € N2 satisfazem
e<a, cle+d)<(a—d)mn,

k<d, kE+A<b+4+c e
pr=eb+ (b+c+n)a,

entdo xHry1tA € L.

Prova da Afirmacdo: Se € + k < a entdo z<TFy" é elemento da base de R,
pois c(e + k) < (a — d)(n+ A). Logo,

(e+kb+(m+Na = e+ (kb+ Xa) + na
< eb+(b+c+na=p

jAqueb<aek+\<b+c Entao aHry"A € L.

Por outro lado, se ¢ + k > a entdao € + k = a + ¢ para algum inteiro
nao-negativo €', onde € < €, pois k < d < a. Analogamente ao caso anterior
temos 1 + A = ¢ + 7/, para algum inteiro nao-negativo ', e ce¢’ < (a — d)n'.

Logo,
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et+k, n+XA _ La,c € 0 b+c+n’ €,

= —uzely xy"g.

~ / /o,
Entao, o termo z€¢y*Tt" é um elemento fr da base de R e vale que

pr=€b+(b+c+n)a=(a+e+(c+n)a=(e+k)b+ (n+ Na,

que ¢é estritamente menor que p;, como vimos anteriormente. Disto segue que
zy"g e Ly_q el <. Logo ztFym* € L;_;.
O

Corolério 4.2.4 Seja F um polinémio da forma X°Y° + uY’ ¢ + G com
uelF, GelF[X,Y], degx (G) =d < a, deg (G) < b+ ¢ e mdc(a,b) = 1. Se

G nao € dwisivel por Y, entao F' € absolutamente irredutivel.

Prova:

Suponhamos que existam dois polinémios U e V tais que F' = UV.
Sejam u o elemento de S = F[X,Y]/(F) correspondente a U mdédulo (F) e v
o elemento de S correspondente a V' médulo (F'). Entao uv = 0. Seja R um
subespaco de S gerado pelos elementos z%y” tal que o < a e ca < (a — d)3.
Entao R é uma F-algebra com uma funcao peso pela proposicao 2.3 Logo

R é um dominio pela proposicao A.1.6l Consideremos os dois casos a seguir:
(i) Se ¢ =0, entdo R =S. Logo u=0ouv =0.

(ii) Suponhamos ¢ > 0. Por um argumento anélogo ao da demonstragao
da proposicao anterior, é possivel mostrar que existem inteiros r e s tais que
y'u,y*v € R. Entao y"u - y*v = y"uv = 0 o que implica que y"u = 0 ou
y*v = 0. Se y"u = 0 entdo YU € (F'). Sendo assim existe um polinémio A tal

que

YU = AF = A(XY" +uY" ™ + G).

F nao é divisivel por Y, ja que ¢ > 0 e GG nao é divisivel por Y. Logo A é
divisivel por Y. Entao U € (F) e u = 0. Analogamente v = 0 se y*v = 0.

Em ambos os casos u = 0 ou v = 0. Dai S é um dominio, (F') é um ideal primo
logo F' é irredutivel. Estes resultados ainda sao validos se estendermos F a seu

fecho algébrico. Logo F' é absolutamente irredutivel.
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O

OBS.: Se ¢ = 0 entdo R = S e {2y’ | B < b} é também uma base da

F-algebra R, por simetria.

Exemplo 4.2.5 Vamos agora fazer uma generaliza¢ao da proposicao [4.2.5
para mais que duas varidveis no caso ¢ = 0. Seja wdeg o grau pesado
em F[Xy,...,X], onde X; tem peso aj...a;_1b;..by,_1. Seja I o ideal em
F[X1,..., Xm] gerado por

X" +Xibi1 +G; para 1=1,....,m—1

onde G; € F[X, ..., X;1], wdeg (G;) < ay...a;b;...bp,—1 € mdc(a;, b;) = 1 para
todo i < j. Entao o anel R =TF[Xy, ..., X;,]/I possui a sequinte base

{z% | a € N}, a; < a; para todo i < m}.

O anel R tem uma fungdo peso p tal que

p(ZL‘Z) = al...ai_lbz-...bm_l.

Logo R ¢ um dominio e o ideal I € primo.

Nosso proximo objetivo é definir cédigos de avaliacao e obter limitagoes

para a distancia minima dos cédigos duais através de funcao de ordem.

4.3
Cédigos de Avaliacao e seu duais

Nesta secao R serd sempre uma [F,-algebra com funcao de ordem p e

(fi | ¢ € N) serd uma base de R sobre F, com as seguintes propriedades:

o () < plfis) para todo i € N.
e Para todo elemento ndo-nulo f em R existe j com p(f) = p(f;).

A existéncia de tal base foi provada pela proposicao 4.1.8.
Considere L; o espaco vetorial gerado por fi, ..., f;. Entao paratodo 0 # f € R
temos p(f) = p(fi), se e somente se, [ é o menor inteiro tal que f € L;. Seja
[(4, j) o menor inteiro positivo [ tal que f;f; € L;, entao I(4, j) < I(i+1,j) para
todo 7,7 € N.

Vamos definir uma operagao de multiplicagao em [y simplesmente

fazendo a multiplicagao coordenada a coordenada, isto é: axb := (aby, ..., ayby,)
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onde a = (ai,...,an) € b = (by, ..., b,) sao elementos em Fy. O espaco vetorial
[y com a multiplicagao * ¢ um anel comutativo com unidade (1, ..., 1). Identi-
ficamos o subanel unitédrio {(A,..., \) | A € F,} com F,. Desta forma [} é uma

F,-algebra.

Definicao 4.6 A aplicacao

p: R— [y,

¢ chamada um morfismo de IF-dlgebras se ¢ € Fy-linear e vale que

o(fg) = o(f) * ¢(g)-

Para cada elemento f; da base de R seja h; € Fy a imagem deste elemento

pelo morfismo ¢, isto é, h; = ¢(f;).

Definicao 4.7 Definimos o cddigo de avaliagcao E; e seu dual Cy por

E, = gO(Ll) =<< hl, ...,hl >,

Cr={ceF, |[c-h;=0 para todo i <1}.

A sequéncia de cddigos (E; | I € N) é crescente com respeito a inclusdo. Como
tais codigos sao subespagos do espago vetorial Fy' que tem dimensao finita, logo
existe um N tal que E; = Ey para todo [ > N. O cédigo En é a imagem de
R por .

Consideraremos apenas os morfismos que sao sobrejetivos. Entao £ = Fy e
C;=0paral> N.

Exemplo 4.3.1 Seja P o conjunto formado por m pontos racionais distin-
tos Py,..., B, de F'. Seja R = Fy[Xy, ..., X,,]. Considere a sequinte funcao

avaliagao

avp : R — Fy
avp assim definida € um morfismo de Fy-dlgebras de R em Fy, jd que FG(P) =

F(P)G(P) para todo par de polinomios F' e G e para todo ponto racional
P eTFy.
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Lema 4.3.2 A funcdo avp € sobrejetiva.

Prova:

Seja P; = (%1, ..., Tjm). Seja Ay ={z; | 7 =1,....,n}\{zu} e seja G; o

polinomio dado por

m

Gi = H (Xl - ZL‘)

=1 z€A;
Entao G;(P;) = 0 para todo i # j. Mais ainda, G;(F;) # 0 ja que Py, ..., P,
foram escolhidos distintos. A imagem do polinomio G;/G;(F;) pelo morfismo

avp € o 1-ésimo elemento da base canonica de Fy. Logo avp ¢é sobrejetora.
O

Suponhamos que [ seja um ideal do anel F,[ X, ..., X,,]. Seja { Py, ..., P, }
o conjunto de zeros do ideal I com coordenadas em F,. Como f(F;) = 0 para
todo f € I e j = 1,...,n, a funcao avaliacao induz uma funcao linear no
quociente F,[X7, ..., X;,]/I que estd bem definida e também ¢é um morfismo

sobrejetivo de F,-algebras.

4.4
Limitacao da distancia minima de codigos duais

Como na secao anterior, seja R é uma [F,-algebra com funcao de ordem
p- e {fi | i € N} uma base de R sobre F, tal que p(fi) < p(fi+1) para todo
t € N e considere L; o espaco vetorial com fi, ..., f; como base.
O numero (¢, j) foi definido como o menor inteiro positivo tal que f;f; € L.

A fungao (7, j) é estritamente crescente em ambos os argumentos.

Seja ¢ : R — F} um morfismo sobrejetivo de Fy-dlgebras e sejam
hi = o(fi), E1 = ¢(L;) e C; seu dual como definidos anteriormente.
Sabemos que existe um inteiro positivo N tal que E; = Fy para todo [ > N.
Entao C; =0 paral > N.

Seja H a matriz N X n com h; como sua i-ésima linha para 1 <7 < V.

Definigao 4.8 Seja y € Fy. Definimos as sindromes s; e s;; por

si(y) =y-hi e sij(y) =y - (hixhy).
Dessa forma S(y) = (si;(y) | 1 < 4,7 < N) € a matriz das sindromes de y.

Lema 4.4.1 Sejam y € Fy e D(y) a matriz diagonal com y na diagonal

principal. Entao
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S(y) = HD(y)H'

posto(S(y)) = w(y), onde w € o peso em Fy.

Prova:

A matriz das sindromes S(y) é igual a HD(y)H", pois

sif(y) =y (hixhy) =Y yhahy,
l

onde hy é a l-ésima entrada de h;. O posto da matriz diagonal D(y) é igual ao
nimero de coordenadas diferentes de zero de y, que é por definigao w(y). As
linhas de H geram Ky, ja que Ey = Fj. Portanto ambas as matrizes H e H t

possuem posto n. Logo posto(S(y)) = posto(D(y)) = w(y).
O

Definicao 4.9 Para cada l € N, definimos o conjunto N; como seque:

Ny ={(i,j) e N* | (i, 5) = 1+ 1}.
e denotamos por v, a cardinalidade deste conjunto.
Lema 4.4.2 1. Seye Cyel(i,j) <, entdo s;j(y) = 0.

2. Sey € C\Ciy el(i,j) =1+1, entdo s;;(y) # 0.
Prova:

1. Sejay € C. Se l(i,7) < l entao fif; € L;. Dai, h; * h; = ¢(fif;) é um
elemento de ¢(L;), que é o dual de C). Logo s;;(y) =y - (h; * h;) = 0.

2. Seja y € C\Ci41. Se l(i,j) = | + 1, entdo f;f; € Li11\L;. Entao
fifi = fiz1 médulo L; para algum 0 # p € F,. Logo h; * h; = phiy
moédulo ¢(L;). Mas y & Ciyq, entao s;41(y) # 0. Portanto s;;(y) # 0.

Lema 4.4.3 Set = v e (i1,)1), -, (i, j:) € uma enumeragdo de elementos
de N; em ordem crescente com respeito a ordem lexicogrdfica de N?, entdo

i < .. <y egy<..<j1. Se, além disso, y € C)\Cj;1, entdo
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0, se u<w
Siugs(Y) =
#0, se u=wv

Prova:

A sequéncia (i1, j1), ..., (is, J¢) é ordenada da seguinte forma i; < ... < i,

€ Ju < Jusl S€ Gy = lyi1. O€ by = yr1 €Nta0 J, < Juur1 € além disso,

L4+ 1 = Ui, o) < Ui, Jus1) = Wtust, Jurr) =1+ 1,
que é uma contradicao. Logo a sequéncia iy, ..., 7; é estritamente crescente. Um
argumento andlogo mostra que j,.1 < j, para todo u < t.
Seja y € C). Se u < v, entao (i, jy) < l(iy, j») = [+ 1. Logo, pelo lema
442 temos s;,;,(y) =0.
Seja y & Cj1. Se u = v, entao l(iy, j,) = |+ 1. Logo, pelo lema 42|
temos s;,;,(y) # 0.

O
Proposicao 4.4.4 Se y € C)\Cy41 entao w(y) > v;.
Prova:
Segue imediatamente dos lema [£4.3] e [L4.T1
O

Definicao 4.10
d(l) = min{v,, | m > 1},

dy(l) = min{vy, | m > 1,Cy, # Cpia ).
Os nimeros d(1) e d,(l) serao chamados de ordem de limitacao.

Se R é uma &lgebra afim da forma F,[Xy,...,X,,]/] e ¢ uma funcao

m

avaliagao avp do conjunto P de n pontos em K",

dp.

entao denotaremos d, por

Teorema 4.4.5 Os nimeros d(l) e d,(l) sdo limitagoes inferiores da distancia

minima de C; da sequinte maneira

d(Cy) > d,(1) > d(1).
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Prova:

Segue imediatamente da definicao 10 e da proposicao 4.4l

OBS.: O conjunto N, e os nimeros v; e d(l) dependem somente da fungao
de ordem p e nado da escolha da base {f; | i € N} nem do conjunto de pontos.
O nimero dp depende da funcao de ordem e da escolha do conjunto de pontos,
mas nao da escolha da base.

Note que se P C P/, entao dp > dp:.

Exemplo 4.4.6 Sejam R = F,[X] e p, tal que p(f) = deg (f), a funcdo de
ordem do exemplo [[.1.5. Sejam f; = X'™', o um elemento primitivo de F,
n=q—1ep: R— F} definida por p(f) = (f(a°), f(a'), ..., f(a"™")). Entio
Cr={ceFy|c-p(fi) =0,1<i<1}, que é um cddigo ciclico com respeito

ao conjunto o°, o, ....at"t. A ordem de limitacdio é dada por d(l) =1+ 1.

Exemplo 4.4.7 (Cédigos de Reed-Muller.) Sejam R = F,[Xy,..., X,,] e
p a fungao de ordem associada a ordem lexicografica especial para monomios
de R. Seja f; o i1-ésimo monomio com respeito a essa ordem. Sejam n = q™ e
Py, ..., P, uma enumeragdo de n pontos de F' = P. Entao o cédigo de Reed-
Muller RM,(r,m) ¢é obtido avaliando todos os polinomios f € F,[X, ..., Xp)
de graw no mdzimo v em todos pontos de P. Se f; = X\", entdo fi1 = X"

e{fi|i<l} €o conjunto de todos os mondomios de grau no mdximo r. Entao
RMq(T, m) = a’l}p(Ll) = El-

A distancia minima para cédigos de Reed-Muller é bem conhecida e pode ser

calculada com as ferramentes desenvolvidas acima, obtendo o seguinte teorema:

Teorema 4.4.8 Sejam r e m dois inteiros positivos tais que 0 < r < (¢—1)m,

v

entio a distancia minima do codigo RM,(r,m) € igual a (u + 1)¢” onde

v, 1w € Ny sdo tais que (¢ —1)m —r=v(qg—1)+ pu com p < q— 1.
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4.5
FuncoOes peso e semigrupos

Seja p uma funcao peso definida sobre uma [ -algebra R. A condigao

(0.5), vista anteriormente, implica que o subconjunto

A=Ap(f) | f € R, [#0}

de inteiros nao-negativos possui as seguintes propriedades

0OeANex+yeAVe,yel

Definigao 4.11 Um subconjunto A de Ny é chamado semigrupo se 0 € A e
Ve,y e A, z+y e A.

Elementos de N\A sdo chamados lacunas de A e os elementos de A sao
chamados ndo-lacunas de A. Se todos os elementos de A sao divisiveis por

d > 1, entao existem infinitas lacunas. O nimero de lacunas ¢ denotado por
9=g(A).

Se g < 00, entao existe n € N tal que se x € Ne xz > n, entao x € A. O
condutor de A é o menor n € A tal que {x € N | z > n} estd contido em A,

denotado por ¢ = ¢(A). Entao ¢ — 1 é a maior lacuna de A se g > 0.

Exemplo 4.5.1 Se p é uma fungao peso, entio A = {p(f) | f € R, f #0 é
o semigrupo de p. Em particular, se p = —vp do exemplo entio A € o

semigrupo de Weierstrass de P.
Proposicao 4.5.2 Seja A um semigrupo com g lacunas e condutor c.
1. g=0<=c=0.

2. Seja g > 0. Entaioc>g+1,eA={zeN|z>g+1}U{0} <= c=
g+ 1.

3. Emste exatamente uma lacuna se, e somente se, 1 € a unica lacuna.
4. Se 2 € uma nao-lacuna, entao {1,3...,2g — 1} € o conjunto das lacunas.

E ainda c = 2g.

Definicao 4.12 Os elementos de um semigrupo A serao enumerados pela
sequéncia (p; | I € N) tal que p; < pip1 para todo l. O nimero de lacunas

menores que p; serd denotado por g(l).

Lema 4.5.3 Seja A um semigrupo com finitas lacunas.
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1. Sel e N entio g(l) =p — 1+ 1.

2. Sel € N entao pp <1+ g—1 e a igualdade € vdlida se, e somente se,

pL 2 C.
3. Sel>c—g, entao py=1+g—1.
4. Sel<c—g, entao pp < c— 1.
Prova:

1. A nao lacuna p; é o (p;+1)-ésimo elemento de N. Entéao p; é o (p+1—g(1))-
ésimo elemento do subgrupo A. Logo | = p; + 1 — g(1).

2. Claramente g(I) < geg(l)=g < p > c.

3. O condutor ¢ é o (¢ + 1)-ésimo elemento de N. Todas as lacunas sao
estritamente menores que c¢. Entdo ¢ é o (¢ + 1 — g)-ésimo elemento de
A. Logo ¢ = peti—g. Sejal > c— g. Entao p; > p._g441 = ¢, 0 que implica
que p; =+ g — 1 pelo item 2.

4. Sejal <c—g. Entao py <l+g—1<c—1. Mas ¢ — 1 é uma lacuna ou

¢é negativo, logo p; < ¢ — 1.

No lema anterior usamos somente o fato de que {n € N | n > ¢} estd
contido em A e c—1 ¢ A. Na proxima proposi¢ao usaremos que um semigrupo

é fechado com relacao a adigao.

Proposicao 4.5.4 Suponhamos que o numero de gaps € finito. Entdao vale

c < 2g.

c = 2g se, e somente se, para todo inteiro nao-negativo s, se s ¢ uma lacuna,

entao c — 1 — s € uma nao-lacuna.

Prova:

Consideremos um par de inteiros ndo-negativos (s, t) tal que s+t = c—1.
No minimo um destes dois nimeros é uma lacuna, ja que ¢ — 1 é uma lacuna
e a soma de duas nao-lacunas é uma nao-lacuna. Mas existem c de tais pares,
que implica no que queriamos.

A igualdade é valida se, e somente se, para todo par de inteiros

nao-negativos (s,t) com s+t = ¢ — 1 exatamente um desses dois nimeros ¢é
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uma nao-lacuna e o outro é uma lacuna. O

Exemplo 4.5.5 O semigrupo da fungao peso de curvas planas definidas pela

equacdo XY +Y ¢ 4+ g =0 como no proposicio [J.2.3 ¢ igual a
< a,b>\{ab+ fala, B € No,a < a, ca > (a — d)S},
onde < a,b > denota o semigrupo gerado por a e b,
< a,b>={ma+nb|m,n € Ny}.

Lema 4.5.6 Sejam A um semigrupo com finitas lacunas e s € A. A cardinal-

idade de A\(s + A) € igual a s.

Prova:

Seja ¢ o condutor de A. Seja T = {t € N | t > s+ c¢}. Entao T estd
contido em A e em s+ A. Seja U = {u € A | v < s+ c}. Entdo o nimero
de elementos de U é igual a s + ¢ — g e A é a uniao disjunta de U e T'. Seja
V={ves+A|s<wv<s+c} Entdo o nimero de elementos de V' é igual a
c—ges+ A éauniao disjuntade V e T. Além disso V C U, jaque s € A e

A é um semigrupo. Logo

#AN(s+A) =#U —#V =(s+c—g)—(c—g)=s.

Lema 4.5.7 Seja f um elemento nao-nulo da IF-dlgebra R com funcao peso

p. Entao

dim (R/(f)) = p(f).

Prova:

Seja A o semigrupo da fungdo peso p. Sejam s = p(f) e (p; | i € N)
a sequéncia dos elementos de A com ordem crescente. A imagem por p do
conjunto dos elementos nao-nulos do ideal (f) é igual a s + A. Logo para todo
pi € A existe um f; € R tal que p(f;) = p;. Se além disso p; € s + A, entao
podemos tomar f; € (f). Os conjuntos {f; | i € N} e {f; |i € N,p; € s + A}

sao bases da élgebra R e do ideal (f) respectivamente. Logo as classes de f;
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modulo (f) comi € Nep; € A\ (s+ A) formam uma base de R/(f). Logo a
dimensao de R/(f) é igual ao nimero de elementos de A\ (s + A), que é p(f)
pelo lema [4.5.6l

O

Lema 4.5.8 Seja R uma dlgebra afim com funcgao peso p e fungao avaliagao

avp. Seja 0 # f € R. Entao o nimero de zeros de f é no mdazximo p(f).

Prova:

Seja Q o conjunto de zeros de f et = |Q|. A funcdo avg : R — [, ¢é
linear e sobrejetiva pelo lema 321 Além disso g(Q)) = 0 para todo @ € Q
e g € (f). Isto induz uma aplicagdo avg : R/(f) — F,' que é linear e
sobrejetiva. Entao o nimero de zeros de f é no maximo a dimensao de R/(f)

que é igual a p(f) pelo lema [L.5.7]
O

Seja p uma funcao peso em R = F [X,....,X,,]/1. Seja (p; | i € N) a
enumeragao de elementos do semigrupo de p em ordem crescente. Seja P um
conjunto de n pontos distintos de F,™ contido no conjunto dos zeros de [ e seja
avp : R — K" a correspondente funcao de avaliagao. O cddigo de avaliagao Ej

é 0 que j& definimos anteriormente. Entao E; = {avp(f) | f € R, p(f) < pi}.

Teorema 4.5.9 A distancia minima de E; € no minimo n — p;. Se pp < n
entao dim (E;) = 1.

Prova:

Seja ¢ um elemento nao nulo de Ej. Entao existe um elemento 0 # f € R
tal que p(f) < pr e ¢ = avp(f). Entdo ¢; = f(F;) para todo 7. O nimero de
zeros de f é no méaximo p; pelo lema 5.8 Entao w(c) > n — p;.

Suponhamos além disso que p; < n. E; é a funcao de avaliagao do
espago vetorial L; de dimensao [. Se f € L; e avp(f) = 0, entdo f tem no
minimo n zeros. Logo f = 0 pelo lema [£5.8] ja que p; < n. Entao a fungao
avp : L — E; é um isomorfismo, logo dim E; = .

O

Corolario 4.5.10 Seja p uma funcao peso com g lacunas. Se pr < n entao
Ey é um [n,k,d] cédigo tal que k+d>n+1—g.
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Prova:

Segue imediatamente do teorema [4.5.9 e do fato de que p, < k+ g —1
que foi mostrado em [4£.5.3
O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310358/CB




