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3
Modelos de Espaco de Estado e o filtro de Kalman

3.1
Introducao

O intuito deste capitulo é fazer uma breve introducao sobre a meto-
dologia de espaco de estado, adotada pelo modelo proposto por De Jong &
Zehnwirth[2]. O entendimento desta abordagem é de extrema importancia
para a andlise e discussao do referido modelo.

A forma em espaco de estado de um modelo estatistico é uma ferra-
menta poderosa que permite a manipulacao de uma grande variedade de
modelos de séries temporais. Como afirmado por Harvey[13], uma vez que
o modelo seja colocado na forma de espaco de estado, o filtro de Kalman
pode ser aplicado, abrindo possibilidade de utilizagao de algoritmos de pre-
visao, filtragem, suavizagao (smoothing) e estimagao dos parametros fixos

do modelo.

3.2
A forma de Espaco de Estado

A forma genérica de espago de estado (SSF) é aplicada a uma série
temporal multivariada, y;, contendo N elementos. Estas varidveis ob-
servaveis estao relacionadas com um vetor de dimensao m x 1, o, conhecido

como vetor dos estados, através da equacao das observacgoes
yt:Ztat—i—dt—i—Et, tzl,,T (3—1)

onde Z; é uma matriz N x m, d; é um vetor N X 1 e & é um vetor N x 1
de erros serialmente nao correlacionados de média zero e matriz covariancia
H;, ou seja

E(e;) =0 e Var(e;) = Hy
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Em geral, os elementos de a; sao nao-observaveis. Entretanto, eles sao

gerados por um processo Markoviano de primeira ordem,
a; = Ty + ¢ + Rymy, t=1,....T (3-2)

onde T; é uma matriz m X m, ¢; ¢ um vetor m x 1, R; é uma matriz m x g
e 1, ¢ um vetor N x 1 de erros serialmente nao correlacionados de média

zero e matriz covariancia Q;, ou seja

E(n;) =0 e Var(n,) = Q

A equagao (3-2) é a equagao de transi¢io ou de estado do modelo. A
inclusao da matriz R; multiplicando o ruido m, é, até certo ponto, arbitraria.
O ruido pode ser sempre redefinido de forma a ter uma matriz covariancia
na forma R,Q;R;.

Em Durbin & Koopman[4] a equagao de transi¢ao ¢ definida de uma

forma alternativa:
(8 7% | :Ttat+ct+Rt77t, t = 1,...7T (3-3)

Apesar da forma apresentada na equacao (3-3) ser a mais moderna,
estaremos utilizando a notagao apresentada em Harvey[13] e em De Jong &
Zehnwirth[2].

De forma a se completar a especificacao do sistema de espaco de

estado, é necessario assumir duas premissas:

— o vetor de estado inicial, a, possui média ag e matriz covariancia Py

conhecidos, isto é

E(ap) = ag e Var(ay) = Py

— 0s erros €; e 71, nao sao correlacionados entre si em todos os instantes
de tempo, e também sao nao sao correlacionados com o estado inicial,

isto é

E(e;n’) = 0 para todo s,t =1,...,T (3-4a)
E(e;ap) =0 paratodot =1,...,T (3-4b)
E(n,a,) =0paratodot=1,...,T (3-4c)

A condicao (3-4al) pode ser relaxada.
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As matrizes Z;, d; e H; da equacao das observagoes e as matrizes T},
c;, Ry e Q; da equacao de transicao sao chamadas de matrizes do sistema.
Em geral, essas matrizes dependem de um conjunto de parametros desco-
nhecidos. Estes parametros sao representados pelo vetor ¥, de dimensao
n X 1 e serao chamados de hiperparametros, de forma a diferencia-los dos
parametros que por ventura possam entrar no modelo via ¢; ou d;. Segundo
Harvey[13], os hiperparametros determinam as propriedades estocasticas do
modelo, enquanto que os parametros que aparecem em c; e d; somente afe-
tam o valor esperado do estado ou das observacoes de forma deterministica.

No modelo estudado (que serd apresentado no capitulo 4), ¢; = d; = 0.

33
O filtro de Kalman

O filtro de Kalman consiste em um procedimento recursivo com
objetivo de computar o estimador 6timo do vetor de estado no instante ¢,
baseado na informacao disponivel até este instante. Tal informacao consiste
nas observacoes até y, inclusive. Presume-se que as matrizes de sistema, ag
e Py sejam conhecidas.

No caso onde os disturbios e o vetor de estado inicial sao normalmente
distribuidos, o filtro de Kalman possibilita calcular a funcao de méaxima ve-
rossimilhanca via a decomposicao preditiva do erro. Assim, pode-se estimar
qualquer parametro desconhecido do modelo. Também, segundo Harvey[13],
a verossimilhanca prové a base para testes estatisticos e testes de especi-

ficacoes do modelo.

3.3.1
Forma Geral do filtro de Kalman

Considerando o modelo de espaco de estado definido por (3-1) e
(3-2)), seja a;_1 o estimador 6timo de a;_; baseado nas obsevacoes até y; 4
inclusive. Seja P;_; a matriz covariancia m x m de seu erro estimado, isto
é:

P,,=E [(at—l - at—l) (at—l - at—1>/] (3—5)

Dado a;_ e P;_1, o estimador 6timo de a; é dado por

ay—1 = Tiay_1 + ¢ (3-6)
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enquanto que a matriz covariancia do erro estimado é
Pt|t—1 = TtPtflT/t + RtQtha = 17 SR 7T (3_7)

Essas duas equagoes — (3-6) e (3-7) — sdo conhecidas como equagdes
preditivas.
Uma vez que a nova observacao, y;, torna-se disponivel, o estimador

de o (ay—1), deve ser atualizado. As equagoes de atualizagao sao

a; = a1 + Py 1 ZiF, " (ye — Zyag—q — dy) (3-8)
e
P, =Py 1 — Py 1 ZiF; 2Py (3-9)
onde
Ft - ZtPt‘t_le + Ht, t - 1, e 7T (3-10)

As equagoes (3-0), (3-7), (3-8), (3-9) e (3-10) compoem o filtro de
Kalman.

Os valores iniciais do filtro de Kalman devem ser especificados em
funcao de ag e Py, ou a;jg e Pyp. Dadas essas condigoes iniciais, o filtro
de Kalman calcula o estimador 6timo do vetor de estado a medida que
novas observacoes tornam-se disponiveis. Quando todas as T' observacoes
forem processadas, o filtro tera retornado o estimador étimo do vetor
de estado atual. Esse estimador possui todas as informacoes necessarias
para a realizacao de predicoes 6timas dos valores futuros do estado e das

observacgoes.

3.3.2
Estimacao por maxima verossimilhanca e a decomposicao preditiva dos
erros

Como afirma Harvey[13], a teoria cldssica de méxima verossimilhanga
assume que as T obsevagoes, yy, ..., yr sao independentes e identicamente
distribuidas.

Em um modelo de série temporal, as observagoes geralmente nao sao
independentes. Assim, para a obtencao da funcao de maxima verossimi-

lhanga é preciso obter a funcao densidade de probabilidade conjunta do
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modelo, a qual é dada por

T

Liy; ¥) = Hp(Yt’thﬁ (3-11)

t=1

onde p(y:|Y¢_1) representa a distribuigdo de y; condicionada a toda a
informacao disponivel até o instante t—1,isto 6 Yy 1 = {yr_1,¥t-2,---,y1}-

Se os ruidos e o vetor de estado inicial do modelo (3-1) possuirem
distribui¢coes normais multivariadas, a distribuicao de y; condicional em
Y;_; serd também normal. Além disso, a média e a matriz covariancia
desta distribuicao condicional serao obtidas diretamente através do filtro
de Kalman. Das equagoes do filtro de Kalman mostradas na secao 3.3.1,
podemos perceber que a; condicionado em Y;_; é normalmente distribuido
com média a;;—1 € matriz covariancia Py_;.

Para o caso Gaussiano podemos escrever a funcao de verossimilhanca
(3-11) como

NT 1 1
log L = 5 log 21 — 5 tzz;log |Fy| — 5 ;ngtlvt (3-12)

onde v = y; — Y1, t = 1,...,T. A equagao (3-12) é chamada de
decomposicao preditiva dos erros da verossimilhanca.

A funcao verossimilhanca deve ser maximizada em relacao aos
parametros desconhecidos W. Para isso é necessario a utilizagao de métodos
numeéricos, como sera visto no capitulo 5. E importante a exploragao de

linearidades na fungao de forma a reduzir a complexidade da maximizacao.

3.3.3
Concentracao de parametros da verossimilhanca

Como mostrado em Durbin & Koopman[4], é vantajoso reparametrizar
o modelo antes da maximizagao da verossimilhanga de forma a reduzir a
dimensao da busca numérica. Por exemplo, para um modelo de nivel local

podemos estabelecer uma razao sinal/ruido ¢ = 07 /02, obtendo assim

Yr = Oy + &4, 5tNN(O70§>7
Qp = g1 + N, My ~ N(O,qag),

e pode-se estimar o par de parametros o2 e ¢ ao invés de o2 e 0’%. Ainda

segundo Durbin & Koopman[4] e Fernandes[7], é possivel reparametrizar as
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matrizes P; e F; como

pe_ Pi
t 2
O-E
t T 2
g

Assim, para um modelo univariado pode-se reescrever a equagao (3-10) do

filtro de Kalman como

F,=Z,Py 1Z,+ o> (3-13)
0:F} = Z402Pyy \Zi + o; (3-14)
F; =Z,P}, \Z;+1 (3-15)

Em seguida obtém-se a verossimilhanca para a nova parametrizacao

T T 1 1
log L(q,02) = —510g 27 — Elog ol — 3 Zlog |F¥| — 557 ZVQFI‘IW
=1

€ t=1
(3-16)

Para se estimar o parametro o2, precisamos diferenciar (3-16) em relagao a

2.
oz

dlog L T R
507 :—203+2(03)2;vtFt Vi (3-17)

Assim, chega-se a
T
. 1 o
o) = 3 Y IE 18)

Finalmente, substituindo esta expressao na equacao de verossimilhanca

reparametrizada, obtém-se a verossimilhanca concentrada

T
T 1 Y & .
log L(q) = =5 log (2 + 1) — 5 3 log[F}| — - log52(q) (3-19)
t=1

3.4
Testes e Diagnosticos

Em um modelo bem-especificado, os residuos devem ser aproximada-
mente aleatérios. Este fato pode ser investigado através de procedimentos
graficos e diversos testes estatisticos. Nesta secao serao abordados alguns
testes comumente utilizados em modelos de espaco de estado, que serao

empregados na modelagem a ser realizada no capitulo 5.
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3.4.1
Residuos e procedimentos graficos

Diagnésticos realizados no dominio do tempo sao baseados nas
inovacgoes obtidas através do filtro de Kalman inicializado com uma pri-
ort difusa. Para um dado conjunto de hiperparametros W, os residuos sao
definidos como as inovagoes padronizadas. Apesar de o modelo apresentado
no capitulo 4/ ser multivariado, os testes serao realizados em cada compo-

nente do residuo €; separadamente. Assim, a expressao dos residuos sera
Vt = —, t:2,,T (3—20)

Se o modelo estiver corretamente especificado, e os hiperparametros

W sao conhecidos, os residuos terao a propriedade
0y ~ NID(0, 1) (3-21)

Segundo Harvey[13], no caso mais usual de se ter que estimar os hiper-

parametros em W, a expressao (3-21) serd aproximada.

3.4.2
Testes de especificacao baseados nos residuos

Correlacao Serial

As autocorrelagoes dos residuos sao definidas como

Sl (5= %) (B — )

S (0 — 1)

e o correlograma resultante permite identificar a presenca de correlacao

ro(7) . =12 (3-22)

serial nos residuos.

Normalidade

Para se obter a estatistica de Jarque-Bera, é necessario calcular o ter-
ceiro e quarto momentos dos residuos (inovagoes padronizadas). O terceiro
momento (assimetria) e o quarto momento (curtose) de uma amostra sao

respectivamente

(3-23)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310420/CC


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0310420/CC

Um Modelo em Espago de Estado para Estimativa de IBNR 27

onde pu = E(v;). No caso de normalidade, S =0 e K = 3.

A estatistica de Jarque-Bera ¢é dada pela seguinte relacao

(R =3P~y (3-24)

onde S e K sao as medidas amostrais de S e K , dadas por:

G Zm(®m=0f/n i o i@ =9 (3-25)

(S, (3 — 5)2/n)*” (S0 (0 — 0)2/n)’
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