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3
Funcoes de Green para o sistema fora do equilibrio
termodinamico. Formalismo de Keldysh

As fungoes de Green com que estavamos trabalhando no capitulo anterior
foram obtidas supondo que o sistema nao estava submetido a um potencial
externo e que, portanto, estava num regime de equilibrio termodinamico.
A condicao de equilibrio a que estamos nos referindo é assegurada quando
os PQ’s estao ligados a dois reservatorios com a mesma energia de Fermi.
Neste capitulo estudamos o sistema de dois PQ’s submetido a um potencial
externo, conectado a dois reservatorios com uma diferenga de seus niveis
de Fermi igual ao potencial aplicado. As func¢oes de Green para o sistema
nesta nova situacao sao obtidas a partir do formalismo de Keldysh?6?7. Estas
fungoes permitirao calcular de forma autoconsistente a carga eletronica nos
PQ’s e a corrente que atravessa o sistema fora de equilibrio, o que nos permite

uma melhor compreensao das propriedades eletronicas e de transporte nos

PQ’s.

3.1 Formalismo de Keldysh

A idéia central do formalismo de Keldysh para obter as grandezas
correspondentes a um sistema fora do equilibrio consiste em cortar o sistema
em alguma parte que restitua a situacao de equilibrio e, por um método
perturbativo, expandir as funcoes de Green para o sistema completo fora
de equilibrio em termos das fungoes de equilibrio do sistema cortado,
tomando a conexao entre os dois subsistemas gerados no corte como uma

26.2T - De acordo com a teoria de muitos corpos de sistemas em

perturbagao
equilibrio uma perturbacao que é ligada e desligada de forma adiabatica
permite concluir que, para T = 0, o estado inicial em t = —oo difere apenas
por uma fase do estado final em t = 400. Como isto nao é valido quando

a perturbscao tira o sistema do equilibrio é necessario que este seja levado a

t = 400 e trazido de volta a t = —o0, o que define dois ramos no tempo sob
os quais as funcoes de Green fora de equilibrio podem ser definidas?6:27,

GH(f t') = (T{ci(t)c(t)}) (3.1)

5t —1) = (T{a(t)c}(t)}) (32)

Gz (t—t) = (c; ()l (1) (3.3)

Gt — 1) = (c(t)e; (1)) (3.4)
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Nestas funcoes T e T sao respectivamente os operadores de ordenacao e
antiordenagao temporal, c; e ¢; sao operadores de construcao e destruicao,
responsaveis pela propagacao entre os sitios i e j, e os sinais - e + se

referem aos dois ramos do tempo envolvidos na propagacao. Neste trabalho

F 3
L 4

Figura 3.1: Ramos do tempo para as fungdes de Green fora de equilibrio no formalismo de
Keldysh.

lidamos basicamente com a funcao G3;*(t — ¢), mais especificamente com
a transformada de Fourier de seu elemento elemento local, G (w), que
corresponde ao espectro de ocupagao fora de equilibrio no sitio i e, integrada
em w, fornece a carga neste sitio. No caso de nosso trabalho, em que estamos

lidando com o problema de dois sitios, se torna conveniente escrevermos estas

afy
10

fungoes em termos dos operadores A;"" definidos no capitulo anterior. De

fato, escrevendo

Git(w) =Y Gt (3.5)

A2
aBy

podemos substituir as funcgoes
G = (A3 el) (3.6)

nas integrais (2.77) e (2.78), no lugar da parte imagindria das funcoes de
equilibrio, e calcular a carga nos PQ’s correspondente a situacao fora de

equilibrio quando o sistema esta submetido a um potencial externo.

3.1.1 Pontos quanticos associados em série

Definimos as funoes de Green para o sistema fora do equilibrio
como Gi;" e Ga', que correspondem, respectivamente aos PQ’s 1 e 2.
Cortando o sistema nas conexoes t; e t3 de modo a isolar os PQ’s e
considerando que nestes nao existem elétrons®® podemos adotar a mesma

filosofia da aproximacao Hubbard I e, pelo formalismo de Keldysh, expandir
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tl t2 t3

Figura 3.2: Pontos quanticos associados em série.

estas fungoes em termos das fungoes obtidas no capitulo anterior. Assim,

considerando inicialmente a funcao G7;", antes de somada em o, 3 e v temos,
—+ R — A R — A
G P = GllamtlgLthlGu + G12amt39R+t3G21: (3.7)

onde as funcgoes retardadas Gf;- e avancadas G;‘]‘. correspondem as funcoes
obtidas no capitulo anterior. As funcoes g;" e grt se referem,
respectivamente, aos reservatorios da esquerda e da direita quando desligados
do resto do sistema. Como para o sistema cortado os reservatorios estao em

6

equilibrio termodinamico podemos escrever estas funcoes?® em termos das

distribui¢oes de Fermi fr(g)(w) e das DOS ppg)(w) nestes reservatérios,

9" = fr(w)pr(w) (3.8)
gr" = fr(W)pr(w). (3.9)

Voltando com estas fungoes em (3.7) e considerando explicitamente as fungoes

R R . / . -
Gnaﬁ Te Glfﬂ 7 obtidas no capitulo anterior, podemos escrever G11+aﬁ 7 como

afy
G0 = %[t?ﬁ(w)m(w)\GnF + 2 fr(w)pr(w) G, (3.10)

Considerando, por simetria,

GE =Gl
— GahsGE (3.11)
obtemos
g
G = EIGnF[t?fL(W)pL(w) + 1515 fr(w) pr(w)|g22) ] (3.12)

Trabalhando de forma analoga obtemos que a funcao de Green para o sistema
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fora de equilibrio correspondente ao PQ 2 é dada por

afy
Gy = g;;|G22|2[t§fR(w)PR(W) + 115 fr(w) pr(w)] g1 |- (3.13)

Somadas em «, ( e vy estas fungoes concentram respectivamente nos PQ’s
1 e 2 toda a informacao fisica referente ao sistema fora de equilibrio e, em

conseqiiéncia, fornecem de forma autoconsistente!®?®

as grandezas em que
estamos interessados para o sistema fora de equilibrio, no caso a carga nos
PQ’s e a corrente eletronica.

Se igualarmos os niveis de Fermi dos reservatoérios da esquerda e da
direita e colocarmos o sistema em equilibrio temos que, para w < €f, fr(w) =
fr(w) = 1 e as funcdes G;™7 e Gy se reduzem, respectivamente, 2
parte imaginaria das funcoes de equilibrio G177 e G557, Para que possamos
demonstrar esta propriedade é conveniente encontrarmos uma expressao para

as funcoes G, 77 e Gy

que, ao invés de pr(w) e pr(w), envolva a parte
imaginaria das fungoes gi1 e ga2, que correspondem, respectivamente, as DOS
referentes aos subsistemas constituidos do PQ 1 conectado ao reservatorio da
esquerda e do PQ 2 conectado ao reservatério da direita, obtidos quando o
sistema estiver cortado em ¢ como no capitulo anterior. Assim, considerando
a expressao obtida para gi; e designando por p;(w) a parte imaginaria desta
funcao temos,
pr(w) = g — gu’”
21
1 g11 91

2 1—Bgrgn 11— t3gLeh

~ Lgu—gi +8lgul(ge — gr")

2 11— t2g1.911)2

= g [ pr(w), (3.14)

onde identificamos a parte imaginiria de ¢g; com a DOS pp(w) nos

reservatorios. Isolando pr(w) na equacao (3.14) obtemos

p1(w)
pr(w) = 5—=. (3.15)
t1lgn|?
Designando por pe(w) a parte imagindria de gz e considerando
explicitamente a expressao obtida para esta func¢ao de modo andlogo podemos

escrever,

p2(w)
PrR(W) = 55 (3.16)

t3]ga2|?
Substituindo estas relagoes em (3.12) e (3.13) e considerando explicitamente
as funcoes de equilibrio GS77 e G527 temos que as funcdes G, "7 e Gy ™

em termos de p;(w) e pa(w) sdo dadas respectivamente por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0312422/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0312422/CA

Capitulo 3. Funcdes de Green para o sistema fora do equilibrio termodindmico. Formalismo de Keldysh42

G _ g fr(w)pi(w) + B3lgi1 2 fr(w)pe(w)
g11 |1 — t3g11922?

(3.17)

ety _ 952" Jr(W)p2(w) + 83g3|* fr (W) p1 ()
22 = :

— 3.18
922 11— t3g11922? (3.18)

Considerando agora a parte imaginaria da funcao de equilibrio G'ff 7 temos

gaM g1
ImGS? = Im(Z2 5
g1 1 — 13911922

I A R T,
g 201 =3¢ 1 —13g11"ga0"
g11 |1 - t%9119§2|2
que, como haviamos dito, corresponde a funcao foraﬁ 7 quando o equilibrio

termodinamico do sistema ¢ estabelecido(f,(w) = fr(w) = 1 para w < €y).
Da mesma forma podemos mostrar que, no equilibrio, a funcao G;;O"g K

referente ao PQ 2, se reduz & parte imaginaria de G557

3.1.2 Pontos quanticos associados em paralelo

Figura 3.3: Pontos quanticos associados em paralelo.

A figura (3.3) representa dois PQ’s conectados em paralelo a dois
reservatérios de elétrons. Da mesma forma que na segao anterior, podemos
cortar este sistema de modo que as funcoes de Green para o sistema fora de
equilibrio possam ser obtidas em termos das funcoes retardada e avancgada

do capitulo anterior. De fato, cortando o sistema entre a e L e entre b
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e R, desprezando todos os processos inelasticos e considerando que depois
do sistema cortado nao existem elétrons entre a e b podemos escrever, no

expirito da aproximagao Hubbard I,
G +afy __ GRaﬁ'Yt L+tG GRCYﬁ'Ytgj—%-FtG?l

29?1m
=t " (Gt + G P9rT) (3.20)

G P = Gt gH1GA, + GRP g 16,

by
= 0 (GAor + |G o). (3:21)

Para os propagadores G1,, G1p, Ga, € Gop temos

Gia = Ga1 = Gaa(t10G11 + t2.G21) (3.22)
G = Grn = gw(tirG11 + tarGar) (3.23)
Goa = Gaz = Gaa(t2rGoz + t1.G12) (3.24)
Gop = Gra = gip(tarGaz + t1rG12). (3.25)

Levando (3.22) e (3.23) em (3.20), assim como (3.24) e (3.25) em (3.21), e

considerando também as equagoes (3.8) e (3.9) obtemos

afy

G = 2g; {gL1 fr(w)pL (@)L |Gul* + 65, |Gar | + 2t1 1t Re(G11 Gy )] +
+|9r? fr(W)pr(W) [t55]Gazl® + t15]|Gr2l® + 2t1rtarRe(G22GY,)]} (3.26)

aBy
Gy = t2ggm{’9~L|2fL(w) pL(W)[t3L|Gaal® + 15, |Gr2| 4 2t11t2 Re(G12GS,)] +
22

+gr]* fr(W)pr(W) [t35]Gaal® + t15]|Gr2l® + 2t glapRe(G22GY,)]} (3.27)

que sao as expressoes para as funcoes de Green fora de equilibrio referentes
aos PQ’s 1 e 2, respectivamente. Se, a exemplo do que fizemos na
secao anterior para os PQ’s associados em série, colocarmos o sistema em
equilibrio obteremos que estas fungoes serao respectivamente iguais as partes

Gaﬁ’y Gaﬁ’y

imaginarias das fungoes retardadas obtidas no capitulo anterior.

3.2 Calculo da corrente elétrica que atravessa o sistema

Ja haviamos dito que o sistema de PQ’s que estamos considerando,
quando submetido a uma diferenca de potencial, é atravessado por uma

corrente elétrica. Vamos nesta se¢ao encontrar uma expressao para esta
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corrente com o sistema nas duas topologias consideradas. Considerando, por
exemplo, o sistema representado pela figura (3.1), em que os pontos estao

dispostos em série, podemos escrever a corrente como

1= 20 [ 6 ) - Gr ()], (3.28)

h J-x

26

Supondo a inexisténcia de processos inelasticos®®, podemos escrever as

funcoes de Green G777 e G7;7 como
G Ll 1L

Gri = gri G + giph Gyt (3.29)
GlL —G tlgLL+G tlgLL (330)

Subtraindo G{;” de G7; e considerando as relagoes?®

Gll - G—li_1+ - G1_1+ (331)
Gll - Gii_1+ - Gii—l_ (332)

temos

Gr =Gl =911 thn +orh Gyt - G1_1+t19fL — Gttt
A _
= tl[(G — G)gri + (912 — 920)G']
=u[(Gy" = G )grd — (9o — 912)Gn']
= (Gl — Gl 9cl). (3.33)
Da mesma forma que em (3.8) e (3.9) temos que as funcdes g/, e ghp sao

dadas pelas funcoes de equilibrio®®

[1 = fr(w)]pr(w) (3.34)
(1 — fr(w)]pr(w). (3.35)

+_
9grr

kR
Das equagdes acima e de (3.8) e (3.9) obtemos que, para T=0,
9.9, =0 (3.36)
giTon =0, (3.37)
Escrevendo as fungoes de Green
G =HIGTPgzf + 516G rk (3.38)
Gl =8IGE Pain + 651G kg (3.39)
e considerando as equagoes (3.36) e (3.37) temos
G = G = tt3|GLI* (910 Irk — 900 9i)
= 13]G *[prprfrw) (1 = fr(w)) = prorfr(w)(l — fr(w))]
= (13]G L P prpr(frw) = fL(w)]. (3.40)
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Levando este resultado em (3.28) e considerando que o nivel de Fermi da

direita é o maior obtemos que a corrente que atravessa o sistema é dada por

2et?t? [er
I==12 [ "GP pr(w)pr(w)dw. (3.41)

ho Jer,

Esta expressao é conceitualmente vélida tanto para os PQ’s associados
em série como em paralelo. No caso dos PQ’s estarem associados em
série a funcio retardada GI%, da integral acima corresponde ao propagador
vestido (2.76) obtido no capitulo anterior. J& para o caso dos PQ’s estarem
associados em paralelo temos que considerar a propagacao eletronica entre
os contatos a e b, de modo que GE deva ser o propagador considerado na

integral. Escrevendo a equagao de Dayson para este propagador temos

Gab = Gaat12.G16 + Gaator Gap, (3.42)
onde

G = giititGap + gi1t1rRGw (3.43)

Gap = gaotarGap + gaotorGop. (3.44)

Escrevendo a expansao
G = gob + got1rRG1b + Govt2rG2 (3.45)

para Gy, e considerando as equagoes (3.43) e (3.44) obtemos

Gt PaognGap

Gy = —, 3.46
i’ 1 — PsoGrp ( )
onde definimos
Pis = tirtirgi1 + tartarga (3.47)
Pso = 13911 + 1592 (3.48)
Poo = tipgu1 + tipgan. (3.49)

Levando (3.46) nas equagoes (3.43) e (3.44) e em seguida estas equagdes em
(3.42) obtemos que

9aaGob Pio
(1 - g;aP5cr>(1 - gEbP60> — g;agszfa

¢ o propagador que, levado na integral (3.41), fornece a corrente eletronica

Gab =

(3.50)

que atravessa o sistema de dois PQ’s associados em paralelo que estamos
considerando. Nesta expressao as funcoes g, e gy, referentes aos contatos
a e b podem ser igualadas respectivamente as fungoes de Green gy e gr

correspondentes as bordas dos reservatorios de elétrons.
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