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3
Teorema Fundamental do Aprecamento via transformada de
Esscher

Vimos na segao anterior a demonstracao do teorema fundamental no
caso de espacgo amostral finito. Para o caso nao-finito, existem varias pro-
vas desse resultado. As provas geralmente usam técnicas de andalise funcional
(ver [3],[4],[6]). Além da necessidade de tais pré-requisitos, sao todas provas
de existéncia enquanto que no caso que veremos, usando a técnica da Trans-
formada de Esscher, temos uma construcao que nos da explicitamente qual
¢ a medida de martingal equivalente. A prova da suficiéncia é essencialmente
idéntica a vista na secao anterior. Para a prova da necessidade seguiremos a
do Shiryayev ([8]).

3.1
Prova da necessidade

A prova da existéncia de uma M.M.E. sob A.O.A. baseia-se na seguinte
idéia. Suponha por simplicidade que d=1. Sob A.O.A. veremos que podemos

supor, sem perda de generalidade, que para todon =1,..., N,

P(AS, > 0|F,_1) >0 e P(AS, <0|F,_1) >0, (3-1)
ou, o que da no mesmo,
P(AS, <0|F,-1) <1 e P(AS,>0|F,—1) < L (3-2)

e o Lema 5 vai mostrar que a condicao 3-1/ acima implica na existéncia da
M.M.E.

Que podemos supor 3-2, decorre das seguintes observagoes. Primeiro, se
para algum instante n = 1,2,..., N tivermos P(AS, = 0) = 1 entdo este
instante pode ser suprimido pois ndo contribui para Vi (). Por outro lado, se
3-2/ nao é satisfeita, i.e., se P(AS,, < 0|F,_1) =1 ou P(AS, > 0|F,_1) =1
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para algum n = 1,2,..., N, entdao P(AS, < 0) =1 ou P(AS, > 0) = 1. De
fato, por definicao de probabilidade condicional, dado A € G C F:

/AXdP:/AIE[Xlg]dP.

Por exemplo, no nosso caso, tomando A = Q e X = 1{ag,>0} temos:

/ lias,>0ydP = / 1dP = P(AS, > 0) = P(Q) = 1.
Q Q

Mas,
1 =P(AS, >0)=P(AS, =0)+P(AS, >0).

Logo, se fosse P(AS,, = 0) < 1 entdao P(AS, > 0) > 0 que junto com
P(AS, > 0) = 1 implica, pela proposigao [1.27, que existe oportunidade de
arbitragem, logo sob A.O.A. P(AS,, = 0) = 1. Assim, como vimos, podemos
descartar esse instante, ou seja, quem nao satisfaz 3-2/ é irrelevante e portanto
A.O.A. é condigao necessaria para 3-2.

Dividiremos a prova em alguns lemas, que vao aos poucos sendo genera-

lizados para a prova da necessidade. O Lema crucial é:

Lema 4 Seja X uma varidvel aleatoria em (Q, F,P) tal que
P(X>0))>0 e P(X<0)>0.

Entao eziste uma medida de probabilidade P ~ P tal que Esle™X] < oo

Va € R, em particular, Es[|X|] < co. Além disso,

Eg[X] = 0.

Observagao: A partir de agora, Ep[X] significa a esperanga de X em

relacao a medida P, ou seja,

Ep[X] = /Q XdPp.

Demonstragao:
Dada a medida P, construimos primeiro uma medida de probabilidade
auxiliar Q, tal que a distribui¢do de X sob Q em (R, A(R)) é:

Qy(dz) = ce * Py (dz),

onde z € R e ¢ > 0 é coeficiente normalizador, i.e. ,

' =Eple X = / e Py (dz) < .
R
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Que existe tal medida em o(X) (ver em [2])
Seja ¢(a) = Eqle*®] para a € R e defina Z,(z) = ;(_a)

Transformada de Esscher de X sob Q . Note que Q ~ P e que para todo a € R,

, a chamada

¢(a) > 0. Temos também que para cada a fixo, p(a) < oo pela construcao de
Q. De fato,

2
axr—x
€

Bole] = [ Q) = [ e Quitn) = [ grmPatn)

Mas note que dado € > 0, existe um M > 0 tal que se |x| > M entdo

ar—x

e f < €, e portanto,

/ TPy (dz) < / ePx(dx) = ePx([-M, M]") < ePx(R) =¢.
[—M,M]° (=M, M]°

Como, claramente

/ e Py (dx) < o0,
[_MvM]

segue que ¢(a) < 0o, ja que

2 2

Py (de)+ / <

- EpleX7]

ar—x

Eqle™*] = /Q N @Q(dw) = / ¢

[— M, M]° Ep [fXQ]

aX

Notando que Z,(xz) > 0 e Eq[Z,(X)] =1 (pois Eq [EQG[TX}] = 1), vem

que, para cada a em R podemos definir a medida de probabilidade
P (dr) = Za(2)Qx (dx)

e denotemos por f’a a medida correspondente em 2. Note que as medidas de

probabilidade correspondentes satisfazem

Temos entao:

B, ] = [ OB = [ e oQutan
- -] e
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ja que Eq[e®*] < oo Va € R. Decorre entdo do Lema & no Apéndice, que
Eg |X]| < oco.

A funcdo ¢ = ¢(a) definida para a € R é estritamente convexa ji que
¢"(a) > 0. De fato, como as duas primeiras derivadas de e~ $50 integraveis
com respeito a Py, podemos derivar dentro da integral como consequéncia da
Proposigao 5.1 no Apéndice.

Assim,

o= eMQwa))” - ( / %mm)” - ([ astan).

Entéo, se [, 2% Qx(dz) = 0 , terfamos 2%¢* = 0 Qx — ¢.c., 0 que nao
ocorre, logo ¢ (a) > 0.
Considere agora, ¢, = inf {¢(a);a € R}. Entao dois casos sao possiveis:
1. Ja.: pa,) = ¢
2. ba,: o(ay) = s
No primeiro caso, teremos ¢ (a,) =0 e

B, [X] = Eo

Logo, nesse caso, podemos tomar P, como a medida requerida pelo Lema
4. Agora, mostraremos a impossibilidade do caso 2 .

De fato, seja {an}n21 uma sequéncia tal que ¢, | ¢.. Essa sequéncia deve
tender a + oo ou —oo, caso contrario poderiamos escolher uma subsequéncia

convergente e o valor minimo seria atingido num certo ponto , recaindo no caso
1.

Qn
lan|

equivalentes, pela hipétese do Lema temos que:

Seja u, = , entao v = lim, u, = £1 . Como P e Q sao

QX >0)>0 e QX <0)>0.

Logo,

Q(uX >0)>0

e, existe 0 > 0 tal que

QuX >9)=¢>0,

onde podemos escolher § sendo um ponto de continuidade de Q , i.e. , tal que
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Q(uX =4)=0.

Consequentemente,

Q(an X > §lay)) = Qun X > 0) =% Q(uX > ) = .

Note que Q(a, X > dla,|) > 5. De fato, Ve, > 0, Ing; Vn > ny,

|Q(a, X > dlay]) — €] < e

Tomando €; = § temos:

e—gg@(unX>5)§%+e.

Assim, para todo n suficientemente grande , temos:

plan) =Eqle™*] > Eqle™ ™ 1{a,x>slanl}]
> Eqle”1(a, x60au)]
= " Eq[1{a,x>6lanl}]
- 65‘“”|Q(anX>5]an])
66‘a"|€
> .
= T3

Assim, quando n — oo, temos ¢(a,) — 00, o que contradiz ¢(a,) | s,

pois . < p(0) = Eq[e®] = 1,
O
A seguir generaliza-se o Lema 4 para o caso de um vetor aleatorio

X =(Xo,X1,...Xny)com X, € F, 0<n<NelF={F}, F ={0,Q}

n=0>

Lema 5 Assuma que para 1 <n < N,
P(X, > 0|F,_1) >0e P(X, <0|F,_1) > 0.

Entao existe uma medida de probabilidade P equivalente a P no espago (2, F)

tal que a sequéncia Xo, X1, ..., Xy € um (f’,F)—martmgal diferenca.

Demonstragao:
Como no Lema 4 podemos, se necessario, tomar uma medida auxiliar Q

tal que

Q(dw) = ce™ Eo XEOP (dw)
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onde 0 < ¢ < oo é fator de normalizagao e tal que

EqleZ=0%X] < 00, a; €R; i=0,1,..,N.

De fato, tomando Q obtemos:

-y wi? SN (wiai—z?)
e e
_ / Px(dz),
R

E erV:oaiXi —/ erV:oam P.(dz) = -
Q[ ] RNA+1 EP[Q—ZQV:OX?] X( ) N+1 EP[@—ZZ'I\LOXE]

onde Py é a distribuigao do vetor aleatério X = (Xj, ..., Xy ). Mas note que
para todo g; > 0 existe M; > 0 ; |z;| > M; = €% < g, e assim, fazendo
[—M, M] = [—MQ,M()] X [_MlaMl] X [—MQ,MQ] X ... X [—MN,MN] temos:

S (miai—z?) N
/ e Ppy(dr) < / _ises p g <
(

—M,M]¢ EP[G_Z?LO Xi2] [—M,M]° EP[G_Z?]ZO X?]

N N N
< Aar [ ey < st ey < Tkt
Eple 2izo Xi] [~ M, M]° Eple™ im0 Xi ] Eple™ 2i=0 Xi]

Assim,

Eq [QZZN:o az’Xi] - /

BZfoaiziQX(dx)—i—/ BZ'iOaiziQX(dx) < 0.
[7M7M]c

[7M7M]
ja que a segunda integral é claramente finita por estar em [-M, M].

Podemos construir a medida desejada P seguindo procedimento seme-
lhante ao visto anteriormente.

Definimos
eu(a,w) = Eqle™™*|F, 1](w), a€R

Como podemos escrever

Eq[e™"| F,_y)(w) = / e Qy, (0. dr) Q- g
R

onde Qx, (w, B), para todo w € Q,B € A(R) é a distribui¢ao condicional
regular de X,, com respeito a J,,_1(ver [7] para mais detalhes), entdo repetindo
o argumento do Lema anterior para cada w fixo (se necessério redefinindo num

conjunto nulo)temos que as ¢, (a,w) sado estritamente convexas em a.
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Como no Lema 4, podemos mostrar que existe um tnico valor a,, = a,(w)
tal que inf, ¢,(a,w) é atingido em a,,.

De fato, inf, v, (a,w) < g,(a,w) | ..

Existem 2 possibilidades:

1) Jdan; px = @n(anaw)'

2) Ba,,; P = Pn(an,w).

Mostraremos que 2 nao ¢é possivel e depois o que acontece entao no caso

Seja ay sequéncia divergente p/ 400 ou —oo (caso contrario o minimo
seria atingido em um ponto finito) e , seja uy = h‘i—i‘ eu=limu, = +1.
Como P(X,, > 0|F,-1) > 0e P(X,, <0|F,-1) >0, e temos Q ~ P,

Q(X, >0F.,-1) >0 e Q(X, >0[F,_1) >0

e assim,

Q(uX, > 0|F,—1) > 0.

Logo 39 > 0;

Q(uX,, > §|F,—1) = >0,

e escolhemos ¢ como sendo ponto de continuidade i.e.

Assim,
Q(aan > (5|ak] ’fn—l) iy Q(an >0 ’fn—l) = E.

Logo, para n suficientemente grande,

pnlar,w) = Eqle™ ™| Foa] > Eqle™ ™ I(ar Xy > dlag|)|Foi]
> Eq[e’™I(ax Xy > blar|)| Fo1]
> €5|(lk|]EQ[I(CLan > O|ag|)|Fn-1]
> lQl(ap X, > blak|)|Fnoi]
edlakle

Contradi¢ao com ¢(ag,w) | ¢. = @n(a,,w) = inf,cq pn(a,w) , onde

0. <Eq[e"|Fi](w) = 1.
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Note que ¢, (w) = inf,eq ¢n(a,w) é F,—1 mensuravel ja que ¢, (a,w) o é.
Mas entao a,(w) é também F,,_; mensuravel. De fato, para o intervalo fechado
[A, B] temos:

1
{we D auw) € [4,B]} = U {w : onla,w) < @nlw) + —} € Fut.
m>1acQ][A,B] m

onde QQ é o conjunto dos racionais.
Defina recursivamente Zy, Z1(w), ..., Zy(w) colocando Zy =1 e:

£ (@) Xn (@)

2 = e iE e "2

Claramente, os Z,(w) sao F, mensuraveis e formam um martingal. De
fato, Eq[|Z.|] < oo.

eaan

. anl anXn _
— ]EQ[e“"Xn|fn71]]EQ[e |.7-"n_1] Q—q.c

= Zp1 Q—gq.c

fn—1:| Q —4g.c

Definamos P por

P(dw) = Zy(w)P(dw),
lembrando que essa P pode ser substituida por uma Q se necessario.
Analogamente ao Lema 4, segue do Lemal8(ver Apéndice) , que E5|X,,| <
o 0<n<N
Sendo assim, Eg[|X,[] <o0; 0<n <N e:

Es[X,|Fui] = ZuoE { X | g ]
pPln|Y n—1 n—11~Q EQ[ea"X”|fn_1] n—1
(eaan)l
= Z,1E Fe
1 Q{EQ[ea"X"IFn—l] '
' . "
= Zn P (ni @) =0 P—q.c

Eqle 17,1
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Para ver isso, note que
eaNXNXN
Es| XnN|Fn_o1] = ZnyE Fn_
P[ N’ N 1] N-1 Q|:EQ[€GNXN|FN1] N 1:|
(eaNXN)/
= Zny_1E Fn_
M Eq[ean XV [Fy 1] M
oy (an;w) 5
N Eqleas Xn [ Fy_i] 4-c
assim como,
Eg[Xn_1|Fn-2] = EQlZnXn_1|Fn-2]
eaNXNXN_l
= Eq|Zn— Fn_
Q |4N 1EQ[6“NXN]]-"N_1] N 2]
€CL1\1—1XN—1X']\[_1 eaNXN
= Eq|Zn- Fn_
Q{ N 2EQ[6(1N’1XN’1|-7'—N—2] Eqe®~ X~ |Fr_1] V-2
ZN—o ¥ edNXN
— E aN—1 N*lX _ F _
Eqle~—1Xv—1|Fy 5] < {6 Y Eqlen X[ Fy ]|
Usando a propriedade da torre,
ZN_2 X eN XN
= Eq |E AN-IAN-1L X\ Fn_a|| Fn
]EQ[eaN,IXN,IU:N_Q] Q[ Q [6 N IEQ[e“NXNU-"N_l] N-1 N-2
Zn_s x eONXN
= E aN-1aAN-1 X (R Fn_1|| Fn
EQ[eaN_lXN_1|fN_2] Q[e N-1 Q|:EQ[60'NXN|FN_1] N-1 N-2
ZN—2 X
— E an—1XN-1 Y 3
EQ[e“N71XN71|.7:N,2] Q[e N 1|fN 2]
ZN_2 ~

= ]golel(aN_l; w)=0 P —q.c.

EQ [eaN71XN71|fN_2

e por indugao temos o resultado.

Lembrando que Xy é Fy = {¢, 2} - mensuravel, logo constante, podemos

tomar Eg[X,] = 0. Portanto, (Xo, X1, ..., Xx) é um martingal diferenca com

respeito a P, ou seja, se X,, =5, — 5,1 teremos

]Ef,[Sn — Sn_1|fn_1] =0= Eﬁ[snl‘/rn—l] = Ef,[Sn_1|fn_1] =

= E5[S0|Fn 1] =Su1 P—qec
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i.e., {Sn}nen é martingal.
O
Assim, o Teorema esta completamente provado para modelos de mercado
com um bonus e uma agao (d=1), pois basta considerar o processo de pregos
descontados S§, SY, ..., S% como o bonus. Agora generalizaremos para o caso

de d > 1, ou seja, quando temos mais de um ativo de risco.

Lema 6 Seja (Xo, X1, ..., Xn) seqiéncia de d-vetores F, mensurdveis

X, = (XL X2 ... XHT 0<n<N

definidos em um espago de probabilidade filtrado (2, F,(Fn)o<n<n,P) com
Fo={0,Q}, Fy = F.

Assuma também que se

o= (1072, DT, 0<n<N

¢ um vetor F,_i-mensurdvel com componentes limitadas (|7 (w)] < ¢ <

00, w € Q) tal que

P((vn, X)) > 0|F,21) >0 P —gq.c,

entao
P((yn, Xn) <0|F-1) >0 P —gq.c

onde (n, Xn) € o produto escalar. Entdo existe uma medida de probabilidade P
equivalente a P em (Q, F) tal que a seqiiencia (Xg, X1, ..., Xn) € um martingal

diferenca d-dimensional com respeito a P:
Es[|X,|]] < oo, Eg[Xo] =0 e Ep[X,|Fr-1]=0, 1<n<N

Observagao: Se o suporte da probabilidade condicional regular P(X,, €
| Fn_1)(w) nio estd num subespaco préprio de R? entdao, como no caso de d=1,

repetindo o procedimento do Lema anterior,

onla,w) = Ep[e<“’X">]Fn,1](w), a € RY

sao estritamente convexas e o menor valor de inf ¢(a,w) é atingido em um tinico
ponto a, = a,(w) € R? além de que as fungoes a,(w) sdo F,_;-mensuraveis.
A medida P pode ser construida como antes se tratarmos a,(w)X,(w) como
produto escalar dos vetores a,(w) e X,(w). O caso em que P(X,, € -|F,—1)(w)
esté concentrado num subespaco préprio de R? a demonstracio é mais delicada

e referimos a [6].
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