
Referências Bibliográficas
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5
Apêndice

Neste caṕıtulo introduziremos alguns lemas que foram úteis na demons-

tração do Teorema principal mas que se ficassem junto ao texto principal que-

braria a linha de racioćınio original.

Iremos primeiramente, ver um resultado do Teorema da Convergência

Monótona(T.C.M.) que consiste em “trocar somatório com integrais”. Esse

resultado vai nos ajudar a demonstrar o Lema seguinte.

Lema 7 Seja {gn}n≥1 uma sequência de funções mensuráveis não negativas,

então:

∫ ( ∞∑
n=1

gn

)
dµ =

∞∑
n=1

(∫
gndµ

)

Demonstração: Faça fn = g1 + ... + gn. Assim,

∫ ( ∞∑
n=1

gn

)
dµ =

∫ (
lim
k→∞

k∑
n=1

gn

)
dµ

T.C.M.
= lim

n→∞

∫
fndµ

= lim
n→∞

∫
g1 + ... + gndµ

= lim
k→∞

k∑
n=1

∫
gndµ

=
∞∑

n=1

(∫
gndµ

)

Lema 8 Se ϕ(a) = EQ[eaX ] =
∫
R eaxQX(dx) < ∞ , para a ∈ (−a0, a0), a0 >

0, então EQ|X|k < ∞ ∀k ≥ 1 , i.e., todos os momentos absolutos são finitos.

Além disso, escreve-se:

ϕ(a) =
∞∑

k=0

ak

k!
EQ[Xk].

Em particular, EQ|X| < ∞.
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Demonstração:

Note que e|ax| < eax + e−ax. Então por hipótese e|ax| é integrável em

relação a PX já que a ∈ (−a0, a0). Fazendo fn(x) =
∑n

k=1
|x|k
k!

temos:

e|ax| =
∞∑

k=0

|ax|k
k!

= lim
n→∞

fn(ax)

e pelo Teorema da Convergência Monótona,

∫

R
e|ax|PX(dx) =

∫

R

∞∑

k=0

|ax|k
k!

PX(dx) =
∞∑

k=0

∫

R

|ax|k
k!

PX(dx) =
∞∑

k=0

E
[ |aX|k

k!

]
=

∞∑

k=0

|a|k
k!
E[|X|k].

Assim,

∞∑

k=0

|a|k
k!
E|X|k < ∞ ∀k ≥ 1 ⇒ E[|X|k] < ∞ ∀k ≥ 1

Além disso, como a ∈ (−a0, a0)

fn =
n∑

k=0

(ax)k

k!
≤ eax

e portanto,

|fn| = |
n∑

k=0

(ax)k

k!
| ≤

n∑

k=0

(|ax|)k

k!
≤

∞∑

k=0

(|ax|)k

k!
= e|ax|

usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,temos:

∫

R
eaxPX(dx) =

∫

R

∞∑

k=0

(ax)k

k!
PX(dx) =

∫

R
lim

n→∞

n∑

k=0

(ax)k

k!
PX(dx) = lim

n→∞

∫

R

n∑

k=0

(ax)k

k!
PX(dx).

Assim,

ϕ(a) = lim
n→∞

E

[
n∑

k=0

(ax)k

k!

]
= lim

n→∞

n∑

k=0

E

[
(ax)k

k!

]
=

∞∑

k=0

E

[
(ax)k

k!

]
=

∞∑

k=0

ak

k!
E[Xk].

¤

Proposição 5.1 Suponha que para algum t0 ∈ [a,b], a função x 7→ f(x, t0) é

integrável em X, que ∂f
∂t

existe em X × [a,b], e que existe uma função integrável

g em X tal que
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∣∣∣∣
∂f

∂t
(x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x),

então a função F (t) =
∫

f(x, t)dµ(x) é diferenciável em [a,b] e

dF

dt
(t) =

d

dt

∫
f(x, t)dµ(x) =

∫
∂f

∂t
(x, t)dµ(x).

Esse Corolário do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue se

encontra com sua demonstração em [1].
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