PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321229/CA

2
Determinacao dos Campos Modais para o Guia de Onda
Coaxial

2.1.
Introducao

Para a analise e o projeto de estruturas coaxiais de acoplamento, objetivos
principais deste trabalho, € preciso determinar as expressdes dos campos
modais existentes no interior de guias de onda coaxiais. Essa determinacdo é
necessaria porque 0 Método do Casamento de Modos utilizado na
caracterizacdo do comportamento elétrico dessas estruturas, apresentado no
préximo capitulo, pressupde que os campos em cada sec¢do de guia de onda
coaxial sejam expressos pelo somatério dos campos modais no seu interior.

Assim, neste capitulo serdo determinadas as expressfes dos campos
modais existentes nos guias de onda coaxiais. A Figura 2.1 ilustra a geometria
de uma secado de guia de onda coaxial e o sistema de coordenadas cilindricas

(p,¢,2) que sera utilizado na representacdo dos campos. O eixo de simetria do

guia de onda coincide com o eixo z, e os cilindros condutores interno e externo
tém raio a e b, respectivamente. Assume-se que as paredes desses dois
cilindros sdo compostas de condutores perfeitos. Considera-se que, em cada
secao de guia de onda coaxial, 0 meio de propagacdo da onda eletromagnética

€ constante e caracterizado pela permissividade & e permeabilidade x. A

dependéncia temporal adotada em todo o trabalho é da forma e!”, onde

w=2xf,sendo f afreqiiéncia.

Os campos modais € e h_  no interior de uma dada se¢do de guia de

m
onda coaxial serdo obtidos através da solucdo da equacdo homogénea de

Helmholtz descrita a seguir.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321229/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321229/CA

21

(a) ()

Figura 2.1 — Geometria do problema proposto. (a) se¢éo de guia de onda coaxial e (b)

sistema de coordenadas cilindricas.

2.2.
Solucéo da Equagdo de Onda Homogénea em Coordenadas
Cilindricas

Como descrito em [10] e [11], os vetores potenciais elétrico Fe magnético

A podem ser utilizados para expressar as equacdes de Maxwell em um meio

linear, homogéneo, isotrépico, sem fontes e sem perdas, resultando nas

—

seguintes expressdes para os campos elétrico E e magnético H :

E=—joA- jLV(Vﬁ)—le F (2.1)
ous &
Rt | -
H==VxA-joF-]j—V(V-F) (2.2)
U ous

onde A e F devem satisfazer a equacao de onda homogénea:

VZA+k*A=0, (2.3)

V2F +k*F =0, (2.4)
e k é a constante de onda expressa por:

k=awnfus =27t Jue (2.5)
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Para representar de forma genérica a solu¢do das equagcbes homogéneas
(2.3) e (2.4), utiliza-se o vetor 7, onde A(p,¢,2)=F(p,4,2) =W (p,é.2), que

pode ser representado por:
v(p.¢.2)=ay,(p.¢.2)+a,y,(p.4,2)+8y,(0.4,2) (2.6)
Substituindo (2.6) nas equacfes (2.3) e (2.4), obtém-se:

% @y, +ay,+ay,)+ kz(épl//p +a,p,+a,y,)=0 2.7

’522/

Qx>
—po—

N
[0

=V

"

Figura 2.2 — Representacao dos vetores unitarios em coordenadas cilindricas para dois

pontos distintos (o,,4,,2,) € (0,,6,,2,) .

Observa-se na Figura 2.2 que, para dois pontos distintos (p,¢,,2) e
(p,.9,,2,), 0s vetores unitarios ép e é¢ nédo séo paralelos, o que faz com que

0S mesmos ndo possam ser tratados como constantes, pois sdo funcdo de

(p,¢,2) . Logo, a equagdo (2.7) nas direcdes p e ¢ resulta em:

0
Vzl,[/p+[——2——2—¢j+k2l//p:0 (28)

0
V21//¢+(——2+%%]+ k’w, =0 (2.9)
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Nas direcoes p e ¢, (2.7) é representada por um sistema de duas
equacOes diferenciais parciais de segunda ordem, (2.8) e (2.9) respectivamente,

envolvendo as duas componentes y/, e y, . Exigi-se a solugdo conjunta dessas

duas equacdes diferenciais para chegar-se a uma solucéo para (2.7).

Por outro lado, para quaisquer pontos distintos na Figura 2.2, os vetores

unitarios &, s&o paralelos, fazendo com que, na direcdo z, a equagéo vetorial

(2.7) seja representada unicamente por:
Vi, +k*y, =0 (2.10)

A equacdo (2.10) é conhecida como equacao homogénea de Helmholtz e

envolve somente a componente ,. Se a solugdo dessa equacgao satisfizer as

condicbes de contorno do problema analisado, pode-se dizer que ela representa
a solucéo do problema proposto.

A solucéo da equacao (2.10), descrita em [10], pode ser obtida através do

método de separacdo de variaveis, onde a funcdo de onda escalar y, é

representada pelo produto de trés funcdes:
v.(p.¢,2)=Z(p)G(P)H(2) (2.11)

A substituicdo da funcdo y,, dada pela equacao (2.11), na equagao

homogénea de Helmholtz (2.10) resulta em:

2 2 2

GH 2 PN 2
op p Op p° 0¢ oz

a qual pode ser representada por trés equacgdes diferenciais distintas, onde cada

uma envolve unicamente H(z),G(¢) e Z(p).

Para H(z), tem-se:

=—Hp?, (2.13)

com solucéo dada por:

H(z) =e™"" (2.14)
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A equagdo (2.14), para [ real, representa uma onda se propagando ao
longo do eixo z, sendo £ a constante de propagacédo da onda e o sentido é

definido pela opc¢éo F.

A parcela referente a G(¢) é dada por:

d’G
d¢2=—GF, (2.15)
que tem como solucgdo:
G(¢) =C,cos(lg) +C, sin(lp) (2.16)

gue representa 0 comportamento azimutal periédico da distribuicdo de campo no

interior do guia de onda coaxial, onde | representa a dependéncia azimutal da
onda e C, e C, sdo constantes arbitrarias que definem a polarizagdo dos

campos ao longo da secao transversal do guia.

Para Z(p), tem-se:

’Z 10z
2 T
op° pop

+[W2—ﬁﬁ—l;}2:0 (2.17)
P

que apresenta como solucdo a combinacéo linear das funcdes de Bessel de

primeira e segunda espécies de ordem |, J,(xp) e N,(yp), respectivamente,

expressa por:
Z,(p)=AJ,(xp)+BN,(xp), (2.18)

onde,

gy =+k*=p? (2.19)

Essa distribuicdo de campo Z,(p) ao longo da dire¢gdo p representa um
comportamento estacionario da onda. Essa fung¢do possui infinitas raizes y que

serdo determinadas juntamente com os coeficientes A e B, de forma a satisfazer

as condi¢des de contorno do problema.
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Substituindo (2.14), (2.16) e (2.18) em (2.11), tem-se a funcdo de onda
escalar que representa a solucdo da equagcdo homogénea de Helmholtz,

expressa por:
v, (p.$.2) =[ A3, () + BN, (20)]{C, cos(I) + C, sin(Ig)} e (2.20)

A solucdo encontrada sera utilizada para representar tanto o vetor
potencial elétrico A,, quanto o vetor potencial magnético F,. As expressées

das componentes de campo elétrico e magnético em coordenadas cilindricas,

obtidas a partir das equacdes (2.1) e (2.2), em fungcédo dos potenciais elétrico e

magnético AZ e F,, respectivamente, podem ser expressas por [11]:

g —_j L OA 1O (2.21)
. ous 0por  ep 0¢ '
__jt oA 1R, (2.22)
’ ougp 0401 & op '
.1 (o
E=—j— |2 1k2|A 2.23
’ Ja)ug[ézz jAZ (2.23)

2
_toa ;1 oF (2.24)

up 0  wue dpor
1oA, . 1 OF

P

H = , 2.25

’ U Op Ja),ugp o¢oz ( )
2

H = (5_2+k2j5 (2.26)
wue \ 0z

Os modos que serdo excitados no interior do guia de onda coaxial podem

ser obtidos através das configuragbes dos campos em fungdo dos vetores
potenciais elétrico e magnético AZ e Ifz, respectivamente. Assim tem-se trés
casos: o Transversal Eletromagnético (TEM?), quando as componentes dos
campos elétrico e magnético forem transversais a dire¢do de propagacao, o que
implica em EZ = I:IZ =0; o Transversal Magnético (TM?), quando as
componentes de campo magnético forem transversais a dire¢cdo de propagacdo

da onda, o que implica em I:IZ =0; e o Transversal Elétrico (TE®), quando as
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componentes de campo elétrico forem transversais a direcdo de propagacédo da
onda, o que implica em E, =0. Essas trés configuracdes seréo expressas no

desenvolvimento que segue.

2.2.1.
Modo Transversal Magnético (TM?)

Para o modo TM® considera-se H,=0. As componentes dos campos
elétrico e magnético em coordenadas cilindricas, descritas pelas equacgfes de
(2.21) a (2.26), serdo expressas unicamente em termos de AzAZéZ =y,a,,

dado por:
A, (p.¢.2) =[AJ,(xp) + BN, (1p)]{C, cos(I¢) + C,sin(lg) }e™*  (2.27)

Substituindo (2.27) nas equacfes de (2.21) a (2.26) e efetuando as

derivacdes correspondentes, obtém-se as componentes dos campos elétrico e

magnético para os modos TM |, expressos por:

Im?

TM

o™ _ Z|m {A\] (i p)+ BN, (;( p)}{C cos(lg) +C, 5|n(l¢)} eFihin'2

Pm a)/lg
(2.28)
™
e | B [ A3, (' p)+ BN, (' ) ]{C, cos(1g) - C, sin(Ig)  e™ 4+
WUEP
(2.29)
eij . (Z'mg) [AJ (™ p)+ BN, (z, p)J{C cos(lg) +C,sin(lg)} e e A’z
(2.30)
eTM
hT™ = (2.31)
o 77Im
eTM
™ = (2.32)
e

h™ =0, (2.33)
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onde,

=, (2.34)

e n" consiste na impedancia transversal de onda para o0 modo TM/ e é

eXpresso por:

™

My =0 (2.35)
&

™
Im

Os parametros A, B, ;(Jn'\" e sdo determinados através da aplicacao

da condicao de contorno para a componente tangencial de campo elétrico sobre

as paredes cilindricas metalicas do guia da onda coaxial, que exige que e, e €,

sejam nulosem p=a e p="b. Essas condi¢cdes resultam em:

Z,(m @)= AJ, (2 @)+ BN, (7' @) =0, para p=a (2.36)

Z,(m b)=AJ,(Zm b)+ BN, (11, b) =0, para p=b (2.37)

m
Da equacao (2.36), obtém-se a relacéo:

A__N(zina) (2.38)
B Ji(xm'a)

Dividindo a equacgédo (2.37) por B, substituindo (2.38) e reorganizando a

equacao, obtém-se:

‘]l(ZLMa)Nl(Z|T|11Mb)_‘]|(Z|TMb)N|(Z|TmMa):Oa (2.39)

m

0 que resulta em:

{A=—N.(zrm“” a) 2.40

B=J,(%m )
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A equacdo (2.39) possui um numero infinito de solucdes ;(leM , conhecidas
como numeros de onda de corte, associadas aos modos TM,. de ordem m e

relacionadas com a constante de propagacéao ALM através de:

= k() (2.41)

onde k é dado por (2.5) e a frequéncia de onda de corte do modo TM , de

ordem m e dependéncia azimutal |, pode ser expressa por:

™
L — 1. (2.42)

" 2mfue

0 que permite representar 4" em funcdode f e f/":

£ 2
' - K 1—{—2‘: J (2.43)

Im

Se f>f™, B, érealedado por (2.43), e 0 modo é propagante.

Porém, se f < fclTM ™

! Im

€ imaginario e o0 modo é evanescente, sendo

EeXpresso por:

2
™ ™ f
B ==iXm 1_[ fTM J (2'44)

Im

Através da expansdo assintética das funcdes de Bessel que compbem a
equacdao (2.39), pode-se estabelecer uma relacéo entre a freqiiéncia de onda de
corte e as dimensfes dos cilindros interno e externo.

Essas expansfes assintéticas das funcbes de Bessel de primeira e

segunda espécies, para argumento grande, sédo dadas por:

2 lz x
3 (xm P) = mcos(;ﬂp—?—zj (2.45)
Im
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2 . Iz =
N, (i’ P) = msm(}(wp—?—zj (2.46)
Im

Aplicando as equacdes (2.45) e (2.46) em (2.39), obtém-se:

E\/I[cos(xsin,6’—cosﬂsinoz]=O, (2.47)
7\ uv
onde:
a:(u_'ﬁ_ﬁj, (2.48)
2 4
Iz =«
_[y 7 7} 2.49
F, ( : 4] (2.49)
u=Ma, (2.50)
V:;(,;Mb (2.51)

Reescrevendo a equacdao (2.47), obtém-se:

sin(f-a)=0 (2.52)
Logo:

B-a= ' (b-a)=nr,
n=123,..

(2.53)

Da equacédo (2.53) obtém-se a relacdo entre as dimensfes dos cilindros
condutores interno e externo necessaria para que o modo TM. de ordem m se
propague:

m+/ ue

a
>1-—NEL
2bf.™

o (2.54)

A Figura 2.3 ilustra os valores da freqiiéncia de onda de corte fc;nM , obtidos

Z
Im?

através da solucdo numérica da equacao (2.39) para os primeiros modos TM
em funcdo da razdo a/b. Considera-se que a e b s&o os raios dos condutores
interno e externo, respectivamente, sendo b=15mm. Para o modo TM, a

Figura 2.4 ilustra a distribuicdo das componentes transversais de campo. Esses
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resultados apresentam concordancia quando comparados com os apresentados

na referéncia [12].
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Figura 2.3 - " em func&o de a/b para os primeiros modos TM, , obtidos através da

Im »

solucdo numérica da equacéo (2.39), considerando b =15mm .

———— Campo Magnético
——— Campo Elétrico

Figura 2.4 — Distribuicdo das componentes transversais de campo no interior do guia de

onda coaxial para 0 modo TM

Substituindo a equacédo (2.40) nas equacbes de (2.28) a (2.30), obtém-se:

e™ _ i X P ﬂ'm 2, (z™ p){C, cos(ig) + C, sin(lg) eT A, (2.55)
Pm a)
M _ 4 Pim |’ Z,(xw' P){C, cos(lg)—C,sin(Ig)} e ¥ ihin'e (2.56)
n wuep

™ =+J(;2m ) Z,(xm' p){C, cos(Ig)+C,sin(lg) } e i’ (2.57)
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e
hTM :—77% , (2.58)

Im

eTM
h™ =2 (2.59)

"
h™ =0, (2.60)

onde 7" é dado por (2.35) e:

Z,(zm P) =3, (i N, (2 2) =N, (i @), (i’ £), (2.61)
Z, ()t.m p) =3, (zm a)N, (z P)=N,(7m @), (Z P) (2.62)

2.2.2.
Modo Transversal Elétrico (TE*)

Para o modo TE®, considera-se E, =0. As componentes dos campos
elétrico e magnético em coordenadas cilindricas, descritos pelas equacdes de
(2.21) a (2.26), serdo expressas unicamente em termos de F= Fa, =vy,a,,
dado por:

F,(p.¢,2) =[ A, (zp) + BN, (20)]{C, cos(Ig) + C,sin(Ig)} e***  (2.63)

Substituindo (2.63) nas equacbes de (2.21) a (2.26) e efetuando as

derivacdes correspondentes, obtém-se as componentes dos campos elétrico e

magnético para os modos TE/. , expressos por:

Im ?

et o] —[ A3, (s P)+ BN, (zm p) |{C, cos(lg) —C, sin(lg)} e *, (2.64)
e

e'E = Ain [AJ (27 p)+ BN, (1 p } C, cos(Ig) +C, sin(lg)} e"4n?, (2.65)
én &

(2.66)

(2.67)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321229/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321229/CA

32

e =32, (2.68)
Im
TE \?
. (Zlm ) +Jﬁ|m
h'® =+ ] . | AJy (i 2) + BN, (s p) |{C, cos(Ig) +C, sin(Ig) } e
(2.69)
onde,
10
% (2.70)

e 7,° consiste na impedancia transversal de onda para o modo TE/, e é
expresso por:

TE_ WH
Im = HTE
Im

(2.71)

TE
Im

Os parametros A, B, ;(lan e séo determinados através da aplicacao da

condicdo de contorno para a componente tangencial do campo elétrico sobre as

paredes cilindricas metélicas do guia da onda coaxial, que exige que €, e e,

sejam nulosem p=a e p=»>b. Essas condigdes resultam em:

Z, (;(lma) AJ, (;( Fa)+ BN, (;( Fa)=0, para p=a (2.72)

Z, ()(lEb) AJ, (;(,TnEb)+BN (7,5b) =0, para p=b (2.73)

Da equacao (2.72), obtém-se a relacéo:

A__ M (2.74)

J(z Fa)

Dividindo a equacgédo (2.73) por B, substituindo (2.74) e reorganizando a

equacao, obtém-se:

3 )N, (1h) -3, ()N, (£75a) =0, (2.75)
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0 que resulta em:

A=-N, (zi7a) 079

B=1J, (¥ma)

A equagdo (2.75) possui um ndmero infinito de solugBes z," , conhecidas
como ndmeros de onda de corte, associadas aos modos TE; de ordem m e

relacionadas com a constante de propagacao ﬂlan através de:

B =K1Y (2.77)

onde k é dado por (2.5) e a frequiéncia de onda de corte do modo TE , de ordem

m e dependéncia azimutal |, pode ser expressa por:

frre_—Ho (2.78)

o 272'\/E ’

0 que permite representar ;- em fungéo de f e f =

fTE 2
a =K 1—(Tj (2.79)

Se f>f'", f, éreale dado por(2.79), e 0 modo é propagante.

Im

TE
Im

Porém, se f< quE, € imaginario e o modo é evanescente, sendo

expresse por:

2
TE f
P =1 %m 1—( fTE] (2.80)

CIm

A Figura 2.5 ilustra os valores da freqiiéncia de onda de corte fCITmE , obtidos

z
Im *

através da solucdo numérica da equacao (2.75) para os primeiros modos TE

em funcéo da razdo a/b. Considera-se que a e b sdo os raios dos condutores
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interno e externo, respectivamente, sendo b=15mm. Para os modos TE; e

TE,,, as Figuras 2.6.(a) e 2.6.(b), respectivamente, ilustram a distribuicdo das

componentes transversais de campo. Esses resultados apresentam

concordancia quando comparados com os apresentados na referéncia [12].

20

15 == TE

10 oo

Frequéncia de Onda de Corte (GHz)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
a/b

z
Im *

Figura 2.5 — fITmE em funcdo de a/b para os primeiros modos TE, , obtidos através da

solugdo numérica da equacéo (2.75), considerando b =15mm .

____ Campo Magnético
- Campo Elétrico

Figura 2.6 — Distribuicdo das componentes transversais de campo no interior do guia de

onda coaxial para os modos (a) TE/; e (b) TE,, .

Substituindo a equacdo (2.76) nas equacdes de (2.64) a (2.69), obtém-se:

Pm

e’ =—$Z|( 2 p){C, cos(1g) - C, sin(lg)} e™ 2, (2.81)
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TE 1 i oTE
e'F = Z;m Z, (1 p) {C, cos(lg) + C, sin(Ig) } e¥ 2, (2.82)
e =0, (2.83)
eTE
hImE =t (2.84)
Im
eTE
hTE =g om (2.85)
e e
(7).
h'™ =] a)';g Z, (2 p) (C, cos(lg) + C, sin(Ig) L e~ A, (2.86)

onde 7,° é dado por (2.71) e:

Z,(2p) =3, )N, (21 2) N, (2iFa) 3, (1% p), (2.87)

Z, (21 p) =3, Fa)N, (£ 0) - N, (z1Fa)d, (1 p) (2.88)

2.2.3.
Modo Transversal Eletromagnético (TEM?)

O modo TEM?® é o modo de mais baixa ordem. Para esse modo, as

componentes de campo elétrico e magnético sdo transversais a direcdo de
propagacao, onde E, =H, =0. Esse modo é obtido quando | =0 e k=4 . Com
essas consideracdes, a equacao diferencial que envolve a funcdo Z,

relacionada a parcela da equacao homogénea de Helmholtz expressa em termos

de p e descrita por (2.17), seréa dada por:

2
0 22 +£a—Z=O (2.89)
op° pop
que tem como solucéao:
Z =In(p) (2.90)

Substituindo (2.90), (2.14) e (2.16) em (2.11), para | =0, obtém-se:
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v, =In(p)e™ (2.91)

As componentes do campo elétrico € sédo dadas por:

E=Vy, (2.92)
0 que resulta em:
1 _.
"™ = Z el (2.93)
P
e, =e; " =0 (2.94)

As componentes do campo magnético h sdo dadas por:

H :—_LVXE (2.95)
jou
0 que resulta em:
h™ = J_rie““, (2.96)
np
heM =h=" =0, (2.97)
onde:
n=.% (2.98)
&

A Figura 2.7 ilustra a distribuicdo das componentes transversais de campo

para o modo TEM*.

———— Campo Magnético
——— Campo Elétrico

Figura 2.7 — Distribuicdo das componentes transversais de campo no interior do guia de

onda coaxial para 0o modo TEM *.
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2.3.
Modos TM* e TE® para 1 =0

Como mencionado anteriormente, as estruturas de acoplamento para a

antena discone modificada, analisadas no capitulo 4, serdo excitadas pelo modo
TEM*. Portanto, as secbes de guias de onda coaxiais que compdem essas

estruturas serdo dimensionadas de forma que somente o modo TEM?® se

propague e todos os modos superiores sejam evanescentes. Através dessa

consideracdo, as equacdes de campos modais para os modos TM* e TE®

serdo reescritas para 1=0.

o Modo Transversal Magnético (TMZ)

eI:A ZOm ﬂOm 7 (Z p)e“ﬂ"m (2.99)
o™

h;'\" =& (2.100)
770m

e;’ﬂM _ e:’M _ hTM _ hzTM -0 (2.101)

M

onde 77T é dado por (2.35), para | =0, e:

Zo (M p) = 3o (rM )N, (22 )~ Ny (M) 3o (72M o) (2.102)

. Modo Transversal Elétrico (TEZ)

ZTE
e =—2m Z, (2% p)e™ v (2.103)
TE e;E
hpm = iT (2104)
770m

et =e" = h: =h™=0 (2.105)

Pm
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onde 7,5 é dado por (2.71), para 1 =0, e:

Zo(o0P) = 3o (Zom@)Ng (Zom ) — Ny (zomd) Jo (ZomP)
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(2.106)
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