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Método Numeérico

No capitulo anterior foram apresentadas as equagdes de conservacdo para o
fluido, a equacdo de conducdo de calor na parede do duto, juntamente com as
condigdes iniciais e de contorno que governam o problema de escoamento de
fluidos em tubulagdes. Devido as ndo linearidades e acoplamento entre as
equac0es, torna-se necessario utilizar um método numérico que permita obter os
campos de pressao, velocidade e temperatura ao longo do duto para cada instante
de tempo. A idéia basica de um método numerico é a de transformar a equacéo
diferencial ou um conjunto de equacdes diferenciais, através de discretizacbes, em
um sistema algébrico. O sistema algébrico pode entdo ser resolvido com alguma
técnica de inversdo de matrizes. Apresenta-se, portanto, neste capitulo a

abordagem numérica utilizada para obter a solugdo do problema.

3.1.
Discretizacdo das Equacdes de Conservacao.

A Fig. 3.1 ilustra um layout tipico de uma tubulacdo. Observa-se a
possibilidade de variacdo de cota de altura, variagdo das condi¢bes do meio
externo, assim como de caracteristica da tubulacdo, como didmetro, espessuras,
etc. Logo, o dominio computacional é dividido em véarios elementos, sendo que

cada elemento apresenta as mesmas propriedades.

Figura 3.1 — Layout da tubulag&o
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O primeiro passo na discretizagdo de um problema é a definicdo da malha a
ser utilizada. Neste trabalho foi escolhido o Método A (Patankar, 1980), no qual
0s pontos nodais sdo primeiramente distribuidos, as faces dos volumes de controle
sdo posicionadas ao redor de cada ponto nodal a meia distancia entre os pontos
nodais. Deve-se tomar cuidado com os pontos localizados nos contornos onde se
tem meio volume de controle.

Cada elemento da tubulacdo é subdividido em volumes de controle, com a
pressdo no centro e velocidade e temperatura nas faces. Com o intuito de fazer o
programa mais robusto e eficiente, a malha ¢ distribuida uniformemente dentro de
cada elemento. E preciso, portanto tomar cuidado especial na discretizacio dos
volumes de controle préximos a juncdo de dois elementos, onde a malha podera
ser ndo uniforme.

Utilizou-se uma malha deslocada para a velocidade e a temperatura, isto é, a
pressao € armazenada nos pontos nodais, enquanto a velocidade e a temperatura séo
armazenadas nas faces dos volumes de controle; todas as outras variaveis séo
armazenadas também nos pontos nodais. A vantagem de se utilizar uma malha
deslocada é o fato da equacéo de continuidade conter a diferenca entre componentes
adjacentes. Na equacdo de quantidade de movimento linear, o uso da diferenca de
pressao entre pontos adjacentes evita a obtencdo de solucdes irrealistas oscilatorias
(Patankar, 1980). Assim, o arranjo deslocado é utilizado ndo s6 para a velocidade,
mas também para a temperatura, pois ambas varidveis dependem do gradiente de

pressao. A Fig. 3.2 mostra a configuragéo descrita acima:

ox; 5xi+l

l

T, T | T
Vz -1 Vz Vi+l
—+ - —-
Pi -1 Pl I)z +1
® ®
Ax i-1 Ax i AX i+l

Figura 3.2 - Distribuicdo deslocada da Malha
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As derivadas espaciais foram aproximadas pelo método de diferencas
centrais em volta do ponto da malha. As equacdes foram integradas no tempo

usando um método totalmente implicito.

3.1.1.
Equacéo da Continuidade

A equacdo da continuidade é dada pela equagdo (2.12), reescrita abaixo:

2 2 2 2
P yoP pa” oV pa”Vod pa”fOT paf, 0T _, (34
ot ox & Ox & Aox & ot & Ox

Considerando que a face oeste do volume de controle se encontra a meia
distancia entre os pontos nodais i —1 e i, conforme a malha apresentada na Fig.
3.2, as derivadas espaciais das variaveis localizadas nos pontos nodais, pressao P

e a area da secdo transversal A4, podem ser escritas de uma forma geral como:

op Piyl— Qi 0 —Pi1
6x l- ﬁCl [ 5xl‘+1 ﬁle 5xi (3 2)
sendo,
ox; OX;
fi = ZA;I- ; Samj =1— fx; :2%‘;:'1 (3.3)

Além disso, a velocidade e a temperatura nos pontos nodais podem ser definidas

como:

Vp = &iVi+ fimiVig Ty = fxiTi+ fom T;_q (3.4)

As derivadas espaciais das varidveis armazenadas nas faces, como

velocidade e temperatura podem ser obtidas diretamente,

v\ (Vi-Via) a_Tj (1T

J& a derivadas temporais podem ser escritas como:

o) _|di-4
atl_ At (36)
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09

onde o simbolo “™ referencia o valor da grandeza no instante de tempo anterior.

Usando as expressdes (3.2) a (3.6), na equacao (3.1) e rearrumando, tem-se:
aj Fp=bjVi+ciTi1+diTy+e; Vi + fifiya+gifi-1+h (37)

com os coeficientes dados por:

2 : 2 .
- a 1% a4 B
P4 ﬂi(fxml_ pj ; dl.:pzaz_ﬁz(&+QJ 39)
Si A Ay G 4 A
42 - a?
— P (3.9)
i A i Ax;
i fxmi
_ : e 3.10
fi p 811 &i P o ( )

1
a; :E+fi +g; (3.11)

0 2 0 2
h.:i_PiaiﬂiT_P_piai V_p[aAj .
1 ’
i

At & At & A4 &

3.1.2.
Equacédo de Quantidade do Movimento Linear

A equacdo da conservacao de quantidade do movimento linear é dada pela
equacdo (2.19), reescrita abaixo:
oy _ 1P fu V]

— = —gsend 3.12
o pox 2 D ° (3.12)

Considerando que as faces dos volumes de controle se encontram a meia
distancia entre os pontos nodais, conforme a malha apresentada na Fig. 3.2, a
derivada espacial velocidade ¥, variavel localizada nas faces, e da pressdao P
localizada no ponto nodal central, podem ser escritas como:

a_Vj =05 Vi+1_Vi +0,5 Vi_Vi—l (313)
ox ), Ax Ax

i+l i
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OoP P —P:_
—j =(—’ ’ 1) (3.14)

A densidade e o diametro nas faces sdo obtidos a partir da densidade e do

didametro armazenados nos pontos nodais, conforme:
p,=05p,,,+05p, ; D,=05D,,+05D, (3.15)
Assim, usando as eqg. (3.6), e (3.13) a (3.16) em (3.12) e rearrumando tem-se:
ajVi=bjTj+ciF+di By +e; T+ fiViy1 +giVi-a + b (3.16)

com os seguintes coeficientes:

1
= i dim———— ; h==0 (3.17)
Pm O%i+1 Pm 0Xj+1
0,5 0,5
fi==V; D ogi=Vio - (3.18)
Axit1 Ax;
Ve 1 Jat; Vi
hi:jt—gsenﬁ- ; ai:Z+gl-+fi +§#L1l| (3.19)

3.1.3.
Equacédo de Conservacéao da Energia

A equacdo da conservacao da energia é dada pela equacao (2.38), reescrita

abaixo:

ot Oox

or  ,or _ (1 =T ) (3.20)

or  or ,BT(@P V&_Pj+ fu VAV au,
ot ox pPcp

ZCp D pcp D

A temperatura e a velocidade sdo armazenadas nas faces dos volumes de
controle, como mostrado na Fig. 3.2, pois ambas as grandezas dependem do
gradiente de pressao.

Analogamente a equacdo de conservacdo de quantidade de movimento
linear, considera-se que as faces dos volumes de controle se encontram a meia

distancia entre os pontos nodais, conforme a malha apresentada na Fig. 3.2, assim,
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a densidade e a pressdo nas faces sdo obtidas a partir da densidade e do diametro

armazenados nos pontos nodais, conforme:
Pm=05p1,1+05p; i  Py=05P,1+05PR (3.21)

A variacdo temporal é avaliada pela eq. (3.6), enquanto a variacao espacial
da pressao é dada pela eq. (3.15). Porém, na discretizacédo espacial da temperatura
no termo convectivo da eq. (3.21) recomenda-se a utilizagdo do método upwind
para evitar o aparecimento de coeficientes negativos, o que dificultaria a obtencédo
da solucgéo (Patankar, 1980).

‘2—T ~ max(V;, 0)(%} — max(-V;, 0)(%} (3.22)

X Xj Xi4l

Utilizando as expressdes aproximadas apresentadas na discretizacdo da eq.
(3.20), obtemos:

a;T;=b; By +ciVi+di Vi +e B+ filia+gili1+h (3.23)

com os seguintes coeficientes:

o 7.0 .
y,—| Al (%+ V; ]; o =| LT [%_Lj (3.24)
Pmcp \At iy Pmcp N At iy

fomax (7,0 max(.0) g (@2s)
Axiq1 Ax;

hi

T, (3.26)

At Pm Cp

2
_ I | AT Pm0+fatiVi |Vi|+ AU i
At 2cp Dy Pm ¢p Dp

4u,;
a; = 1. fi+gi+ L (3.27)

At Pm €P Dp
3.2.

Discretizacdo da Equacé&o de Conducao de Calor

Para a determinacdo da transferéncia de calor por condugdo na parede do
duto utilizou-se uma malha de acordo com o método B (Patankar, 1980) tal como
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mostrada na Fig. 3.3. Neste método, as faces dos volumes de controle séo
primeiramente distribuidas e logo os pontos nodais sdo colocados no centro de
cada volume de controle, tendo pontos nodais nas fronteiras com volumes de
controle de espessura nula. As derivadas espaciais foram aproximadas pelo
método de diferencas centrais em volta do ponto da malha e um método

totalmente implicito foi utilizado para a integragdo no tempo.

Ayj+g ® Tk
I Sy

Ay ® 7 %k
K 5y,

A1 ® -t

Figura 3.3 — Malha utilizada para a discretizacdo da equacédo de conducéo de calor

Conforme apresentado na equacéo (2.40) a equacgdo de conducdo de calor

transiente para as camadas solidas de revestimento é:

oT, 10(, oT
PsCps 5= —(k S] (3.28)

“ror Y or

Esta equacdo pode ser considerada valida para todo o revestimento, bastando
definir as propriedades como se fossem varidveis. Integrando no volume de

controle e implicitamente no tempo, temos:

onde para a determinacdo das resisténcias térmica nas interfaces de dois materiais,

utilizou-se uma média harménica, que é equivalente a uma resisténcia equivalente:

. ZkS,j ks,j+1 ¢ = ZkS,j kSaj_l (3.30)
T kg 1 Ayjrke Ay ) ks i Ayjtks Ay
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Ps,j Cpg i
O __""Y TSI Apye - g =40 : . 070 3.31
a; e Ar]r], aJ—aJ+bJ+c] hi=a;"T; (3.31)

3.3.
Solucéo do Sistema Algébrico

As equacdes de conservacdo do fluido podem ser escritas em forma geral da

seguinte forma:

0 0
Zd+[Al—d=Sc+S 3.32
ar¢+[ ]8x¢ c+Spg (3.32)

onde [ A] é a matriz de coeficientes e as incégnitas sdo dadas pelo vetor,

(3.33)

S
I
NS o

Um esquema da eq. (3.32) é apresentado na Fig. 3.4. onde pode-se observar
que o sistema algébrico € heptadiagonal, podendo ser resolvido por um algoritmo

direto de inversdo de matrizes.

a, b, d f 0 0 0 0 O o, h,
c, a, b, d, f, 0O 0 0 0 O b, h,
e, C; a; b, d; f, 0 0O O 0 O b, h,
g, e, ¢, a, b, d, f, 0 0 0 O : :
0 : : 0 : 0 0 0 o0 O :

0 0 : 0 0 0 O :

0 0 g & ¢ & b d f 0 0 d; ] h
o 0 o o : = = o 0 0 :

0 0 0 O 0 0

0 0 0 O 0 0 :

0 0 0 0 0 0 O 9gysensCra@nabys || Pna o
0 0 0 0O O O 0 0 gy ey Cyay by hy

Figura 3.4 - Esquematico do sistema algébrico heptadiagonal
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O algoritmo para solucdo do sistema algéebrico se assemelha ao TDMA
(TriDiagonal-Matrix Algorithm), (Patankar, 1980), sendo que a matriz €
heptadiagonal; isto significa que todos os coeficientes ndo nulos da matriz se
encontram nas 7 diagonais principais adjacentes da matriz.

Considere o sistema algébrico dado pela equagéo abaixo:
aiy =bi i1 +cida+did2+e b2+ fidi3+8i -3 +h (3.34)

O valor de ¢ pode ser determinado em funcdo de ¢.,, 4., e Pi3

1

considerando uma matriz superior:
i =S;i0i+3+ R bir2+Pigir1+0; (3.35)

Reescrevendo a equacdo (3.35) para i -1, i—2 e i—3 obtém-se:

$i1=Si 192 +Ri1b1+F 10 +0i1 (3.36)
$i2=Si 201+t R _20;+PFP_2¢_1+0;_2 (3.37)
$;-3=S;-3¢;+R; 3¢ 1+F 3¢ 2+0;_3 (3.38)

Substituindo as eq. (3.36) a (3.38) em (3.34), explicitando ¢, e rearrumando

no formato da equacdo (3.35), obtém-se 0s seguintes coeficientes:

_bitRig(citei Bo)+eSip

b d
enon
(3.39)
L& (Ri_3R;_1+B_2F_3Ri_1+S;i_2F_3)
denon
0 = hi+aiQa+e (G-2+H-20-1)
denon (3.40)

L& (O3+R_301+0_30_2+F_20,1F3)
denon
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_diteSiate B2Si

R;
denon
, 8i(Ri—3Si1 + _3F_25-1) (3.41)
denon
R (3.42)
denon

onde

denon=a; —c; F;_1—e; (F;_2 Fi1 +R;—2)—

3.43
—gi(S;i3+R; 3P, 1+F_3R_2+F_3F_2F_1) (3.43)

Considerando que ¢ =e1 =g1 = fny =by =d =0, os coeficientes sdo

inicializados assim;

h d
i-15 p-l; o =M. gy =Sl sy =L (344
al 41 ai ai
i=2 > P2=M; Q:M;
ag —ca i ap —c2 B
(3.45)
d
Rp=d2ted . g S
ap) —co B ap—co B
=3 P3:b3+03R2+63(S1+R2P1)
ag —c3 Pp —e3(Ry + APp)
h3 +c +e3(01 + AO?)
05="8 302 +e3(01+ P07 (3.46)
ag —c3 Py —e3(Ry + AP)
Ra = d3+c3 So +e3RS>H ] 13

- 1S3=
ag —c3 Pp —e3(Ry + A P) az—c3 P —e3(Ry + AL P,)

Para i > 3, as formulas de recorréncia dadas pelas eq. (3.39) a (3.42) pode ser

utilizadas. Para obter os valores de ¢,, pode-se obter que:
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i=N-2— Sy_p=0 (3.47)
i=N-1-» Spy_1=0 ; Ry_1=0 (3.48)
i=N—>  Sy=0 ; Ry=0 ; Py=0 (3.49)

logo, os trés ultimos valores de ¢, podem ser determinados por:

¢N =0N ; ¢N—1 =Py ¢N + 0y (3.50)

IN-2=RN_3PN-1+PN_29N_1+ON_2 (3.51)

e a partir de N-3 a férmula de recorréncia dada pela eq. (3.52) pode ser utilizada,

usando uma progressao regressiva.

G =S8 b3+ R @0 + P g + 0, (3.52)

Ja a equacdo discretizada de conducdo de calor na parede do tubo, eq.
(3.29), por ser um sistema tri-diagonal pode ser resolvida diretamente com o

algoritmo TDMA, o qual é um caso particular do método acima, ja que:
di=e :fi =8 = 0 (3-53)
logo

Sl' = R,’ = O (354)

3.4.
Critério de Convergéncia

O conjunto das equac0es discretizadas € ndo linear, portanto um processo
iterativo de solucdo € necessario. Assim, as variaveis dependentes obtidas num
passo de tempo anterior servem de estimativas iniciais, N0 novo passo de tempo,

para a correcdo do didmetro, densidade e viscosidade e para o célculo do fator de
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atrito e coeficiente de transferéncia de calor, grandezas necessarias para a
determinacéo dos coeficientes das equacdes discretizadas. As variaveis resultantes
da solucdo destas equacdes séo entdo usadas para reavaliar estas grandezas como
melhores estimativas para a iteracdo seguinte, continuando até que as ultimas
estimativas sejam iguais, dentro de uma tolerancia prescrita, as anteriores.

A convergéncia do processo de solu¢do numérica é avaliada a cada iteragéo.
Quando ndo existe mais variacdo das variaveis dependentes o processo tera
convergido. No presente trabalho a convergéncia foi controlada utilizando um erro

absoluto e um erro normalizado definido pelas seguintes equagoes:

Nmax 3 55
2 |aiti —(bidia +eidia+didiia +edio + fidin3 +gidig+hi)| <toly (3:59)

i=1

N%"‘X aidi — (b1 +cidi1 +didis0 +eidio + fidir3 + gidi—3 + hi)

<toly (3.56)
i=1 a;;

onde, Nmax€ 0 nimero de incognitas do problema.

Se apos certo numero de iteragBes, ndo houver convergéncia, o passo de
tempo € reduzido a metade e 0 processo iterativo reiniciado. Caso sejam
necessarias sucessivas reducdes no passo de tempo, até que este atinja um valor
minimo sem que o critério de convergéncia tenha sido alcancado, o programa é
entéo encerrado.

No presente trabalho define-se rol, = 10° e tol, = 10°™. Assim, se 0 primeiro
critério é satisfeito, deve-se verificar se 0 segundo critério também foi satisfeito

para que o problema seja considerado convergido.

3.5.
Diagrama de Fluxo e Procedimento Geral

As Figs. 3.5 e 3.6 apresentam os fluxogramas que resumem o procedimento
de solucdo. A primeira etapa do processo consiste em introduzir os dados
particulares do problema, isto &, os pardmetros geométricos e o numero de
volumes de controle para construir a malha uniforme, além dos dados do fluido e
as condicdes de contorno. A seguir, ocorre uma etapa de inicializacdo, o programa

pode comecar do repouso ou de uma solucdo de regime permanente; neste
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segundo caso, a solugdo em regime permanente é obtida resolvendo-se
numericamente o escoamento na tubulacdo, partindo do repouso, até atingir as
condicBes desejadas para iniciar o problema. Também nesta etapa sdo obtidos
alguns parametros como didmetro, area, densidade, viscosidade, fator de atrito e
coeficiente de transferéncia de calor interno. Os campos de pressdo, velocidade e
temperatura sdo obtidos com a resolucdo do sistema heptadiagonal, mas como o
sistema é ndo linear, uma série de iteracOes sdo realizadas até a obtencdo da
convergéncia. Como se pode ver no fluxograma o passo de tempo é variavel para

garantir a convergéncia da solugdo em cada passo de tempo.

Entrada de
dados

N
Constroi malha

y

Inicia em
repouso
N L& arquivo de solugdo do
Tem sol. o regime permanente -
reg. perm. “|  calcula a distribuicéo de
pressao hidrostatica
S
Corrige D, 4, p e yem
Lé arquivo de solugdo » fungdo de Pe T e calcula
no reg. permanente fueh

Considera a
capacidade térmica
das camadas

A 4

Calcula U, global

Calcula a distribui¢do de
temperatura nas camadas

Subrotina Marcha

Figura 3.5 - Fluxograma do modelo implementado
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TIME =TIMEOLD + DT

\ 4

Define as condi¢des de
contorno

v

A

Corrige D, 4, p e n em funcéo de
PeTecalculaf,eh;

A

Considera a

A

Calcula U, global

capacidade térmica
das parede do
duto

Calcula a conducéo de calor
na parede do duto

v

Determina os coef das eq.

Figura 3.6 - Fluxograma da subrotina MARCHA

de conservacéo

'

Calcula o residuo

v

Resolve a matriz
heptadiagonal

N
ﬂ N
S
pT=2T >
2

A 4

DT < DTpin
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