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A
Semicadeia e cadeia infinita.

Apenas para ilustrar a técnica por nés usada para vestir um determinado sitio, mostramos
a seguir como é possivel vestir uma semicadeia com um sitio. Para tal, usaremos a seguinte
notagao: ¢s. serd a funcao de Green de uma semicadeia infinita para o lado esquerdo, e
g a funcao de Green do sitio isolado, ao qual queremos vestir na semicadeia. Podemos

apresentar este modelo conforme a fig. (A.1). Assim,

G111 = g1 + g1tG s
11 = 491 T g1t — Gy = g1 = g _ (A1)
Go1 = gatG11 L=qit?g2 1 —gsct?g2
onde t é o potencial entre a semicadeia e o sitio. Por outro lado,
Gao = g2 + gt
22 = g2 T G2tla12 s Gy = g2 g2 (A.2)

G2 = g1tGa 1 —gotgrit 1 — got2gs.

mas, é claro que ao vestir uma semicadeia composta por infinitos sitios com mais um
sitio, teremos como resultado a propria semicadeia. Logo podemos afirmar que Gay = g,

Portanto,

Figura A.1: Modelo de sitios ligando um sitio isolado a uma semicadeia.
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g
Gog = ——— =g A3
22 1- th.gSC g ( )

onde usamos go = ¢ para simplificar a notacao. Deste modo,

1 1

—9 = —gsc T+ gt29507 9?0 - %950 + ﬁ = 07 <A4)

o= sy — 2 :L[1im/—1+4g2t2} (A.5)

B 2¢gt? 4g2t* 2 2¢gt?

que é a fungao de Green da semicadeia.

A densidade de estados (D) é:

1
Dsc = _;]m(gsc) <A6>

Logo, s6 val existir densidade de estados quando,

46°* —1>0. (A7)
Mas a funcao de Green do sitio isolado é g = E+50 Desta forma:
E— o0 2
o7 <1 -2t < E—g9 < 2L (A.8)

Portanto a densidade de estados de uma semicadeia é:

DSC<E>=%\/1— <E2_f°>2 (A.9)

De maneira andloga, podemos calcular a densidade de estados de uma cadeia infinita

ligando duas semicadeias conforme é mostrado no modelo da fig. (A.3).
Apds alguma élgebra, é simples mostrar que a densidade de estados de uma cadeia

infinita é:
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Figura A.2: Densidade de estados de uma semicadeia.
1
G. = < Jac = .
Gacl™ (1~ 20)? — a2
logo,
1
De = ot 2
Q FE—¢
L (57)
f
ﬁ
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Figura A.3: Modelo de sitios ligando duas semicadeias.
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(A.10)

(A.11)
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D(E)

Figura A.4: Densidade de estados de uma cadeia infinita.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0014233/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0014233/CA

B
A corrente

O operador densidade de carga é dado por:

Jic = €Nje = ec;rgcjg. (B.1)

Assim, sua equacao de movimento é:

d(jja dcja dcja +
_ _ | B.2
a [( at |9 \Tar ) e (B:2)

Nos sitios onde nao ha interacao spin-oérbita, o hamiltoniano pode ser expresso da seguinte

forma:

H = Z EjoClnCio + 1 (c;“UC(j,l)g + cail)gcjg) . (B.3)

jo
Mas

Sdel, o
ZFLW = [CZ-U,H}

|t P + o + ,
= [Cizw § €jo'CigiCior + 1 (Cjafc(yfl)a’ + C(jl)a/cya’)]

ja’
= g0t +1 (cz;.H)U + cafl)g) : (B.4)

Substituindo B.4 em B.2 obtemos:

dgje _ €t T + + 5
dt i [C(m)acﬂf F G Cin T CreCie T C(jfl)acﬂ'“}
et et
= E |:CE;71)0_CJ'O. — C(jfl)cho-:| - E |:Cz;-+1)0_cjo- - C(j+1)o—Cjo.:|

~

= j(jfl)a - ]jO' <B5)
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Onde definimos
7 el [ 1 +
](jfl)a = E |:C(j71)0_Cjo— - C(jfl)acjg—:| (BG)

Tirando a média da eq. B.6, obtemos:

- et
<](j71)a> == [<Cafl)acﬂ'0> - <C(J‘*1)UC;FU>} : (B.7)

Sendo [ operador corrente e |¢) o estado de um determinado sistema, temos:

(L) = (# ¢) (B.8)

Se o sistema nao for de muitos corpos, podemos expandir

I(j-1)o

6y = ai |lo”) (B.9)

lo’

de forma que

Mas

logo,

Ci—1o ’¢> = Z Q' Cj—10 ’lOJ> . (BlO)

lo’

Ci—1o ’lOJ> = 6[,]‘*160'0" ’0> s (Bll)

Cj-10 |§) = aj-15 |0} , (B.12)

(¢l =D ag ('] (B.13)

i’
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<¢’ Cja = Z a’:U’ <Z.OJ’ Cja

[y

(io'| ¢}, = (cjo |i0"))" = 6;36,61 (0] .

Portanto

(@] cly = aj, (0].

Logo,

<¢’ Cjacjfla ’¢> = a;gajfla-

Somando sobre todos os estados, teremos para a densidade de carga:

kg
Gjo = e/ ‘a?U‘Qdk:
0

87

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

A derivada temporal da densidade de probabilidade nos permite encontrar a equacao

de continuidade dada por B.5:

deU
= ]'U - ]'710
onde a corrente vem dada por
kg
el
_ kx k ok kx
Lio =~ (05505410 = T500551,0) I
0
kg
2et
_ k kx
- A Im <a]0'aj+10'>
0

Veremos no proximo apendice que:

(B.19)

(B.20)
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Z'G;r(;el)a = <Cafl)acj0> ; (B.21)
onde G~ é a funcao de Green no formalismo de Keldysh. Desta forma a corrente
é dada por:
Lo = ot Gt B.22
(-1 — % iG-Do ~ T (G-Djo ( . )

A expressao B.22 é 1til para cédlculo da corrente quando o sistema estiver longe do
equilibrio e para tratar problemas de muitos corpos. Detalhes podem ser visto na secao

2.5 (A corrente elétrica e o formalismo de Keldysh).
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C

Formalismo de Keldysh.

E conveniente fazermos aqui um pequeno resumo de fungdes de Green antes de
iniciarmos a abordagem em sistemas fora do equilibrio, usando o formalismo de Keldysh.
Neste momento trataremos de sistemas a temperatura nula. Nao serd nossa intencao
apresentarmos o método de Matsubara®® usado em célculos com temperatura finita.
Claro que sistemas experimentais reais nunca estao a temperatura nula, apesar algumas
vezes estarem a temperaturas extremamente baixas. No entanto, calculos a temperatura
nula sao muito tteis para descrever sistemas reais, pois frequentemente estes sao
compreendidos através de seu estado fundamental somado com suas excitacbes. Mas,
o estado fundamental pode ser deduzido através de cédlculos & temperatura nula.

Vamos supor que estamos estudando um hamiltoniano que nao pode ser resolvido

de maneira exata, a abordagem mais usual para este problema é:

H=Hy+V (C.1)

onde, Hy é o hamiltoniano que pode ser resolvido de maneira exata e V' representa todas
as outras partes de H. E comum escolher [, de tal maneira que os efeitos de V sejam
pequenos. Logo analisaremos um sistema que pode ser completamente descrito por Hy e
introduziremos o efeito de V' para sabermos como isso altera as propriedades do sistema.
Este é basicamente o procedimento adotado em teoria de muitos corpos. Para o estudo de

tal teoria é fundamendal que o uso das fungdes de Green. Esta tem a seguinte definigao.

/ .<¢0TTC&(t)éﬂ(t)S(oo,—co)‘¢0>
GO 0] = =70 TS (oo, —o) 0] (©2)

onde:

(1) T é o operador de ordenagao temporal que age em um conjunto de operadores
com dependéncia temporal. Por exemplo, T [V (t1) 1% (ts) 1% <t3):| , o operador T ird
ordenar os outros operadores de tal maneira que o menor tempo fique a direita e o maior

a esquerda. Desta forma,
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(i) A matriz S é definida como:

t

S(t,t') = Texp —z‘/dtlff(tl) : (C.4)

t/

Expandindo a exponencial em série de poténcias e inserindo-a na fungao de Green, temos:

G(\t—1t) :iﬂx

n!

[ i [ a (g0 [TCL OV (1) V (1) .V (1) 5 (1) 60 ) C5
[ e [ e (Gl (50, o) ) “

Em relagdo aos estados, usaremos a seguinte notagao: |¢p) serd autoestado de H

enquanto |¢g) serd o estado fundamental de Hy. De tal maneira que:

|¢ar) = S(0, —00) Ho | o) (C.6)

Na defini¢ao da matriz S, o tempo é tomado no intervalo de (—o0,00). O estado
em t = —oo é bem definido como o estado fundamental do sistema de particulas nao
interagentes. As interagdes sao ligadas lentamente, adiabaticamente. Em ¢ ~ 0 o estado
fundamental interagente é ¥ (0) = S (0,—o0) ¢o. Em fisica de matéria condensada o
estado t — oo deve ser definido de maneira cuidadosa. Se as interagdes continuam
a ocorrer, este estado nao mais serd bem definido através do estado fundamental das
particulas nao interagentes, ¢y.

Schwinger em 1961%° sugeriu uma outra maneira de lidar com o limite ¢ — co. Ele
propds que a integral no tempo da matriz S contivesse dois intervalos. Um iria de (—oo, 7)
e o outro de (7,—00), sendo que T — o0. Isso torna o caminho de integragao no tempo

um loop, que comega e termina em ¢t = —oo, como mostra a fig. (C.1). A vantagem
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Figura C.1: Caminho temporal adotado no formalismo de Keldysh.

deste método é que a expansao no tempo da matriz S comeca e termina em um estado
conhecido, pois ¥ (—00) = ¢, que geralmente é o tinico estado exatamente conhecido, o
estado fundamental.

Para sistemas no equilibrio, este método de calcular a matriz S, fornece resultados
idénticos ao tomarmos o intervalo de tempo de (—oo,00). A grande vantagem é que,
quando analisamos a integral no tempo com dois ramos (intervalos), evitamos o estado
U (c0). tornando possivel tratar de sistemas longe do equilibrio usando o formalismo de
funcoes de Green. Em 1965, Keldysh!? foi o primeiro a desenvolver esta teoria de loop no
tempo para aplicacoes em sistemas de estado sélido. Veremos a seguir de uma maneira
mais detalhada quais sao as novas definicoes de fungao de Green quando aplicada esta
técnica de loop no tempo.

A matriz S com esse novo caminho de integragao pode ser expressa na seguinte

forma.

S (—o0, —00) = Tsexp | —i / ds,V (s1) (C.7)
loop
Note que temos um novo caminho de integragao conforme fig. (C.1) composto por
dois ramos . A varidvel s; vai (—oo, 7) e depois, de (11, —00). O operador T é responsével
pela ordenacao temporal de maneira que o tempo s; ocorra sempre primeiramente.

Expandindo a matriz S, as funcoes de Green podem ser vistas da seguinte forma:

G ()\, 51 — 82) =1 <¢0 TSCA (Sl) A;[ (SQ)

¢0> (C.8)
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—co 1

Figura C.2: Caminho temporal adotado no formalismo de Keldysh para a funcio G,

Se ambos s; e s9 estdao no ramo superior do loop temporal, o operador ordenagao
temporal T é idéntico a T. No entanto, se eles estiverem no ramo inferior, 7T serd o
contrario de T', conhecido como operador anti-ordenacao temporal. Outra possibilidade
é s1 e sy estarem em ramos diferentes, mas neste caso eles j& estarao ordenados. Vamos
todas essas possibilidades citadas e definir quatro novas fungoes de Green usadas no
formalismo de Keldysh. Em sistemas longe do equilibrio, as médias (denotadas por
(n]...../m)) sdo tomadas em qualquer estado quantico do sistema e nao necessariamente

no estado estacionario como no caso de equilibrio.

1)

~

GH (1) = —¢<¢H 7,6 (1) CL (1) ¢H> (C.9)

G () = —i <¢ ‘(Zx (t)CL ()

¢> (C.10)

que é a prépria fungao de Green causal convencional.

2)

~

Gttt = —¢<¢H T,Cy (t) CL (1)

¢H> (C.11)

Gt = +i (9 ‘(5; (') Oy (t)‘ 0) (C.12)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0014233/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0014233/CA

93

SE
—Co w
Co )
—Co
5

5
—iz w
(ala] t
—iZi
%

Figura C.4: Caminho temporal adotado no formalismo de Keldysh para a funcio G~ .

3)

~

Gt = —¢<¢H T,Cy (t) CL (1)

on) (C.13)

G (1) =—i <¢ ‘Cx (t)CL (1)

¢> (C.14)

As fungoes de Green G~ e G~ nos fornecem as fungdes de correlagao,

(o]l w|e) e (o]l 0)]0). (C.15)

respectivamente. Isto é interessante, pois serao usadas no calculo da corrente. Note que

para t =t estas se reduzem as funcdes espectrais.
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—co 1

J jale] r
=

Figura C.5: Caminho temporal adotado no formalismo de Keldysh para a funcio G~ .

4)

~

G (tt) = —¢<¢H T,Cy (t) CL (1)

¢H> (C.16)

G (t,6) = =i (0| TC, (1) G (1)

¢> (C.17)

onde 1" é o operador anti-causal, ordena os tempos de maneira inversa que I". Portanto,
G~ (t,t') é a fungao de Green anti-causal.
Mais duas fungdes ainda devem ser definidas, sdo elas as fungoes de Green avancadas

e retardadas.

~

G (t,t") = —if (t — 1) <¢ ‘(Zx (t) C] (1)

¢> (C.18)

GO (t, 1) =0 (t —t') <¢ ‘(Zx (t) CI (¢

¢> (C.19)

Em 1968*, Craig sugeriu uma notacao matricial para o formalismo de Keldysh,
tanto as fungdes de Green quanto as autoenergias sao representadas por matrizes 2 X 2,

da seguinte forma:

- Gt oot
G= (G* G) (C.20)
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Em particular, se verifica a equacao de Dyson:

G=9+9%G (C.21)

onde as G ’s e g s sdo respectivamente as fungoes de Green perturbadas e nao perturbadas

e as autoenergias > sao dadas por:

M:

Y Y
() o

que satisfazem a relagdo Xt + %77 = — (Xt 4+ X7 F)
As quatro fungoes de Green e as autoenergias nao sao independentes, existindo uma

relacao entre elas,

G +Gt=at+at. (C.23)

E possivel obter as funcoes de Green avangada e retardada a partir de G, G,
G~t, G . As fungbes de Green avangadas e retardadas satisfazem a equagao de Dyson

em separado, e se relacionam da seguinte forma:

=Gt -Gt =—G +G (C.24)

G =Gt -Gt =-G  +G" (C.25)

Isto pode ser visto de uma maneira mais compacta mediante uma transformacao
canonica que nos levam de Gt1, Gt~ Gt G~ a G" e G*. Esta transformacao pode

ser expressa da seguinte forma:

~ 1—id0, { G Gt \ 1440 0 G°
G =— L C.26
(e ) (e ) o

onde
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G, = (? _0’> : (C.27)

GF=G" +G =G +G T (C.28)

sendo

De maneira andloga aplicamos a mesma transformacao nas autoenergias.

i,:1—@'@, 2j+ zi 1—ig, _ Q (C.29)
V2 DIRREDY V2 e 0

onde,

DL S e S o <277 + Eer) 7

- E++ _ E*Jr — _ <E** + E+*> 7

Q=" - =— (Tt +3x7).

Com isso é possivel comprovar que as fungoes de Green G* e G" satisfazem a equagao

de Dyson.

Gr=§ +§3G (C.30)

G® = §° + §°2°G° (C.31)

Por 1ltimo, vamos apresentar uma relagao entre as fungoes de Green que tornam

todo este formalismo muito interessante, pois serd usada para o cdlculo autoconsistente


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0014233/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0014233/CA

97

da carga e também para a corrente, conforme pode ser visto na secao de corrente elétrica

e formalismo de Keldysh.

+- _ 1 7’27’ +— 1 aza _ 7’24»7 a
{G (1+GS) gt (14+G°S%) -GSt G (©52)

G =(14+GT)g " (1+GT) — S +Ge

Esta é encontrada com a aplicagao da eq. C.26, da seguinte forma:

-+
1 1 1 N 1 -1
G =g += q'Y'G C.33
a ~ Q 3 . a
g = v , X = e G=( 2 (C.34)
gr gF Sha 0 Gr GF

Com a da eq. C.32 aplicada a sitios, conforme procedimento Apeéndice A, é possivel

sendo:

calcular G, ligando dois sitios vizinhos. Apds alguma &lgebra temos que:

G = |(1+6757) gt (1+Gos)] (C.35)

22

que, integrada, fornece o niimero de ocupacao de cada spin 7.
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