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2
Extensao do Produto Vetorial Sobre uma Algebra Exterior

Seja R? o espaco euclidiano tridimensional, chamamos de dlgebra exterior

de R3 a élgebra A(R?) gerada pela base candnica {ey, e, €3} satisfazendo
eiNej=—ej Ney, Vi,j.
Nesta algebra define-se o operador linear % que satisfaz:
(1) =eiNejNeg; *(e;) =ej Neg; *(e; Nej) =ep; *(e; Nej Neg) =1,

para todo {i, j, k} permutagao positiva de {1,2,3}.
Sejam x o produto vetorial e - o produto interno canonico em R3. Nao é
dificil mostrar que estes produtos podem ser também expressados fazendo uso

da algebra exterior e do operador estrela *, a saber :
uxv=xuAv) e u-v=x*uAx), VYuvcR

Neste capitulo estenderemos a definicao de x e - visto como produtos na
algebra exterior de qualquer espaco vetorial e veremos algumas propriedades

as quais sao parecidas ao caso R3.

2.1
Produto Interno Sobre A(FE)

Seja E um espago vetorial real de dimensao n com produto interno ( , ).
Fixemos (3 = {uy, ug, ..., u, } uma base ortonormal de £. Chamamos de algebra
exterior de F a dlgebra A(FE) gerada por ( cujo produto A é anticomutativo
em (3 ,isto é, para todo i e j em {1,..,n} temos que u; A u; = —u; Au; . O
sub-espaco Ag(E) gerado pelos elementos da forma {u;, A.. Aw;, b1<iy<. <ip<n €
dita a k-dlgebra exterior de E. Cada u € Ax(FE) é chamado de k-vetor e no caso
de u = vi Avg A.. Ay, onde os v; € F, serd chamado de k-vetor decomponivel.

Notemos que A(FE) pode ser definida pela soma direta

A(B) = Ao(E) ® A(B) @ .. @ A (E).
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Observemos que a propriedade distributiva de uma algebra garante a extensao
da propriedade anticomutativa do produto A para cada par de vetores em F,
isto é, para todo u e v em E se satisfaz u A v = —v A u, em particular, para
todo u € E temos que u A u = 0. logo, se {vy, .., v} é um subconjunto de E

linearmente dependente entao
vy Ava A .. Avg = 0. (2-1)

Notemos também que se {vy,..,v,} é um subconjunto de E e se para cada i
temos que (v;)g denota as coordenadas de v; na base [ entao por [2-I)) e a

propriedade anticomutativa do produto A temos que
VI A AV, = [(01)6, -, (Un)glur A o A g,

onde [(v1)s, .-(vn) ] € 0 determinante da matriz cujas linhas sdo as coordenadas

(vi)g. Em geral, se v = {wy,.,w,} é uma base qualquer de E entao
VLA AUy = [(V1)q, -, (Un) ] A oA wy,. (2-2)

Por outro lado, no caso de FE* o espaco dual de FE podemos usar
definigoes andlogas ao caso de A(E) para definir A(E*) a dlgebra exterior de
E* sendo os elementos desta algebra chamados de covetores. A dlgebra A(E*)
é isomorfo a (A(E))*. Em particular, A, (E*) é isomorfo a (Ax(E))*, a saber, se
{w1,...,w,} éabase dual de {uy,...,u,} entdo a base {w;, A..Aw;, }1<iy <. <ip<n
de Ap(E™) serd identificada como a base dual de {u;, A .. A, }1<ij<. <ip<n €M

A, (E). Notemos que todo k-vetor u pode ser escrito da forma
u= Z (Wiy A Awg ) (W) ug, A Ay, (2-3)
1< <. <ip<n
Analogamente, todo k-covetor w pode ser escrito da forma
w= Z Wiy A oo Ay )wiy Ao A w, (2-4)
1<it <..<ix<n

Notemos também, que se @« = a3 A .. A ap é um k-covetor decomponivel e

v=1v; A... v, é um r-vetor decomponivel entao

0 se k #r;

alv) = { det[a;(v;)] se k=, (25)

onde det denotya o determinante de uma matriz quadrada.

Para cada u € A(FE) chamaremos de produto interior por u a trans-
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formacao linear

i A(EY) — A(EY),

W W, w(v) =w(uAv) Voue AE).

Em particular, se v é um 1-vetor, u € F, entao 7, ¢ uma antiderivacao de grau

-1 em A(E"), isto é, i, satisfaz
1.oiy(w) € A1 (EF), VYw € Ag(E).

2. iy(WAB) =iu(w) A B+ (—1DFw Aiy(B), Yw € Ap(E*) VB € A(E™).

Observacgao 2.1 Observemos que se uy,Us,..,Up_1 € Up SG0 elementos de
A(E) entao

iulAug/\../\uk_lAuk - iukiuk_y-iugiul' (2_6)
Para cada k # 0 definamos a aplicagao bilinear :

tal que, para cada par v = u; A ... Aug e v = vy A ... A v, de k-vetores

decomponiveis corresponde o valor :

(u, vy = det[{u;,v;)]. (2-7)

Proposicao 2.2 (, )i € produto interno sobre Ay (E) .

Prova: Por defini¢do, o produto ( , ); é bilinear. Por outro lado, sabendo que
para toda matriz quadrada A e sua transposta A se satisfaz detA = detA',

por definigdo do produto ( , )x temos
(up Ao A, U1 A A ) = (01 A AU U A A U

Logo o préoduto é simétrico. Agora, seja {uq,...,u,} base ortonormal de E.
Tomndo u = u,, A...Au,, e v = us, A...Au,, decomponiveis tais que r; < ... <y,

e s <...< 8, temos

<uvv>k = det[<un‘7usg‘>]

1 se r;=s; para todo 1.
—  det[d"] = P ,
’ 0 se r;#s; para algum 1.
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Agora, se u = E iy iy Wiy A oo Ay, € A (E)  entao
1<iy <...<ip<n

<U,U>k = Zailmikajlmjk <ui1 VANRAN Ugy, 5 Ujy VANRPVAN ujk>

2
= Z a’il...ik Z O,
onde as somas sao tomadas sobre todos os k-uplos tais que
1<y <. <i<n e 1< <..<5<n. O

Notemos que a defini¢do do produto ( , ) implica que o conjunto {u;, A .. A
Wi, }1<iy <. <iy<n € uma base ortonormal de Ag(E).

Definamos o produto interno:
(,) :A(E) x A(F) — R

tal que se u € A(E) e v e A (E)

) (wv) se k=
w,v) = { 0 se k#. (2:8)

A norma de um vetor u € A(E) serd definido como ||ul| := /(u, u).

Este produto interno induz o isomorfismo

i AME) — A(E)

2-9
), ) = e weam) Y

Proposicao 2.3 j é um isomorfismo de dlgebras, isto é
junv)=ju)Ajlv) Vu,ve AE). (2-10)

Prova: Seja u = wu; A .. Aug um k-vetor decomponivel. Tomemos um k-vetor

v =1v; A .. A vy decomponivel arbitrario. Notemos que

W)l(v) = (uv)
= det[(u;,v;)]
= det[j(u;)(v;)]
= [g(ur) A A g(ug)(vr A A )
= [jur) A ... A j(ug)](v).

ou seja, temos que j(u) = j(ui) A ... A juyg). O
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Observagao 2.4 O isomorfismo j~' : A(E*) — A(E) induz o produto
interno < , =: A(E*) x A(E*) — R, <, == {(j7Ya),;74B))

Observemos que se {uq,...,u,} é qualquer base ortonormal de E e
{wi,...,w,} é a base dual em E* entdo para todo i temos que w; = j(u;).
Disso e da definigao do produto < , > temos que {wy,...,w,} é também uma

base ortonormal de E*.
Exemplo 2.5

Sejam E = R" com o produto interno usual, {ej, ..., e,} base canénica de R"
e {a1,...,a,} a base dual.
1.Seja A := (3e1 A ey + dex A es,deg A es + e3). Logo:

A = 12<€1 A €9, €1 VAN €2> + 3<€1 A 62,62)
+16<€2 A €3, €1 VAN €2> + <€2 VAN €3, €2>

— q2| O e g

€y €1 €92 €9 €3+ €1 €3 €9

€y €1 €9 €y ‘
= 12.
2. Seja B := < 3a; A ag + 4das A az, dag A ag + ag . Logo:

B = {(j7'(3aq Ao +4as Aas, i H(4ar A ag + ay))
= (G7'Bar Aag) + 7 (dag Aag), i (4ar A ag) + 5 (ag))
= <361 N eg + 462 VAN 63,461 N ey + €2> =12. O

2.2
Os Produtos - e x

Sejam E um espago vetorial de dimensdao n e {uj,..,u,} uma base
ortonormal de E. O subespaco A, (E) é gerado pelo n-vetor u; A .. Auy,, logo, a
dimensao de A, (F) é igual a 1. Assim, A,,(E) — {0} tem duas componentes e
a escolha de uma destas componentes define uma orientacao para E. Fixando
uma componente dizemos que E é um espaco vetorial orientado. Denotaremos
esta componente por . Alem disso, toda base {vq,..,v,} de E tal que

v A .. Av, € O sera chamada de uma base positiva de E.

Definicao 2.6 Sejam E um espaco vetorial orientado com produto interno
(,) e{ur,...,un} uma base ortonormal positiva de E. Chamamos de operador

estrela de Hodge a aplicagao linear x : A(E) — A(E) que satisfaz

1. *(up ANug A .. Auy) = 1.
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2. %(1) = up A oo Ay,

3. Se {iy, .., ik, J1, --Jn_k} € uma permutacao positiva de {1,..,n} entdo

*(uil VANPPRAN Ulk) = Uy, AN U, 1o k 7& n.

Observagao 2.7 O operador estrela de Hodge x independe da escolha da base

ortonormal positiva {uy, ..., u,}.

Analogamente, podemos definir o operador estrela de Hodge sobre o dual
A(E*) considerando sobre E* o produto interno e a orientagao induzida pelo
isomorfismo j. O operador * possui as seguintes propriedades:

Sejam {iy, .., i}, com os i;s distintos, e {j1, .., j-} contidos em {1,..,n}

com intersecao nao nula. Entao

(Wiy Ao A ) A (Ui Ao A,) = ug Aug A A Uy, (2-11)
(wiy Ao Ay ) A (ujy Ao Awj,) = 0. (2-12)

O operador * também satisfaz as propriedades

sxu = (=D Vu e A(E). (2-13)
| xul = Jull Yu € Ay (E). (2-14)
Exemplo 2.8
Sejam E = R° e {ej,..,e5} sua base candnica ortonormal. Suponha que

e1 .. \es define a orientagao O de R®. Neste caso sendo {ay, .., a5} a base dual
da base canonica e que {1,3,4,2,5} e {1,2,5,3,4} sao permutagoes positivas
de {1,2,3,4,5} temos que

1. *61/\63264/\62/\65:—62/\64/\65.
2. x (e; Neg Nes—eyp Neg) =ez Neg— ez ey Aes.

3. xap Nag = — ag Aoy A as.

i

xxap Aag ANas = ag Aag Aay. O

Consideremos A(E)= @Ak(E), onde @ denota soma direta de su-

keZ
bespacos, Z denota os inteiros e Ax(E) = 0 se k < 0 ou k > n. Definamos os
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seguintes produtos em A(E):

AE) x A(E) — A(E)

(u,v) — w-v==x (uA*v). (2-15)

x : AFE)xANE) — A(E)

(u,v) — uxv=x(uAv). (2-16)

Note que se u € Ap(E) e v € A (FE) entdo u-v € A, k(E) e uxuv €
An—(r+k)(E)~
Observagao 2.9

Sejam E = R? e {e1,€e2,e3} a base candnica tal que e; A es A ez define a

orientacao. Entao, pelas propriedades do operador *, temos que

x(eg Neg Neg) =1 sei=j.

ei-e; = x(e; Nxej) = {

0 se i # j.
er seiFj.
e;xe; = xlejhe)=4{ " 7
! ’ 0 seit=

onde {i, j, k} é permutacao positiva de {1,2,3}. Assim, - e X sdo respectiva-
mente o produto interno e vetorial usuais em R3. O

Usando sémente as defini¢oes de x e - podemos mostrar que
ux (vxXw)=u-(vAw) Vu,v,w € A(E). (2-17)

Também, para {vi,..v,} conjunto de vetores em FE podemos mostrar por
definigao de x e - e por (2=2)) que os vetores decomponiveis u = vy A .. A vy,

V=V +1 N\ .. AU, € W= Ugyq1 N .. \ v, satisfazem

UXv-w= [(Ul)ﬁv (02)/37 ) (Un)ﬁ]7 (2_18>

onde 8 é qualquer base ortonormal que define a orientacao de E e usamos a
notagao de (2=2).
Proposicao 2.10 Sejam u,v € Ap(FE). Entao

u-v=uv-u=(u,v). (2-19)

Prova: Seja {uy,...,u,} uma base ortonormal de E. A definigdo de ( , )

implica que {u;; A .. Au;, b1<iy <. <i<n ¢ base ortonormal de Ag(E).
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Por outro lado, por (2=I1)) e ([2=12]) temos que
1 =5 Vr

0 , i, # j, para algum r
Logo, os produtos ( , )i e - coincidem numa base de Aj(FE). Disso e do fato

que ambos produtos sao bilineares, temos que
(u,v) =u-v, Yu,v € Ag(F). O

Seja {uy, ..., u, } uma base positiva de E. Notemos por definigado de norma que

ug A ... Aug||* = det[(uy,u;)], onde det denota determinante.

Corolario 2.11 Sejam {us, .., u,} uma base positiva de E e {wy,..,w,} a base
dual de E*. Se g = det[(uy,u;)] = |Jus A .. Au,||* entdo

Jr(ug A Aug) = Viwkil A Awy (2-20)
(_1)k(n—kz)
*jfl(w]ﬁl AN wn) = ——u; N.. \Nug (2—21)

Vg

Prova: Sendo j*(ujA..Aug) um r-covetor, r = n—k, e {w;, A..Awy, }1<i,<..<1,<n
a base dual em A, (E*) de {u;, A .. Auy, }1<i <. <1, <n entao por (2=4), definigao

de j, proposicao anterior, (2-13]), (2-1)) e (2-14]) temos

G (ur A Aug) = S [Celun A Aw)) (g A Aw)Jw, A Awy,

1<l <.<l-<n

= Z [(ug, Ao Aag) -x(ug Ao Aug)|w, A Awg,

1<l <..<lr<n

= Z [e(ug Ao Aug Augy A Ag)|w A Awy,
1< <.<lr<n
= [r(ur Ao At A tggpr A oA U)Wt A A wp

= \/EWIC_A'_l N o N\ Wy,

mostrando assim (2=20). Usaremos este resultado para mostrar (2-21]).

- 1, 1 gy L
$7 H W1 A Awy) = *J 1(]*(—_u1/\../\uk)):(—1)k( B~y A Aug. O

V9 V9

Sejam {uq, .., u,} base ortonormal positiva de F e {j(u1),..,j(u,)} sua
base dual em E*. Definamos o n-covetor unitéario volg := j(u3 A .. A u,) dual

ao vetor unitario uq A .. A u,.

Proposicao 2.12 Seja u € Ei(M). Entao

iyvolp = j(*u). (2-22)
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Prova: Sendo {uy,..u,} uma base ortonormal temos que {j(uy),..,j(u,)} é
a base dual em FE*. Para cada i denotemos w; = j(u;), logo {u;; A .. A
uik}1§i1<”<ik§n é uma base ortonormal de Ak(E) (§ {wil A .. /\u)ik}lgi1<_.<ik§n é

a base ortonormal dual de Ag(E*). Consideremos o caso uj A .. A uy. Notemos

que by a0l € Ay (E*). Por (2=4), definigdo de iy a au,volg, 2=1) e
definicao de j temos que

g A A VOlE = E [furnnu, VOLE (W, Ao ANy, )wiy A Awj,
1<j1 <. <jn_k<n

= Z [volp(ur Ao Aug Aujy A Ay, )wi, A Aw;,
1<j1<.<gn—r<n

= [volg(us Ao Aug Augyr A Aug)]wisr A A wy,
= [lus A At |PJwia A Aw,

= Wit N .. ANwy

= J(ugs1 A Auy).

Por outro lado, sendo {uy,..,u,} uma base ortonormal positiva, temos que

k(up A . Aug) = Uge1 A .. A Uy Logo
Jlxe(ur Ao Aug)) = Jlugsr A Auy).

Assim j(k(ug A .. Aug)) = Gy aau,v0lg. No caso de g, A, VO, 1 <iip < <
i, < n, podemos considerar uma permutacao positiva {ji,..j,} de {1,..,n} tal

que para todo r € {1,..k} temos que i, = j, e mostrar como acima que

Jle(uy Ao A wy,)) = g, Az, VOLE- a

Proposigao 2.13 Sejam u € Ag(E) e v € A (E) entao

jlu-v) = (=) (). (2-23)

Prova: Por definigdo u-v € A,_p(E) . Seja w € A,_,(F) arbitrario. Por
definicao de j e ([2-19) temos que j(u-v)(w) = w - (u - v). Aplicando as
propriedades de * convenientemente temos w-(u-v) = (—1)=FC=") (yAw)-v.

Logo, por (2-19)) e definigao de 7, temos que

jlu-v)(w) = (=D (v uAw)
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= (=" G(e) (u A w)
= (=D j()(w). D

Corolario 2.14 Sejau € E, dim(FE) =n. Sev € A,(E) e w € Ay(FE) entao
w-(vAw) = (=1)"(u-v) Aw+ (=1)"* y A (u-w). (2-24)

Prova: Sejam v € Ag(F) e w € A (E). Por 2-23), (2=I0) e sendo 4,

antiderivada temos que

- (wAw)) = (=1)EFsD0kE=94 5(p A w)
= (=1, () A (w))
= (=10 G(0) Aj(w) + (=1)F j(v) A iy j(w))}.

Disto, (2=23)) e (2=10) temos
Ju- @ Aw) = (<1 ((u-v) Aw) + (=) EG (0 A (- w)).
Logo pela linearidade de j temos
3l (w Aw)) = (1) (- v) Aw 4+ (=10 A (- w)).

Finalmente, sendo j um isomorfismo podemos aplicar j~! & tltima equacao e

obter o resultado. |

Corolario 2.15 Sejam u,v; , i=1,..,k , vetores em E. Entdo

w- (v AL Avg) = (—1)k-Dm

)

(=1 {u, v)vr A Dp. A g, (2-25)
1

k
Prova: ( Por inducao )
k=1 u-v = (u,v).
Para k 4+ 1 sabendo que se cumpre para k:

Por (2-24) temos que
U (VA AVyy) = (—1)"(u-(vl/\../\vk))/\vk+1+(—1)(”+1)kvl/\..Ava(u-vk+1).

Como a formula se cumpre para k, temos que

k
we (o A Aog) = (=D (D) (wv)on AL AT A LAy
=1
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Além disso, como u - v = (u,vp11) € R, podemos escrever
VI A AU A (U Vgyr) = (U, V1)U A oo A Vg

Portanto,

k+1
we (01 A A k) = (=D (=17, v)vr A AG AL A v A v D
=1

Observacgao 2.16
Sejam u,v,w € R3. Entao por (2=17) e (2=25)) temos que

ux (vxw)=(u- w)v—(u- v)w.
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