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5
A Generalizacao da Lei de Biot-Savart

Seja € um dominio compacto em R?* com bordo suave e X um campo
vetorial em (2 de divergéncia nula e tangente ao bordo de €2. A Lei de Biot

Savart afirma que o campo vetorial BS(X) em (2 definido pela igualdade

BS(X)(z) := ;—; /Q (@ iyy):;ﬁg(y)vol(y)

satisfaz rot(BS(X)) = X. Neste capitulo estenderemos este resultado para
um k-campo U em Q da forma U = U' A .. A U* tal que cada U’ é um
campo em {2 de divergéncia nula e tangente ao bordo. Neste caso, definiremos
o (n—k —1)-campo BS(U) de Q pela igualdade

BS(U)(z) = /Q (@ = 9) X U 10,

n [l =yl

onde a, é o (n — 1)-volume da esfera unitaria S"' em R", e mostraremos que
este (n — k — 1)-campo satisfaz rot(BS(U)) = U.

5.1
Distribuicoes em R"

Seja C3° o espaco das fungoes suaves em R"™ com suporte compacto.
Uma forma linear sobre C§° é dita uma distribuicao se u[¢x] — 0 para cada

seqiiéncia {¢g treny em CF° satisfazendo

1. Existe conjunto compacto K tal que para todo i o suporte de ¢; esta

contido em K, isto é, supp ¢; C K; e

2. A norma do supremo de qualquer derivada parcial das funcoes ¢; converge

para 0 , isto é, para cada n-upla = (iy, ..., i,,) fixa de inteiros nao negativos

n .
er =) i; temos que sup

No que segue, se u é uma distribui¢ao e f é uma funcao suave com suporte
compacto em R™ entdo u[f] denotard o valor da distribuigao aplicado a f. O

espago das distribuigoes sera denotado por D. Em particular, se f € Li (R"),
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isto é uma fungao em R™ tal que |f| é localmente integravel, entao esta define

naturalmente uma distribuicao, a qual denotaremos pela prépria f, fazendo

fle] = . fy)o(y)vol.

Agora, suponha que a funcao f, que define a distribuicao, é suave. Entao

cada derivada parcial de f também define uma distribucao. Neste

Oxin..0x’!
in
caso, fazendo integracao por partes, temos, para cada ¢ suave de suporte

compacto, que
a" a"
%[Qﬂ = / %(y)gb(y)vol
Oyin..0yy rn OYin..0y)
o
= (=1 FW)
( ) R ( >8y%"ay11

_9
Ayin .0yt '

(ol
= (-1l

Logo, pela definicao de distribuicao, podemos definir a distribuicao derivada

parcial 0%u de uma distribuicao u por

J"u . J"¢
19 = (=D u[———]. (5-1)
Oyin..0y; Oyir .0y,
, , N . : a9 f
Em particular, se f é uma funcao que tem derivada parcial Erw local-
Y0y
mente integravel entao
af af
o= [ o5l (52)
dyir .0y, yERN Oyin..0y;

Chamamos de operador laplaciano ao operador A que age em D e é definida

para cada distribuicao u por
Au:=» —. (5-3)

Entre as distribuigoes que nao sao definidas por uma fungao em L;, (R™)
existe uma que requer especial atencao, a distribuicao delta de Dirac centrada
em x que é denotada por 0, e é definida por d,[¢] := ¢(x). No caso de d3, onde 0
¢ a origem em R" escreveremos simplesmente 9. Seja f,,, n > 3, a distribuigao
definida pela funcao

1 1
(n=2)an [y — x>

fn<y) - - (5'4>

onde a, é o (n—1)-volume da esfera unitaria S"~* C R™. Podemos verificar que
Ofn 1y, . . .
ANf, =0, y# 6), e que 8i = —Hy—H ¢ uma funcao localmente integravel
Y; an [|Y[|"
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em R”. Alem disso

0 = N fp. (5-5)
De fato, mostraremos este resultado para o caso x = 0. Por (B=T)) e por definigao

do laplaciano de uma fungao em R”

0 0
N Zay az

Agora, pela linearidade de uma distribui¢ao e por (B=2) temos

of a¢ 0f 06
Z 0y; 83/1 Z / n Oy ayz

af 99
=1 8 a
em R". Disso, por deﬁmcao de integral de uma func¢ao com singularidades, por

Notemos que > = (Vf,V¢),onde (, ) é o produto interno canonico

([B-12)), aplicando divergéncia de Gauss temos que

Aflg] = —lim (Vf, Vo) vol
=0 J)y)>¢
= —lim div(¢V ) — ¢ A f vol
=0 Jjy)>¢
- ||y||zadw<¢vf)'
- _% &V f,N)dS
€0 lyll=¢ < >

o1 Yy -y
= —hm—/ ¢ Y , T dsS
I e " Tl

1 1
_ lim— é ds
%o /Hy ¢ W

£€=0 an gn !
1 1
—  lim— ——d
i /”y_f(ﬁb(o) +0(0) g=ds
. ¢(0)
= 1 d
&0 & la, /yll=£ i
= ¢(0). O

Consideremos E,(R™), o subconjunto de E(R™) formado pelos k-campos
cujas fungoes coordenadas tem suporte compacto em R™. Seja D" o espaco dos
l-campos vetoriais em R™ cujas fungoes coordenadas sao fungoes em L (R")
que serao consideradas distribuigoes em R"™. Definamos o produto Ap entre os
espagos D" e E,(R™) tal que se multiplicamos dois de estes elementos obtemos

um elemento da algebra exterior de R", a saber, se F = Z fie; € D" e
i=1
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U= Z Wiy, i€y N Neg, € Ey(R™) entao definimos o produto por

0150k

F /\D U := Z fi[uil7."ik] eiNejy NN €, € A(Rn),

(RAPRK)

onde cada f; é considerada distribuigao e f;[u;,, ;] é o valor de f; aplicado na

funcao u;, .. ;.. Observemos que podemos definir os produtos

FXDU = *(F/\DU)

Agora, suponha que o k-campo U depede das variaveis z e y. Entao podemos
calcular a distribuicao com respeito a variavel y e definir div, e rot, como

Veremos a seguir

div,(F xpU) = divg( Y filus,, i )(x) € x (e5, Ao Aey,)
1307 4.yl
= Y (Vahilui, (@) - (e X (e, A Aeiy)),
1501 ey
rot,(F xpU) = rot,( Z filtiy i J(x) € X (e, Ao Neg,)
143071 4.y
= (=) (Vi filui,, i) (@)) A (e % (e, A Ae))
1,01 450k
= (—1)(k+1)8 Z *(fol[ulh’zk](ilf)) N *(61' A (61'1 VAP 6%))
1,01 450k
= (=) N (Ve filui,, i) (@) - (e A, A Aes,).
1,01 550k

Exemplo 5.1

Sejam U = (Us, Uy, Us) € By(RY) e fi = il = 1 50hs = o

distribuigoes em R3. Definamos F := (fy, fo, f3) € D* . Notemos que F' = V fs,
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onde f3 satisfaz A f3 = 9. Logo

<F , U >’D = < (h17h2ah3) ) (U17U2>U3) >D
= NilUi] + f2[Us] + f3]Us] € R
U = (hi,ha, hg) x, (Uy, Uy, Us)
= (hQ[Ug] — hg[UQ])el + <—h1[U3] + hg[Ul])QQ + (hl[UQ] — h2[U1])63

o yo2Us — y3Us —y1Us + y3Us y1Us — 42Uy
= ————vol, ————vol, ol
Yl RS [l o |yl

= / F x Uvol € R®. (5-6)
R3

F x

< F 7VU’L >’D - <Vf3 7VU’L >’D
_ <(% % %) (% % an)
3917 f)m7 3y3 ’ 8y1’ 3y2’ 3y3 P
Ofy U | OFy IUs) | Ofs OV,
Oy Oy 0ya Oyo Oys Oys
9% f 0 f 0% f
_ Dfs  0%fy  O*fs
= o "o T\
= _Af?»[Ui]

= —U,(0). (5-7)

5.2
A Lei de Biot-Savart em R3

Agora, fazendo uso do produto Ap mostraremos a Lei de Biot-Savart. No

que segue consideraremos x = (1, ..,T,) € ¥ = (Y1, -, Yn)-

Proposigao 5.2 (Lei de Biot-Savart) Seja Q dominio limitado em R3 com
bordo suave 02. Se U é um campo vetorial em Q tal que div(U) = 0 e €

tangente a O(S2) entdo o campo definido por

-1 [ (z—y)
Ar Jo llz =yl

BS(U)(x) := x U(y)vol(y)

satisfaz
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Prova: Sejam p € Q, r = dist(p,0Q) , 0 <2( < re f:Q — [0,1] uma fungao

)1 ose ly—pll <¢
fw) {o syl > 2.

suave tal que

Em € definamos os campos vetoriais U!:= fU , U? = (1— f)U e

-1 [ (z—y)

BSUNE) = o | =y

x U (y)vol(y).
1 )= 1
Arllyll” A [ly)* B
mudanca de coordenadas na integral, por (B=4]) para o caso z = 0 e por (5=0)

Notemos que U! € E,(R") e que V(— Entao fazendo uma

temos que

BS,(U")(z) = ;—; R3H x U (y)vol(y)
_ ! L Y —y)vo
 Ar w3 ||yl3 U pelly)

= —Vyf3 XD Ul(x - ?/)

Notemos por ([B=9) que
roty(Vyfs xp Ul(w —y)) = divy(Vyfs Ao U'(z — y)).

Logo, por (B:=IT), observando que V,f; independe de z e usando a férmula
(B=16)) para o colchete de Lie temos que

rot,(BS{(UY)(z) = —dive(V,fs Ap Ul(z —y))

= =V fs A (divg (U@ — ) + Y _(Vyfs, VaUl (= y))pe:

i=1
3

= Vyfs Ap (divy(U'(z = ) = Y _(Vyfs, VUl (@ = y))pes.

i=1

Logo, por defini¢ao de distribuigao, por (5=7) e por (B=5)

ol (BS(Uw) = 7 [ dinU)@ ~p) el + 3 AR - e
-1 3
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Assim, pela definicao do campo U temos que

1 _
rot,(BS,(UY))(z) = U'(z)— — div(fU)(y)———vol.
AT Je<iy-pli<a |z — yl|
Por outro lado, seja
BSy(U? 2(y)vol(y).
(%) 47T/ Hx—yl\?’ % U (y)vol(y)

Se Q, :={|ly —pl > ¢} NQ temos , pela definicio de U?, que

BS,(U2)(z) = _1/ =9 2 l(y).

A Jo, llz = yl®

Neste caso, Vz € ) tal que ||z — p|| < ¢ estamos integrando fungoes suaves.

Logo, podemos derivar dentro da integral. Assim, por ([3=9)) e por (B=17) temos

que
2 _ 1 L (z—=y) )
roto(BS:(U")(@) = oo | - dive(pr— 5 AU W)eol(y)
— i v (x_y) 2 Vo .
= o ), Wyl Wvel)
(z; — i) 2 '
S{ [ e v e

Como divz(H) =0 e VI(M) = —Vy(w) temos

A rot,(BSy(U?))(x) = Z{/Q <vy(H),U2(y)>voz}ei
= 1V ;yz 2 $— 1V 2 VO €;.
- Z{/ (G~ ) l} Z

)

Por definicdo de U? e teorema de Stokes temos

A rot,(BSy(U?)) Z/ |x y||3 2 N)dS —
9, -

- / x—dwUQUol}e,
¢

<|ly—pll<2¢ |z —yl?
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Como 99, = {[ly —pl = (FUIQ, Us|(y-—pj=c) = 0 ¢ Ualon = Ulan ¢ tangente

ao bordo, temos que

1 Ty — Y
rota(BS:(U")(@) = —22 {/<<||y pll<2 Al ey }ei
1 . T —y
= -0 div(l — f(y))U(y)——zvol
Am Je<y—pl<2c |z — yl?
1 | v —y
= - div f(y)U(y) Tz vol.
AT J o< lly—pll<2 |z —yl?

Finalmente, rot,(BS(U))(x) = rot,(BS(Uy))(x) + rot,(BS(Us))(x) = U(x).
O

Nesta demonstracao dividimos U em dois campos com a finalidade
de integrar a singularidade de BS(U) usando propriedades de distribuigao.
Ressaltamos que podemos demonstrar o teorema de Biot-Savart em forma
pratica, derivando dentro da integral como se estivessemos trabalhando com
funcoes suaves. Neste caso podemos usar o teorema de divergéncia de Gauss,
quando for o caso, e observar se podemos usar a distribuigao delta de Dirac. Na
verdade a propria demonstracao do teorema sugere este fato, ja que as integrais
que faltam na forma pratica sao as integrais que se anulam ao dividir U em duas
partes na demonstracao rigorosa. Apresentaremos agora esta demonstracao

pratica:

Seja f(z.y) = —— 7 7

T Not - Vi. 7. Ob-
drfly — | N A 0w, T agioy, Y

V.f. Disso, por [2-I7), (B22) e sendo U de di-

servemos que ——— =
Ar||z —y?

vergéencia nula temos que

rot,(BS(U))(z) = /Q rot, (Vo f) x U(y)vol(y)
_ / div, (V. (f) AU(y)) vol(y)

= /Q (A, f) U(y)vol(y Z ( / div, (ai U) vol) e

Por outro lado, por (5-4)) e (5-5) temos que A,f = d,. Logo, pela defini¢ao
de 9., pelo teorema de divergéncia de Gauss e sabendo que U é tangente ao

bordo de €2, temos que

rot,(BS(U))(z) = 5x[U]+§:( / <§;: >ds) e;
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5.3
A lei de Biot-Savart em R"

Agora, generalizaremos o teorema de Biot-Savart para dimensoes maio-
res. No que resta deste capitulo fixemos k e s inteiros positivos tal que k+ s =
n — 1. Lembremos que (U, U?,..,U*) é uma n-upla em g;(€2) se cada coorde-
nada U® é um l-campo vetorial em 2 que satisfazem div(U?) = [U?, U] = 0,
para todo ¢ e j, além disso se U=U'A.ANU*éo0 k-campo associado a U

entdo j(xU) = igvol, a (n — k)-forma associada a U, é exata.

Proposicao 5.3 Seja 2 dominio limitado em R™ com bordo 0S) suave. Sejam
U= (U..,U* € g() e U o k-campo associado a U. Suponha que cada
1-campo U* é tangente ao bordo de Q. Entao o s-campo BS(U) definido por

BSW) ()= T [ EZY Gy, (5-9)

an Jallz —yl"

onde a, € o (n — 1)-volume da esfera unitdria em R", satisfaz

rot(BS(U))(x) = U(x) (5-10)

Prova: A demonstracao serd feita na forma pratica como no caso do teorema

de Biot-Savart. Seja f(z,y) =
% f >’ f

( | = Notemos que esta funcao
Ap (N — Yy —x||"”

. - Y
satisfaz = ,e observemos que ————
O0z;0x; 0yi8gj anllz =yl '
2.15 garante que div(U) = 0. Suponha que para cada ¢ temos que U’ =
> iy ujej, logo, por (B=9), 2-IT), (B-22) e sendo U de divergéncia nula temos

que

= V.f. A observacao

rot,(BS(U))(z) = —KkmAVddewwd@)

_ _/de'vm (Vo (f) NU(y)) vol(y)

knmn,.n

= (=1 Z { (=1 (/Q div, (%u}lﬁukar) vol) :

735015 Jr -, Jk

e hep A A b+ / (8, F) Uly)vol(y),

onde os pontinhos nas ultimas linhas significa continuacao do sumatério.
Agora, o teorema de divergéncia de Gauss e sabendo que U ¢é tangente ao

bordo garantem que

of —
div, | ==ut . .u UT) vol = 0.
/{; Y (ay] J1 Jr Jk
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Alem disso, por (B4)) e (B=5) temos que A, f = §,. Assim

rot(BS(U))(x) = 0.[U]

Agora usaremos o teorema de Biot-Savart generalizado para dar uma
férmula da invariante de Hopf de duas n-uplas U € gx(Q2) e V € g4(2) a qual

serd muito importante para resultados posteriores.

Corolario 5.4 Seja Q dominio limitado em R™ com bordo 0S) suave e com
a cohomologia nula em dimensao s, isto é, H*(Q) = {0}. Sejam U =
(UL, ., U*) € gr(Q) e V = (V1,.V?) € gs(Q). Suponha que os U’ e os V7
sao tangentes ao bordo de §2. Se UeV sioo k-campo e o s-campo associados

a U eV, respectivamente, entao

I(U,V) = g Q ) U Vvol(x)vol(y) (5-11)
_ Yy — T, U1 ),..,Uk(x),Vl(y),..,Vs(y)]vol(x)vol(y)
axQ ly — =" '
(5-12)
Prova:

Pelo Teorema de Biot-Savart generalizado, rot[BS(U)](y) = U(y). Disso e do
fato que H*(Q2) = {O} temos pela proposicao 3.8 e pela proposicao 3.9 que
(U, V) = [,BSU)(y) - V (y)vol(y). Logo por definicio do s-campo BS(U)

temos

I(U,V) = (1) /(/Q (y—x) x Ufx )vol(x)) -V (y)vol(y)

an, ly ="

= _x (x) v(y)’UO X )V0
- // il Hz)vol(y)

mostrando assim (5-11]). Para mostrar (5-12)) consideramos a base canonica de
R™, 5 ={ey,..,en}, e o resultado serd obtido usando a formula (2-11)). 0

Observagao 5.5
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O invariante de Hopf usado por Arnold em [Arn] para um campo X € E; (M)

de divergéncia nula satisfaz

I(X)=1(X,X) = 47r// i |:E—y:ﬁ3” X(y>v0l(x)v0l(y),
= // oy X ’X<y)]vol(x)vol(y)

= yll®

onde X e - sdo o produto vetorial e interno usual em R® e [ ] é o produto
mixto, os quais como sabemos coincidem com o produto X, o produto - e o
determinante no caso R?® e observamos que este resultado de Arnold coincide
com o resultado do ultimo corolario para o caso k = 1, U = X e V = X.
(I
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