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6

Formulas de Enlacamento

6.1
indice de Enlacamento

Seja S7 uma variedade conexa, compacta, orientada e sem bordo de
dimensao n. Sendo S; conexa toda funcao f de S; em R que satisfaz df = 0
é uma fungao constante. Logo, por defini¢ao temos que H°(S;) = R, onde
H(S}) é a 0-ésima cohomologia de S;. Logo, a dualidade de Poincaré garante
que H"(S;) = R. Por outro lado, o teorema de de Rham afirma que a k-
ésima homologia Hy(S;) é isomorfo a H*(S;) para todo k € {0,1,..,n}. Em
particular, H,(S;) = R, logo podemos considerar a classe fundamental de S;
como gerador de H,(S;). Logo, se Sy é outra variedade conexa, compacta,
orientada e sem bordo de dimensao n entao cada aplicacao f : .Sy — S suave
satisfaz f.S1 = msSs, onde m; ¢ uma constante. Um resultado importante da
topologia assegura que my ¢ um inteiro chamado de grau de f e denotado por
deg(f).

Suponha agora que a variedade S; acima seja de dimensao n — 1 e imersa
em R”—{a} sendo f a funcao que define a imersao. Seja g := wof : S} — S"7L,

onde m : R” — {0} — S"!, n(p) = ﬁ,

inteiro deg(g) indica o nimero de vezes que f(S;) roda em torno da origem e

é a projecao na esfera unitaria. O

serd denotado por I7(S;). Neste caso, se o é a forma de volume de S"! e a,

é 0 (n — 1)-volume de S™~! entéao

deg(g) = _deg(g) / o= i/ o= L o= 1 (mo f)o.
(7% Sn—1 Qp, deg(g)Sn—1 (7% (m0f)+S1 an Js,
Portanto, se 7 = n*o entdo I;(S;)=— [ f'T.
Qp, S1

Observacao 6.1

o = -1 i_lxidxl..c?xi..dxn. 6-1
> (1) (6-1)

1

(2

(—1) 2 gy duy..dap, (6-2)
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onde r € a norma euclidiana do vetor posicio X = (x1,xa, .., Ty). |

Seja M uma variedade riemanniana, conexa e orientada de dimensao n.
Sejam S7 e S, sub-variedades orientadas imersas em M, ambas compactas,
sem bordo e de dimensoes k; e ks respectivamente, onde ky + ko = n — 1.
Suponha que S; N S; = () e ambas sejam de homologia nula em M. Seja S

uma (k; + 1)-cadeia em M tal que

1. 85, = S1, como cadeias
2. 51 ¢ transversal a Ss.

Define-se o indice de enlacamento de S; e S por

1k(Sy,S2) = Y +1, (6-3)
S1NnSa
onde sumamos +1 em cada ponto de trasversalidade positiva e —1 se a
transversalidade for negativa. Notemos que o conjunto S NSy é finito, ja
que Sy é compacto e os pontos de transversalidade sao isolados, logo 1k(S7, S2)
é finito. Na definicao deste indice de enlagamento poderiamos tambem ter
usado uma sub-variedade §2 de M tal que 852 = S5. Afirmamos que este
indice independe da escolha de gi, 1 = 1,2, ja que este indice também pode
ser definida por uma integral que depende somente de S; e S;. Mostraremos
este fato, primeiro para o caso M = R". Sendo S; e S5 compactas, orientadas
e sem bordo a variedade produto S; x S5 é também uma variedade compacta,
orientada e sem bordo. sejam = = (z1,..,,) e y = (Y1, .., Yn) as imersoes de S
e Sy em R™, respectivamente. Por ser S; N Sy = () podemos definir a aplicacao
suave .
f o Si xS, — R"—{0}.
(ry) — y-o

Entao pode-se mostrar que

Ih(Sh, S5) = I;(S1 x ) = — /S I (6-4)

an

Esta férmula mostra a independencia do [k(S7, S2) com respeito a escolha das
S) ou S.

Agora, sendo estas sub-variedades orientadas existem o kj-campo
unitario Ny e e o ky-campo unitario Ny que definem as orientacoes de S; e Sy,
respectivamente. Para cada p € Sy identificaremos T,(57), o espacgo tangente
de S7 em p, como o subespaco de R™ de vetores tangentes da imersao no ponto
z(p), isto é, estamos considerando T,(S5;) C R". Logo, se {uy,..,ux, } é uma
base ortonormal positiva de T,,(S1) entdao Ni(p) = uy A .. A uy,. Identificagoes

analogas serao feitas para os espacos tangentes de Ss.
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Proposicao 6.2 O indice de enlacamento de Sy e Sy pode ser calculado pela

formula

(g —p) x Ni(p) - Na(q)
4S5 ly — x|

lk(Sy,52) = vol(p)vol(q).  (6-5)

PEST

n

Prova: A férmula (6=2)) afirma que 7 = E (—1)i_1—xi dzy..dz;..dz,. Agora,
T’n/
i=1
sendo f(z,y) =y — x temos que

£y =300 T @y da) (dys — ds)..(dys — dr)..(dy, — dz).

Iy — "

Por outro lado, localmente os sistemas de coordenadas (y,..,%,) de S; e

(r1,..,m,) de Sy originam o sistema de coordenadas (t1,..,tg,, 71, ., T,) de

)
S1 x Sy. Notemos que dx; = Zfll (915 = Zfll 6y dr;. Seja base

B ={dry,..,dry,,dty, ..dry, } entdo as coordenadas de dy; — dz; na base 3 sao

Oy;  Oy: O Omi,
Ory” 7 Ory’ Oty Oty

(dyi — dxi)s = (

Usando a férmula (2=2) temos que

Fi(r) = {Z(_l)ilyz—nn[(dyl dxy)g, (dys — dxz)g..(dyi/—\da:i)ﬁ..(dyn — d.’ljn)ﬂ]} :

P ly
dry.drg,dty . dty,,

onde o pontinho na primeira e segunda linha significa continuacao da férmula.
O célculo de um determinante pelo método de cofatores com respeito a primeira

linha implica que

f*(T) — [(yl — 2, (dyl B dxl)Hﬂ;a_?aEﬁZ — L, (dyn _ d.ﬁEn)ﬁ)]

d?”l . .d?"k2 dtl . dtkl 5

onde cada (y; — z;, (dy; — dz;)) esta sendo considerada vetor coluna. Notemos

Ox Ox
que as k ultimas linhas sao ——, .., . Entao
oty 8tk1

k [(yl — X1, (dyl + dxl)ﬁ)v ) (yn — T, (dyn + dxn),@)]

fi(r) = (=1) ly — 2|

d?“l . .di2 dtl . -dtkl s

Agora, aplicando a propriedade anticomutativa do determinante com respeito
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as linhas e sabendo que dry..dry,dt;..dt,, = (—1)¥*2dt,..dty, dry..dry, temos

k [(yl — Ty, (dyl + dml)ﬁ’)a -0 (yn — T, (dyn + dxn)ﬁ’)]

f(r) = (=1) T dry..dry,dty..dty,,
onde ' = {dty,..,dtg,,dry,..,dry,}. Escrevendo o determinante por linhas
temos que
(o — 21,y x>8:1: Ox Oy Gy]
1= &1,-59n = 4n )y 5, - YRS
fr(r) = (-1)F O Oty Ori O g - vty .ty
ly — x|
Finalmente usando a férmula (2=I7) obtemos o resultado desejado. O

Exemplo 6.3 Sejam S;, i = 1,2 curvas fechadas e disjuntas em R3, onde
ki = ko = 1. Seja «; - [0, T3] — R3 a pammetrizagdo de S;. Denotemos por

a; . -
a;, 1 = 1,2, ao vetor tangente —. Logo N; = —— e vol; = ||a;||dt;. Entao

c‘)tl [l
Ni(p) - Na2(q)
lk(S1,5;) = / / R e
( ! 2) pES1 JqES? Hp_q||3 <p) <q)
ar(t))  dalts)
) T /Tz (az(t2) — an(t1) x ar(t)]l  [lda(ta)]] | ciq ||| iz || 1 i
COEOE

= /T1 /T2 ai(ty) — as(tz)) X ai(ty) - da(ta) dtidty

leva (£1) = 2 (t2) [

Esta € a conhecida formula de Gauss para o indice de enlacamento de duas

curvas fechadas. O
Observacao 6.4

Sejam X(tl, ..,tkl), (tl, ..,tkl) € [O,Tl]x..x[O,T’“] eY(rl, ..,TkQ), (7’1, ..,TkQ) S
[0, RY] x .. x [0, R*2] parametrizacdes de S; e S, respectivamente. Por (3=3)

temos que

0X oY oY
a0 N 8tk1_\/_N1’ PREARIAY vl

G2 Ns.

e por (B-4)temos que
dty..dty, =/ q1voly ; dry..dry, = \/Gavols.

Entdo wusando a férmula (2-I18) podemos localmente escrever
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an(—1)*1k(S1, S5) como
8X 0X 09Y oY

RF2 R! Tk1 Tt |: - 8t a ’a
k1 Tl Tk‘g
duqd -

onde d,u1 = dtl..dtkl € d/Lg = d’f’l..d’l“k2. .

Continuemos agora para o caso de M ser uma variedade riemanniana
compacta e sem bordo. Sendo S; sem bordo, a aplicacao linear [a] — |, s, esta
bem definida sobre H*¥(M). A dualidade de Poincaré garante que H" % (M) =
(H*(M))*, logo existe [n;] € H" % (M), chamado o dual de Poincaré de S;,
tal que toda k-forma fechada a € E*(M) satisfaz ‘[Si o= [,, o An. Agora,

como existe §Z tal que (9§2- = 5;, temos

/a:/ a:/da:().
S; 851' §'L

Assim, [n;] = 0, isto é, n; é exata. Escolhamos vizinhangas tubulares W; de S;
tal que W, N Wy = (). Podemos escolher representantes 7; do dual de Poincaré
de S; tal que o suporte de 7; esta contido em W;. Podemos mostrar que se a;

é uma forma diferencial que satisfaz da; = n; entao

lk’(Sl,Sg) :/ aq /\7’]2
M

De fato, W5 pode ser escolhida sendo um fibrado normal de S; e o dual de
Poincaré 7y de Sy pode ser escolhida como uma (n — kq)-forma diferencidvel
fechada que representa a classe de Thom de Sy em Ws. Seja U; um fibrado
normal de §1, onde §1 ¢ qualquer sub-variedade singular tal que 851 = 51,
entao podemos escolher por «; a classe de Thom de 51 em U;. Entao o produto
exterior o A 19 representa a classe de Thom de §1 NSy em U; N Wy, A classe
de Thom 6 € E"(M) de um ponto satisfaz [ § =1 Como Sy NSy é um

supp(0)
conjunto finito de pontos temos que

a/\n:/ SOS +1
/M1 2 v 1N Sy) Z

pESlﬁNz

- lk(Sl, 52)

Outro fato importante é que a escolha da classe de Thom 7, tem integral +1

sobre cada fibra da vizinhanca W; que é isomorfa a um disco D, . Assim
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/041/\7722/ 061/\7722/ 061/ 2.
M Wa PES A

Portanto
/ (051 A T2 = / aq. (6—7)
M Sa

6.2
Formas de Enlacamento

Definicao 6.5 Uma forma de enlacamento em M é uma forma dupla L em
M x M tal que para duas subvariedades disjuntas e fechadas Sfl, Sfl, k1+ko =

n — 1 ambas sem bordo e de homologia nula, a sequinte igualdade se satisfaz

zk(sl,sg)z/ / L.
S1 JS2

n 1,1 1 2,2 2
Por exemplo em R", se vy, vy, .., vy, € TpS1 e vi,v3,..,v;, € T3S Podemos

definir Lg» por

1 —qg. v vl ol w2 0P
D}, v}t 0,0 ) = A U P )
an lp— 4l

No caso de M ser uma variedade riemanniana compacta sem bordo uma forma
de enlacamento é construida como segue:
Pelo teorema de decomposicao de Hodge, cada o € E*(M) pode ser

escrita de forma tnica como
a = do(Ga)+ 0d(Ga) + H(a), (6-8)

onde d é o operador diferencial, 0 = xdx é o operador codiferencial, H é o
operador de projecao na parte harmonica da k-forma e G é o operador de

Green. Nesta formula as componentes sao ortogonais entre si na métrica

<a,ﬁ):/Ma/\>|<ﬁ.

O operador de Green é definida por G(a) = w — H(w), onde w é solucao da

equacao Aw = a — H(a). O operador de Green também pode ser escrita como
Gla)e) = [ anngleus
M
= <O{, g(l’, )>a

onde g(z,y), chamado o nticleo de G, é uma forma dupla em M x M a qual

¢ suave fora da diagonal e tem polo de ordem n — 2 ao longo da diagonal.
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Denotemos por w, o operador linear que age sobre o espaco das formas
duplas decomponiveis w,(a(x) A B(y)) = (=1)*"Fa(x) A B(y) sempre que
B(y) € E*(M).

Proposicao 6.6 A forma dupla L = wy(*,dyg(z,y)) € uma forma de
enlacamento em M. L tem singularidade r(x,y)'™" ao longo da diagonal e
¢ suave fora dela, onde r € a funcao distancia riemanniana. Alem disso, para

cada k-forma o existe uma (k — 1)-forma h tal que

/EM L(z,y) Nda(y) = a(z) — H(a)(z) + dh(z). (6-9)

Prova. O operador G comuta com d e 9, logo por (5.3) temos

G(0da)a = a— H(a)d(—0(Ga))
= a— H(a)+dh

Por outro lado, 0 é operador adjunto de d na métrica ( , ), logo temos

G(dda) = (Ode, g(x,-)) = {do, dg(z,-))

= / da N\ *ydyg(z,y) = / wy *y dyg(z,y) A o
M M

= /ML(ac,y)/\a

Agora, mostraremos que L(x,y) é uma forma de enlacamento em M. Seja
e > 0 e denotemos por D" ¥t a bola de raio € em R"*1. Se o fibrado normal
de S; em M é trivial, podemos tomar W; como a imagem de S; x D"~* pelo
difeomorfismo dado pela aplicagao exponencial geodésica restrita ao fibrado
normal de S; em M. As coordenadas compativeis com estes produtos serao
denotadas por (p,a) e (q,b) para Wi e W, respectivamente. Escolhendo
as classes de Thom como representantes, no fibrado respectivo, do dual de

Poincaré n; de S; com supp(n;) C (W;) temos para cada p € W;

/ exp n; = 1.
p><Dn_k1

€

Entao, se a; é primitiva de 7, por (5.4) temos

lk(S1,S2) = /Oll/\772
M

- /EM(H(al)(a:)—dh(a:)Jr/ L(z,y) Am) Ama().

yeM
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As integrais

/H(al)/\nze/dhA%
M M

se anulam pelo teorema de Stokes ja que 7y é exata e dH(ay) = 0. Como

tem suporte em W, obtemos

ksus) = [ () L) am) am)
zeWs JyeW,
Como Wi e Wj sao disjuntas, L(z,y) é suave em Ws. Para e suficientemente

pequeno

IK(S,,5y) = / - / o (E(0.0).(2.0) +0(9) Am) A (o)

N / b)EW: (/es (A 0,0+ O1E)) )

_ / / L(p.q) + O(e)
qeS2 JpeST

Como € pode ser arbitrariamente pequeno, segue o resultado.
No caso em que o fibrado normal de S; nao é trivial, uma calculacao
semelhante, onde W, é a imagem pela aplicagao exponencial dos vetores

normais a de norma menor ou igual a €, d4 o mesmo resultado. O

6.3

Indice de enlacamento para ciclos singulares em M

Podemos estender o indice de enlacamento a cadéias e ciclos singulares
em M. Lembremos que um k-simplexo singular em M ¢é uma aplicacao
o : A — M, a qual podemos supor suave sem perda de generalidade, onde
A} é o k simplexo candnico, o menor conjunto convexo que comtém os pontos
e1,es,..,e41 da base canonica em RFT!. Uma k-cadeia é uma combinacdo
linear ¢ = Zz = 1laiai, de um nimero finito de k-simplexos o1, 09, ..0; em M
com coeficientes a; € R. O bordo dc de uma k-cadeia ¢ é uma (k — 1)-cadéia

(vide [BT], §15, para a definigao), e ¢ é um k-ciclo se dc = 0.No caso de um

OF
k-simplexo o : Ay — M, definimos ot = o Seja g a métrica em M. Se
0 0
Gi; = 9(=- o L, ——) e g = det[g;;] entdo definimos como no caso de variedades
vol = \/gdt,..dty, (6-10)

uma k-forma singular a qual chamaremos a forma de volume singular em C.

Agora, se para cada p € C aplicarmos Gram-Schmidt a {aitl(p), o aitk(p)} ob-

temos {X1(p), .., Xx(p)} (possivelmente algum X;(p) nulo), que serd chamado
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de sistema ortonormal singular em C' e definiremos o k-campo unitario singular

por N := X; A .. A X;. Notemos como no caso de variedades que

Sejam C um k-ciclo e C5 um s-ciclo em M, onde r +s = n — 1, e suponha
que sejam disjuntas . Se (] e (s sao de homologia nula entao podemos definir

o indice de enlagamento de C e C5 pela integral

lk(Cl,CQ) :/ / L(:r,y)-
zeCq yGCz

Este indice de enlacamento coincide com o usual sempre que Cy e Cy sejam
sub-variedades orientadas em M. Agora, suponha que M = R" e sejam IV,
e Ny o k-campo unitario singular em C e o s-campo unitario singular em
Cs, respectivamente. Entao como no caso de sub-variedades em R™ podemos
definir

Ik(C,Cy) = / / Lp,qg)
peCy Jqels

— N - N.
peC Jaees Ip — qlI”

A integral estd bem definida porque o conjunto onde cada N; se anula é
mensuravel.

Para finalizar este capitulo definiremos classes especiais de cadeias sin-
gulares e criaremos uma notagao propria para estes ja que serao de muita
importancia no proximo capitulo para poder definir o indice de enlagamento
assintotico para acgoes que preservam volume numa variedade riemanniana.

Chamaremos de k-retangulo canénico a qualquer k-retangulo da forma
I' = [0,71] x .. x [0,Tk] que serd denotada por I'. Denotaremos por N
ao (k — 1)- retangulo [0,7}] X [O/,E] x [0,Ty]. As faces de I' serdo de-
finidas pelas aplicagoes (t1,..,ti—1,tir1,-tk) +—  (t1,.,ti-1,0, 01, .., t) €
(t1y oo tioty tiny, o tr) = (try o ti1, Ty tivy, -, tr) de T em T e serdao denotadas
por 0;,I' e 0;,I", respectivamente. Uma aplicacao suave F' : I' — M serd cha-
mada de k-retangulo singular em M e as restrigoes de F' a 9T e a 9;T serao
chamadas de ig-bordo de C' e de i;-bordo de C' e denotadas por 9;,C e 0;,C,
respectivamente. Uma k-cadeia singular da forma Y ", a;C;, onde C; é um
k retangulo singular em M, serd chamada de k-cadeia retangulo singular em
M. Se C' é um k-retangulo singular em M o bordo de C serd a (k — 1)-cadeia
retangulo  9C = YF (—=1)/(8°C — 9!C). Duas aplicacoes suaves do tipo

F:T'y = MeG:T'y — M, onde I'; é k-retangulo canodnico, representam o
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mesmo k-retangulo singular em M si existe difeomorfismo 0 : I'y — I’y que

preserva orientacao tal que Gof = F.

a1
T ) -09C 1
—
—o01| | r Tl oir
_ Flo,1,)
F,
0 88F Ty 83 F(Tho) (T1,T%)

k=2, I" um retangulo e C um 2-retangulo singular.

Seja R um k-retangulo singular definida por ' : I' — Q" onde €2 é uma
regido compacta e convexa em R™ O cone C(R) gerado por R de vértice p € "

é o (k + 1)-retangulo singular em M definida pela aplicacao

F . [0,T}] x..x[0,T] x [0,1] — Q"
(tl,..,tk,t) — (1—15)F(t1,..,tk)+tﬁ

m
Como " é convexa, segue-se que F' estd bem definida. Agora, se C' = E a;C;
i=1
¢ uma s-cadeia tal que cada C; é um k-retangulo singular entao a piramide

gerado por C' de vértice p é a (k + 1)-cadeia retangulo C(C) = Z a;,C(Cy).
i=1

Exemplo 6.7
R

Naturalmente, C(0) = 0. Em particular, se R é um k-retangulo entao nao

é dificil mostrar que
OC(R) = (~1)*Y(R — p) + C(OR), (6-12)

onde p é o k-retangulo constante e C(R) é a piramide gerada por OR. Em
particular, se R é o bordo do k-retingulo R entao O(C(OR)) = (—1)*0R,

como veremos a seguir. De fato, sendo R = S°F | (—1)/[0° R — ! R] temos que

C(OR) =Y (~1)'[C(8{R) — C(9; R)].

i=1
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Logo, pela linearidade de 0 temos

O(C(OR)) =) (~1)'[9C(8]R) — OC(9} R)]}.

=1

Agora, sabendo que &/ R é um (k — 1)-retangulo temos pela férmula (G=I2)

9(C(9R))

k

DD (=) (9PR = p) +C007R) = (=1)* (9 R = p) — C(90; )]

S (=1 [(-=1D)¥ (PR - — 0/ R + p) + C(00)R) — C(90}R)]

k k
(—1)* (Z(—W[@?R—@} ) Z C(88°R) — C(DO! R))]

=1

(—1)F (i( 1)[0°R — 0! R ) (a(i V[OPR — alR])>

(—=1)*OR + C(*(R))

(=1)*OR.
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