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2
Modelagem de uma Colisao

Neste trabalho, optou-se por modelar somente o veiculo e a colisdo. Tanto
a pista quanto o ambiente que cerca a colisdo ndo foram tratados. A inclusdo
destes fatores em nada afetara o algoritmo de otimizacdo que, como discutido no
préximo capitulo, € robusto e suporta mudangas no programa de simulagdo sem
gue nenhuma alteragao relevante se faca necessaria.

Esta sendo utilizado neste trabalho um simulador de colises de veiculos
terrestres que se baseia no modelo apresentado por Abdulmassih [2] e que pode
ser adotado para casos de colisdo de um veiculo contra um obstaculo ou de dois
veiculos entre si. Este modelo de colisdo instantanea trabalha no plano, com
veiculos rigidos de trés graus de liberdade, levando em conta as perdas de
energia na colisdo devido as deformagbes plasticas dos veiculos, o atrito e a
interpenetracdo deles.

O modelo de colisdao basicamente faz uma transformacdo linear das
variaveis de entrada — velocidades e posi¢des dos veiculos antes da colisdo —
por meio de uma matriz que contém informagbes sobre a geometria do
problema, a massa e o momento de inércia de cada veiculo, os coeficientes de
restituicdo, de interpenetragcdo e de atrito, o que resulta nas velocidades e
posicdes logo apds a colisdo. Estas serdo entdo as entradas do simulador, que,
segundo o modelo descrito a seguir, calculard a trajetéria dos veiculos até o
instante de parada. Neste ponto da abordagem, torna-se pertinente conceituar

com precisao os trés momentos ou etapas da colisdo.

2.1.
Etapas de uma Colisao

Em toda colisdo, ocorrem necessariamente trés etapas distinguiveis e
modelaveis separadamente: o pré-choque, o choque propriamente dito e o pds-
choque (vide Figura 2).

O pré-choque envolve os acontecimentos precedentes a colisdo e que
exercem influéncia direta sobre os valores dos parametros relevantes ao choque.

No caso de colisdo de veiculos terrestres, nesta etapa as variaveis apresentam
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geralmente menor variagdo em compara¢ao com as outras, dadas as restricoes

— )

impostas pelo comportamento do motorista.

@ZD;D

Pré-choque Coliséo Instantanea Pés-chogue

Figura 2 — Sequéncia de Colisao

O choque propriamente dito é caracterizado pelo contraste entre, por um
lado, a magnitude das forgas e energia envolvidas, e por outro, o intervalo de
tempo a considerar. Em particular neste estudo, tal intervalo de tempo sera
aproximado para zero (colisdo instantanea).

O po6s-choque é constituido pelos acontecimentos logo posteriores ao
choque, encerrando-se com a parada dos veiculos. Esta etapa pode ser
caracterizada pela auséncia da influéncia do piloto humano, o que leva a uma
situacao de dindmica de veiculos em condi¢des extremas de forcas, sendo de se
destacar a prevaléncia do atrito dinamico.

A seguir, sdo detalhados os modelos referentes a cada uma das trés
etapas citadas.
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2.2.
Modelo Pré-Choque

A modelagem dos acontecimentos precedentes ao choque foi analisada e
avaliou-se que ndo sera objeto deste estudo. Sua complexidade é um desafio
abordado em diversos trabalhos, que se baseiam em modelos de
comportamento humano em colisées. As publicacées disponiveis sobre o tema
nao incluem a devida adaptacao as necessidades do trabalho aqui apresentado,
tratando-se portanto de metodologia recomendavel para aperfeicoamentos
futuros do modelo desenvolvido nesta dissertacao.
Day e Metz [9], por exemplo, abordam o problema em pauta utilizando
uma aplicacao direta de um modelo matemético para um sistema de controle
humano. Para o modelo de piloto humano, Day assume uma equagao
diferencial linear a coeficientes constantes, com um ruido somado a saida que
nao pode ser descrito por uma equacgao linear deste tipo. Ao sintetizar o modelo
de equagdo diferencial linear para o piloto humano, trés propriedades sao
importantes de serem analisadas:
- Atraso de reagao
Experimentos simples de reagédo mostram que o atraso da mesma
€ de no minimo 0,15 s.

- Ganho
Controle de retro-alimentagao requer um ganho, que neste caso
precisa ser 0 maior possivel para garantir estabilidade, para ter
resposta razoavel

- Retardo muscular

Viscosidade, inércia e assincronia muscular resultam em um

retardo entre acdo desejada e efetiva acao (0,1s a 0,2s).

Combinando as propriedades anteriores, tem-se a seguinte funcdo de

transferéncia

Ke™™*
humano = 1+ TnS
relacionando a primeira percepg¢ao pelo piloto (entrada) da necessidade de
mudanca e o estercamento (saida) exercido pelo mesmo através do volante,

onde K é o ganho, 1, é 0 atraso na reagao e t, € o retardo muscular.
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Como diversas varidveis sdo controladas ao mesmo tempo, ha uma
potencial interferéncia entre elas. Estudos mostram que em determinadas
situagdes, o piloto humano faz amostragem de informagéo que nao é continua,
sendo assim melhor caracterizado por uma equacéo a diferencas do que por
uma equacao diferencial.

Os humanos sofrem variacdes de performance ao longo do tempo, e este
dado deve ser levado em consideracdo no modelo. A existéncia de ruido
portanto se faz necessaria.

E finalmente, percebe-se que o humano, enquanto controlador, € muito
adaptavel, ou seja, um piloto pode mudar de um carro para outro de dindmica
bem diferente sem necessitar de treinamento prolongado ou sequer de algum
treino. Porém ao se estudar um veiculo em particular, esta caracteristica € pouco

relevante, a ndo ser em mudangas subitas como o estouro de um pneu.

Allen e Rosenthal [10], por sua vez, abordam o problema em pauta
classificando os modelos de piloto , em termos gerais, de acordo com as fun¢des
de controle, de diregdo e de navegagao. Entende-se como controle, as fungdes
psicomotoras que estabilizam o veiculo na trajetéria e velocidade desejada em
funcdo das perturbagdes aerodindmicas e de pista. Ja a direcdo engloba as
funcbes psicomotoras e perceptivas do piloto que levam o veiculo a seguir uma
dada trajet6ria, impor certa velocidade, interagir com o transito e evitar
obstaculos. Por dltimo a navegagdo envolve niveis mais altos de fungdes
cognitivas aplicadas a escolha do melhor caminho ou decisées sobre interagcao

com o trafego (evitar congestionamento).

Um modelo genérico para as fungdes de direcdo e controle esta ilustrado
na Figura 3. Este modelo permite ao operador humano responder a perturbacoes
porém nao engloba a funcdo navegacdo. O piloto opera tanto de forma a
compensar possiveis erros de velocidade e trajetéria como de percorrer a dada
trajetoria.

As fungdes de transferéncias Y, e Y, sdo respectivamente as partes do
comportamento humano responsaveis por percorrer a trajetéria desejada e por
compensar o erro. Y. é a fungédo de transferéncia do veiculo, ou seja, tem como

saida o comportamento do veiculo dada uma entrada no volante.
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Figura 3 — Modelo Genérico

A fungédo de transferéncia de malha aberta do ciclo compensatério da
Figura 3 pode ser expressa como:

—TeS
* _ /s
Y, *Y =w.e

O comportamento compensatério de um piloto humano pode ser
compactado num sistema de dois parametros, no ganho ou freqiéncia de
crossover (@) e no atraso no tempo (7).

Para manter-se na trajetéria desejada, para percorrer uma trajetéria
curvilinea, para mudanca de pista ou desviar de obstaculos, o piloto humano
exerce um controle de estercamento no veiculo. Para alguns destes casos sao
utilizados comportamentos baseados na percepgéao e predicdo. Em outros, como
correcdo de perturbacoes, se utilizam de comportamentos para perseguir a
trajetéria desejada.

Um modelo geral de estercamento para ambos os comportamentos é
mostrado na Figura 4. Enquanto o piloto exerce o estergamento necessario para
cumprir a trajetéria prevista, ele também tem que compensar possiveis

perturbagodes.

A parte compensatéria do sistema se da4 em forma de uma malha
fechada, enquanto a parte de perseguigcao de rota se da por uma malha aberta.
O ciclo fechado requer uma atitude estabilizadora baseada na amplitude e na
duracdo do movimento de estercamento. Para a parte de perseguicdo, é

necessario haver certa previsdo do movimento necessario de estergamento.
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Figura 4 - Modelo de Piloto Genérico

Como ambos os artigos citados tratam de softwares comerciais, seus
respectivos cédigos fontes ndo estdo disponiveis e nem mesmo seus algoritmos
chegam a ser apresentados de forma explicita. Isso torna a reprodugéo destes
modelos inviavel. Apdés o exame destas referéncias, optou-se por modelar o
problema somente a partir da condi¢cao imediatamente anterior ao choque. Nesta
condicao nao se faz necessario um modelo de piloto humano, ja que se admite
que a reacao deste, mesmo que haja, é desprezivel frente a velocidade dos
acontecimentos, as forgas envolvidas e as avarias do veiculo apds a colisao,
diminuindo com isso a sua dirigibilidade.

Em Speranza Neto e Spinola [14], apresenta-se um estudo inicial para a
modelagem de piloto humano e da sua influéncia no comportamento do veiculo
que devera ser incluido futuramente nos trabalhos desenvolvidos pelo grupo de
dindmica de veiculos da PUC-Rio, de modo a apresentar completamente a etapa
pré-choque.
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2.3.
Modelo de Colisao Instantanea

O modelo de choque do trabalho tratado foi adaptado a partir do trabalho
de Abdulmassih [2], de forma a simplificar o algoritmo do programa de
otimizacdo. Este modelo tem como entrada informagbes como a geometria do
problema, a massa e o momento de inércia de cada veiculo, os coeficientes de
restituicao, de interpenetracao e de atrito. Através de uma transformacao linear,
obtém-se como saida as velocidades e posi¢oes logo apds a colisao.

No referido trabalho, os problemas direto ou inverso eram descritos no
referencial da colisdo, definido como tendo seu eixo x perpendicular a area de
colisdo, o eixo y ao longo dessa area, e sendo sua origem localizada no ponto
médio da area. Tal referencial foi estabelecido em um modelo baseado na
hipétese de uma éarea plana de interceptagdo dos veiculos, atingida
imediatamente ap6s o choque, e mantida fixa durante a coliséo.

A determinacao dos parametros geométricos caracteristicos do problema
de colisdo neste referencial, assim como a definicdo das velocidades dos
veiculos antes do choque, era normalmente uma tarefa complicada e sujeita a
erros, a menos que se tratasse de um acidente com caracteristicas bastante
particulares. Também a interpretagcdo dos resultados do modelo ndo era uma
tarefa das mais simples, uma vez que as velocidades de translagdo pés-coliséo,
e consequentemente os movimentos dos veiculos, deviam ser analisados em um
referencial especifico para cada caso e posi¢ao particular dos veiculos, que em
nada auxiliava a visualizacdo das suas trajetérias no cenario do acidente, e era
completamente distinto daqueles geralmente usados em dindmica de veiculos.

Assim, para facilitar os procedimentos de entrada de dados e analise de
resultados, procedeu-se basicamente a uma mudancga de referenciais. Passou-
se a adotar os referenciais locais de cada veiculo para definicao do problema, e
consequentemente para a determinacao dos parametros e variaveis pré-colisao,
e a empregar um referencial global, estabelecido de acordo com o cenario do
acidente, para avaliagdo dos movimentos pré-colisdo e pds-colisdo. Agora o
referencial da colisdo é determinado a partir da geometria da colisdo, ajustada
em fungao de cada caso especifico, tornando o problema muito mais simples de
ser definido. O modelo de colisdo e sua solucdo continuam no referencial da
colisdo, entretanto ha um pré-processamento para estabelecer tal referencial, a
partir de condigbes mais faceis de serem definidas, e um pos-processamento
para melhor compreenséo e visualizacdo do resultado obtido.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321180/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321180/CA

Modelagem de uma Colisdo 19

2.3.1.
Colisao Obliqua no Referencial da Colisao

A Figura 5 apresenta alguns tipos genéricos de colisdes, 0s quais podem
ser tratados como choques obliquos, e de acordo com a formulagdo detalhada
em Abdulmassih (2003), sdo analisados por um modelo que depende da posicao
do centro de massa dos veiculos em relagdo ao centro da area de colisdo, das
velocidades dos veiculos no instante do choque, das suas propriedades
inerciais, e de parametros que determinam a natureza da colisédo e o nivel de
interpenetragéo dos veiculos. A Figura 6 mostra colisbes centrais, que sdo um
caso particular daquelas da Figura 5, para as quais 0 mesmo modelo pode ser
empregado, uma vez estabelecida devidamente a geometria do choque entre os

veiculos.
Genéricas
&= g0
Laterais Central
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Figura 5 - Colis6es Obliquas
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Figura 6 - Colisbes Centrais: (a) Frontal. (b) Traseira. (c) Contra Obstaculo Fixo

A Figura 7 apresenta o referencial da colisdo, definido em funcao da area
de interceptagdo dos veiculos, suposta plana, e os parametros geométricos e
variaveis associados ao modelo descrito em Abdulmassih [2]. Nota-se que para
cada tipo de acidente o referencial da colisdo devera ser estabelecido a partir da
regido atingida dos veiculos, de acordo com as hipéteses citadas anteriormente.
Nao ha portanto um referencial Unico, sendo que durante a investigacdo das
causas de uma colisdo, diferentes referenciais serao empregados, o que dificulta
bastante a andlise dos resultados.

Veiculo A

Veiculo B

Figura 7 - Referencial da Coliséo

Considerando a duracao infinitesimal do choque, aplicadas as condicées
de conservacao de quantidade de movimento linear e angular, juntamente com
algumas relagbes complementares, baseadas em hipdteses sobre o tipo de
colisdo e a dissipagéo de energia devida a deformagdo dos veiculos durante o
choque, chega-se um sistema de equacdes algébricas lineares, relacionando as
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componentes das velocidades dos veiculos antes (indice 1) e depois (indice 2)
do acidente, que organizado na forma matricial € dado por

T om, 0 m, 0 0 0 [v.,]
0 m, 0 m, 0 0 Vi
my(y,—Ax,) O 0 0o -J, 0 Vaa | _
0 0 my(y,—Ax;) O 0 —Jy | vy
e 0 —e 0 ey, —ey,| o,
| -1 0 0 0 0 | @y |
C om, 0 m, 0 0 0 v, ]
0 m, 0 my, 0 0 Va2
_ my(y,—Ax,) O 0 0 —-J, 0 [V
0 0 my(y,—Axz) O 0 —Juz| Van
-1 0 1 0 —yi Yg | O
i A -1 0 0 0 0 | @

onde

my e mg s&o as massas dos veiculos (kg);

Js e Jg 80 0s momentos de inércia dos veiculos em relagéo ao eixo vertical que
passa pelo Centro de Massa (CM ou Gpg) (kg m?);

(Xa, ¥a) € (Xs, yg) s@0 as coordenadas da posi¢cdo dos centros de massa dos
veiculos em relacdo ao sistema de referéncia da colisdo (m);

e é o coeficiente de restituicdo, definido de acordo com as caracteristicas de
deformacédo associadas a colisdo, de tal modo que e = 0 colisdo perfeitamente
plastica; 0 < e < 1 coliséo inelastica; e = 1 colisdo perfeitamente elastica,
vinculadas a velocidade relativa normal a area de interceptacao;

A é um parametro que caracteriza um efeito combinado de atrito e
interpenetragdo dos veiculos, vinculado a velocidade relativa ao longo da area
de interceptacdo, para o qual os valores limites que podem ser empregados
serdo analisados adiante;

(Vax1, Vay1) € (Vax1, Vey1) S@0 as componentes das velocidades absolutas dos CM
dos veiculos A e B antes do choque (indice 1) no referencial da colisdo (m/s);
(Vaxe, Vayz) € (Vaxe, VBy2) S80 a@s componentes das velocidades absolutas dos CM
dos veiculos A e B depois do choque (indice 2) no referencial da colisao (m/s);
wa1 € wgr S80 as velocidades angulares (em torno do eixo vertical) dos veiculos

A e B antes da colisdo (rad/s); e
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wpo € wee SA0 as velocidades angulares (em torno do eixo vertical) dos veiculos
A e B depois da colisao (rad/s).

A solucdo deste modelo possibilita encontrar as variaveis depois do
choque, dadas as condigdes antes da colisdo, e o resultado inverso é obtido
definindo as condicbes imediatamente apdés o choque, para determinar as

variaveis antes da colisdo, de acordo com

Vi m, 0 my 0 0 0 m, 0 my 0 0 0
Vi 0 m, 0 m, 0 0 0 m, 0 my, 0 0
Vi | _ m,(y,—Ax,) 0 0 0o -J, O my(y,—Ax,) 0 0 0o -J, 0
Vi 0 0 my(y,—Axy,) O 0 -J, 0 0 my(y,—Axz) O 0 -J,
w,, -1 0 1 0 =y, ¥ e 0 —e 0 ey, —ey,
Wy, A -1 0 0 0 0 A -1 0 0 0 0
ou
Vi m, 0 my 0 0 o T m, 0 my 0 0 0
Van 0 m, 0 my, 0 0 0 m, 0 my 0 0
Vaa | _ m,(y,—Ax,) O 0 0o -J, 0 m,(y,—Ax,) O 0 o -J, O
Vi 0 0 my(y,—Ax,) O (T 0 0 my(yy,—Ax,) O 0 -J,
o, e 0 —e 0 ey, —eyg -1 0 1 0 -y,
(oM A -1 0 0 0 0 A -1 0 0 0 0

desde que as respectivas matrizes possuam inversa, o que € garantido sempre
que ha consisténcia nos dados, conforme Abdulmassih [2].

2.3.2.
Determinacao do Referencial da Colisao

O referencial da colisdo pode ser estabelecido a partir da geometria dos
veiculos e da area atingida durante o choque. Para tanto, deve-se antes definir
sistemas de referéncia em cada um dos veiculos de modo a poder determinar
pontos que caracterizem os limites das regides de contato e interse¢cdo dos
veiculos. A Figura 8 apresenta os 4 sistemas de referéncia empregados no
tratamento que se segue. Além do referencial da colisdo (x,y), e um referencial
local para cada veiculo (xa,ya) € (X5, ys), também é utilizado o referencial global
(X,Y), que sera definido em fungdo do cenario do acidente, como discutido
adiante. Nota-se que nos referenciais locais 0s eixos x4 € xg estdo orientados da
traseira para a dianteira dos veiculos, e 0s eixos y, e yg da direita para a
esquerda. Mostra-se ainda na Figura 8 os angulos (¢,° e ¢5°) de cada referencial

local em relagao ao global, no instante da coliséo.

Van
Vayl
Vi
Vi
[on
Wp,

Vax2
Vay2
Vpeo
Viy2
(2

a)li‘ 2
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Veiculo A

Veiculo B

Figura 8 - Sistemas de Referéncia da Colisdo, Locais dos Veiculos e Global.

A fim de simplificar a andlise, sem perda de generalidade, considera-se
inicialmente o angulo do veiculo A em relacéo ao referencial global nulo, ou seja
#,° = 0°, isto &, os veiculos se encontram com a orientagdo mostrada na Figura
9.

Ya

Veiculo A

Veiculo B

X

Figura 9 - Sistemas de Referéncia com ¢,° = 0°

A Figura 10 apresenta a definicio dos pontos relevantes para
estabelecimento do referencial da colisdo, em relagdo ao referencial local do
veiculo. Emprega-se aqui apenas um dos veiculos, no caso A, mas tem-se o
mesmo para o veiculo B. Dada a hip6tese de que a regido atingida em cada
veiculo é plana e assim permanece durante toda a colisdo, considerada
praticamente instantanea, os pontos (x; y) € (X y) definem o inicio e o término

da éarea colidida no veiculo. Os pontos (x1, y1) = (ls, b/2), (X2, y2) = (ly, -b/2), (X3,
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ys) = (-h, bl2) e (x4, ya) = (-1, -b/2) estabelecem os limites das partes laterais e
frontais, aqui supostas como definidas aproximadamente pela bitola (b) e as
distancias do CM aos eixos dianteiro e traseiro (ly e I).

Ya o
xi, )i
:‘xf:'.-ri')‘ € (x1, y1)
) iy
b
!’ﬂ.-ﬂjz} Xa
L >
(x4.y4) (x2.y2)

It T
Figura 10 - Definigdo dos Pontos Relevantes de um Veiculo para a Determinagédo do

Referencial da Colisao

Observa-se que os pontos (x; y) e (x, yy) estardo sempre sobre uma das
laterais ou sobre as partes frontal e traseira. De modo a tornar o procedimento
mais simples, considera-se, para a definicdo desses pontos, a distancia
percentual de cada um deles em relacao as extremidades do veiculo. Impde-se
também que o ponto (i), inicial da area, € aquele com menor coordenada (x,) em
médulo. Nota-se ainda que valores positivos e negativos destes parametros,
associados aos quadrantes a que pertencem, estdo relacionados
respectivamente as coordenadas dos pontos (x, y1) = (ls, B/2), (X2, ¥2) = (ly, -b/2),
(X3, ¥3) = (-h, b2) e (x4 ya) = (-h, -b/2). A Tabela 1 resume as diversas
possibilidades para definicdo dos pontos (x; y) e (X5, ¥y).

QUADRANTE X; Vi X¢ Vs
10 + + + +
) % de ld % de b/2 % de ld % de b/2
90 - + - +
) % de | %de b2 | %del % de b/2
3% % de | %de b2 | %del % de b/2
40 + - + -

% de ld % de b/2 % de ld % de b/2
Tabela 1 - Definicdo Percentual dos Pontos (x; yi) € (X ¥
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Por exemplo,

(X/! .yl) = (0,2, 150) e (Xfa }/f) = (1 ,0, 053)

significa, apos a conversao,

(X ¥i) = (0,2 s, b/2) € (x5, y1) = (ls, 0,3 b/2)

indicando que a area atingida encontra-se, como na Figura 10, na regido frontal-
esquerda do veiculo, e sendo

(x, y1) = (-0,7, -1,0), que é na verdade igual a (-0,7 I, -1,0 b/2)

(x, vy = (-1,0, -0,5), que é na verdade igual a (-, -0,5 b/2)

a area de choque esta na parte traseira-direita do veiculo.

Apos realizar as conversdes dos valores percentuais de (x; yi) e (X, yy), a
determinacado da area de contato, ou mais precisamente da distancia entre os
pontos (i) e (f) é trivialmente dada por

L (CT i (Y &

Na verdade, a “area” A, assim determinada € a projecao da area da
colisdo no referencial local do veiculo.

O angulo da area de contato ya, que define a diregdo do eixo y do
referencial da colisdo, com o eixo x4 do referencial local do veiculo A, como

ilustrado na Figura 11, é obtido a partir de

i =ys)
-1 i f
Va=18 ——
(x, —x;)
e, que segundo a definicho dada, se encontra no sentido horario, nao
trigonométrico, de modo a simplificar os calculos. Assim o angulo do eixo x do
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referencial da colisdo, perpendicular a area de contato, com o eixo x, local do

veiculo sera determinado por @.° = (90°- 7).

¥ X
¥a
(o yi)
. ki _4&C
}r{-_‘p‘f ?:dl F = ?:d' _¢A
xf-xi {xt )
Xa

Figura 11 - Referencial da Colisao Visto do Veiculo A.

O mesmo procedimento pode ser aplicado ao outro veiculo, B no caso,

para determinar a area de contato AB e o angulo yB. Entretanto ndo se pode

prosseguir no tratamento do problema com areas distintas em cada veiculo. De

modo a obter areas coincidentes, ou que as projecdes das areas nos respectivos

referenciais locais sejam iguais, deve-se alterar a posi¢ao dos pontos (x;, ¥i) e (X,

¥1), em pelo menos um dos veiculos, até atingir a convergéncia.

De modo a garantir que as areas atingidas sejam exatamente iguais, pode-

se estabelecer um procedimento algébrico que ira determinar as coordenadas de

um dos pontos que definem a posicao inicial ou final da regiao colidida em um

dos veiculos, mantendo os outros trés pontos fixos. Considerando essa condi¢ao

para o veiculo A, e admitindo o ponto inicial do veiculo B com posi¢ao constante,

tem-se
Ax=As
ou

\/(fo —Xia )2 +(yiA —Vu )2 = \/(xfB —Xip )2 +(Yi3 — Vs )2

ou ainda

(fo _xiA)z +(yiA _yfA)2 = ('xfB _'xiB)2 +(yiB _ny)2
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onde se verifica que esta é a equacao de um circulo de raio A, e centro (X;s, Vis),
conhecidos, na qual existem duas incégnitas, (xss, y). Portanto para se obter
uma solugédo deve-se impor Xs OU Y € determinar yp ou Xm Como existem
apenas algumas posicoes possiveis para localizacao dos pontos, dada a regiao
de colisdo, de acordo com a Figura 12, torna-se relativamente simples resolver o
problema.

A Tabela 2 resume as 16 solugbes de ocorréncia mais freqliente, ou seja
aquelas aqui consideradas vélidas. Existem ainda outras solu¢des possiveis, que
entretanto ndo serao adotadas por se tratarem de condi¢gdes de dificil ocorréncia.
Caso haja necessidade, € féacil introduzir qualquer situagdo no algoritmo
proposto. Nota-se que ndo se pode impor determinadas solugdes, como por
exemplo fixar y;s estando a area na parte dianteira esquerda (DE), e obter xis,
pois nessa regido sempre X = lp. Assim as solugdes encontradas devem estar
de acordo com as possiveis combinac¢des apresentadas. Observe que a escolha
da posicao dos pontos no outro veiculo, no caso o A, deve respeitar a mesma
combinagao de valores, sob pena de nédo se ter uma condi¢ao consistente, uma
vez conhecida a area atingida.

Tal procedimento garante a igualdade das areas de contato e simplifica
consideravelmente o tratamento do problema. Sempre poderéao ser fornecidos
novos pontos inicial e final sobre um dos veiculos, no caso o A, e escolhido um
ponto inicial consistente no outro veiculo, no caso o B, e 0 processo reiniciado,
de modo a determinar a solugdo que melhor atenda as caracteristicas da colisao

em analise. Lembra-se finalmente que, s6 ap6s determinadas as coordenadas

(X, yrs), 0 &ngulo B poderd ser calculado.

'VB

= |I!l L TE |:| |:| LDE ||.-_-|
b2 & & b2
TE & & DE

0 0

4 (0,0) 0 Xg
D * oo
-b/2 # # - b2

ol LTD 0|0 LDD I

Figura 12 - PosicOes possiveis dos pontos sobre as diferentes regides.
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REGIAO Fixados Solugdo Fixados Solucao
ATINGIDA X, Xi, Vi P/ Y Vi, Xig, ViB P/ Xss
DE 0 Sxyi3=_<lb/2 Yis=Yig +Aa L e
x,-f: I‘: Yis < Y <b/2
0< xg< Iy Y=Y~
LDE DE Vo-b2 | (B-Ga-maF|
X8 = lg 0< ym<b/2
0< Xig < Id — Y.
LDE ya-b2 | e XetAs
Vis = b/2 iBS Xig < Iy
< x5<0
LTE_LDE Vio = b2 o
Vis = b/2 — e
< x;g<0 = X;
LTE vis = b2 M)
Vis = b/2 B =B
0< _ViBSb/z Xig = Xip t+
TE_LTE Xig = Iy A - Vs Vs P
Y= b/2 < x5<0
<Vp<
TE 0 _x_y’i__lb/z Yis=Yig +Aa L —
Xg - -I: Yis< Yigsb/2
TD TE -b/)2(-5!,-gl_<0 Yis =Yis +Ax e e
- B ="t OSnySb/Z
Xig = -It
TD -b/i_:!iflso Yis=Yig +Aa L e
X;B - -I: Yis<Ymws0
-b/2< Vi < 0 Xig = Xjp +
TD_LTD — - Xig = =l + m
Y = -b/2 -l < x;5<0
- < Xig <
LTD e Xip = Xig +As
}}Zz:-b/Z XiB SXfBSO
< x5<0
LTD_LDD Yioo-biz | o= e s
Vi = -b/2 G
0<x;g< |,
LDD - === Yis ='E:b/2d X1 =<XiB :AA
Vis = -b/2 Xig < Xg < Iy
OSXiBSId Y=Y+t
LD DD | T | kx|
Xg = ly -b/2<yp<0
X;B =1, Yis<Ymw<0
DD DE -b/i_s !’750 Yis =Yis +Ax e e
- B = d OSnySb/Z
xfB = Id

Tabela 2 - Escolha das coordenadas para igualdade das areas nos veiculos
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Obtidos os pontos que definem a regido atingida em ambos os veiculos,
a origem do referencial da colisdo é o ponto médio da area de contato. Portanto
sua localizacao no referencial do veiculo A, para a configuragdo da Figura 13, é

dada por
(x, —x)
X, =X +
2
. (¥ —=ys)
m f 2
¥ X
Ya
0
ym
{yi-yi}i2
Jf i

(xfexi}/2
* xi Xm Xa

Figura 13 - Posicao da Origem do Referencial da Colisao

Com os angulos do sistema de referéncia da colisdo em relagcdo aos
sistemas locais dos veiculos determinados, deve-se obter a posicdo dos
respectivos Centros de Massa (CM) no referencial local, assim como as
projecdes das velocidades absolutas do CM. A Figura 14 mostra a seqiiéncia de
transformagdes para representar um vetor do referencial local no referencial da
colisdo. Inicialmente tem-se uma translagéo (x., ¥m) passando do referencial (xa,
) para o referencial (x) y), e em seguida uma rotagdo de angulo ¢,° passando
do referencial (x’, y) para o referencial (x, y).

Assim um vetor fixo no referencial local é transformado para o referencial

da colisdo através de

C C
X cos@, sen@, || X, — X,
- c c
y —sen@, Ccos@, || V4=V,

e deste modo, o CM localizado na origem do referencial local, x4 =0¢e y4=0, é
dado no referencial da colisdo por
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C C
X —cos¢, —sen@, || X,
- c c
y sen@,  —cos@, || Y
¥

¥a

3 3

Figura 14 - Referencial Local para o Referencial da Colisao

Para os vetores livres, como a velocidade absoluta do CM representada no
referencial local por V, =u, fA +vA]A, tem-se que sua projecao no referencial

da colisao é dada por

C C
Vac | | cos@,  send, ||u,
- c c
Vay —sen@, cos@, ||V,

e para a transformacao inversa, do referencial da colisédo para o referencial local

dos veiculos, tem-se

C C

Uy | cos@, —sen@, || Vax
- c c

Vi sen@,  cos@, ||Va,

A Figura 15 mostra as transformagdes de coordenadas realizadas para
representar a posicdo do CM e a velocidade de translagdo absoluta do veiculo,

dados inicialmente no referencial local, para o referencial da colis&o.
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Figura 15 - Transformagdes de Coordenadas do Referencial Local para o da Colisao

2.3.3.
Solucao do Problema da Colisao no Referencial da Colisao

Uma vez determinado o referencial da colisdo, deve-se estabelecer a
posicdo dos respectivos centros de massa em relagdo a esse sistema de
referéncia, e projetar suas velocidades de translagdo imediatamente antes da
colisdo, para resolver o problema da colisdo. Lembra-se que as velocidades
angulares sao mantidas inalteradas, dado que o problema é plano.

Sendo o centro do referencial da colisdo no sistema de referéncia local do
veiculo A dado por (Xma, Yma), €ntd0 a posicao do centro de massa do veiculo A

no referencial da colisao é

c c

Xy | |—cos@, —send, || X,
- C C

Ya sen@,  —cos@, || Y

e para o veiculo B, determinado o centro do referencial da colisdo no sistema
local, dado por (Xms, ¥ms), €ntd0 0 centro de massa esta na posi¢ao

C C

Xp | _ _COS¢B —sen@y || Xp
- c c

Vs sengy  —Ccos@y || Vs

Para as velocidades antes da colisdo tem-se
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C c
Vaa | | COS@,  send, || Uy
a c c
Vay —sen@, COSQP, ||V
e
C C
Vea | | COS@y  sendy || Up
o C c
Vi —sen@, Ccos@y || Vg

Lembra-se que os momentos de inércia em relacdo ao eixo vertical
empregados no modelo de colisdo sdo tomados no sistema de referéncia local, e
portanto ndo devem sofrer qualquer alteragao.

A partir da determinacdo das varidaveis imediatamente anteriores ao
choque no referencial da colisdo, dadas as tais condicées nos respectivos
referenciais locais dos veiculos, o problema direto é resolvido pela forma

matricial
Vi m, 0 m, o o o7 m, 0 m, 0 0 0 T
Vi 0 m, 0 m, 0 0 0 m, 0 m, 0 0 Vo
Voo | [ ma(y,—Ax,) 0 0 o -J, 0 m,(y,—Ax,) 0 0 0o -J, 0 | vpy
Voo | 0 0 my(y,—Ax,) O 0 Jy 0 0 my(y,—Ax,) O 0 —Jy | v
@y, -1 0 1 0 =i ¥ € 0 -e 0 ey, —eys| @y,
, -1 0 0 0 0 A -1 0 0 0 0 o

Bl

na qual (Xa, ya) € (Xa, ¥8), € (Vaxr, Vay1) € (Vax, V1) S@0 obtidos como descrito.
Apbs a solucdo do problema acima, para a representacao das variaveis
pos-colisdo — velocidades de translagdo do CM, (Vaxz, Vay2) € (Vaxe, Vay2) — NO

referencial local dos veiculos basta aplicar a transformacao inversa

C C
Uy | | cos@, —send, || Van
o c C
Vs sen@,  cos@, || Van
e
c C
Up, cos@, —sen@y || Vg

Vg, sen¢§ cos ¢§ Viy2
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Lembra-se que as velocidades angulares pds-colisdo nao sofrem alteracao
quando da mudanca de referenciais.

Uma vez determinadas essas variaveis, pode-se proceder a simulagdao do
comportamento dindmico dos veiculos desde o instante imediatamente apds a

colisdo, até a parada completa, sujeito as condi¢des iniciais de velocidade.

2.34.
Posicao e Orientacao dos Veiculos no Referencial Global

Nos casos de reconstituicdo de acidentes, normalmente o que se conhece
€ a posicao aproximada dos veiculos na via no instante do choque, que pode ser
estabelecida em relacdo a um referencial, definido aqui como global. Admitindo

7

que o ponto conhecido € a posicdo da origem do referencial da colisdo em
relacdo ao referencial global, (px, py), € dados os angulos dos veiculos (¢AG e
¢BG), a posicao dos CM nesse sistema de referéncia pode ser determinada, de
modo a corretamente tratar o problema pés-colisdo. Para tanto, deve-se
proceder a uma transformacao de coordenadas a fim de localizar o referencial de
cada veiculo em relacdo ao referencial global. A Figura 16 apresenta as
operagdes necessarias para o posicionamento dos CM e orientacdo inicial dos

veiculos.

Figura 16 - Posigéao e Orientagdo dos Veiculos no Referencial Global
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Um vetor fixo no referencial da colisédo é transformado para o referencial

global através de

{X }:{Pﬂ +{coswﬁf +90) —sen(g; +¢] )} {X}
Y Lpy] [sen(gy +4) cos(@y +¢7) ||V
logo, dadas as posicdes dos centros de massa no referencial da colisdo no

instante imediatamente anterior ao choque, suas posi¢cdes no referencial global
sdo determinadas por

|:XCMA} :{px}+|:cos(¢§ +¢/§;) —sen((/)f +¢f):| |:XA}
Yo Py Sen((/)AC +¢§) COS(¢§ +¢AG) Ya

|:XCMB} _ {px]{cos(%c +¢BG) _Sen(¢BC +¢g )} {XB}
Yeus Py Sen(¢§ +¢BG) COS(¢BC +¢BG) VB

que serdo condic¢odes iniciais para definicdo da trajetéria dos veiculos no pos-

colisdo. Para determinacao da atitude dos veiculos, os dngulos iniciais serao ¢AG

G
e¢3.
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2.4.
Modelo Pés-Choque

Descreve-se a seguir o desenvolvimento de um modelo genérico para
representar a dindmica no plano de um veiculo rigido para andlise de seus
movimentos (translacao em relagéo a dois eixos e rotagdo em torno de um eixo
perpendicular ao plano de translacdo) na condicdo pés-colisdo, desde o
momento logo apds o choque até sua parada completa, a partir das variaveis
imediatamente posteriores ao impacto, obtidas por um modelo rigido (baseado
na conservagdo de quantidade de movimento) ou flexivel (baseado nas
caracteristicas elasto-plasticas de sua estrutura), dadas as condigdes

imediatamente anteriores a colisdo, como explanado no item anterior.

2.4.1.
Dinamica do Veiculo no Referencial Local

A Figura 17 mostra os referenciais — global (X,Y) e local (x,y) — adotados
para o tratamento do problema dindmico de um veiculo no plano, e alguns dos
parametros relevantes para sua analise: as bitolas dianteira e traseira (bd e bt) e
as distancias dos eixos dianteiro e traseiro (/d e If) ao centro de massa (CM). A
distancia entre eixos é dada por /= Id + It.

¥
— =
b ——— by
CM X
Y = e

X

Figura 17 - Sistemas de referéncia global e local de um veiculo terrestre

De modo a tratar corretamente o comportamento do veiculo apés a
colisdo, deve-se adotar um modelo que represente seus movimentos
empregando as equacdes de Newton-Euler simplificadas, para deslocamentos
no plano, dadas por
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o1
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1
p=—>SM
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onde u é a velocidade longitudinal local (ao longo de x), v é a velocidade lateral

local (ao longo de y), wé a velocidade angular (em torno de z, perpendicular ao

plano de movimento, passando pelo CM), m e J,, sdo, respectivamente, a massa

e 0 momento de inércia em torno de z, e F,, F,, e M, as forgas e o momento

aplicados ao veiculo, projetados nos eixos do sistema de referéncia local. Note a

nao linearidade intrinseca deste modelo, no qual ha um acoplamento dos

movimentos de translagcéo, devido ao movimento de rotacao.

Como se esta interessado na translagdo do centro de massa em relagéao

ao referencial inercial global, entdo se deve proceder a uma mudanga de

coordenadas, dada por

X | [cosy —senyu
Y| |seny cosy |v
com

v=y,+[ (@+a,) d

X :X0+J- (X+X0)dt :J-((u cosy —v senl//)+X0)dt
Y:Y0+J- (Y+Y0)dt :j((u senl//+vcosl//)+Y0)dt

ou

X =X0+I X dt =I((u+u0)cosl/l—(v+v0)senw) dt
Y=Y, +j Y dt =I((u+u0) seny +(v+v,) cosy) dt


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321180/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321180/CA

Modelagem de uma Colisdo 37

onde X e Y sdo as velocidades de translagédo absolutas no referencial global, v é
0 angulo de guinada, e w,, X, € Yy sdo, respectivamente, as condi¢des iniciais
de orientagdo e posicdo do veiculo, e @y, X, € Y,, aquelas de velocidade, no

referencial global, e u, e v, , no referencial local.

Para a solugédo deste modelo é preciso determinar as forcas e 0 momento
aplicados ao veiculo, que, em uma condicdo como a de uma colisdo, sdo
extremamente complexos de se obter. Lembre-se que neste caso o veiculo
encontra-se normalmente sem controle, sujeito basicamente ao atrito dos pneus
com o solo e as forgas aerodindmicas. Em veiculos de passeio essas forgas sao
de pequena amplitude, pois as velocidades normalmente sdo baixas (menores
que 60 km/h), mas podem ser elevadas em veiculos esportivos e de competicao,
com velocidades acima de 100 km/h. Apesar da forga de atrito poder ser limitada
em modulo, possui dire¢cdo que depende do movimento instantaneo do veiculo, o
mesmo ocorrendo com as forgas aerodinamicas. Deve-se lembrar ainda que o
momento serd obtido por uma combinacdo das forcas de atrito dos pneus
dianteiros e traseiros, em fungdo da distancia entre eixos e das bitolas. Um
problema similar ocorre para o0 momento causado pelas for¢as aerodindmicas,
quando essas sao significativas, levando em conta a posigcdo dos centros de
pressdao em cada direcao, que, por sua vez, sdo determinados por modelos nao
triviais. Por estes motivos, é bastante complicado tratar o problema da pés-
colisdo a partir de uma formulacdo completa e detalhada. Desenvolve-se a
seguir um modelo adequado aos objetivos da andlise que se pretende realizar,

iniciando com a cinematica do movimento dos pneus.

2.4.2.
Velocidades de Translacao dos Pneus

Considerando o veiculo se deslocando no plano XY, como o mostrado na
Figura 18, os pontos de contato dos pneus com 0 so0lo ppp, Poe, Pro € Pre t€m
coordenadas no referencial local definidas por

l l -1, -1
?DD: _bd/z’ FDE: bd/z’ ?TD: _b,/z, FTEZ b,/z
0 0 0 0
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y
I:lTE pIIIE
— =
bf 2 b-::" 2
CM X
b4/2 by
—t o
r"TIII r"I:II:I

h i

Figura 18 - Posi¢cao dos pontos de contato dos pneus com o solo

Admitindo que n&o ha qualquer tendéncia do veiculo se deslocar
verticalmente, e que nao ha movimento de pitch, nem de roll, entao a velocidade
de translagdo de um determinado ponto do veiculo no referencial local é dada
por

ou

V. u 0 -w 0fx | [u-—oay,
V.=V+Qxi=|V, |=|v|+|®e 0 0|y |=|v+ax |=
v.| lo] [0 o ofo 0

V.l [u 0 0 y [o] [«] [O 0 —yToO
] -0 0 —-x|0|=|v|+|0 0 x, [0
V. 0 -y, x, 0 |w w y, —x, 0 |ow

el 1

=V -rxQ=

=
Il
<

0 que leva as velocidades dos pontos de contato serem

b
Voo | [ 0 0 b,/2]0] (et @

Voo =| Voo, |=|v[+] 0 0 I, |0]|=|v+l, @
Voo | 10| |=b,/2 -1, 0 ||o 0
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b

Veo | [u 0 0 -p/2]0] |u-J @

Ve = Voe, [=[V[+] 00 I, [0|=|v+], @
V. b,/2 -1, 0 | 0

e | [u 0 0 b/2f0] |utT@

Vo =V, |=| v+ 0 0 -1 |0|=(v-1 @
Vo o [-b/2 I 0 | 0

Vo | [u 0 0 -b/2]0] |[u-——@

Ve =V, |=[v[+] 0 0 =1 |O|=|v-1 @
V. | |0 b2 I, 0 |o 0

39

A Figura 19 mostra os pontos de contato e as velocidades associadas em

uma determinada condicao de velocidades do CM e de rotacdo em torno do eixo

vertical, e as suas componentes (V,x Viyy), que fornecem a dire¢do da

velocidade instantanea, de acordo com o vetor unitario

and VIJ X uIJ X

IJ) = Uy,
\/ IJx IJ} 0 0

Uy =

IJ

onde os indices |J = DD, DE,TD, TE identificam a roda em questao.

Y Voe VDEy
1 ore | ﬁ""
l-l" L ]
1|||r 1||.|"|:|.E
Ve x

Figura 19 — VeIomdades dos pontos de contato dos pneus com o solo
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2.43.
Forcas e Momentos

As configuracdes genéricas da Figura 20 apresentam as velocidades
instantaneas do veiculo e dos pneus, as forcas e momento aerodinamicos, e
forcas de atrito no sentido contrario ao do movimento instantaneo da roda, assim
como suas componentes no referencial local. Considerou-se que as forgcas
aerodindmicas estdo aplicadas diretamente no CM e o momento aerodinamico é
o resultante em relacédo ao eixo vertical, ndo se levando em conta a posi¢ao do
centro de pressao, por razbées Obvias, adotando um modelo simplificado
discutido adiante.

& =)
Foo / |

(a.1) Velocidades (a.2) Forcas e Momentos

(a) Velocidade angular positiva

VDE

(b.1) Velocidades (b.2) Forcas e Momentos
(b) Velocidade angular negativa
Ve FT .'I'T
N 2 N Voe
o . @'FDE
Fre Exy v
X Mas CM X
Cr= )
F\l v F|:|;I
(c.1) Velocidades (c.2) Forcas e Momentos

(c) Velocidade angular e velocidade longitudinal negativas

Figura 20 - Velocidades, forcas e momentos em algum instante apds a colisao

Notam-se na Figura 20 alguns aspectos interessantes do problema a ser
tratado, a saber:
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* As velocidades instantaneas dos pontos de contato dos pneus com o
solo, que dependem da combinacdo dos movimentos de translagdo do centro de
massa e da rotacao do veiculo em torno do eixo vertical que passa pelo centro
de massa, podem ter qualquer direcao, ou sentido, inclusive serem nulas (como
aproximadamente nos casos de Ve para a velocidade angular positiva, Vpp para
a velocidade angular negativa, e Vpe para as velocidades angular e longitudinal
negativas);

* As forgas de atrito, que se encontram sempre no sentido contrario ao da
velocidade do ponto de contato dos pneus com o solo, podem localmente ter
componentes no sentido do movimento do veiculo, porém certamente geram um
somatério de forgas no sentido contrario ao do movimento de translagédo do CM;

» O somatério dos momentos gerados pelas forgas de atrito sempre estara
no sentido contrario ao do movimento de rotacdo do veiculo;

« As forcas e o momento aerodindmicos sempre se encontram nos

sentidos contrarios ao dos movimentos do veiculo.

Devido a complexidade deste problema, e considerando as observagdes
acima, procurou-se estabelecer um modelo simplificado para a determinagéo das
forcas, e conseqUentemente do movimento do veiculo apdés a coliséo,
principalmente levando em conta o interesse da andlise que se pretende fazer.

As forcas de atrito que surgem nos pneus dependem fundamentalmente da
velocidade em que eles se encontram, e existem trés possibilidades para o
movimento dos pneus em relagédo ao solo: ou eles estdo travados e deslizam
sobre a superficie, ou rolam livremente sem deslizar, ou ainda possuem um
movimento que depende do angulo de estercamento em relacdo ao movimento
do veiculo, do deslizamento longitudinal e do angulo de deriva instantaneos do
pneu. Tais condicdes podem ser determinadas a partir da avaliagao preliminar
do acidente que se deseja investigar. No primeiro caso o coeficiente de
aderéncia estara associado ao atrito dindmico da interagdo pneu-solo (em torno
de 0,7 para pneus convencionais de veiculos de passeio), no segundo ao
coeficiente de atrito de rolamento (cerca de 0,01 para pneus comuns), € no
terceiro, a curva de aderéncia caracteristica do pneu. Estas condigdes,
dependem individualmente de cada pneu, e da sua direcdo de movimento
instantanea, em relacao ao deslocamento do veiculo.

No modelo adotado, que n&o inclui o movimento de rotacao das rodas —
spin, apenas uma possibilidade serd admissivel: os pneus se encontram

travados. Por simplificagdo, ndo serd considerado o caso dos pneus rolarem
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livremente j& que s6 ocorre se eles, a cada instante de tempo, se encontrarem
na direcao de movimento do ponto de contato com o solo, 0 que s6 sera possivel
em rodas estercantes, sem o controle do motorista, ou em qualquer roda se 0s
seus elementos de conexao estiverem danificados ou rompidos. A hip6tese de
um movimento mais complexo também n&o serd considerada, mas poderia ser
tratado através de uma representacao simplificada da curva caracteristica do
pneu, em fungcdo do angulo de deriva, dado pela diferenca da direcdo do
movimento do veiculo e da direcao do movimento do pneu.

Supondo que as rodas ndao se encontram estergadas, considerando que
todas estdo travadas, arrastadas pelo veiculo, a forgca de atrito, sem levar em
conta a distribuicdo de carga instantdnea em cada pneu, ou mesmo a
distribuicao estatica, € dada aproximadamente por

= Hmg
Fy, _T”U

onde u é o coeficiente de atrito dinamico, # = 0,7, e os indices IJ = DD, DE, TD,
TE, identificam a roda em questdo. Note que as forgas 17“,, sé&o constantes em

modulo, mas ndo em dire¢édo, e possuem sentido contrario ao do movimento das

rodas, cuja direcdo é dada pelo vetor unitério i, .

Uma vez que

Vv 1 Vi Uy«
Uy, o= > > Vi vy | T Uiy
‘VU ‘ VIJ,x + VIJ, y 0 0
logo
Fy., Lmg | Vi Lmg U,
F, = FIJ,y =- 4 > > VIJ,y == 4 Uy,
0 VIJ,x +V11,} 0 0

Assim o somatorio de forcas de atrito por componente, no sistema de
referéncia local, é dado por
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Hmg Vi x Hmg
ZFalrilo,x =Fpp tFpp tFpp  + Fp == 4 Z > > 4 Z”‘u,x
1J=DD.,...,TE H/H’X + Vu,y 1J=DD.,...,TE
umg Viry Hmg
ZF‘am’to.y = FDD.)' + FDE y +FTD y FTE.)‘ == Z == ZMIJ y

4 2 2 4 *
1J=DD.....TE Vlj,x +Vlj,y 1J=DD.....TE

Para os momentos, deve-se considerar a posicdo dos pontos de contato
dos pneus com o solo, lembrando que

0O 0 vy |F

xi

M=Y7ixF=Y|0 0 —-x |F,|=Y(Fx-F,)

tém-se apenas momentos em relagdo ao eixo vertical z, com era de se esperar.

Assim, como
1, I, 1 )
FDD: _bd/z’ FDE: bd/z, FTD: _br/2, FTE: b[/2
0 0 0 0
entao
bd bd bz bt
ZMatrim z DD yl + FDE yl FTD,ylt - FTE,ylt + FDD,x 7 - FDE,x 7 +FTD,x 3 - FTE,x E =

bz br
= (FDD,x - FDE,X)EI + (FTD,x - FTE,X)E + (FDD y DE v)l (FTD,y TE y)l

bf
== g ((pp, —Upg.) 7[] + U, — uTE,x)E + (MDD,y tupg, My — (MTD,y ‘U, ),

4

Ja para as forgas e momento aerodinamicos, podem-se levar em conta as
relativamente baixas velocidades que se encontram os veiculos de passeio apds
uma colisdo, condicao esta, entretanto, nao satisfeita para veiculos esportivos ou
de competicdo. Em velocidades acima de 60 km/h, as forcas € momento
aerodindmicos sdo dados por
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onde p = 1,20 kg/m3 (nas CNTP) é a massa especifica do ar, C, é o coeficiente
de arrasto longitudinal (= 0,3 para carros de passeio médios/pequenos), S é a
area frontal (~ 2,0 m? para veiculos médios/pequenos), C, é o coeficiente de
arrasto lateral (= 0,8 para veiculos médios/pequenos), Cy. € 0 coeficiente de
momento de guinada — em torno de z (= 0,2 para veiculos médios/pequenos), e /
€ um comprimento caracteristico, que para o caso do movimento de guinada, é
geralmente adotada a distancia entre eixos do veiculo, em metros. Nota-se que
C, e Cu, dependem do angulo de ataque (entre a velocidade do veiculo e a do
vento relativo) e da razdo entre a area lateral e a frontal do veiculo, porém aqui
serao supostos constantes, tomando um angulo maximo de 20° (= 0,35 rad), e a
razao de areas 3:1.

Considerando  pequenas velocidades, pode-se empregar uma
representacao aproximada para a agao aerodindmica sobre o veiculo. Adotando
um modelo conservativo, as expressoes quadraticas serdo substituidas pela
secante, desde zero até as velocidades maximas do veiculo — nas trés diregdes,
que serdao sempre aquelas imediatamente apds o choque (up, Vo, € ap). Assim,

tem-se

F,

I

X

—(%pCXSuo) u=-b, u

FA

N

1
—(EprSvO)v ==b,v

y

M, = —(%pCMZSla)O) w=-b, w

que caracterizam um efeito equivalente de atrito viscoso para os trés
movimentos, aumentando o “amortecimento” do sistema.

Deste modo, as equagdes dinamicas apds a colisdo ficam

1 1
i=—Y F +veo=—(F,,, . +F,)+vo
m m

atrito,x

1 1
v=—>»F —uw=—(F
mz y m(

atrito,y

+F,)—uw

1 1
=— M, =—M,, +M,
JZZ z J ( atrito,z Az )

Z

ou
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1 v,
p=— 2y e wyve
4w DD....TE \jVu x2 +V1J v2
1 Vi,
=—(-— el z —_— —b,v)—uw
m 4 ybpo.aE IVH X2 +V, yz
1 b, b,
:T((an,x - FDE,X)E + (FTD,x - FTE,X)Z + (FDD y DE v)l (FTD,y TE v)l )
ou ainda
u X —u+va)
4 1= 1%2 TIEJ
v=- ZMIJ y
4 1J=DD....TE
b b, b,.
- 4 B (( Uppx — DE,.):)7d+ (MTD,X _uTE,x)EJr (uDD,y +uDE,y)ld - (MTD,y +uTE,y)lr) -2 0

Observando que ug é a capacidade maxima de desaceleragao do veiculo
na direcdo de movimento, que depende apenas do atrito dos pneus com o solo,
e lembrando que J,, = r.,°> m, onde r,, é o raio de giragdo em torno de Z, tem-se
ug | r.° é a capacidade maxima de desaceleragdo angular do veiculo, que
depende da sua geometria e distribuicdo de massa. Finalmente tém-se as
equacoes de movimento do veiculo no referencial local dadas por

. Mg
u= _7 (uDD,x + Upg x + Urp + uTE,x) -
. Hg Ay
y=— (uDD)+uDE>+uTD)+uTE)) V—uw
4 m
D=—"— by ! l l
- 42 ((uDD,x _MDE,X)i + (uTD,x _uTE,x)i + (uDD,y + uDE,y) d (uTD,y + uTE,y) z)_

onde cada pneu contribui com uma parcela de "4 do total maximo das forgas
longitudinal e lateral — ou das correspondentes desaceleragbes, ponderadas
pelos termos u,,; associados a diregao de seus movimentos instantaneos, que
representam, na verdade, as projecOes das forcas de atrito nas dire¢des x e y do
referencial local, de modo a gerar uma resultante no sentido contrario ao da
translacéo do veiculo em ambos os eixos, que, como mostrado na Figura 19,
podem conter parcelas que se compensem mutuamente, ou mesmo que estejam
no mesmo sentido do movimento.

Quanto ao momento das forgas de atrito, além de cada pneu contribuir
também com 4 da capacidade total maxima de desaceleracao angular, tem-se a
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influéncia das bitolas dianteira e traseira, e das distancias dos eixos dianteiros e
traseiros ao CM, ponderadas pelos termos uy,, com sinais associados ao
movimento instantaneo local do pneu, de modo a gerar uma resultante no
sentido contrario ao da rotacdo do veiculo, que possui parcelas sempre no
mesmo sentido da resultante, como discutido anteriormente quando da analise
da Figura 20.

Para melhor interpretacdo do comportamento do veiculo ao longo do
tempo podem ser empregadas algumas varidveis complementares aquelas
utilizadas no modelo matematico descrito. Por exemplo, a velocidade absoluta
do veiculo, dada por

V=+u®*+1?

auxilia na compreensdo do seu movimento até a parada total. Também o

deslocamento, obtido a partir de
SZIV a,’tzjxlu2 +vidt

serd util na andlise dos problemas relacionados.

Lembra-se ainda que as forgas de atrito, e portanto também os momentos
por elas gerados, existem enquanto ha movimento, significando que nas
equacoes diferenciais acima, todos os termos da direita se tornardo nulos
quando as velocidades de translacao e rotacdo se anularem, ou seja, quando o
veiculo parar.

Observa-se novamente que ndo sera aqui desenvolvido um modelo
supondo as rodas livres para girar. Considerou-se, para os objetivos da analise
que se pretende realizar, suficiente o0 modelo com as rodas travadas, situacao
comum em colisbes veiculares, apesar de ndo ser a unica condi¢gdo possivel.
Oportunamente, na medida do necessario um modelo mais completo podera ser

obtido, tendo como base o desenvolvimento apresentado.
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