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APÊNDICE A 

As equações de conservação apresentadas na seção (3.1) para o Modelo de 

Dois Fluidos são válidas apenas ao longo das fases líquida e gasosa, mas não na 

interface entre elas. Assim, é preciso escrever equações de conservação também 

para a região da interface e desenvolver expressões de fechamento que façam 

possível o acoplamento entre as fases. Como no presente trabalho, não há 

transferência de massa entre líquido e gás, é necessário apenas o fechamento para 

a quantidade de movimento.  

As equações apresentadas no Capítulo 3 já incluem a hipótese de que não há 

um salto na tensão cisalhante através da interface, uma vez que o atrito interfacial 

é considerado o mesmo nas equações de quantidade de movimento para líquido e 

gás. Por outro lado, pode–se representar o balanço das tensões normais em um 

volume de controle, com espessura tendendo a zero, envolvendo a interface da 

seguinte maneira (Delhaye,1974): 

R
pp iLiG

σ
=−  (A.1) 

onde p é a pressão, σ é a tensão interfacial, R é o raio de curvatura da interface, G 

e L se referem aos fases gasosa e líquida e i a interface. Esta equação é conhecida 

como equação de Laplace.  

A curvatura no ponto P da interface pode ser obtida a partir da taxa de 

variação do ângulo θ ao longo de s (Figura A.1): 

ds
dθκ =  (A.2) 

Uma vez que a curvatura do círculo osculador da interface em P vale 1/R , 

tem–se que 

R
1

=κ           (A.3) 
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Pode–se ainda escrever, para o ponto P: 

2

2
2

x

h
dx
d

dx
d

d
d

x
h LL

∂

∂
==∴

∂
∂

=
θθθ

θ
θ

θ sec)(tantan  (A.4) 

 
hL

 

Gás 

Líq. 

Figura A.1 – Interface gás–líquido e definições geométricas. 

 
Utilizando–se a relação trigonométrica , obtém–se 

ainda: 
θθ 22 1 tansec +=

2

2

2

2

2

2
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2
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)(tan
)tan(

x
h
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h
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LL
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∂
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∂

∂
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∂

∂

=∴
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∂
=+

θ

θθθ  (A.5) 

Podemos escrever, de acordo com o triângulo retângulo apontado na figura, 

. Desenvolvendo, obtém–se: 222 dsdxdhL =+ 21 )/(/ xhdxds L ∂∂+= . Ainda, 

fazendo uso da regra da cadeia e recorrendo à definição de curvatura, eq. (A.2), 

pode–se escrever: 

 

21 )(
x

h
ds
d

dx
ds

dx
d L

∂
∂

+== κθθ  (A.6) 

Igualando as expressões obtidas para dxd /θ em (A.5) e (A.6), chega–se à 

seguinte expressão para a curvatura k da interface em P: 
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23
2

2

2

1
/

)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂

∂

=

x
h

x

h

L

L

κ  (A.7) 

Voltando à atenção para o denominador da expressão acima observa–se que, 

para ângulos θ pequenos (ou θ <<1 ): . Esta 

aproximação é consistente com a hipótese básica da formulação unidimensional 

do modelo de dois fluidos, válido apenas para longos comprimentos de onda. 

Assim, a relação aproximada (3.12) é plenamente justificada para os casos de 

interesse. Reescrevendo a eq. (A.7), tem–se: 

11 2 ≈+∴≈=∂∂ θθθtan/ xhL

2

2

x

hL

∂

∂
≈κ     (A.8) 

Finalmente, substituindo na eq.  (A.1), obtém–se o salto de pressão em 

função do nível do líquido:  

2

2

x
hpp L

iLiG ∂
∂

=− σ     (A.9) 
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APÊNDICE B 

O intuito aqui é meramente o de verificar o surgimento do parâmetro 

adimensional representando a razão entre as forças de empuxo e de tensão 

superficial (o número de Eötvös) nas equações de quantidade de movimento, de 

modo a demonstrar que o termo devido ao salto de pressão pode ser desprezado 

diretamente, para as mesmas condições em que é desprezado no critério para 

decidir se o modelo é bem– ou mal–posto. Isto reitera a argumentação apresentada 

no Capítulo 5. 

Subtraindo a equação (3.5) da equação (3.4) e rearrumando, pode–se obter: 

GL
L

GL
iLiGG

G
L

L S
x

h
g

x
pp

Dt
DU

Dt
DU

=
∂
∂

−+
∂

−∂
−− βρρρρ cos)(

)(  (B.1) 

Na equação acima, SGL representa os termos gravitacionais e de interação 

viscosa das fases líquida e gasosa, irrelevantes para a demonstração pretendida. 

Além disso, os termos em D /Dt representam as derivadas totais das respectivas 

grandezas (onde x
UUt

U
Dt

DU K
K

KK
∂

∂+∂
∂= , sendo K = G,L). Substituindo a 

expressão (A.9) do Apêndice A, e de acordo com as eqs. (5.11), (5.12) e (5.31): 

[ ] GL

L
p

L
xGLp

G
G

L
L S

x
h
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DkEo

x
h

gk
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DU
Dt

DU
−=

∂
∂

+

∂
∂

−++−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4444 34444 21

2
2

2

)(

)(

σ

ρρσρρ  (B.2) 

A expressão em destaque é a mesma encontrada na eq. (5.32). Portanto, 

como era de se esperar, para as mesmas condições em que o termo de salto de 

pressão interfacial devido à tensão superficial foi desprezado na desigualdade 

dada pela eq. (5.28), poderia ter sido desprezado diretamente das equações do 

modelo, provando que, de fato, o mesmo é irrelevante quando apenas os longos 

comprimentos de onda são considerados.  
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APÊNDICE C 

Como a metodologia proposta aqui está restrita ao desenvolvimento do 

regime de golfadas a partir do escoamento estratificado, é preciso definir 

condições iniciais e de contorno adequadas, correspondendo a estas situações no 

escoamento real. Isto é feito com o auxílio de mapas de padrões de escoamento, 

os quais fornecem as fronteiras de transição entre os diversos regimes possíveis.   

No Capítulo 3, foi descrito o procedimento para determinar a curva de 

transição entre os regimes estratificado e golfadas, dada pela eq. (3.26), segundo 

Barnea e Taitel (1994). Para determinar as outras fronteiras de transição, utiliza–

se como base a metodologia proposta por Taitel e Dukler (1976). 

A eq. (3.26) determina as condições para as quais pequenas perturbações 

que aparecem na interface aumentam de amplitude, determinando a instabilidade 

do escoamento estratificado. Neste caso, dois eventos podem ocorrer: uma golfada 

estável pode se formar, desde que o fornecimento de líquido for suficiente para 

mantê–la; ou, se o nível de líquido for inadequado, uma transição para o 

escoamento anular é esperada. Os autores sugerem que, para uma altura de líquido 

em equilíbrio (determinada pela eq. 3.29) tal que  hL / D > 0,5, o regime de 

golfadas deve ocorrer. Caso contrário, o regime anular se forma.  

O escoamento estratificado pode ser subdividido em duas regiões: uma em 

que a interface pode ser considerada aproximadamente plana ( regime 

estratificado), e outra em que pequenas ondas se desenvolvem na interface 

(regime estratificado ondulado). Taitel e Dukler (1976) sugerem que a geração de 

ondas na interface (pelo efeito do escoamento do gás sobre ela) se dá quando a 

seguinte condição é satisfeita: 

( )
( )

214 /

/
cos

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
≥

LsLG
GLL

G
sG

Us
gU

αρ
βρρν

α
 (C.1) 

onde νL representa a viscosidade cinemática do líquido e s é um coeficiente de 

correção, definido igual a 0,01 (como utilizado no referido trabalho). Os valores 
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do hold–up do líquido (αL) e do gás (αG) são os valores de equilíbrio, dados por 

(3.29) e (3.7). 

Para altas velocidades superficiais do líquido, a altura de líquido em 

equilíbrio se aproxima do topo seção transversal da tubulação, e as correntes de 

líquido e gás tendem a se misturar, formando o regime de bolhas dispersas. Este 

padrão de escoamento será mantido, desde que as forças devido às flutuações 

turbulentas prevaleçam em relação às forças de empuxo, as quais tentam manter o 

gás escoando no topo da tubulação. Assim, a dispersão do gás é esperada quando: 
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 (C.2) 

onde αL é o hold–up de equilíbrio e Si e AG são perímetro da interface e área da 

seção transversal ocupada pelo gás, dados pelas eqs. (3.9) e (3.10), 

respectivamente e fL é o fator de atrito do líquido com a parede, calculado segundo 

a Tabela 3.1. 

O procedimento para determinar as curvas de transição é o mesmo descrito 

no Capítulo 3, i.e., o espectro do mapa de velocidades superficiais é varrido, 

verificando os pontos para os quais o critério para a estabilidade é violado, quando 

deve haver uma mudança no padrão de escoamento. 
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APÊNDICE D 

Na Tabela D.1 abaixo encontram–se discriminados os valores das 

velocidades superficiais de líquido e gás, assim como os espaçamentos da malha 

utilizados em cada um dos casos apresentados. 

 
Tabela D.1 – Conjunto de velocidades superficiais de líquido e gás e espaçamento da 

malha utilizados.  
UsL (m/s) UsG (m/s) ∆x /D 

0,55 1,15 0,33 

0,55 1,65 0,33 

0,55 2 0,33 

0,55 2,18 0,33 

0,55 3 0,66 

0,625 0,97 0,33 

0,625 1,15 0,33 

0,625 1,5 0,66 

0,625 2 0,33 

0,625 3,1 0,66 

1 1 0,33 

1 1,5 0,66 

1 2 0,66 

1 2,5 0,66 

1 3 0,66 

1 3,5 0,66 
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