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5
Analise da Hiperbolicidade do Modelo de Dois Fluidos

O presente trabalho busca a previsdo da hidrodindmica do escoamento
bifasico no regime de golfadas, através do emprego do Modelo de Dois Fluidos
em sua forma unidimensional e transiente. Isto requer a solucdo de um sistema de
quatro equacdes diferenciais parciais ndo-lineares, representando a conservacao
de massa e 0 balanco de quantidade de movimento para cada fase. Conforme
apontado em inimeras referéncias, é preciso tomar bastante cuidado com o uso
deste modelo no que diz respeito ao carater matematico das suas equacoes.

Foi mencionado na secdo 2.1 que a formulacdo do Modelo de Dois Fluidos
é capaz de prever corretamente o crescimento das instabilidades hidrodinamicas
presentes no escoamento bifasico, com a subseqiiente formacdo do regime de
golfadas. Isto é atingido de maneira natural, sem que haja a necessidade de se
aplicar perturbacdes nas condicGes de entrada ou na interface entre as fases; e sem
que, como normalmente ocorre na maioria dos codigos existentes, a transicdo
estratificado-golfadas seja determinada segundo algum critério arbitrario, a partir
do qual um modelo fortemente empirico € acionado para simular o
comportamento do escoamento no regime de golfadas; ou, simplesmente, uma
configuracdo inicial em golfadas é previamente assumida, a partir da qual a
simulacéo se inicia.

No processo de solugdo numerica das equacdes, 0 crescimento da altura do
filme de liquido ocorre fundamentalmente por dois fatores: devido a uma
condicdo momenténea de “ndo-equilibrio” no escoamento (a qual pode ocorrer
devido a condicdo inicial, com uma fracdo de liquido diferente do Zold-up de
equilibrio— o efeito desta condicéo inicial serd comentado no capitulo seguinte),
OU por pequenos erros numericos de truncamento e de “round-off” do computador.
Estes fatores fazem obviamente parte (em maior ou menor escala) de qualquer
processo de simulacdo numérica de escoamentos, aparecendo na forma de
perturbacdes aleatdrias infinitesimais nos campos de solucdo. No entanto, apesar

de aparentemente artificiais, encontram analogia direta num escoamento real, pois
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variagbes infinitesimais aleatérias estdo sempre presentes em qualquer
escoamento.

Infelizmente, conforme dito, o Modelo de Dois Fluidos possui uma
caracteristica extremamente indesejada: a natureza de sua formulacdo matematica
o faz constituir um problema mal-posto sob determinadas condi¢des. Um modelo
matematico é dito bem-posto quando as equacBes constituintes admitem uma
solugdo Unica que depende continuamente das condigdes iniciais e de contorno
(Courant e Lax, 1949). Um problema mal-posto ndo possui solucdo Unica; e
qualquer solucgéo obtida em problemas deste tipo faz parte de um conjunto infinito
de solucdes, todas elas igualmente validas.

Podemos determinar se um problema é bem-posto ou ndo através do carater
matematico do conjunto de equacdes diferenciais parciais (eg. 5.1), o qual é

determinado pelo problema de autovalor, eq. (5.2):

A2®  go® _¢ (5.1)
ot ox

det[B - 1A]=0 (5.2)

onde A e B séo as matrizes Jacobianas de dimenséo n x n, ¢ € o vetor solugéo do
sistema e C é um vetor coluna de dimensdo n. O problema de valor inicial em
consideracdo é achar solugcdo para o sistema na regido 0<x<L, onde L é 0
comprimento do duto, e #>0; sujeito a condigdo inicial ¢(0,x)=G(x). O
problema é dito bem-posto, se a solucdo da eq.(5.2) fornece apenas autovalores
(47s) reais. Se autovalores complexos existirem, o problema é mal-posto (para as
condicbes em que isto acontecer), e haverd um crescimento irreal das
perturbacdes, em todos os comprimentos de onda, na auséncia de fontes
estabilizantes nas equagtes do modelo (Lyczkowski et al. 1978; Stewart e
Wendroff 1984).

E preciso fazer uma distingdo entre a instabilidade do escoamento (uma
caracteristica fisica) e as instabilidades artificiais geradas pelo fato de um
problema ser mal-posto. A estabilidade do escoamento esta associada a tendéncia
em retornar ao seu estado original apos ter sido perturbado. O crescimento ou

decaimento destas perturbacdes é determinado pela dindmica do escoamento. Ja a
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questdo da boa ou mé-colocagdo (usados aqui como traducdo de “well-” e “ill-
posedness”) das equacgdes é uma propriedade da modelagem, e ndo do escoamento
(ha de se reconhecer, no entanto, que a acuracia do modelo, mesmo que bem-
posto, também pode alterar significativamente a estabilidade do escoamento nas
simulagcbes). Portanto, a principio, pelo que foi visto acima, para prever
corretamente a transicdo do regime estratificado para o de golfadas, duas
condi¢des sao necessarias: primeiro, que o escoamento seja instavel; e segundo,
que o sistema de equacOes seja bem-posto.

Na verdade, segundo J.D. Ramshaw e J.A. Trapp (1977), mesmo que 0
sistema de equagdes constituindo o Modelo de Dois Fluidos possua caracteristicas
complexas, é possivel obter resultados plausiveis, desde que os efeitos artificiais
estabilizantes introduzidos através da representacdo do sistema de equacgdes
diferenciais por diferengas finitas (0 esquema upwind de interpolacdo seria um
bom exemplo) forem suficientes para tal.

Cabe aqui analisar a questdo da malha com um pouco mais de detalhe. De
acordo com Richtmyer e Morton (1967), a representacdo das equacdes
diferenciais por diferencas finitas por si s6 introduz perturbacGes de comprimento
de onda da ordem do espacamento da malha. Além disso, deve se ter em mente
que a malha funciona como um filtro, uma vez que o menor comprimento de onda
nela representavel é 2 Ax (sendo Ax o espacamento da malha). Assim, a medida
que a resolucdo da malha aumenta, € preciso que haja efeitos que estabilizem os
menores comprimentos de onda artificialmente introduzidos, ja que o modelo é
valido apenas para longos comprimentos de onda. Sabe-se que, em todo o
processo de solucdo de equacdes diferenciais pelo método dos volumes finitos, é
preciso utilizar uma resolucdo da malha fina o suficiente para que o resultado nédo
seja consideravelmente afetado pela difusdo numérica e a dindmica dos longos
comprimentos de onda seja corretamente prevista (o que, na realidade, controla as
caracteristicas mais importantes das golfadas). H&, no entanto, um complicador
para o tipo de problema aqui analisado: o espacamento nao pode ser muito
pequeno, de modo que a ma-colocacgdo das equacdes ndo se manifeste.

O Modelo de Dois Fluidos em sua forma unidimensional esta restrito a
longos comprimentos de onda, porém, conforme visto, & medida que o
espacamento da malha diminui, perturbacdes de menores comprimentos de onda

aparecem naturalmente. De fato, a ma-colocacdo das equacbes se manifesta
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quando as menores escalas do escoamento bifasico comegcam a surgir. Se, para
malhas finas, a difusdo numérica j& ndo é suficiente para estabilizar estas
perturbacdes, outros efeitos precisam ser considerados no modelo. O que se
observa na pratica € uma impossibilidade de se atingir uma solucdo Unica com o
refinamento da malha, o que é claramente uma caracteristica de sistemas mal-
postos.

Conforme visto na secdo anterior, o processo de média das equacdes
permite uma formulacao unidimensional, mas exige, por outro lado, que os termos
de interacédo interfacial sejam modelados. A modelagem destes termos possui um
profundo efeito sobre a natureza do sistema de equagdes. De maneira geral, € um
consenso na literatura que os fendmenos fisicos presentes no escoamento bifasico
(na realidade, em qualquer escoamento) devam encontrar sua expressao
matematica em termos de problemas bem-postos. Neste sentido, houve, e ainda ha
uma extensiva busca na literatura em torno da correta descricdo da interagéo
interfacial para tentar resolver o problema da ma-colocacdo do sistema de
equacOes. Lyczkowski et al. (1978) estudaram a influéncia de diversos tipos de
interacdo interfacial (arrasto, massa virtual, entre outros) no espaco de solucgdes do
Modelo de Dois Fluidos. No e Kazimi (1984) estudaram os efeitos da massa
virtual nas equagOes do Modelo de Dois Fluidos. Foi demonstrado que a regido
em que autovalores reais sdo encontrados aumenta, mas existe uma certa
arbitrariedade no formato apresentado para o termo a ser incorporado pela
equacdo. Para considerar este efeito na formulacdo apresentada aqui, uma
avaliacdo mais criteriosa se faria necessaria, sendo fundamental a realizagdo de
validacdes experimentais.

Conforme dito na secdo 2.1, para simular corretamente 0 escoamento num
determinado regime, mapas de padrdes de escoamento S30 necessarios para
determinar condic¢des iniciais e de contorno representativas de tal regime.
Adicionalmente, de acordo com o que foi dito acima, ao utilizar o Modelo de Dois
Fluidos deve-se levar ainda em consideracao a existéncia de regibes no mapa para
as quais a ma-colocacdo do modelo deve se manifestar. Porém, é preciso tomar
cuidado com o fato de que a analise caracteristica é realizada diretamente nas
equacOes diferenciais do modelo; as quais serdo discretizadas para serem
resolvidas numericamente, havendo obviamente erros numéricos intrinsecos neste

processo. Assim, € possivel que, de acordo com as condigdes iniciais e de
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contorno, o problema seja aparentemente bem-posto (ou mal-posto), mas na
pratica isto ndo se observe, uma vez que o sistema de equagOes discretizado nédo
corresponde exatamente ao sistema de equacOes diferenciais (pressupde-se, €
claro, que o Modelo de Dois Fluidos € consistente; i.e., 0 sistema de equacdes
diferenciais parciais é fielmente representado no limite em que o espacamento da
malha e 0 passo de tempo tendem a zero). Apesar de a difusdo numérica possuir
sabidamente o efeito de estabilizar as perturbacbes, o que faria da analise
caracteristica diretamente nas equac@es diferenciais um procedimento até mesmo
conservativo; esta analise caracteristica ndo foi realizada neste trabalho, pois foge
do escopo do mesmo. Por outro lado, para obter maior confianga nas simulagdes,
outras medidas devem ser tomadas, como por exemplo verificar localmente (em
cada ponto da malha) se o critério para o qual o modelo é bem-posto ndo esta
sendo violado. Na realidade, a medida mais indicada (também utilizada aqui) para
decidir se 0 modelo é bem- ou mal-posto, para determinadas condicbes de
contorno, é a incapacidade de se obter uma solucdo Unica com sucessivos
refinamentos da malha. Assim, recomenda-se que testes de malha sejam sempre
realizados.

Bonizzi (2003) determinou os autovalores dados pela eq. (5.2) para a versédo
compressivel do Modelo de Dois Fluidos, sem salto de pressdo na interface. Em
sua analise, concluiu que os autovalores mais importantes geram 0 mesmo critério
para definir as regides em que o sistema é bem- ou mal-posto que a forma
incompressivel do modelo. Além disso, dois autovalores extras (associados a
velocidade do som) foram encontrados.

O presente trabalho estende a analise contemplando os casos incompressivel
e compressivel, para o sistema com o salto de pressdo interfacial. A introducdo do
salto de pressdo na interface é motivada pelo sabido efeito estabilizante da tenséo
superficial em diversos tipos de problemas, conforme extensivamente reportado
na literatura (Richtmeyer e Morton, 1967; Ramshaw e Trapp, 1977; Stewart e
Wendroff, 1984; Banerjee, 2002).

5.1
Caso Incompressivel

As equacdes de conservacdo de massa e de quantidade de movimento linear
das fases, egs. (3.2) a (3.5), encontram-se escritas na forma conservativa. Visando


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412763/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0412763/CA

Andlise da Hiperbolicidade do Modelo de Dois Fluidos 52

facilitar a presente andlise é conveniente reescrevé-las na forma ndo-conservativa,

tomando, para escoamentos de fluidos incompressiveis, a seguinte forma:

Conservagado de Massa:

GaG oag OUG

+Unr—L + =0 5.3
ot G ox “C ox Ox 63
aaL aaL ouy

+U —& =0 5.4
o Lox T oy 64

Balanc¢o de Quantidade de Movimento Linear:

oUg oUg agopic Ohy.
ag—=+agU + +aGg—=Cosp =S 9.5
G5 TAGUG T T oy TAGE T, 0P =5y 5:9)
our oUup  ar opi Ohy.
o —=+a;Uy +—= +a cosp=S 5.6
Lo taUL =y ot oy T8, 0= 5y, (56)
onde
(Y 7.5,
S, =—aggsinf——-¢ L 5.7
Ug cgsing Ap.  Ap, (5.7)
Sy, _ o, gsing—DuSL TS0 (5.8)
Ap,  Ap,
Adicionalmente tem-se as seguintes equacdes de restricao:
Restrigdo de fragdo volumétrica:
arp +ag =1 (5.9)
Condigdo de pressdo interfacial:
2
DiG — DilL =0 K onde «x =% (5.10)
0x

logo
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_, OpiL _0pig _ Ok _0pig _ Ok day (5.11)
Ox Ox Ox Ox oaj Ox

Relacionando a variacdo do nivel de liquido com a fracdo volumeétrica e

usando a eq. (3.27) tem-se:

ﬁhL_ahL aaL _@60[L

= (5.12)
ox OJdaj Ox 0x

onde

_ahL_ A D

- _ - (5.13)
day dApldh;  4sen(y/2)

Substituindo as equacgbes de restricdo (1.9) e (1.11) nas equagOes de
conservagdo para o liquido, assim como a eq. (5.12) tem-se:

-G _y, 286 g L g (5.14)
OCL%HILUL ang +Z_2651G+0‘L goag—xG:SUL (5.15)
onde
¢ = gmoos g —-Z-2% (5.16)
pL oaf,
O vetor das variaveis primitivas ® é dado por:
O=la, U, U, pol (5.17)

As matrizes A, B e o vetor coluna C que aparecem na eq. (5.1) correspondendo ao
sistema de equacgdes do Modelo de Dois Fluidos, para fluidos incompressiveis,
definido pelas egs. (5.3), (5.14), (5.6) e (5.15), sdo dadas por:
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1 0 0 O
A -1 0 0 O
=l o ac 0 0 (5.18)
0 0 ap O]
i U, g 0 0
-U 0 a 0
B= t . (5.19)
—a.gDcosp a .U, 0 agl pg
-, P 0 a, U, alp
c=lo o sy, sy, T (5.20)
Resolvendo-se a eqg. (5.2), os quatro autovalores sdo dados por:
[a 22 0 0] (5.21)

Os dois autovalores diferentes de zero sdao dados pelas raizes da equacgdo

quadratica na forma caracteristica al? +bA+E =0 , e

-b+
@Zz_ﬁ;ﬂa (5.22)
' 2a
a=agpL +aLpG (5.23)
b=-2ag pr UL +ar p6 Ug) (5.24)
_ 8
c= aLPGUCZ; + aGPLUE —aGOfL[ (pr — pG) gcos B - G%} (5.25)
L
A=b% - da? (5.26)

Para garantir a hiperbolicidade do sistema de equacdes, é necessario que A>0,

que por sua vez leva ao seguinte critério:

Ug-U;)? < {(pL - pG)gcos f D - aa—"}(“—M“—GJ (5.27)
darp \pL PG
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Dadas as condicOes iniciais e de contorno, pode-se determinar se o
problema é bem-posto ou ndo através da desigualdade dada pela eq. (5.27). Vale
ressaltar que, fazendo-se o = 0 na relacdo acima, obtém-se 0 mesmo critério
obtido quando o salto de presséo é desconsiderado inicialmente nas equacfes do
modelo.

Para avaliar a importancia do termo associado ao salto de pressdo, é preciso

saber avaliar o termo Ox /0« , onde x € a curvatura da interface dada por

K= azhL /8 x2 (ver Apéndice A). Com esse objetivo, pode-se rescrever o critério
representado pela eq. (5.27), utilizando-se a eq. (5.13); que g, = g cos S é 0
componente da aceleracdo da gravidade na direcdo contraria ao escoamento. e que
ok /0oy =[ox/0hy ][Oy [0y ], tem-se

Ok | Oh a a
(o _UL)2 S|:(pL _pG)gx -0 }( £ J(_L'*'_GJ (5.28)
oh, \oa, \p.  Pc

Para estimar o termo associado ao salto de pressdo, pode-se introduzir uma
perturbacdo na altura da interface de acordo com a eq. (3.21)
(wt -k
B h, el p )]

T leq

(5.29)

onde /., € 0 nivel de equilibrio; %, @ , e k séo, respectivamente a amplitude
inicial, freqiéncia angular e o nimero de onda (relacionado ao comprimento de
onda A, através de k, = 27z /4,) da perturbacdo. Logo, assumindo-se o nimero de

onda k, constante ao longo de x, tem-se

2
0 hL 2
K= =~k hy (5.30)
6x2 P
e, portanto:
oK _ k% (5.31)
ohy

Substituindo o resultado de (5.31) em (5.28) e rearranjando tem-se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412763/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0412763/CA

Andlise da Hiperbolicidade do Modelo de Dois Fluidos 56

~p,)g.D? + kD]
D? -

(o, = po) 2. + ok?]= (. [Eo + (k,,D)Z]§

(5.32)

onde Eo=(p, - p,)g.D?/c é o nlmero de Eétvds, e indica a razdo entre as
forcas de empuxo e as forcas de tensdo superficial. O parametro (ka)2 € uma

medida do tamanho relativo do comprimento de onda da perturbacdo em relacéo

ao diametro do tubo (uma vez que k, = 2z/4,). E possivel argumentar que,

quando o nimero de Eotvés for muito maior do que (ka)z, 0 termo que aparece

devido ao salto de pressdo na interface torna-se desprezivel no critério. Mas,
conforme ja& comentado na secdo 3.1, o Modelo de Dois Fluidos em sua forma
unidimensional carrega a hipotese intrinseca de que o comprimento de onda das

perturbacOes € grande se comparado ao diametro do tubo. Assim, k,D<<1 e

logicamente (ka)2<<1. Portanto, apenas quando Eo <<1, a curva que delimita as

regides em que o Modelo de Dois Fluidos é bem- ou mal-posto sera afetada pelo
salto de presséo na interface entre os fluidos. Para os casos simulados no presente
trabalho (tomando a ordem de grandeza das variaveis como p; ~ 1000 kg/m®, pg ~
1 kg/m®, g ~10 m/s?>, D ~ 0,1 me o~ 0,1 N/m), Eo ~ 1000. Assim, para longos
comprimentos de onda nenhum efeito deve ser esperado na natureza das equagdes.
Um procedimento de adimensionalizacao realizado diretamente nas equacdes de
quantidade de movimento do Modelo de Dois Fluidos mostra que, para Eo >>1, 0
termo da tensdo superficial pode ser desprezado diretamente, portanto, nestas
condicdes, de fato a tensdo superficial ndo deveria ter qualquer efeito sobre o
critério (vide apéndice B).

Neste ponto, vale enfatizar que o intuito aqui é apenas demonstrar que o
salto de pressdo interfacial, mesmo sendo um efeito fisicamente existente, ndo traz
vantagens adicionais a0 modelo para os casos praticos de interesse; e isto é
demonstrado através de experimentos numéricos apresentados nas secdes
seguintes. Assim, ndo serdo testados casos em que Eo <<1, mesmo porque haveria
duvidas quanto a validade do modelo para estes casos, uma vez que, mantendo o
mesmo sistema bifasico ar-dgua, seria necessario um diametro da ordem do
milimetro para atingir um Eo tdo pequeno. Desta forma, os termos de interacdo

interfacial teriam de ser reavaliados.
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H& ainda uma questdo a ser esclarecida: na analise apresentada acima, 0
nimero de onda foi fixado num determinado valor k,, e foi assumido que apenas
longos comprimentos de onda estariam presentes. Porém, pelo que foi dito
anteriormente, perturbacGes de menores comprimentos de onda sdo introduzidas
se a malha for continuamente refinada. E possivel, portanto, que para malhas mais
finas o termo adicional devido ao salto de pressdo possua algum efeito
estabilizante, ao menos para as perturbacdes cujos comprimentos de onda séo da
ordem do espacamento da malha. A figura (5.1), permite estimar o valor de um
nimero de onda representativo de modo que algum efeito possa ser observado no
sistema. Tomando um valor de k, = 50/D, a resolugdo minima da malha

(szﬂp/Z) para que se possa representar um comprimento de onda desta

ordem seria: 2 #/A,= 7Ax=50/D, logo Ax ~0,06D . Utilizar tamanha resolugao

seria certamente impraticavel para a maioria dos casos de interesse. Mas ainda
assim, mesmo que uma resolucdo de malha bastante fina fosse utilizada, o uso de
graficos como o apresentado na Fig. 5.1 se restringe a analise individual de cada

comprimento de onda.

100.00 €
g kp= 10/D k,= 50/D
i k,= 200/D

10.00

1.00

Ust (Mm/s)

0.10 A

0.01

1.0 10.0 100.0
Us (M/s)

o
[EEN

Figura 5.1 — Mapas de Ug_ vs. Ugs: Influéncia do nimero de onda nas curvas de

transicao entre as regides em que o modelo é bem- e mal-posto.

J.D. Ramshaw e J.A. Trapp (1977) apresentam um argumento qualitativo
para mostrar que a consideracdo do salto de pressdo seria insuficiente para

estabilizar o sistema como um todo. Os autores especulam que a tensdo
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superficial, apesar de exercer um efeito estabilizante sobre as menores escalas,
ndo é capaz de dissipar a energia recebida pela interagdo com as demais bandas do
espectro. Assim, imaginando um comprimento de onda cres¢a até atingir uma
amplitude tal que os efeitos ndo-lineares comecem a ser importantes, cuja
consequiéncia seria a de transferir energia aos demais comprimentos de onda.
Mesmo que 0s pequenos comprimentos de onda sejam estaveis devido a tenséo
superficial, suas amplitudes crescerdo, ndo devido a instabilidade, mas
provavelmente pelo fato de a energia transferida pelos outros comprimentos de
onda ndo ser suficientemente dissipada. A incapacidade da tensdo superficial em
manter a estabilidade dos menores comprimentos de onda, mesmo nas malhas
finas, € evidenciada nas simulacdes realizadas pelo presente trabalho, uma vez
que um crescimento irreal das perturbacGes também foi observado nos casos mal-

postos rodados com estas malhas.

5.2
Caso Compressivel

No caso em que 0 gas é compressivel, considera-se que 0 mesmo é um gas

ideal, sendo a massa especifica dada por

_ Pig :l _ . *:c_P 5.33
pG RT Czsz ! 7/ c ( )

onde R e T séo a constante do gas e a temperatura de referéncia, y.* é a razéo de
calores especificos a pressdo (c,) e volume (c,) constante. Substituindo esta
equacdo de estado no conjunto de equacbes de conservacdo, egs. (3.2) a (3.5),

reescritas na forma ndo conservativa, obtém-se

oag oag 1 0pG 0pG oUg
—L+U + a +agUg —= |+ag —= =0 5.34
ot G@x,o{Gé’t V6 Tox |70 ax (5.34)
oag oag ouy
-—=-U +a =0 5.35
o Lox " TF ox (5.35)
oU, oU, c* ag;0p,; a;
+a U —— D cospf=S 5.36
%o UG T oy e8P e0E =Sy, (5:36)
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2
O,Lai a, ULaiJrﬁc_apG +06L50%=SU (5.37)
ot ox p, y* oOx ox -

Procedendo da mesma forma que no caso incompressivel para determinar os
autovalores do sistema de equacbes, sendo o0 vetor das variaveis primitivas

® dado por
®=la, U, U, p.I (5.38)

e as matrizes A, B e C que aparecem na ed. (5.1) correspondendo ao sistema de
equacdes do Modelo de Dois Fluidos, para fluidos compressiveis (definido pelas
eqs. 5.34 a 5.37), sdo dadas por:

(1 0 0 a,lp,

A -1 0 O 0 (5.39)
0 a, O 0

0 0 a O

U, a 0 a; Usl pg
s-| U 0« 0 (5.40)
—aggDCOsf ayUg 0 (€1 7*) (@ ! pe)
| a0 0 a,U, 1y (a,lp,)
c=lo o sy, sy, T (5.41)

Para resolver det[B - /1A] =0 e necessario encontrar as quatro raizes de

AP =2U, +U A +

2
+ (U, +U,)*+2U, UG+a—L(pLg@cosﬂ—a oK —p—GC—*J A+
P a, Gg 7

~|lu, U, W, +UG)+a—L[pL 2Dc0sf— oK —&C—*JUG + U, A
P a, Qg Yy e

2
+UZ U —%Uf +Z—L£pL gDCosfB — o

L

oK _&i Ué +
oa, ag y*
? a oK
——*—L((pL—pG)g(DCOSIB—G ]:0

P Ja,

(5.42)

Neste caso, tem-se quatro autovalores ndo nulos. E facil perceber, da eq

(5.42), que para as mesmas condi¢cBes em que o efeito do salto de pressdo é
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desprezivel no caso incompressivel, também o serd neste caso, ja que 0s termos
devido a gravidade ea tensao superficial sempre aparecem juntos. Mais uma vez, a
consideracdo do salto de pressdo ndo contribui de forma significativa para
aumentar a regido em que o problema é bem posto. De acordo com Bonizzi
(2003), dois dos autovalores da eq. (5.42) séo relacionados com a velocidade do
som ¢, enquanto que os outros dois sdo relacionados com a velocidade de
propagacdo das ondas de continuidade (Wallis, 1969), cuja magnitude ¢é
comparavel as velocidades das fases. Estes dois Gltimos autovalores apresentam
caracteristicas proximas daqueles encontrados para 0 escoamento incompressivel,
de forma que o critério para a definir a regido em que o problema é bem posto ndo

varia significativamente.
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