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A
Integração de Monte Carlo

A.1
Quadratura determińıstica

Quando queremos resolver numericamente uma integral

I =

∫ b

a

f(x)dx, (A-1)

uma possibilidade é aproximá-la pela integral de uma outra função mais

simples cuja integral seja conhecida analiticamente, como polinômios, onde

podemos aplicar o teorema fundamental do cálculo. Essa é a idéia por trás dos

métodos clássicos de quadratura, como o método dos trapézios e o método de

Simpson (Press et al. 92), dois exemplos da famı́lia de métodos classificados

como fórmulas de Newton-Cotes.

Mais geralmente, as regras de quadratura são somas da forma

I ≈
n∑

i=1

wif(xi), (A-2)

que exigem a avaliação da função f em n pontos de seu domı́nio. Uma

vez satisfeitas certas condições de suavidade, a taxa de convergência desses

métodos é tipicamente de O(n−r) para algum inteiro r > 1.

Para funções a várias variáveis, a situação se complica significativamente.

Em primeiro lugar, enquanto o domı́nio de integração no caso unidimensional é

simplesmente um intervalo, no caso multidimensional, ele pode assumir formas

bem mais complicadas. Em segundo lugar, embora as regras de quadratura

possam ser estendidas para funções a mais de uma variável, além de exigirem

condições de suavidade que freqüentemente não são satisfeitas na prática, em

um domı́nio d-dimensional, o número de amostras necessárias para que se

obtenha o erro equivalente ao caso unidimensional com n amostras cresce com a

d-ésima potência de n. Com isso, a eficiência passa a diminur exponencialmente

com o crescimento de d, pois agora temos uma convergência de O(n−r/d).

E, mais ainda, embora as extensões das regras de quadratura para o caso

multidimensional evidentemente não esgotem os algoritmos para integração

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410853/CA
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numérica multidimensional, foi provado que todas as regras determińısticas de

quadratura também sofrem o mesmo problema de dependência da dimensão,

ou seja, esse impasse não é simplesmente uma conseqüência da falta de algo-

ritmos melhores, mas de uma caracteŕıstica intŕınseca ao problema. Consulte

(Traub & Werschulz) para uma discussão mais formal sobre a teoria da com-

plexidade para problemas como o da integração numérica, onde a entrada dos

algoritmos (um conjunto finito de amostras da função, no caso da integração)

é uma informação parcial que não especifica unicamente uma instância do

problema.

Esses resultados pessimistas servem como motivação para o uso de uma

classe completamente distinta de algoritmos não determińısticos baseados em

amostragem aleatória.

A.2
Um breve histórico

Métodos numéricos que fazem uso de amostragem aleatória são classi-

ficados como métodos de Monte Carlo, em referência ao célebre cassino do

Principado de Mônaco. O exemplo mais antigo que se conhece do emprego de

técnicas com essa natureza é o famoso experimento da agulha feito pelo Conde

de Buffon (Buffon 1777): jogando várias vezes uma agulha de comprimento L

sobre o chão, formado por tábuas de largura d, ele queria determinar a pro-

babilidade P de a agulha atingir uma das linhas paralelas formadas na junção

das tábuas. Analisando o problema, também mostrou que a probabilidade era

P =
2L

πd
.

Anos mais tarde, em uma sugestão de Laplace, esse resultado foi apontado

como um experimento que poderia ser usado para calcular o valor de π.

Apesar dessa e de outras aparições isoladas de amostragem aleatória na

solução de problemas numéricos, os chamados métodos de Monte Carlo só

foram realmente desenvolvidos e popularizados logo após o fim da Segunda

Guerra Mundial, quando cientistas como Stanislaw Ulam, John Von Neumann

e Nicholas Metropolis se reuniram em Los Alamos para o projeto da bomba

de hidrogênio. Motivados pela construção do primeiro computador eletrônico

nos Estados Unidos, o ENIAC, eles usaram técnicas de amostragem aleatória

para calcular a trajetória de nêutrons.
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A.3
Integração de Monte Carlo

Embora métodos de Monte Carlo englobem uma famı́lia bem mais geral

de algoritmos, nós estamos apenas interessados na classe mais restrita de

métodos de Monte Carlo usados para fazer integração numérica. Então vejamos

como podemos usar amostragem aleatória para resolver o nosso problema de

integração unidimensional (equação A-1).

Uma alternativa às regras de quadratura é calcular o valor médio de f no

intervalo [a, b] e multiplicar o resultado pelo comprimento do intervalo, pois

I =
1

b− a

∫ b

a

f(x)dx =
I

b− a
.

Gerando n amostras independentes x1, x2, . . . , xn com distribuição uniforme

no intervalo [a, b], a média de f pode ser estimada pela média das amostras, o

que nos leva ao seguinte estimador para a integral:

In =
b− a

n

n∑
i=1

f(xi).

Na média, esse estimador nos dá o resultado correto, já que seu valor

esperado é

E[In] = E

[
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

]

=
b− a

n

n∑
i=1

E[f(xi)]

=
b− a

n

n∑
i=1

E[f(x)]

=
b− a

n
nE[f(x)]

= (b− a)E[f(x)]

= (b− a)

∫ b

a

f(x)
1

b− a
dx

= I.

Mais formalmente, a convergência (em um sentido probabiĺıstico) é garantida

pela lei dos grandes números, que nos diz que

P

(
lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

f(xi) = E[f(x)]

)
= 1
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Note que, mesmo que a variância do estimador não exista, a convergência ainda

é garantida, embora mais lentamente.

Assumindo que a variância existe, podemos usar a desigualdade de

Chebychev para calcular o erro do estimador (novamente, em um sentido

probabiĺıstico). Usando o fato que E[In] = I,

P

(
|In − I| ≥

√
V [In]

δ

)
≤ δ,

onde δ é um número real positivo arbitrário. E como

V [In] = V

[
b− a

n

n∑
i=1

f(xi)

]

=
(b− a)2

n2

n∑
i=1

V [f(xi)]

=
(b− a)2

n2
nV [f(x)]

=
(b− a)2

n
V [f(x)]

=
(b− a)2

n

(∫ b

a

f(x)2 1

b− a
dx− I2

(b− a)2

)

=
1

n

(
(b− a)

∫ b

a

f(x)2dx− I2

)
, (A-3)

temos que

P

(
|In − I| ≥ b− a√

n

√
V [f(x)]

δ

)
≤ δ.

Ou seja, uma vez fixado um valor para δ, o erro decresce com
√

n. Mais

informalmente, escolhendo um valor bem pequeno para δ, à medida que

tomamos um número maior de amostras estamos estreitando a faixa de valores

que In provavelmente deve assumir.

Embora o estimador nos forneça o resultado correto quando as amostras

são geradas com uma distribuição uniforme, a equação A-3 nos dá uma

indicação de que podemos fazer melhor e diminuir a variância caso as amostras

sejam geradas com uma distribuição mais apropriada. Isto é, gerando n

amostras independentes x1, . . . , xn segundo uma função de densidade p e

usando o estimador

In =
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)
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para a integral, o valor esperado é ainda o valor correto

E[In] = E

[
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)

]

=
1

n

n∑
i=1

E

[
f(xi)

p(xi)

]

=
1

n

n∑
i=1

E

[
f(x)

p(x)

]

= E

[
f(x)

p(x)

]

=

∫
f(x)

p(x)
p(x)dx

=

∫
f(x)dx

= I.

Nesse caso, a variância é

V [In] = V

[
1

n

n∑
i=1

f(xi)

p(xi)

]

=
1

n2

n∑
i=1

V

[
f(x)

p(x)

]

=
1

n
V

[
f(x)

p(x)

]

=
1

n

(
E

[(
f(x)

p(x)

)2
]
− E

[
f(x)

p(x)

]2
)

=
1

n

(∫ (
f(x)

p(x)

)2

p(x)dx− I2

)

=
1

n

(∫
f(x)2

p(x)
dx− I2

)
, (A-4)

o que nos diz que uma escolha correta da função de densidade p pode reduzir

significativamente o erro.

As vantagens principais da integração de Monte Carlo em relação aos

métodos determińıstico são, em primeiro lugar, que, sem fazer qualquer

hipótese sobre a suavidade do integrando, a integração de Monte Carlo estende-

se naturalmente a funções com mais de uma variável mantendo a mesma con-

vergência de O(n−1/2). Para isso, basta que se utilize uma função de densidade

de probabilidade com a dimensão correspondente para a geração das amos-

tras. Outra vantagem marcante é a simplicidade, pois, para usar o método,
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precisamos simplesmente saber gerar amostras aleatórias e avaliar a função f

no ponto amostrado. Isso é altamente desejável do ponto de vista de uma im-

plementação orientada a objetos, pois significa que temos uma interface bem

definida para esses estimadores.

A.4
Técnicas de redução da variância

Na seção anterior, vimos que uma escolha apropriada da função de

densidade p pode reduzir significativamente o erro do estimador. A distribuição

ótima ocorre quando p é da forma p(x) = λf(x), onde

λ =
1∫

f(x)dx
,

quando o estimador tem variância zero, já que

In =
f(x)

λf(x)
=

1

λ
.

Evidentemente, não podemos usar esse estimador, já que exige o conhe-

cimento de I, que é justamente o que estamos querendo calcular e nos trouxe

até aqui! Na prática, esse estimador ótimo indica que as amostras devem ser

geradas com um estimador que tenha mais ou menos o mesmo “formato” do

integrando, prinćıpio conhecido como amostragem por importância. Em com-

putação gráfica, esse prinćıpio é especialmente útil, pois é comum termos no

integrando BRDFs com direções de alta especularidade, ou um pequeno ângulo

sólido onde a radiância incidente é bem mais forte devido à presença de uma

fonte de luz. Segundo o prinćıpio da amostragem por importância, devemos

usar distribuições que priorizem a geração de amostras nessas direções.

Uma outra técnica para a redução da variância é a estratificação. Na

estratificação, o domı́nio de integração é particionado em vários subdomı́nios

e a integral é avaliada separadamente em cada subdomı́nio por integração de

Monte Carlo, geralmente com, no máximo, uma amostra por domı́nio. Pode-se

mostrar que a variância em uma amostragem estratificada nunca é pior que a

do estimador não estratificado.

Existem várias outras técnicas de redução da variância, embora as duas

mencionadas sejam de longe as mais aplicadas em computação gráfica. Para

outras técnicas de redução de variância, assim como boas referências para

métodos de Monte Carlo, consulte (Kalos & Whitlock 86), (Rubinstein 81) e

(Hammersley & Handscomb 64).
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B
Exemplos de Descrição de Cena

Display happy_buddha.exr exr

Resolution 512 512

PixelSampler JITTER 25

PixelFilter BOX 1 1

Pinhole 278 273 -800 278 273 -799 0 1 0 -0.0125 0.0125 -0.0125 0.0125 0.035

Background 0 0 0

BeginScene PATHTRACER

# Floor

Lambert 0.75 0.75 0.75

Triangle 552.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2

Triangle 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 559.2 552.8 0.0 559.2

# Ceiling

Triangle 552.8 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 0.0

Triangle 0.0 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 559.2

# Back wall

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2 552.8 548.8 559.2

# Left wall (Red)

Lambert 0.6 0.05 0.05

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2 552.8 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 548.8 559.2 552.8 548.8 0.0

# Right wall (Green)

Lambert 0.1 0.4 0.1

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0
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Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 552.8 0.0 0.0 552.8 559.2

# Happy Buddha

Lambert 0.75 0.75 0.75

PushTransform

Translate 200 0 300

Scale 2000 2000 2000

Rotate 180 0 1 0

Translate 0 -0.049 0

Mesh "happy_buddha.ply"

PopTransform

# Light

DiffuseEmitter 1 1 1

Triangle 343.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 227.0

Triangle 213.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 332.0

EndScene
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Display bunny.exr exr

Resolution 512 512

PixelSampler NROOKS 10

PixelFilter TRIANGLE 2 2

Pinhole 278 273 -800 278 273 -799 0 1 0 -0.0125 0.0125 -0.0125 0.0125 0.035

Background 0 0 0

BeginScene PATHTRACER

# Floor

Lambert 0.75 0.75 0.75

Triangle 552.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2

Triangle 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 559.2 552.8 0.0 559.2

# Ceiling

Triangle 552.8 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 0.0

Triangle 0.0 548.8 0.0 552.8 548.8 559.2 0.0 548.8 559.2

# Back wall

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 559.2 0.0 548.8 559.2 552.8 548.8 559.2

# Left wall (Red)

Lambert 0.6 0.05 0.05

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 0.0 559.2 552.8 548.8 559.2

Triangle 552.8 0.0 0.0 552.8 548.8 559.2 552.8 548.8 0.0

# Right wall (Green)

Lambert 0.1 0.4 0.1

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 0.0 0.0 0.0 552.8 0.0

Triangle 0.0 0.0 559.2 0.0 552.8 0.0 0.0 552.8 559.2

# Stanford Bunny

Phong 0.1 0.1 0.1 0.75 0.75 0.75 50

PushTransform

Translate 200 0 300

Scale 2000 2000 2000

Rotate 180 0 1 0
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Translate 0 -0.0329874 0

Mesh "bunny.ply"

PopTransform

# Light

DiffuseEmitter 1 1 1

Triangle 343.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 227.0

Triangle 213.0 548.5 227.0 343.0 548.5 332.0 213.0 548.5 332.0

EndScene
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