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Preliminares

2.1
Nocdes basicas de uma acdo

Uma agao suave de um grupo de Lie G numa variedade M é uma
aplicacao de classe C* , 6 : G x M — M , satisfazendo as propriedades

abaixo:
(i) O(gh,x) = 0(g,0(h,x))
(ii) O(e,x) =x

para todo g,h € G e x € M onde e é a identidade de G.

Denotaremos por 0, : M — M a aplicacao 0,(z) = 6(g,x). Da defini¢ao
segue-se que 0,-1 = (0,)" para todo g € G, o que mostra que 6, : M — M ¢é
um difeomorfismo C*°.

A 6rbita de um ponto x € M pela acao 6 é o subconjunto
O0.(0) = {0(g.x) € M : g € G}

Dizemos que 6 é uma agao compacta quando todas as suas orbitas sao

compactas. O grupo de isotropia de x € M é o subgrupo
G, =G.(0)={g€G:0(9,2) =z}

E claro que G, & fechado em G. Dado z € M, a aplicacdo 6, : G — M dada por
0.(g9) = (g, z) induz uma imersao injetiva G/G, — M cuja imagem é O,(0).
Portanto caso G/G, seja compacto tal aplicacdo serd um difeomorfismo de
G /G, sobre a orbita de .

Quando para todo z € M dim O, = dim G dizemos que a acao 0 é
localmente livre.

Os subgrupos fechados G, de G = R* sio da forma R¥ x Z!' com
0<k<4 , 0<I1<4 e 0L k+1 < 4. Sea acao considerada é
localmente livre os G, serdo da forma Z! com 0 < [ < 4. Portanto as orbitas

da acdo localmente livre serdo homeomorfas aR* x T! com k + [ = 4.
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2.2
Acdes do RF

No caso em que G é o grupo aditivo R¥, uma acao 6 : R¥ x M — M
de classe C"(r > 1) é gerada por k campos de vetores de M. Com efeito,
seja {wy, wy, ..., wp} uma base do R* e para cada j € {1,2,...,k} coloquemos
6,(t,p) = O(tw,;, p). Como é facil verificar, para todo j € {1,2,...,k}, 0; é um
fluxo de classe C", ao qual esta associado o campo de vetores X7, de classe
C"1, definido por X7(p) = £6;(t,p)|io. E facil ver que o fluxo de X7 é 6; e
denotando ,(t, p) = X7 (p) podemos escrever

k
8<Ztiwi,p> = thl o XEQ 0..0 ka(p)

Dizemos que os campos X', X2, ..., X* sdo geradores da acgao 6. Como a

soma em R é comutativa, temos que
i i v i
XjoX] =X]oX;

Para quaisquer ¢,5 € {1,2,....k} e s,t € R.

Proposicao 2.1 Sejam X', X2, ... X* k campos de wetores de classe
C"(r > 1) definidos em M. Suponhamos que para todo i € {1,2,...k}, o

fluzo X} estd definido em R x M. As sequintes afirmagées sao equivalentes:

a) Os campos X', X?% ... X* sio geradores de uma acio de classe C",
0:RF x M — M.

b) Para quaisqueri,j € {1,2,....k} e s,t € R temos X} o X7 = XJ o X},

c) Para quaisqueri,j € {1,2,....k}, temos [X*, X7] = 0.

Demonstracao

Ver (Cam).

Seja # uma agao suave de R* sobre M = T* x BZ(¢) definida pelos
campos de vetores X1, X5, X3, X4. Usando o fato de que T* = R*/Z*, podemos
dar coordenadas (y1,y2,Ys, Ys, 21, 22) para M; Sejam Y1,Ys, Y3, Yy, 71, Z o8

correspondentes campos de vetores. Assuma quef é tal que

Xj(?h, Y2,Y3, Y4, 21, 2’2) = Z aij(zly ZQ)Yi

=1
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chamaremos a tal acao de horizontal homogénea

Em nosso caso o grupo ¢ R* e M = T* x B2(e) é uma variedade de
dimensao 6 podendo também ser o toroTS. Agora para cada base {vy, v, v3, v4}
de T,G satisfazendo [v;,v;] = 0 para i # j, a acdo 6 : G x M — M localmente

livre define uma familia X7, X5, X3, X4 de campos de vetores em M:
Xi(xz) = D0,(e)(v;), 1=1,2,3,4

os quais sao linearmente independentes em cada ponto e satisfazem a relacao
[X;, X;] = 0 para i # j. Numa variedade aberta, tal familia define o que
chamamos de acao local.

Se M é compacta e tem uma métrica Riemanniana suave, o espaco das
acoes em M tem uma métrica definida pela correspondente C™ métrica nos
campos de vetores. Mais precisamente, para esta métrica, uma perturbagéoé
de 0 ¢ tal que as derivadas até a ordem r de X; e X; estdao proximas em todos
os pontos de M. Se M nao é compacta, cada subconjunto compacto de M
define uma pseudo-métrica e este conjunto de pseudo-métricas definem uma

C"-topologia no espaco de campos de vetores.

2.3
Teorema de Estabilidade Local

Nosso interesse em acoes homogéneas horizontais do grupoR*, na vari-
edade M é justificada pelo seguinte teorema chamado de Teorema da esta-
bilidade local

Teorema 2.2 Sejam F uma folheacio de classe C' e codimensio n de uma
variedade M e F' uma folha compacta com grupo de holonomia finito. Existe
uma vizinhangca U de F', saturada por F, na qual todas as folhas sao compactas
com grupo de holonomia finito. Além disso, podemos definir uma retragao
7 :U — F tal que para toda folha F' C U, n/F' : F' — F é um recobrimento
com um nimero finito de folhas e para todoy € F, n1(y) ¢ homeomorfo a
um disco de dimensao p e € transversal a F. A vizinhan¢a U pode ser tomada

arbitrariamente pequena.

Demonstracao

Ver (Caml).

Vejamos um coroléario deste teorema.

Corolario 2.3 Sejam F uma folheacdao de classe C' e codimensio n de uma

variedade M e F' uma folha compacta com grupo de holonomia finito.Entao
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existe uma vizinhanca U de F, saturada por F, na qual todas as folhas sao

compactas com grupo fundamental finito.
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