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4
Informacao Quantica

A teoria da Informagao Quantica foi basicamente desenvolvida na tltima
década (3| [10) [16]). Nosso objetivo neste capitulo é apresentar sua estrutura
fundamental, o bit quantico, e justificar a enorme superioridade de computa-

dores quanticos sobre computadores classicos.

4.1
O Qubit

Um espaco de Hilbert unidimensional possui, obviamente, apenas um
vetor em sua base. Logo, ao considerarmos um sistema associado a tal espaco,
este tera apenas um estado, nao sendo, portanto, um sistema interessante para
ser analisado.

Os sistemas relevantes mais simples sao aqueles associados a espacos de
Hilbert bidimensionais, ou seja, isomorfos a C2. Em computacao quantica,
sistemas deste tipo sdo conhecidos como bits quanticos (quantum bits) ou,
abreviadamente, qubits. Assim como o bit é o conceito fundamental da com-
putacao classica, o qubit é a unidade basica de construgao de um computador
quantico.

Analogamente ao bit cldssico (o qual pode ser encontrado nos estados 0
ou 1), dois possiveis estados para um qubit sao |0) e |1), os quais formam uma
base ortonormal para o espaco bidimensional associado. A principal diferenga
entre o bit classico e o bit quantico é que o qubit também pode ser encontrado
em estados diferentes de |0) ou |1), j4 que, pelo Principio da Superposicao,
é possivel formar novos estados a partir de combinagoes lineares de estados

ortogonais. Assim, qualquer estado de um qubit pode ser representado por:

) = al0) + B[1), (4-1)
onde o, € C, |af* + |B|> = 1. Como nada ¢ dito sobre o meio fisico em que
os vetores sao construidos, estes podem representar, por exemplo, spin-up e
spin-down de uma particula, diregao vertical e horizontal de polarizacao, etc.

Enquanto bits classicos tém seus estados facilmente determinados, nao
é possivel examinar um qubit e determinar seu estado quantico, isto é, os

valores de a e (3. Isto se deve ao seguinte: como vimos ao longo do capitulo
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2, ao medirmos um observével deste estado que possui autovetores |0) e |1),
obtemos o resultado |0) com probabilidade |a|?, e |1) com probabilidade |3]?.
Agora, utilizando a igualdade |a|*+|3]* = 1, podemos reescrever a eq.(H]

M) como:
. 0 , 0
) = e (cos 5]0> + e sin §|1>> .

Sabemos que o fator € nao influencia a observacao do sistema, logo pode

ser ignorado:
0 , 0
|¢)) = cos 5\0) + €' sin §|1> :

Os ntmeros # e ¢ definem um ponto na esfera unitdria S?, a qual é
geralmente denominada esfera de Bloch. Ou seja, o espago de estados de um

qubit pode ser parametrizado pelos pontos desta esfera:

|0}

Figura 4.1

A partir desta representacao podemos claramente afirmar que um qubit
armazena infinita informagao, ja que a esfera unitaria tem um ntmero infinito
de pontos. No entanto, nao deve ser esquecido o fato de que ao observarmos um
qubit obtemos apenas um bit de informacao. Ou seja, somente com infinitas
observagoes de qubits idénticos é que seriamos capazes de determinar os valores
de a e 5.

Assim, um qubit de fato representa infinita informacao, desde que nao
seja observado. Pode parecer estranho nao termos como medir a quantidade
de informacao com que trabalhamos, mas o que devemos compreender é
que quando um sistema quantico isolado evolui, sem realizarmos quaisquer
medicoes, a Natureza mantém guardadas todas as varidaveis que descrevem
tal sistema, como a e (3, o que chamamos de “informacao escondida”. Como
veremos mais adiante, o mais interessante é que a quantidade deste tipo de in-

formacao cresce exponencialmente com o nimero de qubits que utilizamos para
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compor nosso sistema. E justamente esta informacao quantica escondida que
faz da Mecanica Quantica uma ferramenta tao poderosa para o processamento

de informacao.

4.2
Coexisténcia de Sistemas Quanticos

Ao considerarmos sistemas quanticos compostos, a primeira pergunta
que nos preocupamos em responder ¢ a seguinte: como descrever os estados

de um sistema deste tipo? A resposta é dada pelo préximo postulado.

Postulado VI: O espaco de Hilbert associado a um sistema fisico composto
€ o produto tensorial dos espacos de Hilbert associados aos sistemas fisicos
individuais. Além disso, se os sistemas forem numerados de 1 até n, e o i-
ésimo sistema (associado ao espago H;) for preparado no estado |1);), entdo o

estado do sistema composto (ou n-partido) é

1) @ [12) @ ... @ |thn) E HI O H2 ® ... ® Hy. (4-2)

Note a importancia de que cada um dos sistemas tenha sido preparado
separadamente: somente assim somos capazes de afirmar que o estado do
sistema n-partido pode ser fatorado como na eq.([@=2). Neste caso diremos que
o estado é um estado-produto, ou desemaranhado. Sua principal caracteristica
é que ao aplicarmos alguma transformacao a um dos estados, nenhum outro
componente sera alterado.

A equagao (4=2]) nao apresenta a tunica configuragdo que estados com-
postos podem tomar. Na verdade, devemos ainda levar em conta a existéncia
de um dos fenomenos mais intrigantes da Mecanica Quantica, que nao possui
analogo em toda a teoria classica: o emaranhamento.

Por defini¢ao, um estado composto é dito ser emaranhado se ele nao puder
ser decomposto em produtos tensoriais de estados dos sistemas individuais,
como sugerido pela eq.([@=2). Como exemplo, apresentaremos um dos estados

de Bell, classicos na literatura:

~100) +[11)
= —\/§ )

Esse é de fato um estado emaranhado, pois nao pode ser escrito como o

[¥) (4-3)

produto tensorial dos estados |a) e |b) de um qubit qualquer.

Para provar isto, considere

ja) = a1]0) + Gi[1) e [b) = a2|0) + [a[1),
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onde o, 31, az, B2 € Ce |oy]* +|51]* = 1, |az]* 4 [B2]* = 1. Logo,

) @ [b) = (a]0) + 51[1)) ® (@2]0) + B2[1))
= 041042’00> + 6152‘11> + alﬁg‘01> + 06251‘10>

Tomar a3 = 0 implica que ajap = 0 ou 158, = 0, ou seja, é impossivel

achar coeficientes complexos tais que [¢)) = |a) ® |b).

4.3
Estados Produto e Emaranhado e Universalidade

A universalidade serd a mnossa principal ferramenta para simplificar
a demonstracao do teorema de composicionalidade de Coecke, devido ao
seguinte: qualquer aplicacao linear ou antilinear que atue em estados ema-
ranhados é unicamente determinada por sua atuacao em estados produto.

De fato, vimos que vetores da forma v ® w sao vetores-produto. Todos

os outros sao somas do tipo

n
E Q;v; ® Wy,
i=1

e que nunca poderao ser escritos como um produto v ® w. Assim, suponha

que queremos definir uma aplicacao linear F' : ‘H; ® Ho — Hs. Obviamente

=1 =1

Ou seja, é suficiente definir F' apenas em vetores produto v ® w (desde

devemos ter:

que estes sejam linearmente independentes). No caso de F' antilinear a mesma
equacao vale com o coeficiente @; do lado direito. Entretanto, pela propriedade
da universalidade, para que F' seja definida basta que a aplicagao (v, w) +—
F(v®w) seja bilinear. Quando tal argumento é usado, dizemos que F' é definida
por universalidade.

Logo, qualquer teorema que utilize apenas a linearidade e/ou a antiline-
aridade em estados emaranhados (como a nossa versao do teorema de Coecke)
¢ verdadeiro se conseguirmos demonstra-lo para estados desemaranhados. Isto

em geral torna a prova muito mais facil.
4.4
Multiplos Qubits

Se considerarmos um sistema com dois bits, sabemos que podemos

encontra-lo nos seguintes estados: 00, 01, 10 e 11. Analogamente, um sistema
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composto por dois qubits possui quatro estados-base: [00), [01), |10) e |11).
No entanto, como combinagoes lineares destes vetores formam ainda outros

estados possiveis para os qubits, vamos escrevé-los de forma geral como:
1) = |00) + 5]01) + ~[10) 4 4]11), (4-4)

onde todos os coeficientes sao nimeros complexos e |a|> +|8]% + [v]* +[]> = 1.

Um sistema de n qubits esta associado a um espago de Hilbert isomorfo
aC?C?*®...®C? = C*. A base de vetores natural para este espaco
¢ {|0...0),]0...1),...,|]1...1)}, e ent@o a combinacdo linear que representa
um estado geral terd 2" coeficientes complexos. O interessante é que para
n = 500, este nimero ja é maior que o numero estimado de a&tomos do Universo!
(I6) Obviamente, nenhum computador cldssico conseguiria armazenar tantos
coeficientes.

E importante perceber que, enquanto um sistema cldssico de n bits ar-
mazena apenas um destes 2" niimeros, um sistema de n qubits pode armazenar
todos eles simultaneamente. Sabemos no entanto que se o observarmos, vere-
mos apenas um destes nimeros, mas consideremos o seguinte: ao prepararmos
um estado que é a superposicao de n nimeros diferentes, podemos aplicar
operacoes matematicas a todos eles de uma sé vez. Ou seja, um computador
quantico utiliza apenas um passo computacional para operar sobre 2" entradas
distintas, sendo o resultado uma superposicao de todas as saidas correspon-
dentes. Para fazer o mesmo, um computador classico deve repetir a computacao
2™ vezes, ou usar 2" processadores trabalhando em paralelo. Desta forma, con-
statamos o ganho enorme de tempo e memoria computacional que a teoria

quantica pode nos proporcionar.

4.5
Medicoes de Sistemas Compostos

Ao observarmos uma grandeza na base {|00),]01),[10), |11)} de um sis-
tema quantico composto por dois qubits, obteremos como resultado, de acordo
com a eq.(d=4)), um destes quatro estados-base, associados as probabilidades
|, |82, |7|? e |6)%, respectivamente. Apds a medicao, o estado do sistema é
exatamente igual ao que foi observado.

Consideremos agora que a medi¢ao na base {|0), |1)} serd feita somente
sobre um dos qubits, digamos o primeiro. O resultado seria o seguinte: |0) com
probabilidade |a|? + |3]? e |1) com probabilidade |y|* + |d§|>. No primeiro caso,

o estado do sistema composto pés-medicao é

_ a]00) + 5jo1)

W)= Jars e
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e para o segundo,
_ ]10) 4 4[11)

VP -+

onde os estados sao representados por vetores normalizados.

[¢')

Vamos supor que obtivemos o estado |0) ao realizarmos esta primeira

medigao. Entao, a probabilidade de medir o segundo qubit como |0) é

Oé2

a?+ 327
e o estado pds-medicao do sistema quantico composto pelos dois qubits é
|00) .

Ja a probabilidade de medi-lo como |1) é

ﬁQ
a? + (32’

onde o respectivo estado resultante é
|01) .

Consideremos entao um estado-produto bastante simples:

W) = —(lo0) + Jo1))

2
(10) © (10) + 1)) -

Sl

1
2

S

Pelo que foi visto nesta secao, ao observarmos seu primeiro qubit na base
{]0), 1)}, este retorna |0) com probabilidade igual a 1. J4 o segundo pode
ser observado tanto como |0) ou |1), ambos com probabilidade 1/2. Notemos
que as duas medigoes sao completamente independentes, pois o resultado da
primeira nao influencia de maneira alguma a segunda.

Agora, suponhamos que a medigao sera feita sobre o estado emaranhado
de Bell, dado pela eq. ([@=3)): ao observarmos o primeiro qubit na base {|0), |1)},
obteremos os estados |0) ou |1) com probabilidade 1/2 cada um. Considere que
o resultado foi |0). Entao, ao observarmos o outro qubit, ainda na mesma
base, este certamente sera encontrado no estado |0), ja que ndo ha outra
possibilidade de estado para o sistema composto que retorne |0) na medigao
do primeiro qubit. Analogamente, se considerarmos que a primeira medi¢ao

retornou um autovalor associado a |1), a medi¢do subseqiiente nos dird, com
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certeza, que o segundo qubit serd encontrado no estado |1). Assim, destaca-
se agora a principal caracteristica de estados emaranhados: ao contrario do
que foi afirmado para o estado-produto analisado, a medi¢cao de uma grandeza
observével de um dos sistemas individuais (no caso, um dos qubits), influencia
a observacao dos outros sistemas, ou seja, as medicoes nao sao independentes.

Diremos entao que dois qubits encontram-se em um estado emaranhado
quando cada uma das partes nao possuir um estado préprio.

E justamente este o ponto da teoria quantica questionado pelo paradoxo
EPR, assim denominado por ter sido proposto por Einstein, Podolsky e Rosen,
em 1935 (9). Através da descrigdo de um experimento que utilizaria um par
de particulas emaranhadas, os autores pretendiam afirmar que um resultado
natural da teoria da relatividade, o principio da localidade, estava sendo
violado, pois ao separarmos tais particulas arbitrariamente, uma medicao em
uma delas faz com que a outra assuma instantaneamente o estado medido
na primeira. Logo, poderiamos pensar que a informacao é enviada a uma
velocidade maior que a da luz, contrariando o principio formulado por Einstein.

Somente na década de 80 foram realizados os experimentos EPR, sendo
de fato comprovado que o emaranhamento é um fenomeno real. Embora esta
pareca ser uma questao essencialmente filoséfica, vale a pena citar a explicacao
que é dada ao paradoxo: medir uma das particulas do par emaranhado
realmente faz com que tenhamos certeza de qual serd o resultado de uma
medicao na segunda particula. Entretanto, nao ha transporte imediato de
informagao, pois em Mecanica Quantica um estado nao tem valor algum antes
de ser observado. O que pode na verdade ser dito é que o emaranhamento
apenas garante que os resultados de observacoes realizadas sobre as duas
particulas possuem certas correlagoes.

A aplicacao mais interessante deste fenomeno é a que sera dada no

proximo capitulo: a teleportacao (17, 15 [19).
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